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Fractions continuées des séries de Dirichlet.
Etude des racines des polyndémes de récurrence.

Hubert Schaetzel

Résumé

Pour la démonstration de I’irrationalité de {(3), le recours aux fractions continuées généralisées s’est montré
fort utile. Suivant cette voie, nous établissons ici une expression générale des fractions continuées des séries
de Dirichlet. Pour la série de Riemann et la série Eta de Dirichlet, nous observons la valeur constante de la
partie réelle des racines des polyndémes de récurrence constituant ainsi une nouvelle piste pour 1I’évaluation de
I’irrationalité de {(2n+1) au cas par cas. Nous apportons ensuite des arguments dans le sens de I’hypothése de
Riemann grice a un éclairage nouveau sur I’origine des zéros de la fonction Zéta. Se faisant, nous portons ce
type de regard a d’autres fonctions plus élémentaires.

Continued fractions of Dirichlet series.
Recurrence polynomials roots study.

Abstract To prove {(3) irrationality, generalized continued fractions have shown their usefulness. Following this way,
we give an expression of Dirichlet series continued fractions. For the Riemann and Dirichlet Eta series, we
observe the constant value of the real part of the recurrence polynomials roots so that we can propose a new
means to evaluate the irrationality of {(2n+1) on a case by case basis. We deduce in the same time arguments
towards Riemann hypothesis thanks to a new highlight on the source of the Zeta function zeroes with a glance
on other elementary functions.
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1 Fraction continuée généralisée

Considérons F(s) une fonction d’une variable complexe. De méme qu’un développement limité forme une suite appelée
série entiére convergeant vers la fonction initiale, une fraction continuée généralisée est la limite de la fonction initiale.
Supposons ainsi que nous ayons trouvé pour F(s) une expression sous la forme d’une fraction continuée généralisce :

__a | AL A@ | _AQ) | A(m) |
FO= 180 180 18 180 I Bm W

Nous appellerons polynéme de récurrence les deux polyndmes Aq(n) et B¢(n).
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Les signes entre les fractions sont susceptibles d’étre négatifs ou d’alterner.
2 Fraction continuée généralisée de la fonction Zeta

2.1 Série de Riemann

La série de Riemann est définie par la série entiére :

1
™ @)

o= X
m=1
Lemme 1
Ecrivons (existence cf. [3] et confirmée ici dans un cadre différent) :
e AW AQ L AB) [ AKX |
©IBE 1BO 1B 1BE TEE 0 ©

Alors, le i*™ développement de la série entidre {(s) = Y1/m’ est égal précisément au i™ développement de la fraction
continuée généralisée précédente en choisissant :

a=1
Ay(x) = x* 4)
By(X) = X*+(x+1)°

Démonstration du lemme 1

Nous Vérifions par simple développement que les premiers termes de la fraction continuée sont égaux aux premiers termes
de la série entiére. Par exemple :

Termel:
1=1
Terme 2 :
L(0S+1%-1%/(15+2%) = 1/(1°.2°)/(1°+2°) = (1°+2°)/(1°.2°) = 1+1/2°

Terme 3 :

1/(0%+1%-1%/(15+2°)-2%/(2°+3%))

= 1/(1°-1%/(1°.2°+1°.3%+2°.3%)/(2°+3"))
= 1/(1°-(1%.25+1%.3%)/(1°5.2°+1°.3°+2°.3°))
= 1/(1%.2°+1%.3%+15.2°.3° -(1%.2°+1%.3°))/(1°.2°+1°.3%+2°.3)
= (15.2%+1°.3°+2°.39)/(1°.2°.3°)
= 1+1/2°+1/3°

Terme 4 :

1/(0%+15-1%(1°+25)-2%(2°+3%)-3%/(3°+4%))
= 1/(15-1%/(15+2°)-2%/((2°+3°).(3%+4°)-3%)/(3°+4%))
= 1/(15-1%/(15+2°)-2% (3%+4°)/(2°.3%+2°.4°+3°.4%))
= 1/(15-1%.(2°.3° +2°.4%+3°.4°)/((15+2%).(2°.3%+2°.4°+3°.4°)-2% (3°+4Y)))
= 1/(15-1%,(2°.3° +2°.45+3°.4%)/(1°.(2°.3°+2°.45+3°.4%)+2° (2°.3%+2° 4°) +2°.3°.4°-2% (3°+4)))
= 1/(15-1%,(2°.3° +2°.45+3°.4%)/(1°.2°.3°+1°.2°.4°+1°.3° 45+ 25 3° 4°))
= (1°.2°.3%+1°.2°.45+1°.3°.45+2° 3° 4°)/(1°.(1°.2°. 3%+1°.25. 45+1°.35. 45+ 2° 3°.4°)-1%,(2°.3° +2°.4°+3° 4%))
= (15.2°.3%4+1°.2°.4%+1°.3°.4°+2°.3°.4%)/(1°.2°.3°.4°)
= 1+1/2°+1/3°+1/4°

Ces exemples montrent clairement le réle d’élimination des carrés grice aux x> & chaque étape de la routine de calcul.
Observons ainsi I’expression :

. . (X+1)25
KO TGy
Elle est égale a
((OC+(x+1)).((x+1)*+(x+2))- (1) ) ((x+1)*+(x+2)°)
= (K. (X+L) X (x+2)*+(x+1)%. (x+2))/((x+1)*+(x+2)°)
=R(X)
Nous utilisons le résultat dans le terme suivant :
XZS

R(X)

(X-1)*+x°-

Ce terme vaut
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(X-1)%E-XZ O+ (x+1)%. (x+2)°)/((x+1)°+(x+2)°)
= (X-1)5C-X (X L) +(x+2) ) (. (L) . (x+2) +(x+1)%. (x+2)°)
= (1)) (0. (xFL) . (X 2) + (1) (x4 2)7) 3. () 1) +(x+2) ) (. (x+ 1) . (x4 2) +(x+1)°. (x+2)7)
= (1)), (. () 1) 0. (0 2) (X 1) (4 2)°) X7, () 1) +(x+2)°)) (0. (x+ 1) 0. (x4 2) +(x+1)°. (x+2)7)
= ((X-1)°. X% (X+ 1)+ (X-1)°. X% (X+2)*+(X-1)°. (X+1)°. (X +2)*+X°. (X+1)°. (x+2)°) (0. (X+1)*+X°. (x+2)*+(x+1)*. (x+2)°)

Ainsi, les termes de type x%.(x+i)° disparaissent lors du développement de I’expression du fait du carré x* au-dessus de

R(x). En procédant successivement ainsi au développement des termes génériques, nous obtenons un Xx-iéme terme

conforme a [’attente. Par itération du procédé, le dernier terme développé présente aprés élimination des carrés un seul

facteur 1°.2°.3°.4°...r° en dénominateur lors d’un développement au rang r. Tous les termes au numérateur sont composés
S

alors de r-1 produits a la puissance s (sans carré) sauf 1 terme égal a 1°.2°.3°.4°. . .r°.
D’ou le lemme.

2.2 Prolongement a la fonction Zéta

Nous avons ajouté ce paragraphe suite a une remarque de Jonathan Sondow sur une version précédente de cet article
concernant le domaine de définition de la série de Riemann.

La série de Riemann se confond avec la fonction Zéta de Riemann sur le domaine Re(s) > 1.
La continuité analytique pour Re(s) > 0 est donnée (cf. [5]) par la fonction Eta de Dirichlet :

* _1\ym-1
W= L B @)
m=1

Lemme 2

Ecrivons & présent :

a |, AWM [, AQ [, AB) |

_ A |
%180 1BO B2 ’

Bs3) | By

+... (6)

Alors, le i*™ développement de la série entiére {(s) est égal précisément au i°™ développement de la fraction continuée
généralisée précédente en choisissant :

a=-1/(1-2")
Al(x) = x* (7
By(X) = X*-(x+1)°

Démonstration du lemme 2

Il suffit de reprendre la méthode de la démonstration du lemme 1.
2.3 Etude des racines du polynéme de récurrence

2.3.1 Série de Riemann

Supposons n entier. )

Ecrivons B,(x) = X"+(x+1)" = 0. Alors ((x+1)/x)" = -1 = """ Les racines n°™ de -1 sont données par "™ k =0, 1,
2,..., n-1. D’ou, il suit (x+1)/x = "™ puis x = 1/(e"®V™1) = 1/(cos((2k+1).m/n)-1+i.sin((2k+1).w/n)) =
(cos((2k+1).m/n)-1-i.sin((2k+1).7t/n))/(2-2.cos((2k+1).w/n)). En utilisant 1-cos(x) = 2.sin*(x/2), il vient immédiatement : :

X = -(1/2).(1+.cotg((k+1/2).t/n))  (8)
Nous retiendrons ici que la partie réelle des racines des polyndmes de récurrence est une constante égale a -1/2.
Nous pouvons encore écrire B,(x) sous la forme d’un produit a valeurs réelles en rassemblant des valeurs conjuguées. Nous

partons de (x+1/2-+i.cotg((k+1/2).1/n)/2).(x+1/2-i.cotg((k+1/2).1/n)/2) = (x+1/2)*+(1/4).cotg?((k+1/2).m/n) = x*+x+(1/4).(1+
cotg®((k+1/2).m/n)) = x*+x+1/(4.sin*((k+1/2).x/n)). D’oul les deux cas (pour n> 1) :
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n Bu(X)

n/2-1

1
2
0 mod 2 2T X g S (ke 172) 7m)
- 9)
(n-1)/2
1

2
1mod2 |2.(x+1/2).J] X“+x+ 4.sin*((k+1/2).n/n)

k=1

2.3.2 Prolongement a la fonction Zéta

Supposons toujours n entier. » \
Nous écrivons maintenant By(x) = x™-(x+1)" = 0. Alors ((x+1)/x)" = 1 = e"**", Les racines n°™ de 1 sont données par e
k=0, 1,2,...,n-1. D’ou, il suit (x+1)/x = "™ puis aprés quelques manipulations :

i.2k.n/n
y

X = -(1/2).(1+i.cotg(k.m/n))  (10)
Nous retiendrons a nouveau que la partie réelle des racines des polyndmes de récurrence est une constante égale a -1/2.

Comme précédemment, nous pouvons aussi écrire (pour n > 2) :

n Bn(X)
(n-1)/2

1
_ 2
1 mod 2 N1 X i)
- (11)

n/2-1

0mod 2 |-n.(x+1/2).]] X2+X+W2%kn—/n)

k=1
2.3.3 Conjecture de la partie réelle
2.3.3.1 Les cas historiques
D’aprés [1] et [2], nous pouvons écrire
5 | 1| 2| 3| x| . 2
2)= + + + +...+ +... oUPy(x) = 11x"+11x+3 12
@0 TR 1RO 1RO TR® & 42
et
6 | 1 | 2° | 3 | x* | . 2 er 2
3)= - - - - s s 0U P3(X) = 34x+51x+27x+5 (13
D7F0 TP@ TP@ 1P@ P ) a3

Nous remarquons que
Po(X) = 11.(x+1/2)%+1/4
et que
Py(X) = 2.(x+1/2).(17.(x+1/2)%+3/4)

Ces polyndémes s’annulent ainsi pour :

P, -1/2+i/(2.117%),
-1/2-i/(2.11"%)
P; -1/2,

-1/2+i.(3/17)%12,
-1/2-i.(3/17)"%12

La encore, la partie réelle des polyndmes de récurrence de la fraction continuée généralisée est égale a -1/2 rejoignant le cas
oul n est entier positif dans Py(x) = X"+(x+1)".

2.3.3.2 Enoncé de la conjecture

Toute racine d’un polynéme de récurrence (a coefficients et exposants entiers) P,(X) de la fonction Zéta de Riemann a une
partie réelle égale a -1/2 lorsque nous en cherchons une fraction continuée de la forme :

12n

3 a | 22n | 32n | X2n
N Y ORI

|
Pn(2) +| Pn(3) +..,+| Pn(X) +... (14)

"
|
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Origine de la conjecture

Dans le cas des polynémes P,(x) = X"+(x+1)", la valeur unique de la partie réelle des zéros est simplement liée a la distance
unité entre les termes successifs m dans la série entiére Y° 1/m° et le ratio des exposants n de P,(x) et 2n de x*". Nous le
retrouvons en étant attentif a la routine de calcul des premiers termes des fractions continuées de {(s). Pour d’autres
polynémes de récurrence que X"+(x+1)" (comme ceux donnés pour {(2) et {(3)), la méme évidence concernant ce lien a la
distance des termes et des exposants est plus difficile a cerner.

Remarque 1 :

Le coefficient « a » est nécessairement un entier ou un rationnel pour que 1’égalité mérite d’étre posée (afin de démontrer
I’irrationalité ou la transcendance de {(n)).

Remarque 2 :

D’autres formes que x*" en numérateur sont imaginables mais on peut en douter largement.

Remarque 3 :

Pour la fonction {(s = 1/2+i.t), nous avons A4(x) = x** = x.e"""®_ Ainsi, le module de A(x) est linéaire en x (avec coefficient
1) dans la situation riemannienne.

Remarque 4 :

La limitation au cas d’une valeur constante -1/2 pour la partie réelle des zéros des polyndmes de récurrence permet de faire
bien plus rapidement une recherche par tdtonnements de potentiels polynémes de récurrence.
Supposons Ps(x) de la forme u.(2x+1)".(r.(x+1/2)*+s/4), avec

12n 2n

a | 2| 3| x|
3)= + + + +...+ +...
G50 TP TR@ 1P TP
Nous avons les situations suivantes :

a u w r S

4/3 1 0 3 1 Série alternée n
1 (-1 1 1 3 Série de Dirichlet
6 (-1)* 1 17 3 Série d’ Apéry

Existe-t-il d’autres solutions ?
Nos essais ont été infructueux au sens de résultats simples et convaincants, sauf éventuellement (solution reposant sur une
approche numérique et donc restant a démontrer) :

a u W r S
8/7 1) 1 3 1

S’ils en existent d’autres (hors 1’exemple), la vitesse de convergence vers {(3) serait sans doute supérieure a celle des cas
précédents, d’ou une possibilité d’exploration de la transcendance de {(3).

Plus généralement, on peut prouver I’irrationalité ou la transcendance de tel {(2n+1) en trouvant des polynomes de
récurrence a convergence plus rapide que x"+(x+1)". Le lecteur notera cependant les précisions données dans le postscript
de [5] et celles données dans [4] concernant la taille de la fraction Z(5) dans {(5) = Z(5).Y. (-1)™*/m®/(*",,) avant de se lancer
dans cette entreprise incertaine.

Remarque 5 :

Nous retrouvons beaucoup d’analogies en étudiant les fractions continuées des fonctions élémentaires et de fonctions
dérivées de celles-ci. Le lecteur en trouvera le détail en annexe.
Pour une fonction élémentaire F(s) donnée, écrivons I’une des fractions continuées sous la forme :

AQ) |, A2 |, A®B) | A |
B(D 1 B2 1 BB B

- al
F(S)—| 1 +| +...

Alors en simplifiant grossiérement, nous constatons pour la plupart des fonctions élémentaires que la valeur de la partie
réelle des zéros des polyndmes de récurrence By(x) est égal a +d/n ol n est I’exposant servant dans A¢(x) et d est I’exposant
servant dans By(x).

Ce schéma peut connaitre des variantes qui sont a priori difficile a saisir. En particulier, nous allons montrer ci-dessous,
dans le cas de la fonction Zéta, I’effet de la distance entre termes m en la faisant varier.
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3 Translation de la droite des zéros des polynémes de récurrence

Soit r une constante. Considérons la fonction (C translatée) définie par la série infinie :

0

_1\m-1
(T60= L g (19)

m=1

La série se confond avec la série Eta de Dirichlet lorsque r = 1.

Ecrivons
AW [, A |, A [, AK | e

_ -1
TO= T 4B@ 180 18O T BM

T(s) se confond avec (T(s,r) lorsque :
Ag(X) = (L1-r+r.x)%
Bs(X) = (1-r+r.x)>-(1+r.x)° 17

Ici, il est nécessaire de considérer deux polyndémes de récurrence dans I’approche par une fraction continuée de la fonction
CT(s,r). Pour r = 1, nous retrouvons bien sir les éléments des fractions continuées de la fonction Zéta.

Dans la configuration présente, les zéros de As(x) sont de multiplicité 2s (si s = n entier) et sont égaux a 1-1/r. Les zéros de
Bs(x) sont de multiplicité 1 (si s = n entier) et sont égaux a :

1 1 . cotg(k.n/n)

= — 4+ — . —
X ; 5 -l 5 (18)
La distance a I’intérieur des dénominateurs de (T(s,r) est désormais égale a r au lieu de 1 et impose une translation égale a -
1/r au lieu de -1 dans la partie réelle des zéros des polyn6mes de récurrence. Cette partie réelle reste constante a distance

donnée constante.

Nous pouvons alors nous poser la question de 1’évolution des « zéros » de la fonction {T(s,r) lorsque r varie. Pour cela, nous
avons simplement choisi quelques exemples numériques, le probléme général étant hors de portée a ce stade. Le terme de
« Z€ro » est d’ailleurs ici peut-étre impropre puisque non démontré comme tel. Posons s = a+i.b. Nous tragons le minima de
{T(s,r) en faisant d’abord varier r puis conjointement a et b pour revenir a ce minima. Nous obtenons des points sur une
courbe gauche a = f(r), b = g(r), b = h(a) pour chacun des zéros que nous avons choisi. Nous n’avons représenté les résultats

ci-dessous que pour a = f(r), les autres courbes ne nous intéressant que sommairement :

a="f(r)
14
L
;o\
1,2 i 0
| \
1 I - -_—
. I A Y /N
“n -
AN \ e T / \
08 |4t ’ , s » == \
' ! \‘1 I ”-‘\\ ‘ ! \’)‘\ ‘\ I “\
[N P ! A S G o\
o) ’ \ / I =0 ——. /1 %
: \ / \‘\ - ; ~ 0 T — Y
06 L A s LY — I s \ i} !y LY \
A 0 1] Il 4 - ..-\\ f T 7 L} \\.\ 1 — <
f— [} - [l ! ~ .
}*4 —_ [/ \ L L ] ===
Nl Nt 7 T~ N - Dy
. ¥ ;7 Lol - I - \ -
0,4 L LY A\
' ; Al ,’ .\\ s : \ ; 1T o
. . \\ p \‘.__,“ \ ‘i \ K }
l'I J" ~ ,/ . /‘\‘ y ’t‘
02 L - S - \ A . /
' \ I - 7 \‘:Y"
- N 7
0 T T T T T |
0,9 11 13 15 1,7 19 21
zeron®1:14,134725141 — - -zeron®4: 30,4248761258595 - — —zeron"10:49,773832477672
----- zero n°26 :92,49189927055 — - =zeron® 29:98,831194218193
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La partie réelle des minimas (donc a priori des zéros) n’est plus constante. Nous trouvons uniquement une intersection
commune en r =1 (et a = 0,5) répondant a I’hypothése de Riemann. En suivant ’évolution de quelques zéros de la fonction
CT(s,r), nous observons des variations en sinusoides pour lesquelles quelque régle de calculs semble difficile a obtenir. La
conjecture de Riemann est bien un cas trés particulier.

Ceci montre que les racines (multiples) de As(x) ont également une grande importance dans le résultat sur les zéros. Le seul
fait d’une variation de ces racines en 1-1/r (au lieu de la constante 0), donc sans méme de valeur imaginaire, brouille
complétement le message simple détecté lors de I’examen enr = 1.

Par ailleurs, I’hypothése de Riemann généralisée prévoit une partie réelle des zéros des L-séries de Dirichlet égale a 1/2.
Nous en retrouvons un exemple dans le graphique en r = 2, c¢’est-a-dire pour la serie Béta de Dirichlet {T(s, r = 2) = 1-
1/3%+1/5%-1/7°+1/9°. ..

4 Séries de Dirichlet
Soit I’expression

8m

Z(S) = Z m a=1an#0 (19)

m=1

Tous les a,, étant des constantes non nulles, nous pouvons écrire ¢, = 1/ay,.

Nous avons alors :

AQ | A@ | AG) | AKX |
B(1) | B | BB | B

2(s) = ’%H ... (20)

ou:

Ay(n) = c,2n®
B() = o.M+ Cpep. (1)’ (21)
Nous ne pouvons utiliser ceci pour trouver une fraction continuée de la fonction de Mébius M(s) du fait des coefficients g =
0 qui y apparaissent.

5 Deux polynémes de récurrence, deux suites de zéros

Pour répondre a la problématique de I’hypothése de Riemann, nous allons a présent nous placer dans un cadre plus fragile
d’un point de vue mathématique.

De la relation (1), nous tirons immédiatement :

F(s) = F(As(1), Ay(2), ..., Ag(), B5(0), By(1), ..., Bg(e0)) (22)

Cherchons a résoudre :
F(s)=0 (23)

Les zéros de la fonction F(s) sont liés nécessairement aux deux polynémes de récurrence Ag(n) et Bs(n). Ces deux
polyndmes nourrissent alors deux suites de zéros. La premiere suite dépend du polyndme Ay(n) en présence de By(n) et nous
noterons cette suite L;(As\Bs), la seconde suite dépend du polynéme Bg(n) en présence de As(n) et nous la noterons
L,o(Bs\Ay). Ainsi :

F(L1(AG\By), La(Bs\A)) = 0 (24)

Les zéros de F(s) sont donc les images par deux transformations des polynémes de récurrence :

A\Bs — Ll(As\Bs) (25)

B)\A; — La(Bs\A)
Ainsi, a telle figure géométrique peut correspondre telle autre figure géométrique. De méme, si les expressions de Ag(n) et
Bs(n) sont dépouillées, une certaine simplicité peut également se présenter dans les deux transformations.

Ici, bien s(r, nous ne pouvons expliciter les ensembles sources (A\B;) et (Bs\A;) mais seulement des caractéristiques de
Aq(m) et de By(m) retrouvant ainsi deux ensembles. Nous pouvons choisir comme caractéristiques de As(m) et de Bs(m)
leurs zéros. Néanmoins, comme Aq(m) et Bs(m) ne sont ni des numérateurs, ni des dénominateurs dans les fractions
généralisées, nous pouvons aussi envisager d’examiner simultanément les zéros et les pdles de As(m) et By(m). Concernant
les images, il est également envisageable pour augmenter la « symétrie » des corrélations observées de prendre en
considération aussi bien les zéros que les pdles de F(s). Accessoirement, dans le méme souci de symétrie, il y a lieu ou non
de prendre en compte les infinis ou les valeurs limites (non atteintes).

Les points images par L; et L, seront (trivialement) parmi les choix suivants :
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- ennombre infini

- ennombre fini (éventuellement)
- un point unique, fini ou a I’infini
- unensemble vide

La notion de zéros triviaux et de zéros non-triviaux de F(s) n’a pas de sens dans les cas élémentaires, bien que deux
ensembles subsistent (éventuellement vides cependant).

Nota
L’argumentaire précédent resterait en tout point identique si As(n) et Bs(n) ne sont plus des polynémes mais des fonctions
plus générales.

5.1 Application a la fonction Zéta de Riemann
La fonction Zéta possede effectivement une fraction continuée généralisée avec deux polyndmes de récurrence :

Ay(n) = n*
Bs(n) = n*+e.(n+1)°

Ici € vaut 1 lorsque nous nous intéressons a la série de Dirichlet et -1 dans le cas du prolongement analytique pour la
fonction Zéta de Riemann. Ce dernier cas est , bien sdr, la cible ultime.
Nous avons pour les transformations L; et L, :

A)\Bs — Li(As\Bs) = {zéros triviaux}+{S.}
Bs\As g LZ(BS\AS) = {1/2+i-bk=1 éoo}+{82}

La prise en compte des zéros triviaux {-oo, ...-2n, ..., -6, -4, -2} n’est pas pertinente ici puisque nous ne faisons pas appel a
1’équation fonctionnelle ¢(s) = 2°7°sin(m.s/2)I'(1-s)¢(1-s). Ici, ces zéros triviaux se réduisent a I’ensemble vide. Cependant,
si nous considérons la fonction Eta n(s), les zéros triviaux sont i.n.2z/In(2) (voir notre autre article).

Les polynémes Aq(n) et Bs(n) peuvent étre alternativement considérés en « numérateur » et en « dénominateur » dans la
fraction continuée, d’ou I’intérét de rechercher ici aussi bien les zéros que les poles de ces polyndmes.

Cherchant les zéros Aq(n) et B¢(n), avec s une fonction de n (au lieu de n en fonction de s comme plus haut), nous obtenons

avec 1 = (1-(-1)®"?)/2 (c'est-a-diren=1sie=1letn=0sie=-1):
n“=0 => | §— -0 Point rejeté a I’infini
n*+e.(n+1)°=0 => | s = 0+i.w.(m+2k)/In((n+1)/n) | Points a partie réelle égale a 0
s — -0 et 1 point rejeté a ’infini
Concernant les p6les, nous avons :
n” — o => | s — +o Point rejeté a I’infini
N+e.(nt+1)° —> 40 | => | s — +o Point rejeté a I’infini

En rassemblant zéros et poles, il en résulte plus de symétrie :

Pbles et zéros de =>|s— 300 P, : Points a I’infini
n*+e.(n+1)° et n* s = 0+i.m.(m+2k)/In((n+1)/n) | P, : Points a partie réelle égale a 0

Il est aisé d’imaginer une correspondance entre les ensembles {Py, P,} et {L;, L,} lorsque les ensembles {S;} et {S,} sont
vides. Ceci est plus difficile dans le cas contraire car nous perdons alors un agencement harmonieux.

5.2 Application a d’autres fonctions

5.2.1 Exemple de la fonction logarithme
Observons le comportement du logarithme népérien (sous une nouvelle forme dérivée de celles proposées dans la littérature)
| 12 | 2’ | m’

2
GG | (G033 | (G5 | (r)iE-1).em ) - e

Ln(s) = |

Nous avons ainsi
Ay(m) = m?

Bo(m) = (2m+1).((s+1)/(s-1)) )

D’ou le tableau de résultats :
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Racines de la fonction initiale

Polyndmes de récurrence

Racinesen s

Pélesens

s=1,s=-1
(Ln(-1)=k.it=0si k=0)

m? (=m?+0.s par ex.)

Ensemble vide sim # 0
sinon s quelconque

Ensemble vide si m # o
sinon s quelconque

(2m+1).((s+1)/(s-1)) s=-1 s=1
5.2.2 Exemple de la fonction tangente
Pour la fonction Tangente
_ 1] ¢ s s |
Tan(s)/s— | 1 -| 3 -| 5 -...-| omil (28)
Nous avons donc :
Ay(m) = s*
Bs(m) =2m+1 (29)
D’ou le tableau de résultats :
Racines de la fonction G . . 51
initiale Polynémes de récurrence Racinesen s Polesens
2
. S 0 S — +00
E_nse-_mble V'de_ Ensemble vide Ensemble vide
sik=0danss=k.n . . . .
. — 2m+1 sim#-1/2 sinon s (si m # o0 sinon s
(sinon s = k.«t, k#0)
quelconque quelconque)

5.2.3 Tableau récapitulatif

Le lecteur trouvera en annexe d’autres fonctions dont nous relevons les schémas entre zéros de la fonction et zéros et poles
des polynémes de récurrence. Pour ce faire, nous utilisons des fonctions élémentaires, dont les développements en fractions
continuées sont établis [5], que nous transformons jusqu’a obtenir la forme donnée au second membre de (1). Ceci
n’implique souvent qu’une simple division ou multiplication par la variable (ainsi tan(s) devient tan(s)/s) mais est quelques

fois plus long (ainsi sec’(s) devient s.(sec(s)- 7/2)/(1-s2)*?).

Nous pourrions encore augmenter la symétrie des corrélations d’une part en considérant les pdles des fonctions étudiées et
d’autre part en simplifiant considérant que les infinis ne sont pas des solutions en soi. Nous pouvons obtenir alors un tableau

récapitulatif des situations observées :

Zeros et pbles de la fonction

Zéros et pdles de la fraction continuée

Exemples

Vide

0

Ln(1+s)/s
Ln((L+s)/(L-s))/s
Tan™(s)/s

Tanh™(s) /s

sftan™(s)

s/tanh™(s)

s.cot(s)

s.coth™(s)

1/(s.coth™(s))
s.csc(s)/(1-5%)M?
Sin(s)/(s.(1-s%)"?)
Sinh™(s)/(s.(1+s%)?)
(Cos™(s)- m/2) /(s.(1-5%)"?)
s.(sec™(s)- n/2) /(1-s%) "
(1+9)” (a>0)

Vide Périodique, réel (k.n/2, k #0) (Cot(s)-1/s)/s
Vide Périodique, imaginaire (i.k.n/2, k #0) (Coth(s)-1/s)/s
Périodique, réel (k.7 k # 0). 0 Tan(s)/s
Périodique, imaginaire (i.k.w, k #0) 0 (e*-1)/s

Tanh(s)/s
— 0 0 s.csch™(s) /(1+s9)™?
+1 +1 Ln(s)
-1 0 (1+s)® (a<0)
1/2+it -12+i0 &(s)
{-x,...-2n, ..., -6, -4, -2} ou {vide} /

{1, autres poles ?}

Pas d’analogue

Les deux derniéres lignes sont la pour nous rappeler que les symétries (par rapport a 0) sont parfois bousculées.

Nous pouvons déplorer ici le manque de généralité que nous pouvons tirer des fonctions élémentaires par rapport au
probléme posé (pour {(s)). En général, il ne subsiste méme pas deux ensembles distincts c6té source et coté image.

Cependant, le point majeur a retenir ici est la sobriété des solutions de part et d’autre du tableau récapitulatif.
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5.2.4 Note finale

Des coincidences du méme type peuvent étre montées a partir des séries, au lieu de fractions continuées, en considérant
pour la premiére lignée un terme courant de la somme et pour la seconde lignée deux termes courants consécutifs dont nous
cherchons les zéros et les poles.

Ainsi, pour la fonction Zéta de Riemann {(s) = (1/(1-2"%)).Y. (-1)™%/m®, et sans revenir sur les zéros et poles triviaux comme
0 et + oo dans la suite, la somme de deux termes consécutifs qui nous égalons a 0 va donner m*-(m+1)° = 0, ce qui nous
raméne exactement a 1’étude des zéros de By(m) faite plus haut avec les mémes résultats. (De méme pour la série de
Riemann).

Cependant, la distinction de deux types de zéros apparait alors plus artificielle puisque rien ne justifie un arrét a deux
termes, hormis la nature exceptionnelle de 1 et 2 qui n’a échappé a aucune civilisation jusque dans son langage de tous les
jours.

REFERENCES

[1] Roger Apéry. Irrationalité de {(2) et de (3). Journées arithmétiques de Luminy. Astérisque n°61, 1979, P11-13.
[2] Carsten Elsner. On prime-detecting sequences from Apéry’s recurrence formulae for {(3) and {(2).

[3] Henri Cohen. Généralisation d’une construction de R. Apéry. Bulletin de la SMF. Tome 109 (1981) p 269-281.
[4] Alfred Van der Poorten. A proof that Euler missed, an informal report, 1979

[5] http://mathworld.wolfram.com/RiemannZetaFunction.html

P 10/15



Annexe
(source : http://functions.wolfram.com/)

Fonction Polyndmes de récurrence [Fractions continuées
Fonction Racine| B,(m) | Racine [Racine
senz senm | set
*) de poles
B,(m) |enzde
Am) _
(e*-1)/z © | By(m=0 -1 0 |oeys -
mod2) = / +o0 1 - -
i2nk,| m+l 14 z
k#0 | B,(m=1 4o -
mod2) = 2 24 z
§-—
2+ —
- :I‘ -
Ln(1+z)/z +o0 | B,(m=0 -1 0 log(1 + 2) = < f 2 (—co, —1)
mod2) = / +o0 1+ -
aucune| m+1 14 <
B,(m=1 B iz
mod2) = 2 3+ -
2+ —
iz
5+
iz
2
T+.
Ln(1+2)/z oo | m+l -1 0 log(1+2)= - fzg (—oo. 1)
0 1+ - I
aucune 14 -
B 47
i+
4z
4+
9z
5+
9z
b+
T+.
Ln((1+2)/(1- | o | 2m+1 -1/2 0 L+zy 27 . .
Z))/Z 400 lng[l _:J" 2 fizgl—ee, 1) Nzg (], o)
aucune = 12
3 - - 2
i
§5—
1622
- 357
g‘ - vl
36 z°
11 -
13—,
Tan(z)/z km, | 2m+l -1/2 o | . z Lol
k#O +oo tan{ 7] = :2 I E = E & £
I - 2
? 3- <
3= - -
? - - ]
-
Tanh(z)/z ikm, | 2m+1 -1/2 0 | .. z iz ]
k;&O +o0 tﬂﬂh[,_] = :2 i F = E iE £
1+ =
aucune 34+ - .
S+ e
T+ —
94—
11+...
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http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Exp/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Log/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Log/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Log/10/0005/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Tan/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Tanh/10/0001/

Fonction Polyndmes de récurrence [Fractions continuées
Fonction Racine| B,(m) | Racine |Racine
senz senm | set
*) de poles
B,(m) |enzde
1 A,(m) ]
Tan(z)/z +o0 2m+1 -1/2 O - iz @ (—oo, —1) M\ iz & (1, 00)
+00 2 )
aucune I+ 17
i+ -
9z
5+
162
T+ .
3z
%+ -
kil g
11+
13+ ...
Tanh(2)/z | o | 2m+1 | -1/2 U T - fiz @ (—oo.—1) A 2 (L. o)
+00 i )
aucune - 472
3 - 3
9
§5—
167
- 2572
- 3677
11 -
13-
z/tan™(2) aucune| 2m+1 -1/2 0 B F - o
= 4o [AN I = I ; iz g (-0, DA iz g (], o)
9z
1/((tan*(z)- |aucune 3+ =
z)/z+1) 5+ -
2577
T+
1627
9+ 3
449 =
11+ 5
36
13+
15+ ...
zitanh™(z)  [aucune| 2m+1 -1/2 0 . z _ )
_ 4o MR =+ - iz l—ee, =11 A Z (], 4]
9z
1/((tanh™(z)- |aucune 3 P
z)/z+1) 5- -
257
:.‘ —_
167
‘:} - vl
49 -
- .
36 <
13-
15—
Tan™(z)/z o | Bu(z)=| -172 N : frizlg (—oo, —|
(2m+1). +00 B 277
aucune| si(m=0 bro- 3.2
mod 2, i- oy
(1+22), 1) s(1+2%)- —
' 1272
-
. 30 7
‘:T|'I +7 |- .
' 3ozt
13(1+27) - ...
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http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTan/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTanh/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTan/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTanh/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTan/10/0005/

Fonction Polyndmes de récurrence [Fractions continuées
Fonction Racine| B,(m) | Racine |Racine
senz senm | set
*) de poles
B,(m) |enzde
A,(m) _
Tanh™(2)/z to [Bn2)=| -1/2 0 |ann 'z = ~
(2m+1).s 400 B . 272
aucune| i(m=0 b=t 3.
mod i+ 122
2,(1- s(1-24)+ —
72),1) ' 127
T+ 3
o1 £l
-+
' : 3072
l+ ———m——
13(1-2°)+ ...
z.cot™(2) aucune| 2m+1 -1/2 0 | ! -
o [t la= — Hirg (-1, 1)
1+ -
aucune P
i+ -
9=
5+
1672
T+ .
257
9+ -
36
11+
13+ ...
z.coth’(z)  [aucune| 2m+1 -1/2 +00 By ! _
o [coth™{z)= — lrgl-11)
aucune - =
d4r7°
3 - 3
L
j —_
1672
- 25772
- 36772
-
13-...
(Cot(2)-1/2)/z | +oo | 2m+1 12 | ma2 1 4m iz
+o0 cot(z)= - - —
I | —d4m =
aucune 1+ o
4(4-4x22
i+ - -
99 -472:7
S+ - -
16{16—472 2
T+ - -
25(25-4r27)
9+ - —
36(36-41 277
n+ —
13+ ...
(Coth(z)- oo | 2m+l -1/2 0 |imaw/2 . 1 4172
1/2)Iz oo [OIE)= =T 1+4x72 7
aucune 1+ —_—
4{4+4m 272
3+ - -
99 +4m 27
5+ - -
16(16+4772 2
T+ - -
25(25+4r7272)
9+ - —
636+ a7
M+ —
13+...
Tan(z)/z km, | 2m+l -1/2 0 Lo z
- K#0 top [OME)= 2 s 2
1/(cot(z)- L2
1/z)*z+1) ? Sz Z
[ E——
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http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcTanh/10/0005/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCot/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCoth/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Cot/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Coth/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Cot/10/0001/

Fonction Polyndmes de récurrence [Fractions continuées
Fonction Racine| B,(m) | Racine |Racine
senz senm | set
*) de poles
B,(m) |enzde
Ay(m)
Tanh(z)/z ikm, | 2m+1 -1/2 0 L1 z
_ k0 too cothiz) = — + E
1/(coth(z)- 3+ 2
1/2).z+1) aucune 7e—i
R TES
1/(z.coth*(z2)) |aucune| 2m+1 -1/2 +o0 . 1 r? .
— o [oth o= —+ g Lrel-L1)
1/((coth*(z)- |aucune S 3- ;__3
1/z).z+1) (= -
, 25772
162
49772
- =
hz-
13 - T
Tan(z)/z = km, - -1/2 0 | z/2
1/((z/2).cot(z) | k#0 |(2m+1)/2 T 2/a
-1/2)-1/2) T 21y
? - 4
By Ey7
3 T
L _E_ '_.'lldl'
o5 s
T
Tanh(z)/z= |i2nk,| 2m+1 -1/2 0 )= * - If2
1/((z/2).coth(z| k0 too [T DT T 27
)-1/2)-1/2) R Tl
aucune A Th
_E_ q __-"II.'J.
- T
_u, il
RE =/4
oy,
S e
z.csc?(z)/(1- |aucune| 2m+1 -1/2 +00 Y
z%) 0 lesc')= — fzei(-1,1)
aucune - %227
; 1x2772
5 T P
3wt
5z
11—
z.csch™(z) — 0" | 2m+1 -1/2 +00 N
z 1+
(1+2%)"? 0 l|esch'iz)= - fizg(-1.1)
aucune 14 Ix2”
5 %2772
+
54 3 x4t
. Iwd
+
56l
9+
11 +...

P 14/15



http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Coth/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCoth/10/0003/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Cot/10/0005/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Coth/10/0005/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCsc/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCsch/10/0001/

Fonction Polyndmes de récurrence [Fractions continuées
Fonction Racine| B,(m) | Racine |Racine
senz senm | set
™ de poles
B,(m) |enzde
Ay(M)
Sin™(2) Aucun| 2m+1 -1/2 0 1o
(z.(1-2%)?) e o0 |sin~ (7)== ey frel—e, -1 Az (], o)
w27t
1 -
aucune 127
3 —_
3x4
5 —
3xd?
5 x61°
g
11-...
T
+ -
Sinh (zg " Fo0 m+1 1/2 0 | - i 422 .
(z.(1+2)™) 400 |sink !z} = - Lize(—ee, 1IN iz e (1, o)
aucune 14 Ix2z”
1x27
i+ =
Jomdrs
S+—
3wdr?
T+ ———
5 ®6z°
9+
11 +.
(Cos™(z2)- n/2) [aucune| 2m+1 -1/2 0 12
(2.(1-2)" 0 loos™!(z)== < - - J:2& (oo, ~1)\ 2 & (1. )
aucune S Ix22
1x272
3 _
3 x4t
5 —
3 xd?
5 %67
g-_
11 -
z.(sec’’(z)-  [aucune| 2m+1 -1/2 +00 i Y
11/2) /(1—2'2)1/2 0 l|sec (7)== ; - - — Lre(-1.1)
aucune ‘- =277~
Ix2772
3 - 3
x4
j —_
Iwd?
Sxhr?
11—
-a _ az
(1+2) 0 B,(m=0 -1 0 M+7%=1+ Sirg(—oo, —1)
aucu | mod2) = +00 i (1-a):
ne | m+l | (-1/2) N (1+a)z
(@>0 | By(m=1 i (2-a)z
) mod2) = 5+ -
2m+1 54+ i
-1 (3—a)z
9+
aucu T+
ne
(a<0
)

* Racines triviales et non-triviales (par analogie) non nécessairement dans 1’ordre

Sec(z) = 1/cos(z) Csc(z) = 1/sin(z). Sech(z) = 1/cosh(z). Csch(z) = 1/sinh(z)

Si(a=0, a, b) équivalent a : si a =0 alors a sinon b.
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http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcSin/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcSinh/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcCos/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/ArcSec/10/0001/
http://functions.wolfram.com/ElementaryFunctions/Power/10/0001/

