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Crible du pgcd.

Hubert Schaetzel

Résumé L’algorithme du plus grand commun diviseur d’Eric Rowland permet de générer des nombres premiers.
Vladimir Shevelev en a donné une extension aux nombres premiers jumeaux. Cet algorithme est étendu ici
a des paires de nombres premiers d’écart quelconque. L’étude qui suit permet ensuite de mettre en évidence
les conditions modulaires liées au déroulement des algorithmes, de quantifier les pics de valeurs non
triviaux (pged # 1) et d’en donner une représentation graphique pertinente.

Gcd sieve.

Abstract Eric Rowland's greatest common divisor algorithm generates prime numbers. Vladimir Shevelev gave an
extension to the twin primes. This algorithm is extended here to pairs of prime numbers of any given gap.
The study thereafter highlights the modular conditions associated with the algorithms’ mechanism,
quantifies the peaks of non-trivial values (pgcd # 1) and provides a relevant graphic representation of them.
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1. Préambule.

En 2008, E.S. Rowland [1], puis en 2009 et 2010, V. Shevelev [2], [3] ont donné des algorithmes permettant de générer
des nombres premiers et des nombres premiers jumeaux.

Dans les deux prochains paragraphes nous faisons quelques rappels et donnons quelques compléments.
Ensuite, nous réétudions le sujet plus en détail au vu des remarques faites dans lesdits deux paragraphes.

Nous distinguons bien les deux algorithmes en nommant le premier cas celui des nombres premiers isolés. Pour le second
cas, comme nous ne nous limitons pas aux seuls nombres premiers jumeaux, nous parlerons de paires de nombres
premiers ou de nombres premiers apparentes.

Le passage des nombres premiers isolés aux paires de nombres premiers se fait a 1’aide de trés peu de modifications dans
les relations et algorithmes.

Avertissement

L’existence d’une infinit¢é de nombres premiers, de nombres premiers jumeaux ou de nombres apparentés entraine
I’infinité des incidences décrites dans cet article. Mais le raisonnement ne peut en aucun cas étre pris a rebours pour
confirmer une fameuse conjecture.

Il n’y a donc pas d’enjeu majeur ici a tout démontrer. Nous nous limiterons donc parfois & une description succincte de
certains points.

2. Nombres premiers isolés.

Théoreme de Rowland

Considérons la formule récursive a(n) = a(n-1)+pgcd(n, a(n-1)), a(1) = 7, alors d(n) = a(n)-a(n-1) est égal soit & 1, soit a
un nombre premier.

Dans son article, Rowland montre 1I’importance du rapport a(n)/n. Pour I’exemple précédent, c’est le rapport a(n)/n = 3 qui
tient un réle majeur. Cependant, n n’est pas systématiquement nombre premier, loin s’en faut, dans ce cas. Nous préférons
utiliser la relation récursive presque identique :

a(n) = a(n-1)+pgcd(n-1, a(n-1)), a(1) = 7 (1)

Alors c’est a(n)/n = 2 (valeur également mentionnée par Rowland) qui a le réle essentiel et n est alors systématiquement
un nombre premier et correspond bien aux extrémums de Rowland :

Tableau 1

n d(n) a(n) a(n)/n n d(n) a(n) a(n)/n
1 7 7 16 5 45 2,813
2 1 8 4 17 1 46 2,706
3 2 10 3,333 18 1 47 2,611
4 1 11 2,75 19 1 48 2,526
5 1 12 2,4 20 1 49 2,45

6 1 13 2,167 21 1 50 2,381
7 1 14 2 22 1 51 2,318
8 7 21 2,625 23 1 52 2,261
9 1 22 2,444 24 1 53 2,208
10 1 23 2,3 25 1 54 2,16
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n d(n) a(n) a(n)/n n d(n) a(n) a(n)/n
11 1 24 2,182 26 1 55 2,115
12 1 25 2,083 27 1 56 2,074
13 1 26 2 28 1 57 2,036
14 13 39 2,786 29 1 58 2
15 1 40 2,667 30 29 87 2,9

De fait, ce n’est pas sur la différence d(n) mais au facteur a(n)/n que nous allons porter la plus grande part de notre
attention par la suite.

Un paragraphe est également consacré dans 1’article de Rowland au phénoméne transitoire pour les petites valeurs de n
qui peuvent faire exception lorsque la valeur initiale est quelconque. Nous reviendrons sur le méme type d’observation
lorsque nous aborderons le cas des nombres premiers apparentés.

Complément sur le sujet

En complément aux travaux de Rowland, nous donnons ci-dessous d’autres formules génératrices de nombres premiers,
apres éventuellement une phase transitoire :

a(n)-a(n-1) = 3.pged(n-1, a(n-1)), pged(a(1),3) =1, a(n)/n =4 (2)
a(n)-a(n-1) = p.pgcd(n-1, a(n-1)), p nombre prerﬁ.iér, pgcd(a(1),p) = 1, a(n)/n = (p-1)+2 3)
a(n)-a(n-1) = g.pged(n-1, a(n-1)), pged(a(L),q) = 1, a(n/n = (g-1)+2 @)

Utilisant I’équation (3), si a(1) est multiple de p nombre premier impair (ou de p™, m > 0), alors n est multiple de p et d’un
nombre premier pour toute occurrence de a(n)/n = p+1.

Les variations de a(n)/n sont typiquement de la forme suivante.
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Le lieu des courbes décroissantes tend vers une oscillation de I’ordonnée entre 2q+1 et q+1, la valeur g+1 étant atteinte
réguliérement, alors que 2q+1 ne I’est pas en général.

La i*™ abscisse solution n(i) se trouve approximativement a q+1 fois I’abscisse solution précédente, ce qui en
coordonnées logarithmiques donne des espacements de tailles relativement uniformes, et confirme ’infinité des cas a la
condition expresse que g+1 soit systématiquement atteint.

3. Paires de nombres premiers.

Conjecture de Shevelev

Nous réécrivons le résultat de Shevelev légérement différemment en mettant a nouveau en valeur le rapport a(n)/n.
Considérons la formule récursive :

a(n) = a(n-1)+pgcd(n-2.mod(n,2), a(n-1)), a(1) =2 (5)

Alors n-1 et n+1, n > 2, sont des nombres premiers jumeaux lorsque a(n)/n est égal a 2.
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Tableau 2

n d(n) a(n) a(n)/n n d(n) a(n) a(n)/n
1 2 2 16 1 40 2,5
2 2 4 2 17 5 45 2,647
3 1 5 1,667 18 9 54 3

4 1 6 15 19 1 55 2,895
5 3 9 18 20 5 60 3

6 3 12 2 21 1 61 2,905
7 1 13 1,857 22 1 62 2,818
8 1 14 1,75 23 1 63 2,739
9 7 21 2,333 24 3 66 2,75
10 1 22 2,2 25 1 67 2,68
11 1 23 2,091 26 1 68 2,615
12 1 24 2 27 1 69 2,556
13 1 25 1,923 28 1 70 2,5
14 1 26 1,857 29 1 71 2,448
15 13 39 2,6 30 1 72 2,4

Il n’y a pas de signification a donner pour le résultat des deux premiéres instances n = 1 et n = 2. Au-dela, ’exemple
numérique donne bien systématiquement une paire de nombres premiers pour a(n)/n = 2.

Nous voyons aussi que ce n’est pas le cas (systématiquement) pour a(n)/n = 3, d’ou le choix fait de se concentrer sur la
valeur a(n)/n = 2. Notons que le bond de a(n)/n = 2 vers une valeur approchante de 3 (a savoir 3(n+1)/(n+3), n étant la
valeur pour a(n)/n = 2), lorsque le régime transitoire s’éloigne, se fait exactement a n+3 et affiche n+1 dans la colonne
d(n), a savoir le majorant de la paire cherchée :

Tableau 3

n d(n) a(n) a(n)/n n d(n) a(n) a(n)/n
42 1 84 2 312 1 624 2
43 1 85 1,977 313 1 625 1,997
44 1 86 1,955 314 1 626 1,994
45 43 129 2,867 315 313 939 2,981
138 1 276 2 660 1 1320 2
139 1 277 1,993 661 1 1321 1,998
140 1 278 1,986 662 1 1322 1,997
141 139 417 2,957 663 661 1983 2,991

La réciproque est fausse. En se décalant de 3 unités, le rapport a(n)/n = 3(n+1-3)/(n+3-3), soit a(n) = 3(n-2) ne peut étre
pris comme condition alternative a a(n)/n = 2, car de nombreux nombres parasites n-3 satisfont aussi celle-ci sans
correspondre a une paire (n-4,n-2) de nombres premiers.

Complément sur le sujet

Faisant suite aux travaux de Shevelev, la formule génératrice ci-dessous donne, pour n assez grand (typiquement de
I’ordre de n > 8m+a(1)), la paire de nombres premiers n-1 et n+2m-1, lorsque a(n)/n =2 :

a(n) = a(n-1)+pgcd(n-2m.mod(n,2), a(n-1)), a(1) >0 (a(1) > 2 pour m = 1) (6)

Les variations de a(n)/n, fonction de n, sont typiquement de la forme suivante.
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Graphique 2
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L’annexe 1 donne les premiéres paires de nombres obtenues ainsi. Le lecteur pourra se faire une idée de 1’étendue des
exceptions dans la phase transitoire. Pour toutes ces exceptions (et phase transitoire), nous avons Neoyrant/ Nprécedent < 2 €t 1a
premier couple solution (paires de nombres premiers) se présente exactement un rang avant que le rapport Ncourant/Nprécédent
ne devienne supérieur a 2.

Le lieu des courbes décroissantes tend vers une oscillation de ’ordonnée entre 3 et 2, la valeur 2 étant atteinte
régulierement, alors que 3 ne I’est pas exactement en général.

La i*™ abscisse solution n(i) se trouve approximativement a 1’abscisse double de la solution précédente, ce qui en
coordonnées logarithmiques donne des espacements de taille relativement uniforme.

11 parait naturel d’avoir les premiéres paires de nombres ne répondant pas au probléme, puisque d’une part nous partons
d’une valeur a(1) arbitraire, ce qui empéche en général la premiére paire d’y répondre et d’autre part les courbes montrent
a I’évidence un éparpillement et un grand désordre dans la phase transitoire.

Devant le grand nombre de valeur d(n) = 1, Rowland évoque et Shevelev met en ceuvre un algorithme amélioré et rapide
permettant de n’avoir affaire qu’aux valeurs différentes de 1 (tous premiers). Un algorithme, tout a fait semblable a celui
de Shevelev, existe également, sauf que dans 1’état ou nous le produisons ci-dessous a ce jour, il reste deux difficultés a
lever pour I’utiliser. Pour une lecture plus facile de ces difficultés, nous commengons par donner les deux tableaux de
valeurs ci-dessous (pour 2m = 2 et 2m = 4) et nous utilisons les mémes notations N;, p; et * que celles utilisées par
Shevelev.

Tableaux 4 et 5

n_|mod(n2)| N pi_ | (Ni-2)/pi| Nifpi n_|mod(n2)| N; pi_ |(Ni-4)/pi| Ni/pi
2 0 2 2 4 0 4 4

5 1 3 3 1 6 0 7 3 1

6 0 5 3 1 7 1 9 3 3
9 1 7 7 1 14 0 11 7 1

15 1 13 13 1 21 1 17 17 1
17 1 25 5 5 25 1 33 3 11
18 0 29 9 3 29 1 35 5 7
20 0 37 5 7 30 0 39 5 7

24 0 41 3 13 36 0 43 3 13

45 1 43 43 1 37 1 45 3 15
a7 1 85 5 17 51 1 47 47 1
48 0 89 3 29 55 1 93 3 31
51 1 91 7 13 56 0 95 7 13

60 0 97 5 19 105 1 101 101 1
66 0 101 33 3 109 1 201 3 67
79 1 133 7 19 123 1 203 7 29
141 1 139 139 1 125 1 209 11 19
150 0 277 25 11 127 1 219 3 73
156 0 301 13 23 140 0 221 7 31
315 1 313 313 1 231 1 227 227 1
317 1 625 5 125 235 1 453 3 151
318 0 629 3 209 239 1 455 5 91
340 0 631 17 37 240 0 459 5 91

342 0 647 3 215 246 0 463 3 153

343 1 649 11 59 247 1 465 3 155
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n_|mod(n2)| N Pi_ [(Ni-2)/pi| Nifpi n_|mod(n2)| N; Pi_|(Ni-4)/pi| Nilpi
348 0 659 3 219 471 1 467 467 1
663 1 661 661 1 475 1 933 3 311
1323 1 1321 | 1321 1 476 0 935 7 133
1326 0 2641 13 203 945 1 941 941 1
1339 1 2653 7 379 949 1 1881 9 209
2661 1 2659 | 2659 1 950 0 1889 5 377
2667 1 5317 13 409 955 1 1893 3 631
2674 0 5329 7 761 959 1 1895 5 379
2675 1 5335 11 485 960 0 1899 5 379
2676 0 5345 3 1781 961 1 1903 11 173

Les relations entre termes sont alors :

Nivs = Nitpi-1 (7)
Pi+1 = (Ni-2m.Mod(n-1,2))* (8)

Les deux difficultés sont les suivantes :
- La connaissance de n n’est pas nécessaire, mais ’anticipation de sa parité est indispensable pour effectuer des
raccourcis de calcul. Ceci n’est pas résolu.
- (pdiv)* ne désigne plus ici le plus petit diviseur premier de pdiv, mais un diviseur de celui-ci (éventuellement
non premier). Le choix de ce diviseur n’est pas résolu.

4. Revue du crible du pgcd.

Nous reprenons a présent les algorithmes en donnant plus de détails. Se faisant, nous devons préciser d’abord quelques
points de langage et le cadre d’action.

4.1. Terminologie
Nous appellerons :

- étape, la donnée d’un couple (n, a(n)) de ’algorithme de Rowland ou de Shevelev,

- étape triviale, une étape n pour laquelle pged(n, a(n)) = 1,

- étape non triviale, une étape n pour laquelle pged(n, a(n)) > 1,

- ratio caractéristique, le rapport a(n)/n a 1’étape n,

- d(n), le pged de n et a(n) ou d’une expression similaire de a(n),

- diviseur non trivial de d, un diviseur différent de 1, mais qui peut étre donc étre égal a d,

- chemin, les différentes étapes de 1’un ou ’autre algorithme,

- longueur d’un chemin, le nombre d’étapes de ce chemin (dans des limites définies),

- étape fleurie, I’incidence (q, 2q),

- pic de valeur, le résultat* sur le pged de I’incidence (q, 29),

- chemin fleurie, un chemin menant a 1’étape fleurie (q, 2q),

- antécédent, I’étape qui précéde une quelconque étape donnée de 1’algorithme,

- antécédent trivial, un antécédent tel que le pged de 1’étape de cet antécédent soit égal a 1,

- chemin a rebours, la réalisation de 1’algorithme a rebours,

- obstruction, le fait de ne plus avoir d’antécédent lorsque nous effectuons ’algorithme a rebours,

- étape d’obstruction, I’étape pour laquelle il n’y a pas d’antécédent, I’étape d’obstruction existant bien par contre,

- chemin complet, le chemin a rebours partant de 1’étape fleurie (q, 2q) jusqu’a I’obstruction ou jusqu’an=1

- chemin complet maximal pour une famille donnée, le cas (i, a(i)) tel que g-i soit maximal, puis 2g-a(i) soit
maximal aussi.

* Le résultat qui ne se traduit a 1’étape q pour I’algorithme de Rowland, mais pas pour celui de Shevelev.

Nota

L’étape sera désignée souvent en ne spécifiant que n au lieu du couple (n, a(n)). De méme pour I’antécédent. L’ étape i est
généralement pris comme étape initiale, n une étape quelconque et i’ la premiére incidence telle que a(i’)/i’ = 2.

4.2. Choix des valeurs initiales
Les paragraphes suivants permettent de réduire notre cadre d’action pour simplifier I’expos¢ ;
4.2.1. Chemins interminables

Certains choix initiaux ménent a des résultats triviaux ou de peu d’intérét a la suite de I’exposé. Nous les décrivons ici
brievement. Soit i 1’étape initiale de 1’algorithme :
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a(n) = a(n-1)+pgcd(n-1, a(n-1)), a(i) =k ,i>0,k>0,n>i 9)

Lemme 1

Sia(i) <i, alors a(n)/n < 1 pour tout n > i.

Démonstration

Supposons r > s pour éviter toute manipulation de signes. Nous avons pged(r, s) = pged(r-s, ) = pged(r, r-s) < min(, s, r-
s) = min(s, r-s). Ainsi si a(i) <i, le plus grand commun diviseur de n-1 et a(n-1), ot n > i+1, ne peut augmenter au plus
que du minimum de a(n-1) et de n-1-a(n-1), minimum qui est égal & n-1-a(n-1). Donc a(n) < a(n-1)+n-1-a(n-1) = n-1, soit
a(n)/n < (n-1)/n < 1. D’ou le théoréme.

A noter que si la valeur a(n-1) = n-1 est atteinte, ce qui est le cas général, alors comme pgcd(r, r-1) = pged(r, 1) = 1, le
rapport a(n)/n = (n-1)/n devient systématique.

Corollaire (trivial).

Si a(i) <1, alors a(n)/n # 2 pour tout n > i.

Lemme 2

Sii<a(i) <2i, alors a(n)/n < 2 pour tout n > i.

Démonstration

Nous avons initialement a(i) < 2i. Faisons I’hypothése de récurrence a(j) < 2j. A I’étape j+1, nous avons 2(j+1)-a(j+1) =
2+2j-(a(j)+pgcd(, a()) = 2+(2j-a(j))-pgcd(j, 2j-a()) > 2. Donc 2j >-a(j+1), soit encore a(j+1)/(G+1) < 2j/(j+1) < 2.
D’ou le résultat.

Nota 1

L’évolution du rapport a(n)/n est ici en général une oscillation entre 2 (non atteint) et 3/2 (atteint). En a(n)/n = 3/2, la
valeur de n est égale a 2p ou p est un nombre premier. Le rapport a(n+1)/(n+1) est ensuite égal a 4p/(2p+1), inférieur a 2,
cette borne 2 n’étant jamais atteinte.

Nous ne chercherons pas a démontrer que p est premier ici, ceci n’étant pas un enjeu fondamental.

Nota 2

Pour le cas particulier a(i) = i+1, qui répond bien au cas présent, ce n’est plus une oscillation mais une simple
décroissance monotone vers 1 qui est observée. En effet, nous avons alors pged(r, r+1) = pged(r, 1) = 1 pour tout r. Donc
a(n) = a(n-1)+1 = (n-1)+1+1 = n+1, puis a(n)/n = 1+1/n.

4.2.2. Chemins courts.

Algorithme de Rowland

Nous partons d’un couple (i, 2i) et nous nous intéressons au retour a (j, 2j) en moins de 4 étapes. Ceci peut étre fait par
une étude littérale. Les seules solutions sont :

n a(n) d(n) a(n)/n
2 4 2 2

3 6 3 2

n a(n) d(n) a(n)/n
3 6 3 2

4 9 1 2,25
5 10 5 2

n a(n) d(n) a(n)/n
4 8 4 2

5 12 1 2,4
6 13 1 2,1667
7 14 7 2

Pour I’ensemble de ces cycles courts, notons cependant que j est nombre premier lorsque a(j)/j =2

P 7/54



Algorithme de Shevelev

Nous partons d’un couple (i, 2i) et nous nous intéressons au retour a (j, 2j) en moins de 4 étapes. Ceci peut étre fait par

une étude littérale. Les seules solutions sont :

Des deux tableaux précédents, il résulte aussi :

Hormis pour le premier tableau, ou la paire 5 et 7 sont bien une paire de nombres premiers, pour les autres tableaux, les

n a(n) n+1-2.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
2 4 1 1 2
3 5 4 1 1,6667
4 6 3 3 1,5
5 9 6 3 1,8
6 12 5 1 2
n a(n) n+1-2.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
2k+1 | 2(2k+1) 2(k+1) 2 2
2(k+1) | 4(k+1) 2k+1 1 2
n a(n) n+1-2.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
2(3k+2) | 4(3k+2) 6k+3 1 2
6k+5 | 3(4k+3) 6k+6 3 2-1/(6k+5)
6(k+1) | 12(k+1) 6k+5 1 2
n a(n) n+1-2.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
3(2k+1) | 6(2k+1) 2(3k+2) 2 2
2(3k+2) | 4(3k+2) 3(2k+1) 1 2
6k+5 | 3(4k+3) 6k+6 3 2-1/(6k+5)
6(k+1) | 12(k+1) 6k+5 1 2

paires n-1 et n+1 n’ont pas de raison d’étre des nombres premiers jumeaux.
Notons cependant ici que le rapport a(n)/n pour chacun de ces cas est tel que a(n)/n <2.

Algorithme de Shevelev généralisé

Pour cet algorithme, nous avons encore le cycle court suivant vu précédemment :

Une multitude d’autres cycles courts apparaissent selon les valeurs choisies pour m. Il apparait aussi des cas
pathologiques tels que les suivants :
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n a(n) n+1-2m.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
2k+1 | 2(2k+1) 2(k+1) 2 2
2(k+1) | 4(k+1) 2k+3-2m 2

n a(n) n+1-6mod(n+1,2) d(n a(n)/n
11 22 12 2 2
12 24 7 1 2
13 25 14 1 1,9231
14 26 9 1 1,8571
15 27 16 1 1,8
16 28 11 1 1,75
17 29 18 1 1,7059
18 30 13 1 1,6667
19 31 20 1 1,6316
20 32 15 1 1,6
21 33 22 11 1,5714
22 44 17 1 2
23 45 24 3 1,9565
24 48 19 1 2
25 49 26 1 1,96
26 50 21 1 1,9231
27 51 28 1 1,8889
28 52 23 1 1,8571
29 53 30 1 1,8276




n a(n) n+1-6mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
25 50 26 2 2
26 52 21 1 2
27 53 28 1 1,9630
28 54 23 1 1,9286
29 55 30 5 1,8966
30 60 25 5 2
31 65 32 1 2,0968
32 66 27 3 2,0625
33 69 34 1 2,0909
34 70 29 1 2,0588

35 35 71 36 1 2,0286
36 72 31 1 2
37 73 38 1 1,9730
38 74 33 1 1,9474
39 75 40 5 1,9231
40 80 35 5 2
41 85 42 1 2,0732
42 86 37 1 2,0476
43 87 44 1 2,0233
44 88 39 1 2
45 89 46 1 1,9778
46 90 41 1 1,9565
47 91 48 1 1,9362
48 92 43 1 1,9167
49 93 50 1 1,8980

Les cas en gras sont pathologiques du fait que I’incidence a(n)/n = 2 bien que « loin » de ’origine donne des paires, en
police rouge, qui ne sont pas nombres premiers. Cependant pour tous ces cas les valeurs qui ont conduites a ce résultat
sont telles que a(n)/n < 2 ou bien le nombre d’étapes a(n)/n > 2 n’est pas supérieur a 2m. L’application de 1’algorithme
pour espérer générer des paires de nombres premiers, doit se situer a la fois a 2m étapes d’une incidence a(n)/n < 2 et
ensuite d’au moins 2m étapes d’une incidence a(n)/n > 2.

Les cas précédents ont été étudiés pour pouvoir les mettre de c6té et ne plus y revenir. En effet, nous nous intéressons au
cas ou (n, 2n) est atteint exclusivement.

4.2.3. Chemins remarquables.

Algorithme de Rowland

Supposons le schéma suivant ou g et p sont nombres premiers :

i a(i) pgcd(i,a(i))
q 2 q
g+1 3q 1
QLT 30+ 1
p-1 2p-1 1
p 2p p
Ceci impose d’une part 3q-(q+1) = 2p-p, donc :
p=2¢-1 (10)

Réciproquement, si g est premier et p = 2q-1 alors le schéma précédent est observé.

D’autre part pged(q+1+r, 3g+r) = pged(q+1+r, 3q+r-(q+1+r)) = pged(g+1+r, 29-1) = pged(gq+1+r, p)=1lpourr=1ar=
p-0-2 = (p-5)/2 = g-3.

Imposant q premier entraine soit g = 3 (et p = 5 qui convient bien), soitq =+ 1 mod 6, donc p = -1 + 2 mod 12 = 1 mod
12. L’expression pged(q+l+r, p), qui apparait dans le calcul précédent, montre que p premier entraine & rebours
I’ensemble des pged égal a 1. Ainsi, a tout p = 1 mod 12 correspond un nombre q tel que le schéma précédent s’applique,
mais celui-ci n’est pas nécessairement premier. De méme, cela ne signifie pas que si p = 1 mod 12 alors ce schéma est
effectif.
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Découlant de p = 1 mod 12, nous avons q = (p+1)/2 = 1 mod 6 (hormis pour g = 3). Cependant, 1a encore, il ne s’agit que
d’une condition nécessaire.

Les solutions g premiers, q > 3, sont par exemple q =7, 19, 31, 37, 79, 97, 139, 157, 199, 211, 229, 271, 277, 307, ...
Bien siir, si nous n’imposons pas q premier, nous avons bien d’autres valeurs qui conviennent, par exemple g = 4, 6, 9, 10,
12, 15, 16, 21, 22, 24, 27, 30, 34, 36, 40, 42, 45, 49, 51, etc.

Supposons le schéma suivant oul g et p sont nombres premiers (> 3) :

i a(i) pgcd(i,a(i)
q 2 q
g+1 3q 3
g+2 30+3 1
q+”2'+r Sq;é+r 1
p-1 2p-1 1
p 2p p
Ceci impose 3q+3-(q+2) = 2p-p, donc :
p=2q+1 (11)

Le nombre premier q = (p-1)/2 est dans ce cas un nombre de Sophie Germain.
Reéciproquement si g est un nombre de Sophie Germain, g > 3, alors le schéma s’applique.

Nous avons pgcd(g+2+r, 3q+3+r) = pgcd(q+2+r, 29+1) = pged(g+2+r, p) =1 pour r =0 ar = p-g-3 = (p-5)/12 = g-2.

La condition p et g = (p-1)/2 sont premiers tous deux entraine g =+ 1 mod, puisp =2g+1 =1+ 2 mod 12 = -1 mod 12,
puisq=-1mod 6 (q=5mod 6 et p=11 mod 12).

L’expression pged(q+2+r, p), qui apparait dans le calcul précédent, montre que p premier entraine a rebours 1’ensemble
des pgcd égal & 1. Ainsi a tous p =5 mod 12 correspond un nombre g (non nécessairement premier) tel que le schéma
s’applique.

La liste des nombres de Sophie Germain (q > 3) est la suivante : q =5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191,

233, 239, 251, 281, 293, etc. et nous avons par exemple p = 11, 23, 47, 59, 83, 107, 167, 179, 227, 263, 347, etc.
Les nombres q non premiers qui donnent le schéma sont parmi d’autres q = 8, 14, 20, 26, 35, 44, 50, 56, 65, 68, 74, etc.

Supposons le schéma avec p et g nombres premiers (q > 3) :

i a(i) pgcd(i,a(i))
q 29 q
g+l 39 1
g+2 3q+1 5
g+3 3q+6 1
q;é.+r 3q.+.(.5+r 1
p-1 2p-1 1
p 2p p
Ceci impose 3q+6-(q+3) = 2p-p, donc :
p=2q+3 (12)

Cependant, réciproquement si g et 2q+3 sont premiers, le schéma ne s’applique pas nécessairement.
Nous avons les solutions q = 13, 43, 73, 193, 223, etc. ce qui correspond a p = 29, 89, 149, 389, 449, etc., les solutions
étant a chercher parmi g = 13 mod 30 et p = 29 mod 30.

Le schéma suivant est impossible :
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i a(i) pgcd(i,a(i))
q 29 q
g+1 3q 3
g+2 30+3 5
p 2p p

Pour finir supposons le schéma avec p et g nombres premiers (q > 3) :

Ceci peut se retrouver immédiatement en écrivant pged(q+2, 3q+3) = pged(q+2, 3) = ou(1,3) #5.

i a(i) pgcd(i,a(i)
q 2q q
g+1 3q 1
g+2 3q+1 1
g+3 3q+2 7
g+4 3q+9 1
qJ;;l.+r 3q;§+r 1
p-1 2p-1 1
p 2p p

Ceci impose 3g+9-(q+4) = 2p-p, donc
p =2g+5 (13)

La condition est nécessaire mais pas suffisante.
Les solutions commencent par q = 67, 109, 151, 739 etc. et donc p = 139, 223, 307, 1483, etc. Elles ne sont pas fréquentes
et sont & chercher parmi q = 25 mod 42 et p = 13 mod 42.

L’estimation heuristique, ¢2 étant la constante des nombres premiers jumeaux, du cardinal des nombres de Sophie
Germain est #SG(< x) — 2.c2.x/In*(x) = 1,32.x/In*(x). Le cardinal des nombres premiers est en x/In(x). Le ratio

asymptotique est donc #SG(< q) = 1,32/In(q), soit #SG(< 10000) = 1,32/In(10000) ~ 14,3 %. Ceci se retrouve sur le
graphique ci-dessous ou sont rassemblés les exemples précédents.

Ratio #q/q
&%

S0%0

0%

200

10%

9

Q 2000 000 HO0n0 00 10000

—Tolal des répertonés —(pAp* I)2)* —(p.(p-1)2)* —(pip-3)2)* —(pip-5y2)*

L’illustration montre qu’un petit nombre de cas (ici 5 variantes avec le cas impossible inclus) tout prés de I’origine (q, 2q)
donne déja une part significative de toutes les variantes possibles.

En comparaison d’un cas a un autre, la contrainte p et q = (p-2i)/2, tous deux simultanément nombres premiers, n’est pas
trés forte. Asymptotiquement, les proportions sont similaires aux cas de Sophie Germain, donc en ci/In(q), ci = c2.
Cependant les contraintes modulo vont s’ajouter progressivement en plus grand nombre rajoutant un coefficient
multiplicatif cm entrainant une diminution « exponentielle » du facteur correctif global ci.cm au fur et a mesure que la
remontée vers (p, 2p) est effectuée.

Une condition comme si(q = 5 mod 6, 3, 1), en g+1, laisse, sans tenir compte de toutes les données, autant de chance au
pgcd pour une valeur 3 que pour une valeur 1. Dans les faits, le ratio est de 1/3 pour 3 et de 2/3 pour 1. La condition si(q =
13 mod 30, 5, 1), en q+3, porte déja le rapport a 1 pour 15 sans tenir compte de toutes les données. Dans les faits, il est de
2/15 pour 5 et 13/15 pour 1.

P 11/54



4.3. Pics de valeurs.
L’incidence a(n)/n = 2 se traduit par un pic de valeur pour le pged. L’objet est de préciser le lieu de ce pic.

Algorithme de Rowland.

Pour cet algorithme, le pic se trouve trivialement au méme niveau que I’incidence.

Algorithme de Shevelev (généralisé).

Nous pouvons partir de I’hypothése que i est paire car 1’algorithme se déroule avec n et a(n) de méme parité dés la
seconde étape si ce n’est pas le cas au départ. :

n a(n) n+1-2m.mod(n+1,2) d(n) a(n)/n
i-1 2i-r i pgcd(r,i)
i =0 mod2 2i i+1-2m 1 2
i+1 2i+1 i+2 1 <2
<2
i+2j-1 2i+2j-1 i+2] pgcd(2j+1,i-1) <2

i+2j 2i+2j i+2j+1-2m pgcd(2m+1-j,i+2m-1) <2

<2
i+2m-1 2i+2m-1 i+2m pgcd(2m+1,i-1) <2

<2
i+4m-3 2i+4m-3 i+4m-2 pgcd(4m-1, i-1) <2
i+4m-2 2(i+2m-1) i+2m-1 i+2m-1 <2
i+4m-1 3(i+2m-1) i+4m 3-3m/(i+m-1)

Les nombres i-1 et i+2m-1 sont en principe des nombres premiers et j < 2m. Si i > 4m, alors pgcd(2j+1,i-1) et
pgcd(2m+1-j,i+1+2m) sont systématiquement égaux a 1. C’est I’hypothése prise en compte pour construire le tableau. Le
dernier rapport est supérieur & 2 si i > 2m+1 (ce qui est trivial si i > 4m et ce qui est nécessaire de toute fagon pour initier
I’algorithme). Ce tableau indique que dans le déroulement « normal » de I’algorithme de Shevelev généralisé, le pic se
manifeste avec :

- le «retard » 2(2m-1)

- l’amplitude i+2m-1

4.4. Amplitude maximale du ratio caractéristique dans le cadre d’action.
4.4.1. Algorithme de Rowland.

Lemme 3
Soit la relation récursive :
a(n) = a(n-1)+pgcd(n-1, a(n-1)), a(i) = 2i (14)

Sia(i) > 2i, alors a(n)/n >2 V n>1i.

Démonstration

Cela résulte immédiatement de pged (a,b) > 1.

En effet, si a(n)/n = 2 alors pgcd(n, a(n)) = n et a(n+1) = 3n et le rapport a(n+1)/(n+1) redevient strictement supérieur a 2.
Sinon a(n)/n > 2 et donc a(n) > 2n et a(n+1) = a(n)+pgcd(n,a(n)) > 2n+1 > 2n+2. Donc a(n+1)/(n+1) > 2.

Lemme 4

La valeur maximale du rapport a(n)/n est 3 exclus.
a(n)/n<3 (15)

Démonstration

Pour i =1, a(n) = a(n-1)+1 = n+1. Donc a(n)/n = 1+1/n < 3.
Pour i =2, a(3) =6 =2.3 < 3.3 et nous nous prenons alors i = 3 comme premier élément de la démonstration.
Soit donc i > 2.

Si a(i) = 2i, alors a(i+1) = a(i)+pgcd(i,a(i)) = 3i. Donc a(i+1)/(i+1) = 3i/(i+1) < 3 et a(i+1)/(i+1) > 2 pour i >2.
Supposons que 2 < a(i+k)/(i+k) < 3. Nous avons a(i+k) = 3(i+k)-k’, i+k > k’ > 0. Puis pgcd(i+k, a(i+k)) = pgcd(i+k,
3(i+k)-k’) = pged(i+k, k’) < min(i+k, k’) = k’. Donc a(i+k+1) = a(i+k)+pged(itk,a(i+k)) < 3(i+k)-k’+k’ = 3(i+k). D’ou
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a(itk+1)/(itk+1) < 3(+k)/(i+k+1) < 3.
4.4.2. Algorithme de Shevelev.

Lemme 5

Soit la relation récursive :
a(n) = a(n-1)+pgcd(n-2.mod(n,2), a(n-1)), a(i) = 2i (16)
La valeur minimale du rapport a(n)/n est
2-2/(i+2) < a(n)/n %))

Démonstration

Nous partons de i avec a(i) = 2i.

Nous avons a(i+1) = 2i+pgcd(i+1-2mod(i+1,2), 2i) = si(i = 1 mod 2, 2i+pgcd(i+1, 2), 2i+pged(i-1, 2)) = si(i = 1 mod 2,
2(i+1), 2i+1). Donc si i =1 mod 2, nous avons au rang i et au rang i+1, le rapport a(n)/n = 2.

Ceci n’est possible qu’initialement.

Nous supposons donc i = 0 mod 2 seul cas intéressant a retenir.

Nous avons alors a(i+2) = 2i+1+pgcd(i+2, 2i+1) = 2i+1+pgcd(i+2,3) = 2i+1+si(i = 4 mod 6, 3,1)).

Sii=4mod 6, alors a(i+2) = 2i+4 et nous avons donc cette fois-ci au rang i et au rang i+2, le rapport a(n)/n = 2.

Ceci n’est possible qu’initialement a nouveau.

Nous supposons donc i = ou(0,2) mod 6 seul cas intéressant a retenir.

Nous avons alors a(i+2) = 2i+2.

Puis a(i+3) = 2i+2+pgcd(i+3-2, 2i+2) = 2i+2+i+1 = 3(i+1).

A partir de ce stade il est inutile de chercher un minimum pour a(n)/n. L’algorithme doit se dérouler jusqu’a revenir a la
valeur 2.

Pour la recherche du minimum de a(n)/n, il n’y a dons a considérer, les valeurs obtenues précédemment en i+1, soit
(2i+1)/(i+1) et en i+2, soit (2i+2)/(i+2). Le minimum sera donc 2-2/(i+2).

Le résultat reste valable pour i’, 1”’, etc. les étapes fleuries suivantes.

Lemme 6

La valeur maximale du rapport a(n)/n est
a(n)/n<3 (18)

Démonstration

Nous partons de i avec a(i) = 2i. Nous avons a(i+1) = 2i+pgcd(i+1-2mod(i+1,2),2i) = si(i = 1 mod 2, 2i+pgcd(i+1,2),
2i+pgcd(i-1,2)) = si(i = 1 mod 2, 2(i+1), 2i+1). Nous avons donc a(i+1) = si(i = 1 mod 2, 3(i+1)-(i+1), 3(i+1)-(i+2)). Donc
a(i+1)/(i+1) < 3.

Procédons par récurrence. Au rang i+k, nous posons a(i+k) = 3(i+k)-k’, k> € Z. Passons au rang i+k+1.
Nous avons a(i+k+1) = a(i+k)+pgcd(i+k+1-2mod(i+k+1,2), a(i+k)).

Sii+k+1 =0 mod 2, alors pgcd() = pged(i+k+1, 3(i+k)-k’) = pged(i+k+1,abs(k’+3)).

Si k’ = -3 alors a(i+k+1) = 3(i+k)-k’+itk+1 = 4(i+k+1).

Sik’> -3 etitk+1 >k’+3, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+k’+3 = 3(i+k+1).

Sik’ > -3 etitk+1 <k’+3, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+i+k+1 < 3(i+k)-k’+k’+3 = 3(i+k+1).

Sik’ <-3 etitk+1 > -(k’+3), alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’-(k’+3) = 3(i+k+1)-(6+2k”).

Si k> <-3eti+k+l < -(k’+3), alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+i+k+1 < 3(i+k)-k’-(k’+3) = 3(i+k+1)-(6+2k”).
Retenons ici que a(n)/n <3 si k” > -3 et donc si k’ > 0.

Sii+k+1 =1 mod 2, alors pgcd() = pged(i+k-1,3(i+k)-k’) = pged(i+k-1,abs(k’-3)).

Sik’ =3, alors a(i+k+1) = 3(i+k)-k’+i+k-1 = 4(i+k+1)-8.

Sik’ >3 etitk-1>k’-3, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+k’-3 = 3(i+k+1)-6.

Sik’ >3 eti+k-1 <k’-3, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+i+k-1 < 3(i+k)-k’+k’-3 = 3(i+k+1)-6.
Sik’ <3 etitk-1>3-k’, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+3-k’ = 3(i+k+1)-2k’.

Sik’> <3 etitk-1< 3-k’, alors a(i+k+1) < 3(i+k)-k’+it+k-1 < 3(i+k)-k’+3-k> = 3(i+k+1)-2k’.
Donca(n)/n<3si0<k’etk’#3.

La question est donc de savoir si k’ = 3 peut étre atteint avec la condition initiale a(i) = 2i. Or que i et 2i soient de méme
parité ou non, alors i+1 et a(i+1) sont de méme parité et ensuite jusqu’a I’ infini.
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Donc la parité de n et de a(n) pour n > i est identique. Or si n est pair alors a(n) = 3n-3 est impair et si n est impair alors
a(n) = 3n-3 est pair. D’ou la contradiction.

Nota :

Soit la relation récursive plus générale a(n)-a(n-1) = pged(n-2m.mod(n,2), a(n-1)), a(i) = 2i.

Dans le cas m > 1, la situation a(n)/n > 3 est courante.

Les maximums a(n)/n conjecturés, suite a des relevés numériques, pour un certain nombre de valeurs 2m, sont les suivants
(le nombre i indiqué est le plus petit parmi d’autres) :

Tableau 6
2m 4 6 8 10 12 18 24
i 15 105 321 19 61 25 23
Nmax 31 281 3634 285 171 126 650
a(Nmax) 99 935 10948 875 583 396 2080
a(Nmax)/Nimax 3,1935 3,3274 3,0127 3,0702 3,4094 3,1429 3,2
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4.5. Autres précisions sur le cadre d’action
4.5.1. Algorithme de Rowland.
Nous considérons 1’algorithme suivant, i étant la valeur initiale prise pour I’appliquer :
a(n) = a(n-1)+pgcd(n-1, a(n-1)), a(i) =k >2i,i>0,n> i (19)
Comme précisé plus haut, il ne s’agit pas exactement de 1’algorithme de Rowland, bien que nous 1’appelions en général
ainsi, aussi la démonstration qui figure dans 1’article de cet auteur ne peut plus pouvoir s’appliquer ici.

Une démonstration alternative s’impose donc et celle-ci ne semble pas triviale.
Commengons par Ceci.
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Fonctionnement de 1’algorithme par 1’illustration.

n a(n) a(n)-n d(n) a(n)/n a(n)-2n
59 174 115=5.23 1 2,94915254 56
60 175 115 5 2,91666667 55
61 180 119=7.17 1 2,95081967 58
62 181 119 1 2,91935484 57
63 182 119 7 2,88888889 56
64 189 125=5° 1 2,953125 61
65 190 125 5 2,92307692 60
66 195 129=3.43 3 2,95454545 63
67 198 131 1 2,95522388 64
68 199 131 1 2,95522388 63
69 200 131 1 2,95522388 62
130 261 131 1 2,00769231 1

i'=131 262 131 131 2 0
132 393 261 3 2,97727273 129

Ici i = 59 et nous avons bien a(i)-2i = 56 > 0.

La différence a(n)-n reste constante ou augmente a chaque étape. En effet d(n) > 1, donc a(n+1)-(n+1)-(a(n)-n) = a(n+1)-
a(n)-1 = d(n)-1 > 0. Lorsque a(n)-n prend la valeur d’un nombre premier py, une progression irréversible vers le rapport
a(n)/n = 2 s’enclenche.

Avertissement

L’énoncé du lemme ci-dessous présume I’apparition d’un nombre premier lors de 1’exécution de I’algorithme. Si cet
événement n’arrivait pas, 1’algorithme se prolongerait a I’infini. Les nombres premiers étant espacés en moyenne de
Ln(n), et donc d’une distance qui augmente extrémement lentement avec n, I’événement recherché n’est pas rare, bien
loin de 1a. Cependant, sans un théoréme d’existence initial, rien ne permettrait de dire a priori qu’un tel événement doit
systématiquement se realiser quel que soit la valeur initiale de i.

Lemme 7

Si a(n)-n prend la valeur d’un nombre premier py, a(n+r)-(n+r) reste alors constant pour r nombre entier dans I’intervalle
[0, px-n] et en r = py-n, nous obtenons 1’étape fleurie a(py)/px = 2.

Démonstration

Nous supposons a(n)-n = p. Nous avons alors d(n) = pged(n,a(n)) = pged(n, a(n)-n) = pgcd(n, px) qui est égal @ 1 si n <
px. Le rapport a(n)/n est strictement décroissant puisque a(n+1)/(n+1) = (a(n)+1)/(n+1) = a(n)/n-(a(n)-n))/n/(n+1) < a(n)/n.
Puisque la différence a(n)-2n diminue unité par unité tant que d(n) est égal a 1 et que a(n)-n est trivialement supérieur a
a(n)-2n (et donc 131 est supérieur a 64 ici), le rapport 2 sera atteint inévitablement.

La réciproque est fausse.

Lemme 8
Si a(n-1) = 2n-1, alors a(n)/n = 2 et a(n-1)-(n-1) = n n’est pas systématiquement nombre premier.

Démonstration
Nous avons d(n-1) = pged(n-1, 2n-1) = pgced(n-1, 2n-1-2(n-1)) = (n-1, 1) = 1. Donc a(n) = a(n-1)+1 = 2n.

D’ou le corollaire spécifiant la réciproque comme fausse :

Corollaire

Il existe n non premier tel que a(n)/n = 2 et a(n-1)-(n-1) n’est pas nombre premier.

Ceci montre que I’incidence a(n)/n = 2 n’entraine pas de propriétés particuliére s’il s’agit de la premiére incidence de ce
type.

Aussi le cadre dans lequel il convient de se placer est de partir systématiquement de 1’étape i, étape qui suit une condition
a(i-1)/(i-1) = 2. On a alors d(i-1) = i-1, puis :

a(i) = 3(i-1) (20)
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Cette condition initiale couvre ’ensemble des cas intéressants.
Soit alors le nombre entier i’, un des successeurs de i, tel que a(i’) = 2i’ et posons i+j = i’. Comme d(n) > 1, nous avons
a(i’)-a(i) = 1’-itr our > 0. D’ou 2i’-3(i-1) = i’-i+r, soit j = i’-i = i+r-3, puis :

/i = 2+(r-3)/i (21)
De maniére a s’assurer que j > 0, les cas i =1, 2 et 3 sont revus. Le cas i =1 est a écarter puisque alors a(i) = 0. Pour i = 2,
a(i) =3 =i+1, cas pour lequel pged(n, a(n)) = 1, a(n) = n+1 et a(n)/n — 1.

Pouri=3,a(3)=6=2.3,asavoirieti’ =it+1.

Pour finir donnons les cas suivants :

n a(n) n | a(n) n a(n) n | an) n | a(n) n | a(n)
@) | (6) () | (8 () | (10) (6) | (12) () | (14) (8) | (16)
4 9 5 12 6 15 7 18 8 21 9 24
5 10 6 13 7 18 8 19 9 22 10 | 27
7 14 8 19 9 20 10 | 23 11 | 28

9 20 10 | 21 11 | 24 12 | 29
10 | 21 11 | 22 12 | 25 13 | 30
11 | 22 13 | 26 14 | 31
15 | 32
16 | 33
17 | 34

L’algorithme conduit bien a une incidence fleurie a(h) = 2n pour n un nombre premier dans nos exemples. De plus i’/i se
rapproche du rapport 2.

Il est aisée de vérifier que a(i’)= 2i’ entraine i’ premier pour tous i compris entre 3 et 250 (par exemple) ceci pour eviter
de considérer dans les expressions formelles les cas ou i est « petit ».

Nota : Nous ne cherchons pas a savoir si les pgcd intermédiaires sont également des nombres premiers. Ils le sont a priori,
mais nous n’avons pas besoin de ce résultat par la suite.

Nous n’avons pas encore démontré que n est nécessairement premier aprés la premiére incidence fleurie.
Aussi, nous nous intéressons aux conditions générales ou, partant d’un i quelconque, i* fleurie ne serait pas un nombre
premier.

4.5.2. Algorithme de Shevelev.

Comportement initial de 1’algorithme de Shevelev.

L’objet de ce paragraphe est de montrer que 1’algorithme de Shevelev, a 1’évidence, ne produit pas nécessairement de
nombres premiers jumeaux (ou apparentés dans la généralisation de 1’algorithme) dés la premiére incidence a(n)/n = 2. Il
est parfois nécessaire d’effectuer un « mélange » initial supplémentaire pour arriver a cette fin.

Lemme 9

Si a(i) = 21, alors le rang i’ > i tel que a(i’) = 2i’ est inférieur ou égal a i+3 et périodique de période 6, sauf pour i = ou(0,2)
mod 6. Le tableau des incidences se présente comme suit :

Tableaux 7
i 1 314|516 |7 9 |10|11 (12| 13|14 |15 | 16 | 17 | 18
imod6 | 1 314|501 3|4|5|10(|1|2]3|4]|]5]0
Ligne i 2 2 2 2 2 2
Lignei+l | 2 2 2 2 2 2
Ligne i+2 2 2 2
Ligne i+3 2 2 2

Par exemple, pour i =3, nous avons i’ = i+1 =4, 1>’ = i+3 = 6, tandis que pouri= 6,1’ >i+3 =9.

Démonstration

Il suffit de partir de i = k modulo 6 et de faire les calculs littéraux.

Des régles identiques se dégagent pour d’autres écarts 2m.
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Pour 2m = 4, nous avons le tableau de période 6 ou seul i =2 mod 6 possede un suivant i’ non trivial :

i 3 4 5 6 7
i mod 6 3 5 1
Ligne i 2 2 2
Ligne i+1 2 2 2
Ligne i+2 2 2
Ligne i+3 2 2

D’autres cas « triviaux », c’est-a-dire affectées a des périodes, sont présents au-dessous mais sans intérét particulier.

Pour 2m = 6, nous avons le tableau de période 2 ou seul i = 0 mod 2 posse¢de un suivant i’ non trivial :

i 6

5
i mod 2 1
2
2

Ligne i
Ligne i+1

D’autres cas « triviaux » sont présents au-dessous mais sans intérét particulier.
Les cas 2m = 8, 10, 14, 16 sont analogues au précédent avec des périodes supérieurs a 6 pour les lignes i+2 et i+3.

5. Antécédents et chemins a rebours.

Le but est ici de fixer le cadre dans lequel nous arrivons & une obstruction en parcourant les antécédents d’une condition
de type (g, 2q) ou g n’est pas premier. Pour cela, nous examinons d’abord I’influence de la parité des pgcd.

5.1. Algorithme de Rowland
5.1.1. Obstruction due a la parité

Lemme 10

Si i et a(i) sont tous deux pairs, alors le nombre d(i) est pair.

Si i et a(i) sont tous deux impairs, alors le nombre d(i+1) est pair.

Dans tous les autres cas, les nombres d(i) et d(i+1) sont impairs.

De plus tous les d(n), n > i+1, sont impairs et n et a(n) sont de parité opposée.
Lemme 11

Il n’y a pas d’antécédent (i-2, a(i-2)) & la situation i = 0 mod 2 et a(i) = 0 mod 2.

Démonstration

Cette demonstration vaut pour les deux lemmes précédents.
Lorsque i est pair, i-2 est pair et les deux tableaux de parité sont les suivants :

n a(n) d(n)
i-2 0 mod 2 0 mod 2 0 mod 2
i-1 1 mod 2 0 mod 2 1 mod 2
i 0 mod 2 1 mod?2
n a(n) d(n)
i-2 0 mod 2 1 mod 2 1 mod?2
i-1 1 mod 2 0 mod 2 1 mod 2
i 0 mod 2 1 mod?2

Il est donc impossible d’arriver a i et a(i) tous deux pairs quel que soit le choix de départ. Donc, il n’y a pas d’antécédent a

I’étape i-2.

Conséquence :

Toute situation (n, a(n)) menant a rebours a un couple de nombres pairs (i, a(i)), donc d(i) pair, a seul antécédent (i-1, a(i-
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1)) et s’arréte a ce stade. 1l y a obstruction en i-1.

Nota : A la situation i = 1 mod 2 et a(i) = 1 mod 2, correspond une obstruction encore plus rapide que la précédente, a
savoir, il n’y a pas d’antécédent (i-1, a(i-1)). Cependant, celle-ci ne peut exister que dans deux cas. Le premier est trivial,
(et sans intérét pour la suite), a savoir choisir ladite situation. La seconde est celle du lemme précédent. De fait, le cas
(impair, impair) ne se présente jamais en marche en avant.

Lemme 12

Partant de (i, a(i)), ou a(i) > 2i, il n’y a pas d’antécédent au-dela d’une étape unique qui par ’algorithme de Rowland
conduit a (i’, a(i’)), ou a(i’)/i’ =2 et i’ = 2k.

Démonstration

n a(n) d(n)
i 0 mod 2 0 mod 2 0 mod 2
i+1 1 mod 2 0 mod 2
n a(n) d(n)
i 1 mod 2 0 mod 2 1 mod?2
i+1 0 mod 2 1mod?2
n a(n) d(n)
i 0 mod 2 1mod?2 1 mod?2
i+1 1 mod 2 0 mod 2
n a(n) d(n)
i 1 mod 2 1 mod 2 1 mod 2
i+1 0 mod 2 0 mod 2

Nous pouvons dresser le tableau :

n a(n) pgcd() a(n)/n
2k-2 4k-1-x X > 2
2k-1 4k-1 1 >2

2k 4k 2k 2

Nous avons pgcd(2k-2, 4k-1-x) = pged(2(k-1), [x-3|) = si(x = 3, 2(k-1), si(x =0 mod 2, 1 mod 2, 0 mod 2)).

Si x est impair alors le pgcd est pair et inversement. Comme le pgcd est aussi égal a X, si x # 3, il y a contradiction due
aux parités opposées. Si x = 3, nous avons alors x = 2(k-1), ce qui est également impossible pour k un nombre entier.
Ainsi aucun X n’est solution.

5.1.2. Nombres d’antécédents.

Lemme 13
Les chemins a rebours peuvent avoir 0, 1 ou plusieurs solutions

Exemples
L’étape (10, 27) ci-dessous possede trois antécédents.

n a(n) pgcd(n,a(n))
Sol 1l 9 26 1
10 27
Sol 2 9 24 3
10 27
Sol 3 9 18 9
10 27
L’exemple (4, 43) ci-dessous n’a aucun antécédent.
n a(n) pgcd(n,a(n))
Sol 0 ?
4 43
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Lemme 14

11 existe un nombre infini d’exemples dont le nombre d’antécédents est supérieur & une valeur arbitrairement grande fixée
d’avance.

Démonstration

Dans 1’exemple suivant, i n’est pas borné et x admet une infinité de choix :

n a(n) pgcd(n,a(n))
Sol 1 X' X1 1
XI+1 X|+l
Sol 2 % X X
XI+1 X|+l
Sol i+1 X' Xy %
XI+1 X|+l

5.1.3. Equation des antécédents

L’algorithme, entre une étape k et son antécédent, se présente comme suit :

n a(n) pgcd(n,a(n))
k1 a(k)x X
k a(k)

La condition nécessaire et suffisante d’avoir un antécédent est de trouver une solution a :
pgcd(k-1, a(k)-x) = x (22)

Si une étape possede plusieurs antécédents triviaux puis un antécédent non trivial, alors ceci se présente comme suit

n a(n) pgcd(n,a(n))
k-r a(k)-r+1-x X
1
k a(k)
et ’équation a satisfaire est alors :
pgcd(k-r, a(k)-r+1-x) = x (23)

Si nous avons un enchainement de tels antécédents défini comme ci-dessous

n a(n) pgcd(n,a(n))
ke AT (X1 X X) %
ker, AR+ 2%y X
ker, AT 1, X

n - 1

les équations a satisfaire sont alors :

pgcd(k-ry, a(k)-ri+1-x;) = X;
ngd(k'rL a(k)'r2+2-X1-X2) =Xz (24)

pgcd(k-r;, a(k)-ri+.(.i-x1-x2-. <=Xi)) =X
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5.1.4. Equation de la premiére incidence non triviale

Nous supposons que ¢ est le produit de deux nombres premiers impairs g = py.p avec px < p.
Les étapes, en partant a rebours de (g, 2q) sont les suivantes :

n a(n) pged() a(n)/n
Pk-P-Px 2Pk pP-prt1-x X >2
Pr.P-Prt1 2Pk-p-ptl 1 >2
DD T 2pep T 0 =
Pk.-p-1 Pk-p-1 1 >2
Pi.P 2py.p Pi.P 2

Nous avons pgcd(pk.p-r, 2pk.p-r) = pgcd(p.p, r). Pour 0 <r < py, le pged est 1.

Par ailleurs, a la bifurcation, nous avons pgcd(pk.p-Pr, 2Pk-P-Px+1-X) = pgcd(pk.(p-1), prt1-X) = X.

Cherchons les diviseurs communs a p et pi+1-x qui sont les mémes que ceux de py et x-1. S’il en existe, cela entraine x =
1 mod py. Or x =1 mod py ne peut étre solution de pged(pk.(p-1), pk+1-x) = X car il faudrait que 0 mod px = 1 mod py, dont
la seule solution est p, = 1. Ainsi pgcd(pk.(p-1), pkt1-X) = X, si x # 1 est équivalent a :

pged(p-1, pit1-x) = X (25)
5.1.5. Parité de la premiére incidence non triviale

Nous savons que, lorsque x est pair, le phénoméne d’obstruction est imminent. Il est donc intéressant, 1’équation
précédente étant relativement « simple », de se faire une idée sur la probabilité d’avoir x pair ou non, lors d’un chemin a
rebours.

Fixons ainsi px comme une donnée et supposons le choix de p comme relevant du hasard. Le probléme ainsi posé est bien
sr absurde (puisque p est défini et non une variable dans le probléme concret), mais il ne s’agit ici que de se donner une
idée grossiere de ce que serait la distribution de la parité a la premiére, puis éventuellement a la seconde incidence, etc.

Un a priori serait de penser qu’il y a une chance égale d’avoir x pair ou x impair et donc une chance équivalente d’une
obstruction imminente ou non. Une évaluation numérique montre qu’il n’en est rien. D’abord 1’équation pgcd(p-1, pxt+1-
X) = X peut ne pas avoir de solution et dans ce cas I’obstruction est effective. Dans notre cadre d’étude, il est judicieux de
classer ensemble les cas ou x est pair et ceux ou x n’a pas de solution. Il y a donc dés le départ un biais favorable a
I’obstruction. Le biais est en fait beaucoup plus accentué.

Donnons quelques exemples, I’absence de solution étant notée par « \ »:

Px 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
(pct1)2| 2 3 4 6 7 9 10 12 15 16 19 21
Pair et/ |100% | 50% |100%100%| 83,3% | 58,3% | 100% | 93,3% | 70,7% | 100,0% | 94,4% | 62,7%
Impair | 0% [ 50% | 0% | 0% | 16,7% | 41,7% 0% 6,7% 29,3% 0,0% 5,6% 37,3%

X

/ 0% | 25% | 25% |9,4% | 62,5% | 29,2% | 27,8% 2,9% 29,3% | 348% | 71,0% | 28,7%

0

1

2 100% | 25% | 25% [28,1%| 20,8% | 12,5% | 27,8% | 28,6% | 159% | 20,4% | 23,4% | 16,1%

3 50% 25% 6,7% 12,0% 25,3%

4 50% [12,5% 19,4% | 14,0% 26,2%

5 4,9%

6 50% 16,7% 16,7% | 19,1% 14,2%

7 16,7% 3,7%

8 6,3% 6,1%

9 16,7%

10 25% 6,4%

11

12 25%

13

14 3,7%

15 12,5%

16 12,5%
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Px 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41
(petl)/2 | 2 3 4 6 7 9 10 12 15 16 19 21

17

18

19 5,6%

20

21 8,3%

Nous avons utilisé la formule initiale pgcd(pk.(p-1), pxt1l-X) = X pour construire ce tableau. Les probabilités

asymptotiques sont indiqués jusqu’a px = 11. Ensuite il s’agit d’évaluations approximatives données pour un échantillon p
< 10000.

Les probabilités découlent de relations modulo, strictes pour les petites valeurs de py (jusqu’a px = 11), mais de plus en
plus laches ensuite. Il n’y a guére que pour la valeur maximale de x que nous disposons d’une régle générale, a savoir,
Xmax = (Pkt1)/2 et p = 1 mod Xpax Ce qui donne une probabilité égale 1/@(Xxmax). Ce nombre n’est pas négligeable devant 1
pour les petites valeurs de py. Si de plus Xpax est alors impair, ceci donne du fil a retordre a I’obstruction. Mais cet effet
disparait tres vite lorsque py devient plus grand.

Nous avons recueilli d’autres données pour tous les p, < 100. Le pourcentage moyen d’obstructions (imminentes) est de
Pordre de 88 % sur cette plage et il semble qu’il ne peut jamais étre inférieur & 50 %. La courbe de tendance

(exponentielle ci-dessous), si elle se prolonge effectivement, semble indiquée que la régle asymptotique est 1’obstruction
dés la premiere incidence non triviale (tendance pointant vers 100 %).

Graphique 4

Probubilite d'obstruction immédistes ou imeeentes

Il ne s’agit ici que de tendances et de moyennes. Nous verrons plus loin, lors de I’examen des chemins complets, que de
longues excursions a rebours sont effectivement choses limitées.

5.1.6. Equation de la seconde incidence non triviale

Nous partons de 1’étape py.p-pk. Les étapes a rebours sont les suivantes :

n a(n) pged()
Pw-P-P-t 2Py P-Pi-r+2-X-y y
... .. 1
Pk-P-Pk 2pk-p-pit1-x X

Nous avons ici aussi px.p-px = X.01 et 2pk.p-px+1-X = X.g, 0OU g; et g, sont des nombres entiers (non nécessairement
premiers) et q; < Q.
Nous en déduisons que :

<X < Xmax = (pk+l)/2 ~ pk/2 (26)

La premiere étape non triviale était a py étapes a rebours et ici la seconde est, a maxima, a (px+1)/2 étapes de la premiere.

Si la diminution était effectivement de moitié a chaque étape, nous pouvons nous attendre a un chemin a rebours maximal
de I’ordre de 2py.
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5.2. Algorithme de Shevelev.
Soit I’algorithme de Shevelev :

a(n+1)-a(n) = pgcd(n+1-2.mod(n+1,2), a(n)) (27)
5.2.1. Obstruction due a la parité

Lemme 15 (fondamental)

Il n’y a pas d’antécédent (i-2, a(i-2)) a la situation pged(i) = 0 mod 2 dans I’algorithme de Shevelev.

Démonstration

Nous avons les quatre tableaux de parité suivants :

n a(n) n+1-2mod(n+1,2) d(n)
i-2 0 mod 2 0 mod 2 1 mod 2 1 mod 2
i-1 1 mod 2 1 mod?2 0 mod 2 1 mod 2
i 0 mod 2 0 mod 2 1 mod 2 1 mod 2
n a(n) n+1-2mod(n+1,2) d(n)
i-2 0 mod 2 1 mod?2 1 mod 2 1 mod 2
i-1 1 mod 2 0 mod 2 0 mod 2 0 mod 2
i 0 mod 2 0 mod 2 1 mod 2 1 mod 2
n a(n) n+1-2mod(n+1,2) d(n)
i-2 1 mod 2 0 mod 2 0 mod 2 0 mod 2
i-1 0 mod 2 0 mod 2 1 mod 2 1 mod 2
i 1 mod?2 1 mod?2 0 mod 2 1 mod 2
n a(n) n+1-2mod(n+1,2) d(n)
i-2 1mod?2 1mod?2 0 mod 2 1 mod 2
i-1 0 mod 2 0 mod 2 1 mod?2 1 mod 2
i 1mod?2 1mod?2 0 mod 2 1 mod 2

11 est donc impossible d’arriver a la situation pged(i) = 0 mod 2 quel que soit le choix initial de parité de départ. Donc il
n’y a pas d’antécédent a 1’étape i-2.

Conséguence :

Toute situation (n, a(n)) menant a rebours en (i, a(i)) & un pged d(i) pair ne peut avoir qu’un antécédent au plus.

Condition pour un pgcd pair :

On veut aboutir a (q, a(q)) ou d(q) = q et a(q) = 2q avec q pair.

n a(n) n+1-2mod(n+1,2) pgcd()
g+1+X 2q g+2+x-2mod(q+2+x,2) q

Nous avons g+2+x-2.mod(q+2+x,2) = g+2+x-2.mod(x,2) = si(x = 0 mod 2, g+2+x, g+X). La seule solution pour x pour
que le pgcd soit g est donc x = -2.
Nous construisons ensuite I’antécédent :

n a(n) n+1-2mod(n+1,2) pgcd()
q-2 20-y g-1-2mod(g-1,2) y
g-1 29 q q

Nous avons g-1-2.mod(g-1,2) = g-3 puisque q est pair. Ensuite pgcd(2g-y,g-3) = pgcd(2-y,g-3) = y. Donc nécessairement
pgcd(2, g-3) =y. Donc y est impair. L’entier y = 1 convient.
Cependant il est inutile de chercher un second antécédent pour les raisons de parité évoquées plus tot.

5.2.2. Equation des antécédents

n+1- pgcd() a(n)/n

: a(n) 2mod(n+1,2)
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n+1- cd a(n)/n
: a(n) 2mod(n+1,2) Pocd0 ¥
g-2i 20-2i+1 g-2i+1 pgcd(q,2i-1) >2
g-2i+1 20-2i+2 g-2i pgcd(g+2,i+1) >2
g-2 20-1 g-1 1 >2
g-1 2q g-2 1 >2
q 2q+1 g+l 1 >2
g+l 2(q+1) q 1 2
q+2 20+3 g+3 1 siq# 0 mod 3 2-1/(q+2)
g+3 20+4 gq+2 g+2 2-2/(g+3)
q+4 3(q+2) q+5 3-6/(q+4)

Nous supposons g impair, le cas « g pair » menant a une impasse a rebours d’apres le lemme 15. Si q est nombre premier
alors pged(q, 2i-1) = 1 et pged(q+2, i+1) = 1 tant que 0 < i< (q-1)/2.

Les nombres q et q+2 n’ont pas de diviseur vrai commun.
Supposons que le plus petit diviseur de g et de g+2 soit diviseur de g. Soit py celui-ci.

n n+1- pgcd() a(n)/n
a(n) 2mod(n+1,2)
g-2i-3 >2
g-2i-2 20-2i+1-x-y g-2i-1 y >2
g-2i-1 20-2i+1-x g-2i-2 X >2
g-2i 20-2i+1 g-2i+1 Pk >2
g+1 2(gq+1) q 1 2

Par hypothése pgcd(q, 2i-1) = pi, car nous procédons par incrément (il n’y a pas de trou dans la suite i = 1, 2, 3...,) et
donc I’incidence 2i-1 = py est inévitable. Nous avons ensuite pgcd(2g-2i+1-x, g-2i-2) = x, donc pgcd(2g-2i+1, g-2i-2) = x.
Ce pgcd est nécessairement impair et donc X est impair.

Nous avons ensuite en continuant a rebours, pgcd(2g-2i+1-x-y, g-2i-1) =y, donc pgcd(2g-2i+1-x, g-2i-1) = y. Ce pgcd est
nécessairement pair et donc y est pair.

Du lemme 15, nous déduisons qu’il n’y a au plus un unique antécédent qui est I’étape q-2i-3. Le nombre d’étapes de
I’algorithme est donc au plus 2i+4 = p,+5.

Supposons a présent que le plus petit diviseur de g et de g+2 soit diviseur de g+2.

Soit py celui-ci.
n n+1- pgcd() a(n)/n
a(n) 2mod(n+1,2)
g-2i-1 >2
g-2i 20-2i+2-x g-2i+1 X > 2
g-2i+1 20-2i+2 g-2i Pk >2
g+1 2(g+1) q 1 2

Par hypothése pgcd(g+2, i+1) = py, car nous procédons par incrément et donc I’incidence i+1 = py est inévitable. Nous
avons ensuite pged(2g-2i+2-x, g-2i+1) = X, donc pgcd(29-2i+2, g-2i+1) = x. Ce pgcd est nécessairement pair et donc x est
pair.

Du lemme 15, nous déduisons qu’il n’y a au plus un unique antécédent qui est I’étape q-2i-1. Le nombre d’étapes de
’algorithme est donc au plus 2i+2 = 2py.

6. Chemins complets

Pour (i, a(i)) un choix initial, I’algorithme de Rowland conduit a (q, 2q), lorsqu’une telle solution existe, d’une et une
seule fagon. En procédant a rebours, un éventail d’antécédents et de chemins complets peut se présenter. Ces chemins
complets sont liés & des conditions modulaires initiales comme nous allons en donner des exemples. Le but est de montrer
que si q n’est pas premier, le chemin a rebours est nécessairement « court ».

6.1. Chemins complets pour g = 2p

Nous supposons ici p un nombre premier.
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Lemme 16

Il existe un et un seul chemin complet venant a 1’étape fleurie q = 2p. L’obstruction se situe a 2p-1, 4p-1.

n a(n) pgcd(n,a(n))
2p-1 4p-1 1
2p 4p

Démonstration

Il est aisé de vérifier que le chemin a ’endroit est bien suivi de cette fagon, pour tout p nombre premier.

L’antécédent a I’étape p répond de fagon générale a pged(2p-1, 4p-x) = pged(2p-1, si(x < 2, 1, x-2)) = X. lcix =1
convient, mais aucun x > 2 ne peut convenir puisque le pged de deux nombres ne peut étre plus grand que I’un des deux
nombres.

Si un antécédent a 2p-1 existait, il répondrait alors a I’équation pgcd(2p-2, 4p-1-X) = x. Si x est pair, 4p-1-x est impair, ce
qui implique un pged impair, d’ou contradiction. Il y a contradiction de méme si x est pair.

D’ou le résultat.

6.2. Chemins complets pour g = 3p

Lemme 17

Il existe un et un seul chemin complet venant a 1’étape fleurie g = 3p. L obstruction se situe a 3p-4, 6p-5.

n a(n) pgcd(n,a(n))
3p-4 6p-5 1
3p-3 6p-4 2
3p-2 6p-2 1
3p-1 6p-1 1
3p 6p 3p

Démonstration

Il est encore aisé de vérifier que le chemin a I’endroit est bien suivi de cette fagon, pour tout p nombre premier.
L’antécédent a 1’étape 3p-i, i < 3, répond de fagcon générale & pgcd(3p-i, 6p-i+1-x) = pgcd(3p-i, i+1-x) = x. Comme le
pged de deux nombres ne peut étre supérieur a I’un des nombres, nous avons x < i+1 et 1’évaluation du nombre fini de
possibilités mene systématiquement & la seule solution indiquée. Pour i = 4, I’équation a résoudre s’écrit pged(3p-4, 6p-5-
X) = pgcd(3p-4, 3-X) = X, dont a nouveau le nombre fini de possibilités se vérifie sans peine et n’aboutit que pour x = 1.
Pour i = 5, il faut résoudre pgcd(3p-5, 6p-5-x) = pgcd(3p-5, 5-X) = X. La encore, il n’est a vérifier que le nombre fini de
possibilités x = 1 a x = 5 qui tous menent a une impasse.

6.3. Chemins complets pour g = 5p

Lemme 18

Il existe deux, trois ou quatre chemins complets venant a 1’étape fleurie q = 5p suivant la valeur modulo 12 de p. Les
obstructions se situent comme indiquées ci-dessous :

p Nobstruction a(n)obstruction ngd() SUCCGSSifS
5p-8 10p-13 321,301,111
5p-8 10p-11 1,2,1,3,1,1,1,1

1 mod 12 5p-7 10p-9 01,3,1,1,1,1
5p-4 10p-5 1,2,1,1
5p-4 10p-4 1,1,1,1

5mod 12 5p-3 10p-4 21,1
5p-7 10p-9 1,1,3 1,111

7 mod 12 5p-6 10p-7 1,2,1,1,1,1
5p-4 10p-5 1,2,1,1
5p-6 10p-7 1,2,1,1,1,1

11 mod 12 5p-3 10p-4 2,1,1

Démonstration

Elle procéde d’abord d’une vérification systématique de 1’obstruction de la méme maniére qu’au lemme précédent.

Par exemple, pgcd(5p-8-1, 10p-13-x) = x conduit & pgcd(5p-9, 5-x) = x qui pour une raison de parité ne peut avoir qu’une
solution x paire. Il n’y a donc a tester que x = 0, x = 2, X = 4, solutions toutes impossibles.

Ensuite prenant toujours le premier élément, nous avons le tableau :
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n a(n) pgcd() pgcd() recherchés Solutions p
5p-8 10p-13 (5p-8, 3) = (-p+1, 3) 3 p=1mod3
5p-7 10p-10 (5p-7, 4) = (p-3, 4) 2 p=1mod4
5p-6 10p-8 (5p-6, 4) = (p-2, 4) 1 Tous p
5p-5 10p-7 (5p-5, 3) = (-p+1, 3) 3 p=1mod3
5p-4 10p-4 (5p-4,2) = (p, 2) 1 Tous p
5p-3 10p-3 (5p-3, 3) = (-p, 3) 1 p#3
5p-2 10p-2 (5p-2,2) = (p, 2) 1 Tous p
5p-1 10p-1 (5p-1,1)=(p, 1) 1 Tous p

5p 10p

D’ou p = 1 mod 12 permet effectivement de passer de 1’étape (5p-8, 10p-13) a I’étape (5p, 10 p) avec la suite de pged 3, 2,
1,3,1,1,1,1comme indiqué dans le tableau synthétique. Les autres cas sont a ’avenant.

Ensuite comme il n’existe aucun p qui ne soit égalni a 1, 5, 7 ou 11 modulo 12, il ne peut y avoir d’autres options comme
chemins complets.

6.4. Chemins complets pour g =7p

Lemme 19

Il existe entre deux et six chemins complets venant a I’étape fleurie q = 7p suivant la valeur modulo 60 de p. Les
obstructions se situent comme indiquées ci-dessous :

p p Nobstruction a(n)obstruction ngd() successifs
7p-8 14p-11 1,4,1,1,1,1,1,1
1 mod 12 317”r‘noodd6600 7p-6 14p-7 1,2,1,1,1,1
7p-3 14p-4 2,1,1
7p-8 14p-11 1,4,1,1,1,1, 1,1
1 mod 12 13 mod 60 7p-5 14p-6 1,2,1,1,1,1
7p-3 14p-4 2,1,1
Tp-7 14p-10 1,4,1,1,1,1,1,1
1 mod 12 49 mod 60 7p-6 14p-7 1,2,1,1,1,1
7p-3 14p-4 2,1,1
7p-8 14p-13 3,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-11 1,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1
5mod 12 17 mod 60 7p-7 14p-9 1131111
7p-6 14p-7 1,2,1,1,1,1
7p-4 14p-5 1,2,1,1
7p-8 14p-13 3,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1
5 mod 12 29 mod 60 Tp-7 14p-9 1,1,3,1,1,1,1
7p-6 14p-7 1,2,1,1,1,1
7p-4 14p-5 1,2,1,1
7p-8 14p-13 3,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-11 1,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1
5 mod 12 41 mod 60 7p-6 14p-8 1131111
7p-6 14p-7 1,2,1,1,1,1
7p-4 14p-5 1,2,1,1
7p-8 14p-13 3,4,1,1,1,1,1,1
7p-8 14p-11 1,4,1,1,1,1, 1,1
7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1
5 mod 12 53 mod 60 7p-7 14p-9 1131111
7p-5 14p-6 2,1,1,1,1
7p-4 14p-5 1,2,1,1
7p-6 14p-6 1,1,1,1,1,1
7mod 12 7p-3 14p-4 2,1,1
7p-8 14p-13 3,21,31,1,1,1
7p-8 14p-11 1,2,1,3,1,1,1,1
11 mod 12 11 mod 60 7p-8 14p-9 12111111
7p-4 14p-5 1,2,1,1
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7p-8 14p-13 3,21,31111
7p-8 14p-11 1,2,1,3,1,1,1,1

11 mod 12 fg mgg 28 7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1
7p-7 14p-9 1,1,3,1,1,1,1
7p-4 14p-5 1,211
7p-8 14p-13 3,21,31111
7p-8 14p-9 1,2,1,1,1,1,1,1

11 mod 12 59 mod 60 7p-7 14p-9 1131111
7p-4 14p-5 1,2,1,1

Démonstration

Elle procede d’abord d’une vérification systématique de la méme maniére qu’au lemme précédent.
Ensuite comme il n’existe aucun autre choix modulo 60, il ne peut y avoir d’autres options comme chemins complets.

6.5. Chemins complets pour q = px.p

Pour q = 11p, I’examen des résultats donne a penser a une routine modulo 540 et donc par extension pour g = pi.p, a une
routine modulo 4.(3-2).(5-2)...(pk-2). Cependant, il faut noter des le cas q = 11p qu’il n’y a plus un strict rangement par
classes. Prenant une classe a mod 4.(3-2).(5-2)...(px-2) dont 1’étape d’obstruction est (px.p-S, 2pk.p-s’) alors cette étape
d’obstruction peut aussi se retrouver dans une autre classe ou elle ne se présente que minoritairement.

Autrement dit le jeu de construction se fragilise de plus en plus du fait du nombre croissant de combinaisons possibles.

La seule consolation est que le point crucial n’est pas la caractérisation des propriétés (modulaires ou autres).
Ce qui nous importe est la longueur relative des chemins a rebours.

6.6. Chemin complet le plus long

Pour py donné, nous avons un éventail de chemin a rebours menant aux étapes d’obstruction sous la forme (py.p-S, 2pk.p-
s’). Ce qui nous importe est le chemin le plus long et donc de relever la valeur maximale de s. De plus, comme a s fixé, il
peut correspondre plusieurs s’, celui-ci peut éventuellement &tre noté aussi (nous n’en aurons pas besoin dans les

représentations graphiques).

Graphiques 5,6, 7,8,9,10, 11 et 12.

Etendwe des chemins primitifs Etendue des chemins primitifs
(ratio par rapport a p) (ratio par rapport a p)
Casp =5 Casp, =7
| - | Bl Bl Bl Bt d
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‘ ]
F] ¥
1000 140 2060 150 1 3500 0 o 100 | %00 S L) 2%
Etendue des chemins primitifs Etendue des chemins primitifs
(ratio par rapport i p (ratio par rapport a p)

Caspy =11 Casp, =13
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Le données numériques montrent que lorsque q = pk.p, le chemin complet le plus long est rarement supérieur a 2p,. Nous
I’observons pour py = 13 et p, = 23 (vérification jusqu’a p = 59). Mais en tout cas nous sommes bien loin de g-1 (qui
correspond au cas « py » = 1).

Soit donc py. Estimant une valeur maximale, pour tout p, du chemin a rebours égal a (2+0(1)).px, nous avons le rapport
relatif qui tend vers O :

((2+0(1)).p)/(a-1) = (2+0(1))/p — 0
Si p contient lui-mé&me des facteurs, des résultats encore plus marqués sont attendus.

Les chemins complets ne sont pas étudiés pour le cas de 1’algorithme de Shevelev. La situation est certainement analogue.

7. Dénombrement des pics de mémes amplitudes.

7.1. Suites incrémentales élémentaires.

L’idée est ici de préparer la suite de notre argumentaire.

Considérons deux suites incrémentales i et a(i) décalés d’une valeur d nombre premier, par exemple d = 5 ci-dessous, et

évaluons leur pgcd.

Tableau 8

a(i) pged(i.a(i))
6 1
Z
8
9
10
11

olo|s|w|N|E|—
I

Nous avons pour un décalage de d, d-1 valeurs du pged égal a 1 avant ’occurrence d’une valeur différente de 1. La
fréquence d’une valeur différente de 1 est donc en

f=1/d (28)

Ainsi, plus la valeur du décalage d est importante, plus la série des 1 est longue. C’est ce qui ce passe localement avec
I’algorithme de Rowland et explique le nombre grandissant de résultats a 1 au fur et a mesure que nous prolongeons la
routine puisque le décalage moyen augmente asymptotiquement.
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Lemme 20

Soit la suite des couples d’entiers (a-n, 2a-n),n=0, 1, ...
Alors les plus grands communs diviseurs de ces couples sont périodiques de période les diviseurs de a, les croisements de
deux périodes p1 et p2 donnant une période pl.p2.

Démonstration

Soit da un diviseur de a. Nous avons g = pgcd(a-n, 2a-n) = pgcd(a-n, n) = pgcd(a, n) = pged(kl.da, n). Si n = k2.da alors g
= da.pgcd(kl, k2).

Un exemple simple et un exemple avec croisements

a-n 2a-n pgcd(a-n,2a-n) a-n 2a-n pgcd(a-n,2a-n)
15 30 15 105 210 105
14 29 1 104 209 1
13 28 1 103 208 1
12 27 3 102 207 3
11 26 1 101 206 1
10 25 5 100 205 5
9 24 3 99 204 3
8 23 1 98 203 7
7 22 1 97 202 1
6 21 3 96 201 3
5 20 5 95 200 5
4 19 1 94 199 1
3 18 3 93 198 3
2 17 1 92 197 1
1 16 1 91 196 7
0 15 15 90 195 15=35
89 194 1
88 193 1
87 192 3
86 191 1
85 190 5
84 189 21=37

La simplicité prévaut jusqu’a présent du fait que nous ne rajoutons pas le résultat du pged a a(i).
La complexité découle de cet ajout qui bouleverse ici ou la la simplicité initiale.

7.2. Relations modulaires rattachées a 1’algorithme de Rowland.

Nous partons systématiquement de (q, 2q). Afin de déduire les fréquences des différentes valeurs des pgcd, nous
établissons les relations modulaires a 1’ceuvre :

Tableau 9
i a(i) d(i) = pgcd(i,a(i))
q 2q q
g+l 39 si(@=2mod 3, 3,1)
g+2 | 3qg+si(g=2mod 3, 3, 1) si(et(q #2 mod 3, q =3 mod 5), 5, 1)
3q+ si(et(q =0 mod 3, g =3 mod 5), 3,
g+3 si(@=2mod 3, 3, 1)+ si(et(q =2 mod 3, g =2 mod 5), 5,
si(q = ou(3,13) mod 15, 5, 1) si(et(q #2 mod 3, q# 3 mod 5, =4 mod 7), 7, 1)))
q+d si(et(q =2 mod 3, g =2 mod 5), 3,
sifet(q=2mod 3,q#2mod 5,q=3 mod 7), 7, 1))
si(et(q #2 mod 3,q=0mod 5, q=4 mod 7), 5,
g+5 sifet(g=1mod 3,q=3mod 5, q=2mod 7), 7,
si(et(q#2 mod 3,q#3 mod 5,q#4 mod 7, = 6 mod 11), 11, 1)))
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a(i)

d(i) = pged(i.a(i))

q+6

si(et(q = 0 mod 3; q # 3 mod 5), 3,
si(et(q=2mod 3; g=4mod 5, =3 mod 7), 5,
si(et(q=0mod 3; g=3mod 5, q=1 mod 7), 7,
sifet(q=2mod 3;q#2mod 5,q#3 mod7,g=5mod 11), 11,
sifet(q#2 mod 3;q#3 mod 5,q#4 mod 7,q# 6 mod 11, =7 mod 13), 13,
D))

q+7

si(et(q =2 mod 3; q #2 mod 5), 3,
si(et(q=1mod 3;g=3 mod 5, =2 mod 7), 5,
sifet(q=2mod 3;g=2mod 5,q=0mod 7), 7,
si(et(q=1mod 3; =3 mod 5, q#2 mod 7, g =4 mod 11), 11,
sifet(q=2mod 3;q#2mod 5,q#3 mod 7,q# 5 mod 11, q=6 mod 13), 13,
D))

q+8

si(et(g =1 mod 3; g =3 mod 5), 3,
si(et(q #2 mod 3; =2 mod 5, q #4 mod 7), 5,
si(et(q=1mod 3; q#3 mod 5, q =6 mod 7, =6 mod 11), 7,
si(et(q#2mod 3; #0mod 5,q# 1 mod 7,g=3 mod 11), 11,
si(et(q=1mod 3; =3 mod 5,q#2 mod 7,q#4 mod 11, ¢ =5 mod 13), 13,
si(et(q#2mod 3; q#3 mod 5,q#4 mod 7,q#6 mod 11, q #7 mod 13,

g=9 mod 17), 17, 1))))))

Notons qu’un choix initial (q, f(q)) tel que f(q) # 2q, en particulier f(q) = 3q, ne donne aucun tableau équivalent a celui
obtenu ci-dessous. C’est le seul choix qui nous intéresse, mais c’est aussi le seul qui entraine des informations modulaires
intéressantes.

Les plus grands communs diviseurs répondent a priori a un ensemble de k relations conditionnelles imbriquées modulo 3
a modulo py.

Pour y voir un peu plus clair, résumons celles-ci & partir du tableau précédent dans le tableau ci-dessous en n’écrivant que

I’indispensable :
Tableau 10
Py 3 5 [ 7 [ 11 ] 13 | 17 | 19 | 23 | 29 | 31 ..
i d(i) gmod py
g+l 3 =2
3 1) 1)
a2 | g 42 =3
3 = = (0]
q+3 5 =2 =2 1)
7 £2 #3 =4
3 = =2 Q)
q+4 5 1] 0] @
7 =2 #2 =3
3 )] 0] 0] )]
S #2 = =4 1)
q+5 7 = = =2 @
11 #2 #3 #4 =6
3 = #3 0] ] )
5 = = = (0] (1)
q+6 7 = = = [0} (0}
11 = #2 #3 =5 1)
13 #2 #3 £4 | #6 | =7
3 = #2 1) 0] 1)
5 = = = (0] (1)
q+7 7 = = = (0] (1)
11 = = +2 =4 [0}
13 = #2 #3 #5 =6
3 = = 1) 0] 0) ?
5 #2 = #4 0 ) )
7 = #3 = = ) )
W8 1 ar | 2 | 20 | 21 | o= o | o
13 = = #2 +4 =5 1)
17 £2 #3 #4 £6 7 =9
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Py 3 | 5 | 7 | 11 | 13 | 17 | 19 | 23 | 29 | 3
i d(i) gmod py
3 = ) ) @ ) @ )
5 = =1 #3 )] ) @ )
7 £2 |22 (et#3)| = ? 1) ? )
q+9 11 = +£4 #0 = ? 0] )
13 #2 #0 #1 #3 =4 1) ?
17 =2 #£2 #3 £5 #6 =8 1)
19 #2 #3 #4 #6 #7 £9 | =10
3 = [ [ ) [ 0 [
5 = =0 4 ? 1) 0] )
7 =2 |#l(et#2)| =4 ? 1) 0] )
g+l0 | 11 = =0 = = 1) ? 1)
13 =2 +4 #0 £2 = 1) 1)
17 =1 =3 #2 4 #5 = 1)
19 =2 #2 #3 £5 #6 8 =9
3 =1 |#let#£2| ¢ 0] 1) 0] ) ?
5 #2 =4 #3 )] ) @ ) @
7 =1 #0 = ] ) @ ) @
11 #2 #2 #5 = 1) 0] ) ?
atll 13 | = 3 | #6 | #1 | =2 | o 0 0
17 #2 #0 #1 #3 4 =6 1) 1)
19 =1 =3 #£2 4 £5 #7 =8 1)
23 #2 #3 4 #6 +7 #9 10 | =12
3 = [ [ ) [ [ [ )
5 = =3 o 0 9 0 9 0
7 #2 1) =2 ? 1) ? ) 0]
11 =2 #1 +4 =10 1) 1) ) ?
q+12 13 = +£2 £5 £0 =1 1) ) ?
17 =2 +£4 £0 #2 #3 = 1) 1)
19 #2 =0 #1 £3 +£4 #6 =7 1)
23 =2 £2 £3 £5 £6 #8 £9 | =11
3 =2 ) [ ) [ [ [ )
5 =1 =2 o 0 9 0 9 0
7 =2 #3 = 1) 1) 0] ) 0]
11 =1 #£0 #3 =9 1) 1) 1) 0)
a+l3 | 43 | =3 £1 44 | #£10 | =0 o ¢ 0
17 =1 #3 £6 #1 £2 =4 1) 0)
19 =2 4 £0 #2 £3 £5 =6 1)
23 =1 =3 £2 +4 £5 +7 #8 | =10
3 =1 0 @ ) ) @ ) @ )
5 #2 =1 ) ] ) @ ) @ )
7 =1 #2 =0 ] ) ) ) @ )
11 #2 4 #2 = ? @ ) @ )
q+l4 | 13 =1 #0 #3 £9 | =12 1) 1) 0] )
17 £2 £2 £5 #0 #1 =3 1) 1) 1)
19 =1 #3 #£6 #1 £2 4 =5 1) ?
23 #2 #£0 #1 #3 4 £6 7 =9 1)
29 #2 #3 4 #6 +7 £9 | #10 12 | =15
3 =0 0 [ ) [ o [ 0 [ [
5 =2 =0 ) o) ¢ o} ¢ o} ¢ 0}
7 =0 £1 =6 0 9 o ¢ o ¢ ¢
11 =2 #3 #1 =7 1) 0] ) 0] ) 0]
gris | 13| #2 #4 #2 | #8 | =11 | ¢ ¢ o ¢ 0
17 =2 #1 #4 | #£10 | #0 =2 1) 1) 1) 1)
19 #2 #2 #5 | #0 | #1 #3 | =4 0 9 0
23 =2 4 #0 ) #3 £5 #6 =8 1) 1)
29 =2 £2 #3 £5 #£6 #8 £9 | #£11 | =14 =
31 #2 #£3 +4 £6 7 £9 | #£10 | #12 | #15 | =16

Le lecteur pourra en déduire les regles (non démontrées) ci-dessous qui s’appliquent aprés une phase transitoire :

P 30/54



Regle 1

Cette régle s’applique a la derniére ligne des encadrés lorsque 2t+1 est un nombre premier py (estt # 1, soit py #3) :

g+t d(i) Pk < px Max px max
THpcl)2 D, £ (D)2 | = (peHD)2
Exemple
S’applique en q+9 puisque 2.9+1 = 19.
Pk d(i) 3 5 7 11 13 17 19
9 | 10 | 22 | #3 | #4 | #6 | 27 | #9 | =10
Ne s’applique pas en q+10 puisque 2.10+1 =21 = 3.7.
Regle 2
Cette regle concerne les relations aux mémes niveaux p, et encadrés adjacents :
q d(i) P=3 P=5 P=7 Px>7
g+t p =X 72 X =3 =X X
" (remplace = 0) (remplace # 1)
=x-1modpy{ =0-1mod3 |# x-1modpy|{ #1-1mod3 | _ i
g+t+l Pn ou#?2 —5 ou=3 20 =x-1 mod py i # x-1 mod py
Exemple
Pk d(i) 3 5 7 11 13
q+6 13 #2 #3 #4 76 =
q+7 13 =2 #2 #3 +5 =
q+8 13 = = +2 +4 =
q+9 13 #2 #0 #1 #3 =
q+10 13 =2 +4 #0 +2 =
g+11 13 = #3 #6 #1 =
g+12 13 = #2 #5 +0 =
g+13 13 = #1 +4 #10 =
g+14 13 = #0 #3 #9 =12
g+15 13 #2 +4 +2 #8 =11
Regle 3
Cette regle enrichit la régle précédente pour lescaspy =3 etpy=5:
q d(i) max 3 5
q+( pn'l)/2 Pn i 2 7ﬁ 3
q+( pat1)/2 Pn =2 £2
q+(pPat3)/2 Pn = =
q+( pnt5)/2 Pn 2 £0
q+( pat7)/2 Pn =2 Z4
q+(pat9)/2 Pn =1 #3
£2 £2
=1 #£0
+4
q+( pn+1'1)/2 Pn+1 # 2 ¢ 3

Exemples

Pour le premier exemple, I’écart entre 13 et 17 est trop faible pour vérifier la répétition.
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d(i) 3 5 7
q+(13-1)/2 13 #2 £3 £4
q+(13+1)/2 13 = £2 £3
q+(17-1)/2 17 #2 £3 £4

q d(i) 3 5 7
q+(113-1)/2 113 #2 £3 £4
q+(115-1)/2 113 = £2 £3
q+(117-1)12 113 = =3 £2
q+(119-1)/2 113 £2 £0 #1
q+(121-1)/2 113 = £4 £0
q+(123-1)/2 113 = £3 46
q+(125-1)/2 113 £2 42 £5
q+(127-1)/2 127 #2 £3 £4

q d(i) 3 5 7
q+(523-1)/2 523 #2 #3 #4
q+(525-1)/2 523 =2 £2 £3
q+(527-1)/12 523 = =3 £2
q+(529-1)/2 523 #2 #0 #1
q+(531-1)/2 523 =2 £4 £0
q+(533-1)/2 523 = #3 #6
q+(535-1)/2 523 #2 42 £5
q+(537-1)/2 523 =2 #1 +4
q+(539-1)/2 523 = £0 £3
q+(541-1)12 541 £2 £3 £4

Cas « pathologiques »

Nous recensons trois types de pathologies qui empéchent de définir des régles complétes de construction du tableau 10.

Premiérement, la régle 3 en complément a la régle 2, ne permet de lever que tres partiellement la problématique de choix
ou(# 2, = 0) dans le cas px = 3 et ou(= 3, # 1) dans le cas px = 5. Par exemple, elle ne le permet pas pour les cas ci-dessous
en encadré gras, en plus particulierement les éléments en police rouge. Cependant, un régime stable semble a 1’ceuvre
apres une phase transitoire ce qui en fait a priori une pathologie mineure.

Pk d(i) 3
g+(13-1)/2 13 #2
q+7 13 =2
g+8 13 =1
g+9 13 F2
g+10 13 =
g+11 13 =
g+12 13 =
g+13 13 =
g+14 13 =
g+15 13 #2
q+18 13 #2
g+21 13 #2
q+24 13 #2
q+27 13 #2
g+30 13 #2
g+33 13 #2
g+36 13 #2
g+39 13 #2
q+42 13 F2
g+45 13 #2
q+48 13 *2
g+51 13 #2

Deuxiémement, nous n’avons souvent pas de moyens de prédire le dernier élément des lignes suivantes ou une condition
intervient en colonne py ou px > p,. Ces cas pathologies, plus nombreux en début de liste, indiqués en police rouge,
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s’arrétent entre q+12 et q+15, mais rien n’empéche a priori d’en trouver plus loin.

Troisiemement, les doubles conditions (telles « #1 et #2 ») obéissent pour 1’une de ces composantes aux regles

g+t d(i) 5 7 11
g+3 3 =0 =3
q+4 3 = =
g+5 5 £2 = =4
3 =0 #3
q+6 5 = = =3
3 = £2
q+7 5 = = =2
3 = =3
g+8 5 2 =2 4
7 =1 #3 = =6
g+9 5 = 3
g+10 5 = = 4
3 = #1 et £2
g+11 5 42 _ 43
q+12 (1)}
q+13 (0}
q+14 (0]
q+15 ?

précédentes. Cependant pour 1’autre, la pathologie semble bien aléatoire.

Théoreme 1 : Périodicité de d(n)

Pk 3 S
-+t d(i)
q+9 7 22 22 et 3
q+10 7 = A1 et £2
1L 3 =1 #1 et 2

Prenons (g, a(q) = 2q) comme premier couple de I’algorithme de Rowland avec q un nombre entier positif impair.

Nous repérons 1’étape de calcul par les nombres s et i suivant le tableau ci-dessous :

Tableau 11
S #s,.* i al(i) d1(i) = pgcd(i,al(i))
1 1 q 29 q
3 #3/2 g+1 39 (9+1,3q)
5 #5/2 q+2 3g+(g+1,3q) (9+2, 39+(q+1,30))
7 #7112 g+3 " ...
(9) #7112 q+4
11 #11/2 g+5
13 #13/2 q+6
(15) #13/2 q+7
S #p/2 g+(s-1)/2 al(s) di(s)

Ici #s,* désigne la primorielle de p, divisée par 2. Sa valeur reste inchangée lorsque s n’est pas nombre premier et est
multipliée par p, sinon.

Prenons ensuite (q+2r, a(q)), a(q) = 2(q+2r), comme premier couple de I’algorithme de Rowland avec r un nombre entier
positif. Nous repérons 1’étape de calcul par le nombre s a I’instar du tableau précédent :
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S #si* i a2(i) d2(i) = pgcd(i,a2(i))
q+2r 2(q+2r) q+2r
1 1 q+1+2r 3(g+2r) (g+1+2r,3(g+2r))
3 #3/2 q+2+2r 3(q+2n)+(g+1+2r,3(g+2r)) |(q+2+2r,3(q+2r)+(g+1+2r,3(g+2r)))
5 #5/2 q+3+2r
S #pyl/2 q+(s-1)/2+2r az2(s) d2(s)
L’énoncé du théoréme est alors :
Si s> 3 etr=n.#s™>, n entier positif alors :
pgcd(s,a2(s)) = pged(s,al(s)) (29)

Remarque

Cela signifie qu’a la ligne s, le méme pged revient au bout de #s,* incréments de g. Pendant ce temps, #s,*/#(s-1) *

retours se font sur la ligne s-1, #s,*/#(s-2) * retours sur la ligne s-2, etc.

Démonstration.

Le théoréme résulte du théoréme de Bachet-Bézout. Une famille x; mod p; est périodique de période [] p;. Nous procédons
par récurrence. Le tableau 10 est bien composé de telle famille. Lorsque nous avons une famille « # x; mod p; », nous
pouvons la considérer simplement comme étant un ensemble de plusieurs composantes de type

Supposons que nous soyons au rang n-1 de période #p,/2.

Au rang n, nous avons a(n) = a(n-1)+pgcd(n-1, a(n-1)). Ici a(n-1) est somme des pgcd précédents et donc de période
#pi/2. Si n-1 est produit de nombres premiers tous inférieurs a py, la période n’évolue pas. Lorsque (n-1)/2 atteint py., la

période est multiplié par py.1. D’ou le résultat.

7.3. Effectifs des pics rattachés a ’algorithme de Rowland.

A partir des effectifs, nous obtiendrons également les fréquences de ces évenements.

Les résultats numériques sont donnés dans le tableau suivant :

Tableau 12
i | a() pgcd(i,ai))
q>3| 2q q
q+1 1:2/3;3:1/3
q+2 1:13/15;5:2/15
q+3 1:83/105;3:7/105;5:7/105; 7 : 8/105
q+4 1:94/105;3:7/105;7 : 4/105
q+5 1:1074/1155;5:22/1155 ;7 : 11/1155 ; 11 : 48/1155
q+6 1:13482/15015 ; 3 : 455/15015 ; 5 : 143/15015 ; 7 : 143/15015 ;
11:312/15015 ; 13 : 480/15015
7 1:13956/15015 ; 3 : 455/15015 ; 5 : 143/15015 ; 7 : 143/15015 ;
11 :78/15015 ; 13 : 240/15015
048 1:237816/255255 ; 3 : 3747/255255 ; 5 : 3366/255255 ; 7 : 884/255255 ;
11 : 2652/255255 ; 13 : 1020/255255 ; 17 : 5760/255255
0+ 1:4412778/4849845 ; 3 : 137085/4849845 ; 5 : 44574/4849845 ; 7 : 31977/4849845
11 :37791/4849845 ; 13 : 38760/4849845 ; 17 : 54720/4849845 ; 19 : 92160/4849845
q+10 1:4579565/4849845 ; 3 : 137085/4849845 ; 5 : 17879/4849845 ; 7 : 22287/4849845 ;
11:4199/4849845 ; 13 : 29070/4849845 ; 17 : 13680/4849845 ; 19 : 46080/4849845
1:105794636/111546435 ; 3 : 822434/111546435 ; 5 : 1334874/111546435 ;
gq+11 7 :402477/111546435 ; 11 : 416024/111546435 ; 13 : 222870/111546435 ;
17 :629280/111546435 ; 19 : 264960/111546435; 23 : 1658880/111546435
1:104937840/111546435 ; 3 : 2527323/111546435 ; 5 : 921334/111546435 ;
q+12 7 :764014/111546435 ; 11 : 304589/111546435 ; 13 : 260015/111546435 ;
17 : 471960/111546435 ; 19 : 529920/111546435; 23 : 829440/111546435
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a(i)

pged(i.a(i))

1:106692241/111546435 ; 3 : 2527323/111546435 ; 5 : 423675/111546435 ;

q+13 7 :631534/111546435 ; 11 : 249527/111546435 ; 13 : 260015/111546435 ;
17 :157320/111546435 ; 19 : 397440/111546435; 23 : 207360/111546435
1:3101169297/3234846615 ; 3 : 30098578/3234846615 ; 5 : 16331930/3234846615 ;
q+14 7:9902166/3234846615 ; 11 : 10000998/3234846615 ; 13 : 6235116 /3234846615 ;

17 : 8744370/3234846615 ; 19 : 3841920/3234846615 ; 23 : 12026880/3234846615 ;
29 : 36495360/3234846615

Nous le mettons sous une forme de « triangle de Pascal » les fréquences relevés.

Tableau 13

j (0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9

pi (2) 3 5 7 11 13 17 19 23 29
Pis-1 (1) 2 4 6 10 12 16 18 22

i #Fr(i,j)

1 2 1

2 13 0 2

3 83 7 7 8

4 94 7 0 4

5 1074 0 22 11 48

6 13482 455 143 143 312 480

7 13956 455 143 143 78 240

8 237816 3757 3366 884 2652 1020 | 5760

9 | 4412778 | 137085 | 44574 | 31977 | 37791 | 38760 | 54720 | 92160

10 | 4579565 | 137085 | 17879 | 22287 | 4199 | 29070 | 13680 | 46080

11 | 105794636 | 822434 | 1334874 | 402477 | 416024 | 222870 | 629280 | 264960 | 1658880

12 | 104937840 | 2527323 | 921334 | 764014 | 304589 | 260015 | 471960 | 529920 | 829440

13 | 106692241 | 2527323 | 423675 | 631534 | 249527 | 260015 | 157320 | 397440 | 207360
14 |3101169297(30098578|16331930(9902166|10000998(6235116|8744370(3841920|12026880(36495360)...

Proposition 1

Appelons ia(j) le premier élément non nul de la colonne j (j > 0).
Nous avons les relations suivantes :

J
#Fr(ia(), j) = (pj-1)-#Fr(ia(-1), j-1) =1 pea-1

k=2

#Fr(ia()+1, j) = (1/2).si(pj+2 premier, pj+2, 1).#Fr(iaj), j),j> 1
#Fr(ia(j)+2, j) = (1/4).si(pj+4 premier, pj+4, 1) #Fr(ia()+1, j), j > 2
#Fr(iaj)+3, j) = 2.si(pj*+6 premier, pj+6, 1).#Fr(ia(j)+2,j),j >3
#Fr(ia(j)+4, j) = (3/4).si(p;+8 premier, p;+8, 1).#Fr(ia(j)+3,j), j >3

#Fr(ia()+5, j) = (1/3).si(p;+10 premier, p;+10, 1).#Fr(ia(j)+4, j),j > 4

#Er(ia()+k, j) = ci.si(pj+2k premier, p;+2k, 1)).#Fr(ia(j)+k-1, j), c fractionnaire, j > ji

Proposition 2

Le produit des termes des proportions suivantes donne #Fr(i, jmax) du dernier élément de chacune des lignes du tableau 10

(ou la valeur la plus a droite du tableau 13).

Tout ce passe comme si chacune des relations imbriquées est indépendante. Cependant au fur et & mesure que 1’on se

Pk

3

Prmax

Proportions

Si(«=», 173, 213) | ..

i
si(«=», 1p;, (pi-1)/pi) | ...

Si(« = », 1Pmaxs (Pmax-1)/Pmax)

déplace vers la gauche du tableau, des fractions a priori non facilement prévisibles sont a prendre en compte.

Commentaires

Nous ne cherchons pas a démontrer ces relations. La raison principale a cela (hormis la difficulté de construire la
démonstration) est qu’elles permettent uniquement de résoudre une partie du probléme. Seule la « moitié » supérieure du
tableau se déduit dans une zone représentée en police de caractere gras et verte précédemment. Les relations donnent ainsi
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un nombre fini d’évaluations dans chaque colonne.
Les premieres valeurs de c, ne présentent pas de suite logique particuliere. Deviner les suivants a partir de la
« progression » (1/2, 1/4, 2, 3/4, 1/3, ...) semble illusoire.

Application numérigue

Asymptotiquement tous les effectifs des colonnes j > 0 tendent vers un ratio nul par rapport a I’effectif en premiere
colonne (qui correspond aux 1 produits par 1’algorithme de Rowland).

Tableau 14
j (0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
pi (1) 3 5 7 11 13 17 19 23 29
Pi.1-1 (0) 2 4 6 10 12 16 18 22
i #Er(i,) 1Y #Fr(Lj)
1 66,67% | 33,33%
2 86,67% | 0,00% | 13,33%
3 79,05% | 6,67% | 6,67% | 7,62%
4 89,52% | 6,67% | 0,00% | 3,81%
5 92,99% | 0,00 | 1,90% | 0,95% | 4,16%
6 89,79% | 3,03% | 0,95% | 0,95% | 2,08% | 3,20%
7 92,95% | 3,03% | 0,95% | 0,95% | 0,52% | 1,60%
8 93,17% | 1,47% | 1,32% | 0,35% | 1,04% | 0,40% | 2,26%

9 90,99% | 2,83% | 0,92% | 0,66% | 0,78% | 0,80% 1,13% | 1,90%

10 | 94,43% | 2,83% | 0,37% | 0,46% | 0,09% | 0,60% | 0,28% | 0,95%

11 | 9484% | 0,74% | 1,20% | 0,36% | 0,37% | 0,20% | 0,56% | 0,24% | 1,49%

12 | 94,08% | 2,27% | 0,83% | 0,68% | 0,27% | 0,23% | 0,42% | 0,48% | 0,74%

13 | 95,65% | 2,27% | 0,38% | 0,57% | 0,22% | 0,23% | 0,14% | 0,36% | 0,19%

14 | 9587% | 0,93% | 0,50% | 0,31% | 0,31% | 0,19% | 0,27% | 0,12% | 0,37% | 1,13%
_)222 % — 0% — 0% — 0% — 0% — 0% — 0% — 0% — 0% — 0%

Graphique 13
Evolution de #Fr(i,0) /Y #Fr(i,0)
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Le ratio de la premiere colonne, quant a lui, semble se rapprocher de 100 %. Nous pouvons retrouver ce résultat en faisant
I’hypothése que 1’ordre de grandeur des éléments d’une ligne i, hormis le premier, est celui du dernier. Celui-ci vaut =~
c.JIkr-D/TTpk = c.(TT(Pkr-D/TTpws )Pk = c.€™In(py)/px, C une constante dont 1’ordre de grandeur est 1. Le nombre
d’éléments dans une ligne est k+1, et donc k sans le premier d’autre eux, et k — py/In(py) est un résultat classique. La
somme des ratios, hors le premier, est donc = c.e™/In%(py). D’ou le ratio pour le premier élément d’une ligne 1-c.e™/In2(py)

— 1.

7.4. Fréquence des pics de plus grand commun diviseurs de suites incrémentales.

Proposition 3
I'y a une infinité de solutions extrémales a(i)/i = 2.
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Argumentaire

Nous avons déja évoqué le résultat d’un décalage de d dans deux suites incrémentales a savoir d-1 valeurs du pgcd égal a

1 avant I’occurrence d’une valeur différente de 1. La fréquence d’une valeur différente de 1 est donc en 1/d (cf. relation
28).

C’est ce qui va se passer localement également, dans les grandes lignes, quel que soit deux listes croissantes en présence
comme dans le cas de 1’algorithme de Rowland ou de Shevelev. Comme a(i) augmente trés majoritairement par unité, il y
a d’une certaine maniére rétroaction statistique sur le résultat de la valeur unitaire ou non de pgcd(i,a(i)). Le rapport a(i)/i
varie entre 3 et 2. Examinons ce point en anticipant la connaissance du résultat. Plagons nous i avec le rapport a(i)/i = 3.
Le décalage des listes i et a(i) est alors a(i)-i = 2i. Le rapport a(n)/n diminuant ensuite progressivement vers 2, celui-Ci est
atteint a une valeur légerement supérieur a 2i et nous avons a(2i)-2i = 2i. Comme ce décalage se trouve a ’abscisse j = 2i,
il est de I’ordre de grandeur de j. Autrement dit par rapport a I’abscisse courante n le décalage a(n)-n varie entre 2n et n,
que nous approximons a (3/2).n, soit une fréquence approchant a priori de 2/(3i).

En d’autres termes, la fréquence tend vers 0 a I’infini. La trés grande majorité des nombres est 1 ce qui fait que le rapport
a(i)/i = 2 est atteint. De plus, pour i’ le successeur de i tel que a(i’)/i’ = 2, le rapport i’/i va se rapprocher, par a-coups,
asymptotiquement de plus en plus prés du rapport 2 (par valeur supérieure).

Lorsque le rapport a(i)/i diminue, la valeur 2 ne peut étre manquée en passant de a(i)/i > 2 a a(i)/i < 2. En effet, si le pgcd
réalise un pic > 1 en i, la valeur de a(i)/i est supérieure a celle de a(i-1)/(i-1). Le rapport ne baisse que si le pgcd est égal a
1. Tout pic n’est qu’un simple « petit » délai dans la réalisation effective de a(i)/i = 2.

Le rapport a(i)/i = 3 par contre n’est pas atteint systématiquement car la valeur prise par ce rapport lors du bond est
inférieur & 3 et est exactement 3.(n-1)/n (pour 1’algorithme de Rowland) et 3(n-2m)/n (pour celui de Shevelev généralisé).
Il va diminuer si aucun pic ne se présente alors suffisamment t6t. Bien siir, il n’y a pas d’interdiction stricte et des cas
peuvent se présenter effectivement (sans correspondre a des paires de nombres premiers). En présence de pics repétés, il
est méme possible d’avoir plusieurs incidences i donnant le rapport 3 (ci-dessous un exemple pour ’algorithme de
Shevelev).

: pgcd(i- - o
! 2 mod(i,2).a(i-1)) a(i) ai)/

137 1 275 2,0073
138 1 276 2
139 1 277 1,992806
140 1 278 1,985714
141 139 417 2,957447
142 1 418 2,943662
143 1 419 2,93007
144 1 420 2,916667
145 1 421 2,903448
146 1 422 2,890411
147 1 423 2,87755
148 1 424 2,864865
149 1 425 2,852349
150 25 450 3

151 1 451 2,986755
152 1 452 2,973684
153 1 453 2,960784
154 1 454 2,948052
155 1 455 2,935484
156 13 468 3

157 1 469 2,98726

Exemple 1

Dans le tableau 1 concernant 1’algorithme de Rowland, nous avons appelé d(n) le pged. Nous cherchons a évaluer la
fréquence des occurrences d(n) > 1. Lorsque d(n) > d(i) pour tout i < n, d(n) est un extremum de Rowland. Le début de la
liste, en prenant a(1) = 3, est 2, 3, 5, 11, 23, ... et nous nous intéressons aux intervalles entre extremums de(n).
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Tableau 15

Extremums e2lel Qt d’Zl(:':?nents Qt df‘iis ou fr= Taille moyenne |\ )
elete2 dans Pintervalle d(n) > 1 #ds/#de des pics d(n) > 1
12,3[ 15 0 0 0
13,5[ 1,667 1 0 0 0
15,11 2,2 5 1 0,2 3 3
111,23[ 2,091 11 1 0,091 3 3
123,47 2,043 23 1 0,0435 3 3
147,101[ 2,149 53 3 0,0566 3,7 5
]101,233[ 2,307 131 5 0,0382 74 13
1233,467] 2,005 233 1 0,00429 3 3
1467,941] 2,015 473 3 0,00634 3,7 5
1941,1889[ 2,007 947 2 0,00211 5 7
11889,3779[ 2,0005 1889 1 0,000529 3 3
13779,7559[ 2,0003 3779 1 0,000265 3 3
17559,15131] 2,002 7571 2 2,642 E-04 8 13
]15131,30323[ 2,004 15191 4 2,633 E-04 16,5 53
130323,60647[ 2,00003 30323 1 3,298 E-05 3 3
160647,121403[ 2,0018 60755 5 8,230 E-05 23 101
1121403,242807[ 2,000008 121403 1 8,237 E-06 3 3
1242807,486041[ 2,0018 243233 19 7,811 E-05 23,5 199
1486041,972533[ 2,0009 486491 5 1,028 E-05 914 421
1972533,1945649[ 2,0006 973115 3 3,083 E-06 195,7 577
11945649,3891467[ 2,00009 1945817 3 1,542 E-06 57,7 163
13891467,7783541] 2,00016 3892073 7 1,799 E-06 87,9 443
17783541,15567089[ 2,0000009 7783547 2 2,570 E-07 5 7
115567089,31139561 2,00035 15572471 8 5,137 E-07 674 5323
131139561,62279171[ 2,0000016 31139609 5 1,606 E-07 11 41
162279171,124559609[ 2,00002 62280437 13 2,087 E-07 98,5 1103
1124559609,249120239[ 2,000008 124560629 5 4,014 E-08 205,4 911
1249120239,498270791[ 2,00012 249150551 28 1,124 E-07 1083,6 19051
1498270791,996541661[ 2,00000016 498270869 8 1,606 E-08 11 41

Exemple 2

Nous faisons de méme pour I’algorithme de Shevelev (cf. tableau 2).
Dans le terme pgcd(i-2m.mod(i,2), a(i-1)) = pged(j, a(i-1)), le terme j est simplement deux listes croissantes. Comme la

encore les pged() = 1 sont majoritaires, il y a rétroaction sur la fréquence des cas pgcd() # 1 avec encore le méme rapport
attendu en 2/3i. L application numérique montre une plus grande dispersion, mais la tendance en cte/i est bien visible.

Tableau 16
fHde #ds Taille
Extremums e2lel Qt éléments Quanute:s de fr= moyenne des Max(d(n))
elete2 dans cas ou #ds/#de -
Pintervalle d(n) > 1 pics d(n) > 1
11,3 3 1 0 0 1
13,71 2,333 3 1 0,333 3
17,13 1,857 5 0 0 1
113,43 3,308 29 4 0,138 55 9
143,139 3,233 95 6 0,0631 10 33
1139,313[ 2,252 173 2 0,0116 19 25
1313,661] 2,112 347 6 0,0173 7 17
1661,1321[ 1,998 659 0 0 1
11321,2659[ 2,013 1337 2 0,00150 10 13
12659,5419[ 2,038 2759 11 0,00399 10,3 53
15419,10891[ 2,0098 5471 9 0,00165 7 19
110891,22039[ 2,0236 11147 11 0,000987 245 139
122039,44383[ 2,0138 22343 13 0,000582 245 157
144383,88801[ 2,00079 44417 7 0,000158 6,1 11
188801,177841] 2,00269 89039 16 0,000180 16 137
1177841,355723[ 2,00023 177881 3 0,0000169 15 37
1355723,713833[ 2,00671 358109 57 0,000159 42,9 719
1713833,1427749[ 2,00012 713915 11 1,54 E-05 8,6 31
11427749,2860771[ 2,0037 1433021 72 5,03 E-05 74,25 1129
12860771,5725453[ 2,0014 2864681 85 2,97 E-05 47,0 1003
15725453,11461141] 2,0018 5735687 102 1,78 E-05 101,4 2689
111461141,22933441] 2,00097 11472299 205 1,79 E-05 55,4 1021
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Jide f#ds Taille
Extremums e2/el Qt éléments Quantlte§ de fr= moyenne des Max(d(n)
elete2 dans cas ou #ds/#de -
’intervalle din)>1 pics d(n) > 1

122933441,45895573[ 2,0013 22962131 209 9,10 E-06 138,3 10151
145895573,91793059[ 2,000042 45897485 37 8,06 E-07 52,7 977

191793059,183616423[ 2,00033 91823363 53 5,77 E-07 572,8 14767
1183616423,367232911[ 2,00000035 183616487 5 2,723 E-08 14,2 31
1367232911,734482123[ 2,000044 367249211 109 2,968 E-07 150,6 5651
1734482123,1468965061[ 2,0000011 734482937 6 8,169 E-09 137 797
11468965061,2937930211[ | 2,000000061 1468965149 4 2,723 E-09 23,5 79

Le graphique ci-dessous donne I’évolution de la fréquence fr des pics de pged. L’évolution est par a-coups, mais la
tendance est inexorable du fait du rapport imposé sous-jacent 2/(3i) que nous avons également représenté dans ledit
graphique. La dispersion des points se fait autour d’une valeur approximative cte/i ou cte ~ 10 aussi bien pour le cas de
nombres isolés (si g = 1) que pour les paires de nombres premiers (ici nombres premiers jumeaux).

Graphique 14
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» Sheveley

#ds/Hde * Rowland

Avertissement

L’algorithme de Shevelev ne permet pas de confirmer ou infirmer 1’existence d’une infinité de nombres premiers ou de
nombres premiers jumeaux. Les valeurs a(n)/n = 2 sont atteintes parce que la différence a(n)-n, lors que 1’exécution de
I’algorithme, prend des valeurs de nombres premiers. Si ces nombres venaient a manquer, le rapport ne pourrait plus étre
atteint.

Les évenements i, i ¢, i”’,... donnant les rapports consécutifs a(i)/i = 2, a(i’)/i’ = 2, a(i’’)/i”” = 2, ... sont numériquement
tels que i’ = 2i, i’ = 2i’, ... pour la simple raison que les populations de nombres premiers (et de nombres premiers
jumeaux) sont « abondantes ». C’est la seule signification de ces résultats.

La suite va montrer a quel point cela est frustrant, tant 1’évidence générale de ’infinité des événements « nombres
premiers jumeaux » est flagrante. Comme toujours 1’étude comparée nombres premiers isolés et paires de nombres
premiers donne en tout point des similitudes, voire des copies conformes.

8. Ensembles générés par les algorithmes.
8.1. Ensembles générés par I’algorithme de Rowland.

La question que nous posons ici est quel ensemble parmi les nombres premiers est généré en partant de a(i)/i=2,i=1, 2,
3...ena(n)/n=2 pourn>i.

La réponse est ’ensemble des nombres premiers.

En effet, soit (i, 2i) la premiére étape. Alors la seconde étape est (i+1, 3i). Ici a(i+1)-(i+1) = d(i+1) = 2i-1. Donc lorsque i
décrit N, d(i+1) décrit I’ensemble des nombres impairs. A chaque fois que d(i+1) sera un nombre premier p, alors tous les
étapes suivantes seront telles que d(itk) = 1 jusqu’a 1’étape p pour laquelle nous avons alors a(p)/p = 2. D’ou le résultat.
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Lorsque nous faisons le choix initial de a(i)/i = 2 et i décrit I’ensemble des nombres premiers, alors 1’image n’est pas
I’ensemble des nombres premiers. Les premiers manquants sont p=7, 17, 19, 31, 53,67, 71, 79, 97...

8.2. Ensembles générés par ’algorithme de Shevelev.

La question est ici de savoir quel ensemble est généré en partant de a(i)/i =2, 1= 1, 2, 3... au niveau de a(n)/n =2 pour n
> . La réponse est, du fait du tableau 7, ’ensemble des couples (2k-1, 2k+1), n =2k, k =1, 2, 3... et donc également tous
les nombres premiers jumeaux. La question n’est donc intéressante que si n > i+r, r > 0.

Si nous choisissons n > i+8 pour étre au-dela des cas que nous avons appelés triviaux, une recherche exhaustive en i, pour
n < 10000, fournit une liste uniquement composée que de nombres premiers jumeaux. Par contre, la liste n’est pas
compléte. Les 19 couples de nombres premiers jumeaux manquants parmi les 205 au total dans I’intervalle n < 10000 sont
(3,5), (29,31), (101,103), (281,283), (461,463), (641,643), (857,859), (1289,1291), (2081,2083), (2729,2731),
(2801,2803), (3557,3559), (4637,4639), (6869,6871), (7589,7591), (7877,7879), (7949,7951), (8597,8599), (9677,9679).

9. Graphes associés aux algorithmes.

Nous démarrons a nouveau 1’algorithme de Rowland a i et a(i) = 2i. Soit alors i’ est la premiére valeur qui suit i telle que
a(i’)/i’ = 2. La représentation i’/i, fonction de i, donne des figures géométriques remarquables que nous étudions dans ce
paragraphe.

9.1. Nombres isolés.

Posons :
D(@) =1’-2i+1 (30)

La différence D(i) mesure la somme résiduelle des pics entre deux incidences a(i)/i = 2. Un exemple est donné dans le
tableau ci-dessous. Nous avons i = 17,1’ =41, D(i) = 8, >, Pm1(i) = 8. Le lecteur se rappellera que les pics des incidences
sont décalés d’un rang dans le présent cas.

Tableau 17

i pgcd(i-1,a(i-1)) Pm1(i) a(i) a(i)/i
17 34 2
18 17 51 2,8333
19 3 3-1=2 54 2,8421
20 1 55 2,75
21 5 5-1=4 60 2,8571
22 3 3-1=2 63 2,8637
23 1 64 2,7826
41 1 82 2
42 41 123 2,9286

Partant de a(i) = 2i, nous avons a(i+1) = 3i. Si i est pair alors i+1 est impair et 3i est pair. Si i est impair alors i+1 est pair
et 3i est impair. Ainsi i+1 et a(i+1) sont de parités opposées. Ensuite pgcd(i+1, a(i+1)) est nécessairement impair, donc
i+2 et a(i+2) sont nécessairement de parités opposees et, par récurrence, il en est de méme pour tout j et a(j) tel que j > i.

Ainsi
D(i) =0 mod 2 (31)
Nous posons ensuite :
X =D(i) (32)
Nous dressons le tableau i’/i fonction de i.
Tableau 18

i i X =D(i) i’/
1 +oo +oo
2 3 0 15
3 5 0 1,6667
4 7 0 1,75
5 11 2 2,2
6 11 0 1,8333
7 13 0 1,8571

P 40/54




i i X = D(i) /i

8 17 2 2,125
9 17 0 1,8889
10 19 0 1,9

11 23 2 2,0909
12 23 0 1,9167
13 29 4 2,2308
14 29 2 2,0714
15 29 0 1,9333
16 31 0 1,9375
17 41 8 2,4118
18 41 6 2,2778
19 37 0 1,474
20 41 2 2,05

Dans le cas particulier de i = 1, pged(i,a(i)) = pged(i,i+1) = pged(i,1) = 1. Trivialement i’ est rejeté a I’infini.

Pour le reste, le prolongement des données de ce tableau donne les figures suivantes CX.

Nous numeérotons celles-ci du bas vers le haut par CO, C2, C4, CB6, ... en effectuant un zoom du premier vers le second
graphique.

Graphiques 15 et 16
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L’équation des courbes CX est donnée par X = i’-2i+1, soit encore :
/i =2+X-1)/i (33)

11 s’agit donc d’hyperboles strictement décroissantes, hormis CO (X = 0) qui est strictement croissante bornée par 2. Du
fait de ’équation 33, les courbes se présentent dans I’ordre des numéros croissants.

Le cceur de notre discussion est de s’assurer que les rapports i’/i sont finis. Si tout point, hormis (i, i’) = (1, +o0) appartient
a une des hyperboles, le résultat i’/i est nécessairement borné. La réponse est une lapalissade.

Points sommitaux.

Le rapport maximum i’/i pour I’hyperbole CX, fonction strictement décroissante hormis CO, est donné par le point
d’abscisse minimale :

(*/D)max = 2+(X-1)/imin (34)

Appelons les points pour I’hyperbole CX, les points sommitaux PS(X).
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Tableau 19

cX Psi(x) Psi(,x) /i max
(C0) 2 3 (min i’/ = 1,5)
C2 5 11 2.2

C4 13 29 2,23076923
C6 18 41 227777778
Cs8 17 41 241176471
C10 25 59 2,36
C12 60 131 2,18333333
Cl4 59 131 2,22033898
C16 58 131 2,25862069
C18 108 233 2,15740741
C20 107 233 2,17757009
c22 124 269 2,16935484
C24 72 167 2,31944444
C26 71 167 2,35211268
C28 103 233 2,26213592
C30 102 233 2,28431373
C32 101 233 2,30693069
C34 160 353 2,20625
C36 267 569 2,13108614
C38 266 569 2,13909774
C40 265 569 2,14716981

Nous donnons le nuage de points représentant ces points sommitaux jusqu’a i = 600.

Points sommitaux principaux.

Nous définissons le point sommital principal parmi les points sommitaux (i, i’), (i, i’)... (ix, i’) le point (i, i’) tel que i =
min(iy, iy, ..., iy). Ainsi dans la liste précédente nous avons pour i = 17 et i = 18 la méme valeur i’ et le rapport i’/i sera
maximal pour i = 17 et est donc retenu ici comme points sommital principal. Ceci a pour effet d’éclaircir la figure tout en
gardant les points ou le rapport (i’/i) est maximum localement. L’aspect en éventail en zoomant la figure s’explique aussi

Points sommitaux

Graphiques 17 et 18

par la présence de nombreux points non principaux.
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Graphique 19

' Points sommitaux

Proposition 4

Sia(i) = 2i,1> 1, le majorant de i’/i ou i’ est la premiere valeur suivant i telle que a(i’)/i” = 2 est obtenu pour i = 17,1’ =
41, soiti’/i~ 2,411764706...

Argumentaire

Le résultat est vérifié jusqu’a i = 10000. Les valeurs i’/i restent ensuite proches du rapport 2 du fait des arguments
développés dans cet article.

Propriété modulaire

L’intérét des hyperboles CX serait moindre si une autre caractérisation des points les composant n’était également
présente. Ces propriétés modulaires découlent de X = D(i) = i’-2i+1 = Y Pml(i) = Y, Pm1(X), soit pour les pics supérieurs
alentreieti’:

> Pml(X)=X (35)

Les propriétés suivantes sont nécessaires mais non suffisantes.
La courbe CO n’est caractérisée par aucune propriété modulo particuliére.

La courbe C2 est caractérisee par la propriété :

i=2mod 3
i # (pk-1)/2 mod py, Vpy # 2i+1

Nous illustrons cette propriété ci-dessous. Le lecteur doit comprendre que la condition « # 2i+1 » placée aprés Vpy n’est
pas une espéce de condition qui se mord la queue. Elle intervient une seule fois au plus dans la colonne de py (voir
éléments en police rouge ci-dessous) alors que i # (px-1)/2 mod py est vérifié une infinité de fois (sur toutes les autres
lignes de ladite colonne).

Tableau 20

Liste C2 Pk 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43

(X =2) (Pt1-X)/2 2 3 5 6 8 9 [ 11 ] 14| 15|18 [ 20 | 21
i i mod 3

5 2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

8 2 3 1 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
11 2 1 4 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
14 2 4 0 3 1 14 14 14 14 14 14 14 14
20 2 0 6 9 7 3 1 20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20
23 2 3 2 1 10 6 4 0 23 | 23 | 23 | 23 | 23
26 2 1 5 4 0 9 7 3 26 | 26 | 26 | 26 | 26
29 2 4 1 7 3 12 | 10 6 0 29 | 29 | 29 | 29
35 2 0 0 2 9 1 16 | 12 6 4 35 | 35 | 35
41 2 1 6 8 2 7 3 18 12 10 4 0 41

44 2 4 2 0 5 10 6 21 15 13 7 3 1

50 2 0 1 6 11 16 12 4 21 19 13 9 7

Requis sauf pour

i = (pk+1-X)/2 £2 | #3 | £#5 | #6 | £#8 | #9 | £11 | #14 | £#15 | #18 | £20 | #21

Pour ce cas, nous avons systématiquement d(i+t) = 1 pour t = 4 a t = i+2 (aucun pic intermédiaire).
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La courbe C4 est caractérisée par la propriété :
i=1mod3
1# (pi-1)/2-1 mod py, Vpy # 2i+3

Pour ce cas, nous avons systématiquement d(i+t) = 1 pour t =4 a t = i+2, sauf un pic de taille 3ent = 4.

La courbe C6 est caractérisée par la propriété :
1#2mod 3
i # (pk-1)/2-2 mod py, Vp # 2it5

Ce cas correspond a la présence d’un unique pic de taille 7 ou bien de la présence simultanée d’un pic de taille 3 et d’un
pic de taille 5.
La courbe C8 est caractérisée par la propriété :
i=2mod 3
i # (pk-1)/2-3 mod py, Vpk # 2i+7

Ce cas accepte les associations de pics (9) ou (7,3) ou (3,3,5) dans un ordre quelconque.
Les choix se multiplient par apres.

La courbe CX est caractérisée par la propriété (vérifiée jusqu’a X = 100) :

Si(X/2 =0 mod 3, 1# 2 mod 3, i=-X/2 mod 3)
i# (pt1-X)/2 mod py, Vpy #2i-1+X

Cceur du probléme.

Soit a(i) = 2i. Soit i’ le suivant de i tel que a(i’) = 2i’, puisi’’,1’”’, 5

Nous voulons savoir si :

- 1. tout nombre premier est le successeur i’ d’un entier i ?
- 2. tout nombre premier est le successeur i’ d’un nombre premier i ?

Et s’il existe :

- 3. une infinité de (1,1’) ?

- 4. une infinité de (i, i°,..., i) ?

- 5.une infinité de (i, i’,...,1™) ?

- 6. un nombre fini de i donnant I’infinité des familles (i, i’,..., i) ?

- 7. une infinité de d’hyperboles CX comptant au moins un point ?

- 8. unnombre fini d’hyperboles CX comptant une infinité de points ?
- 9. une infinité d’hyperboles CX comptant une infinité de points ?

- 10. toutes les hyperboles CX, X pair, comptant au moins un point ?
- 11. toutes les hyperboles CX, X pair, comptant une infinité de points ?

Une réponse positive a I’'une au moins des questions confirme 1’infinité des nombres premiers.
La derniére et plus contraignante des questions a notre faveur.

La réponse a la question 1 est oui pour py < 100000. Il est conjecturé que c’est le cas général. La réponse a la question 2
est non. Une vérification numérique montre par exemple que les nombres 7, 17, 19, 31, 43, 53, 67, 71, 79, 97 ne dérivent
pas d’un autre nombre premier.

9.2. Nombres jumeaux.

Traitons d’abord les cas triviaux.

Nous avons a(n) = a(n-1)+pgcd(n-2.mod(n,2), a(n-1)). Donc a(i+1) = a(i)+pgcd(i+1-si(i = 0 mod 2, 2,0), 2i) =
a(i)+pged(si(i = 0 mod 2, i+1,i-1), 2i) = a(i)+pged(i+1, 2) = a(i)+si(i = 0 mod 2, 1, 2).

Si i est impair, a(i+1) = a(i)+2 = 2(i+1). Donc i’ = i+1 (courbe E1).

Si i est pair, a(i+1) = a(i)+1 = 2i+1. Nous avons alors a(i+2) = a(i+1)+pgcd(i+2-2.mod(i+2,2), a(i+1)) = a(i+1)+si(i = 0

mod 2, pged(i+2, 2i+1), pged(i, 2i+1)) = si(i = 0 mod 2, 2i+1+pged(i+2, 3), 2(i+1)) = si(i = 4 mod 6, 2(i+2), 2(i+1)). Soit
encore si i =4 mod 6, nous avons a(i+2)/(i+2) = 2 et donc i’ = i+2 (courbe E2).
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Posons :
D(i) = i’-2i (36)

La différence D(i) mesure la somme résiduelle des pics entre les deux incidences a(i)/i = 2 et a(i’)/i” = 2 a I’exception de i
=1mod 2 etdei=4mod 6.

Sii=1mod2,i’ =i+l, il n’y a pas d’espace libre pour un pic entre i et i’, soit D(i) = 0.

Sii=4mod 6, i’ =i+2, il y a un espace libre pour un pic entre i et i’. Le lecteur se rappellera que les pics des incidences i
et i’ sont décalés de trois rangs dans le cas des nombres jumeaux (voir exemple ci-dessous). Nous nous intéressons donc
au pged(i+4-2mod(i+4,2), a(i+3)) = pgcd(i+4, a(i+3)) qui tout calcul fait vaut 1. Nous avons D(i) = 0.

Nous rectifions ainsi 1’expression initiale de D(i) par :
D(i) = si(ou(i = 1 mod 3, i =4 mod 6), 0, i’-2i) (37)
Passons alors au cas non triviaux.

Un exemple est donné dans le tableau ci-dessous. Nous avons i = 12, i’ = 42, D(i) = 18, >. Pml(i) = 18 et le lecteur
vérifiera les pics des incidences i et i’ (en gras) décalés de trois rangs.

Tableau 21

i pgcd(i-1,a(i-1)) Pm1(i) a(i) a(i)/i
12 24 2
13 1 25 1,923076923
14 1 26 1,857142857
15 13 39 2,6

16 1 40 2,5

17 5 5-1=4 45 2,647058824
18 9 9-1=8 54 3

19 1 55 2,894736842
20 5 5-1=4 60 3
21 1 61 2,904761905
22 1 62 2,818181818
23 1 63 2,739130435
24 3 3-1=2 66 2,75
25 1 67 2,68
42 1 84 2
43 1 85 1,976744186
44 1 86 1,954545455
45 43 129 2,866666667

Nous retrouvons des nuages de points avec des caractéristiques analogues a celles trouvées pour les nombres isolés.
La numérotation des courbes CX est basée sur la régle :

Ratio i’/ Twins

X =1i7-2i (38)

Graphiques 20, 21 et 22

Ratio i’/ Twins
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L’équation des courbes EX est une hyperbole
ii=1+X/ (39)
L’équation de la courbe CX est une hyperbole
i’/i=2+X/i (40)
La encore, les courbes se présentent, comme pour le cas des nombres isolés, dans I’ordre des numéros croissants.

Le ceeur de notre discussion est a nouveau de s’assurer que les rapports i’/i sont toujours finis.
A T’évidence le fait que tout point appartient a une courbe EX ou CX signifie que le rapport est borné.

Revenons aux points sommitaux et sommitaux principaux PS(X) évoqués au paragraphe précédent.

Tableau 22

CX PSi(X) PSi(’X) 1/ max
C00 1 2 2
C02 2 6 3
C06 18 42 2,3333
C08 32 72 2,25
Ci12 24 60 2,5
Ci14 14 42 3
C18 12 42 3,5
C20 26 72 2,7692
C24 78 180 2,3077
C26 56 138 2,4643
C30 60 150 2,5
C32 80 192 2,4
C36 102 240 2,3529
C38 242 522 2,1570
C42 48 138 2,875
C44 188 420 2,2340
C48 186 420 2,2581
C50 44 138 3,1364
Ch54 42 138 3,2857
C56 182 420 2,3077
C60 180 420 2,3333

A nouveau, les nombreux points sommitaux ayant méme i’ donnent une figure en éventail pour le premier graphique.
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Graphiques 23 et 24
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Les propriétés modulaires a nouveau sont nécessaires mais non suffisantes.
La courbe E1 correspond a la propriété suivante :

i=1mod?2 (41)
La courbe E2 correspond & la propriété suivante :
i =0mod 2 (42)
La courbe CO est caractérisée par la propriété :
i=0mod 2
i=0mod 3

i # (pk-1)/2 mod py, Vpy # 2i+1
17 (px+1)/2 mod py, Vpx # 2i-1

La courbe C2 est caractérisee par la propriété :

i=0mod 2

i=2mod 3
i # (pr-1)/2-1 mod py, Vpy # 2i+3
i # (pe+1)/2-1 mod py, Vp # 2i+1

La courbe C6 est caractérisée par la propriété particuliére :

i=0mod 2
i#2mod 3
i # (pk+1)/2-3 mod py, Vpy # 2i+1

La courbe C8 est caractérisée par la propriété :

i=0mod 2
i=2mod3
i # (pk-1)/2-4 mod py, Vpi # 2i+9
i # (pe+1)/2-4 mod py, Vp # 2i+7

La courbe CX, X > 8, est caractérisée par la propriété (vérifiée jusqu’a X = 100) :

i=0mod 2
i =-X/2mod 3
i # (p-1-X)/2 mod py, Vpk # 2i+1+X
i # (pt1-X)/2 mod py, Vpi # 2i-1+X

(43)

Les courbes CX obéissent a X = ou(0,2) mod 6. Toutes sont présentes de X =0 a 600 pour i = 2 & 10000.
9.3. Nombres apparentés.

Le lecteur se doute que les résultats sont ici analogues aux précédents.
Les courbes sont des hyperboles, les premieres a asymptote 1, les secondes a asymptote 2.

Pour ces derniéres, I’expression de D(i) est donnée par (i > 2m-2) :
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D(i) = i’-2i-2m+2 (44)
ou 2m est I’écart entre les nombres premiers apparentés étudiés.

Nombres premiers cousins

Pour les nombres premiers cousins (2m = 4), les nuages de points sont les suivants :

Graphiques 25 et 26
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Les courbes CX obéissent a X = 2 mod 6. Toutes sont présentes de X =0 a 500.

Nombres premiers sexy

Pour les nombres premiers sexy (2m = 6), les nuages de points sont les suivants :

Graphiques 27 et 28
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Les courbes manquantes entre CO et C100 sont C8, C18, C78 et C90 pour i = 3 & 10000 uniquement.

Nombres premiers octo

Pour les nombres premiers octo (2m = 8), les nuages de points sont les suivants :

Graphiques 29 et 30
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Les courbes CX obéissent a X = 0 mod 6. Toutes sont présentes de X =0 & 300 pour i = 7 a 10000.

Concernant les points sommitaux, nous avons regroupé un échantillon ci-dessous.

ia Points sommitanx Cousins i Points sommitaux Sexy
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Les records sont la résultante de plusieurs retours a a(n)/n = 3 avant que le décrochement s’enclenche :

Necord Sexy 5 Record Octo
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Le tableau numérique pour le dernier exemple se présente comme sulit :

i d(i) a(i) ai)/i
14 28 2
15 7 35 | 2,3333
29 7 77 | 2,6552
72 1 144 2
86 1 158 | 1,8337
87 79 237 | 2,7241

Le rapport i’/i est égal a 72/14 = 5,14286. Le lecteur notera que le pic d(i) est décalé par rapport aux incidences a(n)/n = 2
d’une valeur 2ec-1, ou ec = 2m est I’écart entre nombres appariés : i = 4m-1. Dans le cas, 2m = 8, le décalage est de 15 =
29-14 = 87-72.

P 49/54



[1]
2]
[3]
[4]

REFERENCES

Eric S. Rowland. Journal of Integer Sequences, Vol. 11 (2008). Article 08.2.8

Vladimir Shevelev. Generalizations of the Rowland theorem. https://arxiv.org/abs/0911.3491
Vladimir Shevelev. Three theorems on twin primes. https://arxiv.org/abs/0911. 5478
Schaetzel Hubert.

https ://sites.google.com/site/schaetzelhubertdiophantien/
https://hubertschaetzel.wixsite.com/website

P 50/54


https://arxiv.org/abs/0911.3491

ANNEXE 1
Premiers termes de la liste des nombres premiers apparentés par le crible du PGCD.

Prenons i0 = 2m-1, a(0i) = 2.i0. Nous donnons alors ci-dessous les relevés ou a(i-2m+1)/(i-2m+1) = 2.

Les nombres en police rouge, en phase transitoire encore, font exceptions et ne sont pas premiers. Pour toutes ces
exceptions (et phase transitoire), Nous avons icourant/iprécedent < 2, i UN NOMbre de la premiére colonne et la premiere solution

est juste un rang avant le premier cas supérieur a 2.

Cas Cas Cas
2m=2 2m=4 2m=6
ji-2 i _i courant/ i-4 i _i courant/ i-6 i .icourant/
Iprécédent Iprécédent Iprécédent
1 3 3 7 5 11
5 7 >2 5 9 <2 9 15 <2
11 13 <2 7 11 <2 13 19 <2
41 43 > 2 13 17 <2 31 37 >2
137 139 >2 43 47 >2 67 73 >2
311 313 >2 97 101 >2 193 199 >2
659 661 >2 223 227 >2 587 593 >2
1319 1321 >2 463 467 >2 1181 1187 >2
2657 2659 >2 937 941 >2 2393 2399 >2
5417 5419 >2 1999 2003 >2 4793 4799 >2
10889 10891 >2 4153 4157 >2 9623 9629 >2
22037 22039 >2 8539 8543 >2 20327 20333 >2
44381 44383 >2 17203 17207 >2 40823 40829 >2
88799 88801 >2 34603 34607 >2 82301 82307 >2
177839 177841 >2 69337 69341 >2 166151 166157 >2
355721 355723 >2 138793 138797 >2 332393 332399 >2
713831 713833 >2 277687 277691 >2 664793 664799 >2
1427747 1427749 >2 555823 555827 >2 1329593 1329599 >2
2860769 2860771 >2 1111963 1111967 >2 2662757 2662763 >2
5725451 5725453 >2 2226613 2226617 >2 5334293 5334299 >2
11461139 11461141 >2 4456429 4456433 >2 10670221 10670227 >2
22933439 22933441 >2 8919853 8919857 >2 21358693 21358699 >2
45895571 45895573 >2 17855059 17855063 >2
91793057 91793059 >2 35711293 35711297 >2
183616421 | 183616423 > 2 71456599 71456603 >2
367232909 | 367232911 >2
734482121 | 734482123 >2
1468965059 | 1468965061 | > 2
2937930209 | 2937930211 | >2
5875882247 | 5875882249 | >2
11751795059|11751795061| >2
23503590557|23503590559| >2
47007181619 (47007181621 >2
94014363761|94014363763| > 2
Cas Cas Cas
2m=38 2m =10 2m =12
|'8 | _icourant/ |-1O | _icouram/ |_12 | _icourant/
|précédent |précédent |précédent
7 15 9 19 11 23
11 19 <2 11 21 <2 21 33 <2
21 29 <2 13 23 <2 31 43 <?
23 31 <2 25 35 <2 97 109 >2
53 61 > 2 29 39 <2 227 239 >2
131 139 >2 31 41 <2 467 479 >2
269 277 >2 79 89 >2 971 983 >2
569 577 >2 181 191 >2 2069 2081 >2
1193 1201 >2 373 383 >2 4229 4241 >2
2543 2551 >2 919 929 >2 8501 8513 >2
5399 5407 >2 1879 1889 > 2 17321 17333 >2
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Cas Cas Cas
2m=38 2m =10 2m=12
i-8 i _icourant/ i-10 i _icourant/ i-12 i _icourant/
Iprécédent Iprécédent Iprécédent
10859 10867 >2 3769 3779 >2 34667 34679 >2
22271 22279 >2 7549 7559 > 2 69389 69401 >2
44633 44641 > 2 15121 15131 > 2 138829 138841 >2
89519 89527 > 2 30313 30323 >2 278207 278219 >2
179819 179827 > 2 60889 60899 > 2 557729 557741 >2
359753 359761 > 2 121843 121853 > 2 1115567 1115579 >2
721283 721291 > 2 243799 243809 > 2 2235797 2235809 >2
1444901 1444909 >2 487681 487691 > 2 4478549 4478561 >2
2892143 2892151 >2 975379 975389 >2 8957129 8957141 >2
5784959 5784967 > 2 1952257 1952267 > 2 17914289 17914301 >2
11569973 11569981 >2 3908701 3908711 >2
23156891 23156899 >2 7817809 7817819 >2
15640837 15640847 >2
Cas Cas Cas
2m=14 2m=16 2m=18
i-14 i _i courant/ i-16 i _i courant/ i-18 i _icourant/
Iprécedent Iprécedent Iprécedent
13 27 15 31 <2 17 35
17 31 <2 17 33 <2 23 41 <2
33 47 <2 19 35 <2 45 63 <2
35 49 <2 23 39 <2 47 65 <2
39 53 <2 25 41 <2 53 71 <2
41 55 <2 29 45 <2 149 167 >2
53 67 <2 43 59 <2 491 509 >2
149 163 > 2 151 167 > 2 1013 1031 >2
359 373 >2 337 353 >2 2063 2081 >2
773 787 > 2 727 743 > 2 4271 4289 >2
1847 1861 >2 1483 1499 >2 8609 8627 >2
3719 3733 >2 3373 3389 >2 17333 17351 >2
7559 7573 > 2 6841 6857 > 2 35099 35117 >2
15299 15313 > 2 14533 14549 >2 70223 70241 >2
31223 31237 > 2 29131 29147 > 2 140741 140759 >2
62459 62473 > 2 60607 60623 >2 282599 282617 >2
125927 125941 > 2 121621 121637 > 2 565241 565259 >2
252143 252157 > 2 246193 246209 > 2 1134989 1135007 >2
513353 513367 > 2 495307 495323 >2 2270669 2270687 >2
1028303 1028317 > 2 990973 990989 >2 4542761 4542779 >2
2056979 2056993 > 2 1988263 1988279 >2 9090671 9090689 >2
4114307 4114321 > 2 3978727 3978743 > 2 18181949 18181967 >2
8229269 8229283 >2 7957603 7957619 >2
16469267 16469281 >2 15915607 15915623 >2
Cas Cas Cas
2m = 1000 2m = 1002 2m = 1004
i-1000 i (el [ 002 i |dewd | 004 i | oo
Iprécédent Iprécédent Iprécédent
999 1999 1001 2003 1003 2007
1001 2001 <2 1007 2009 <2 1007 2011 <2
1003 2003 <2 1013 2015 <2 1025 2029 <2
1019 2019 <2 1061 2063 <2 1029 2033 <2
1021 2021 <2 2121 3123 <2 1031 2035 <2
1063 2063 <2 2123 3125 <2 1043 2047 <2
2125 3125 <2 2447 3449 <2 1049 2053 <2
2129 3129 <2 5897 6899 > 2 2097 3101 <2
2131 3131 <2 14081 15083 >2 2099 3103 <2
2161 3161 <2 29401 30403 >2 2175 3179 <2
2189 3189 <2 59921 60923 >2 2267 3271 <2
2191 3191 <2 120851 121853 > 2 5669 6673 >2
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Cas Cas Cas
2m = 1000 2m = 1002 2m = 1004
|'1000 | _icourant/ |_1002 | _icourant/ |_1004 | _icourant/
Iprécédent Iprécédent Iprécédent
2197 3197 <2 242779 243781 > 2 12959 13963 >2
2209 3209 <2 486559 487561 > 2 27179 28183 >2
2255 3255 <2 980417 981419 >2 61043 62047 >2
2257 3257 <2 1962319 1963321 > 2 123209 124213 >2
2293 3293 <2 3928739 3929741 > 2 247529 248533 >2
2371 3371 <2 7858589 7859591 >2 497729 498733 >2
6211 7211 >2 15731531 15732533 >2 998759 999763 >2
13537 14537 >2 2002799 2003803 >2
28201 29201 >2 4007789 4008793 >2
59443 60443 >2 8016923 8017927 >2
120157 121157 >2 16034903 16035907 >2
241639 242639 >2
484411 485411 >2
969877 970877 >2
1941091 1942091 >2
3883183 3884183 >2
7770109 7771109 >2
15551989 15552989 >2
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ANNEXE 2
Programmation des algorithmes de Rowland et Shevelev.

Code PRIH

https ://pari.math.u-bordeaux.fr/

Algorithme de Rowland

{infinity = 300000; \\ a ajuster

no =1,

multi = 3; \\ choisir une valeur impaire

cn0 = 7; \\ & ajuster en nombre premier avec multi pour que n soit nombre premier
cn = cnO;

for(n = n0+1,infinity, gc = multi*gcd(n-1,cn);

ch = cn+gc;
if(cn/n == multi+1, print(n" "factor(n))
)}

Algorithme de Shevelev généralisé

{infinity = 300000; \\ to be adjust

ec = 6; \\ choisir une valeur paire

n0=1;

cn0 = 2; \\ a ajuster pour obtenir d’autres séries of paires de nombres premiers
cn =cn0;

for(n = n0+1,infinity, gc = gcd(n-ec*(n%2),cn);

ch = cn+gc;
if(cn/n == 2, print(n-1" "factor(n-1)" "n+ec-1" "factor(n+ec-1))
)}

Recherche sommitale

{finil = 101; \\ Summitals cardinal
fini2 = 10000; \\ Ampleur recherche
infini = 1E20; \\

v = vector(finil, i, 0.0);

for(i = 2, fini2, cn = 2*i;

for(n =i, infini, gc = gcd(n, cn);

cn = cn+gc; r = cn/(n+1);

if(r==2,

fac = (n+1-2*i+1)/2+1;

if(fac< finil,

if(v[fac] == 0, v[fac] = fac; print("C"fac-1" i"i" i’ "nt+1)));break);
)}

{finil = 101;

fini2 = 10000;

ec=2;

infini = 1E20;

v = vector(finil, i, 0.0);

for(i = ec-1, fini2, cn = 2*i;

for(n =1, infini, gc = ged(n+1-ec*((n+1)%2), cn);
cn =cn+gc; r = cn/(n+1);

if(r == 2,

fac = (n+1-2*i)/2+1,;

if(fac > finil,

if(fac < finil,

if(v[fac] == 0, v[fac] = fac; print("C"fac-1" i"i" i’ "n+1))));break);
)}
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