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Valeurs imaginaires des zéros de la fonction Zêta. 
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Résumé  Tout ce qui relève des zéros de la fonction Zêta de Riemann est essentiellement emprunt de spéculations. 

En voilà un peu plus. 
 

  Imaginary values of the Zeta function zeros. 
 

Abstract  The study of Riemann Zeta function zeros is essentially a lot of speculations. Here is a little more. 
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1.Contexte. 
 

La fonction Zêta de Riemann est définie pour Re(s) > 1 par la série entière  

 

 ∞   

ζ(s) = ∑ 
1 

         (1) 
m

s
 

 m = 1   

 

For Re(s) > 0, it admits an analytic extension based on Dirichlet Eta series η(s). 

 

η(s) = (1-2
1-s

).ζ(s)     (2) 

 

The zeros of η (s) are those of ζ (s), but also those of 1-2
1-s

 which zeroes are equal to 

 

s = 1+i.2π.k/Ln(2)      (3) 

 

où k est un entier relatif quelconque. ζ(s) n’étant pas défini en s = 1, le zéro correspondant à la valeur k = 0 doit 

cependant être rejeté. Nous appelerons zéros de Schaetzel les nombres 1+i.2π.k/Ln(2) à cause du côté pratique qui en 

ressort. 

 

La recherche des zéros de η(s) revient à résoudre simultanément les deux équations : 

 

∞ 

∑ m
-a

.(-1)
m-1

.cos(b.ln(m)) = 0        (4) 

m = 1 

et 

∞ 

∑ m
-a

.(-1)
m-1

.sin(b.ln(m)) = 0        (5) 

m = 1 

 

Cette annulation s’écrit en une unique équation équivalente en utilisant les carrés  : 

 

    ∞ ∞  

T∞(s) = T∞(a+i.b) =    (  ∑ m
-a

.(-1)
m-1

.cos(b.ln(m)))
2
 + ( ∑ m

-a
.(-1)

m-1
.sin(b.ln(m)))

2
  = 0        (6)  

    m = 1 m = 1  

 



p 2/6 

Pour le premier carré, on obtient ainsi un terme en cosinus porté au carré et deux termes pour les autres cas, c’est-à-dire 

cos(b.ln(r)).cos(b.ln(s)) et cos(b.ln(s)).cos(b.ln(r)). Nous pourrons donc effectuer la somme en choisissant r > s et en 

ajoutant un facteur multiplicatif de 2. Soit ainsi :  

 

  ∞n   i  

 T∞(s) = ∑   ∑ (i.j)
-a

.(-1)
i+j

.cos(b.ln(i/j)).si(i=j,1,2)           (7)           

  i = 1     j = 1  

 

Des hypothèses diverses existent sur la nature des zéros de Riemann non triviaux de cette équation dans la littérature 

mathématique (hypothèse de Lindelöf, hypothèses de Mertens, conjecture des paires corrélées, conjecture de Hilbert-

Polya, chaos quantique et lien à un opérateur hamiltonien). Aucun de ces aspects n’est abordé ici. Nous développons 

deux directions d’étude ci-dessous dont la première n’est certainement qu’anecdotique. 

 

2.Oscillations relatives des termes généraux. 
 

Pour qu’une série converge, il est nécessaire que le terme général converge vers 0. Nous avons ici plusieurs choix de 

termes généraux, en particulier la somme sur j. Ainsi, nous avons pour nos zéros :   

 

     i  

 lim     ∑ (i.j)
-a
.(-1)

i+j
.cos(b.ln(i/j)).si(i=j,1,2) = 0         (8)           

          i → +∞      j = 1  

 

Notons le dit terme général comme suit :  

 

      i  

 PTi(s) =    ∑ (i.j)
-a
.(-1)

i+j
.cos(b.ln(i/j)).si(i=j,1,2)          (9)           

               j = 1  

 

Les applications numériques montrent qu’à partir d’un certain rang i, PTi(s) tend vers 0 en gardant le même signe (en 

l’occurrence négatif). 

Nous comparons alors les différentes convergences par rapport à la convergence du premier des zéros, pour les zéros de 

Schaetzel d’une part, pour les zéros de Riemann de l’autre, c’est-à-dire nous écrivons les rapports où i est incrémenté :  

 

      i   

     ∑ (i.j)
-ak

.(-1)
i+j

.cos(bk.(ln(i/j))).si(i=j,1,2)            

               j = 1  
                    (10) 

      i  

     ∑ (i.j)
-a1

.(-1)
i+j

.cos(b1.(ln(i/j))).si(i=j,1,2)            

               j = 1   

 

L’allure des courbes pour les rapports, notés rk(i) pour le k
ème

 zéro et le i
ème

 rapport, obtenues pour les zéros dans 

l’intervalle [0,100] est remarquable. Nous avons bien sûr ici respectivement ak = 1 et ak = 1/2 pour les zéros de Schaetzel 

et de Riemann dans cet intervalle. 

 

Zéros de Schaetzel 
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Zéros de Riemann 

 

  
 

Nous notons qu’après des excursions positives et négatives, le rapport rk(i) tend vers 1 (en zoomant sur les figures 

comme il convient).  

En résumé 

PTi(s1) < 0 à partir d’un certain rang i 

et 

lim         PTi(sk)/PTi(s1) = 1          (11)           

i → +∞   

 

Nous notons également pour l’excursion finale vers la stabilisation à 1 que l’ordre des courbes par rapport à k est 

respecté. De plus, pour les courbes relatives aux zéros de Schaetzel, nous visualisons aisément une certaine régularité 

des distances entre courbes. De même, les éloignements relatifs entre zéros de Riemann se retrouvent dans les 

éloignements relatifs des courbes entre elles.  

Nous avons pris ci-dessous comme point de repère le dernier maxima : 

 

  
Zéros de Schaetzel Zéros de Riemann 

 

Nous montrons ici les courbes sous leur aspect brut (sans lissage comme précédemment) puisque les calculs sont discrets 

(i est incrémenté). 

Les abscisses repérées pour les maximums suivent : 

- pour les zéros de Schaetzel, l’équation 0,509.vsk
0,89

, où vsk est la valeur imaginaire du k
ème

 zéro de Schaetzel, 

- pour les zéros de Riemann, l’équation 0,419.vrk
0,89

, où vrk est la valeur imaginaire du k
ème

 zéro de Riemann.  

Ici la puissance 0,89 est commune. Il ne s’agit pas cependant de la meilleure des approximations. En effet, lorsque k 

augmente, il est vraisemblable que l’espacement correspondant aux zéros de Schaetzel tende vers une constante et ainsi 

la puissance 1 (linéarité) est surement la plus adaptée. Nous avons adopté une puissance différente pour mieux coller aux 

premiers maximaux.   

 

3.Un réseau formant barrière. 
 

Ce deuxième thème ne dit rien sur ce que sont effectivement les valeurs imaginaires des zéros de Riemann. Il dit ce 

qu’elles ne sont peut-être pas. 

 

Les zéros de Riemann et les zéros de Schaetzel sont toujours distincts (ce qui est simplement admis ici).  

Avant de généraliser ce point, observons quelques données numériques.  
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Le graphique ci-dessous, élaboré avec les données d’Andrew Odlyzko [2], visualise les écarts entre les valeurs des zéros 

de Riemann adjacents pour les 100 000 premiers d’entre eux. Au-delà de 20 000 premiers d’entre eux, les fluctuations 

sont, avec quelques exceptions, contenues dans l’intervalle [0,2]. 

 

 
 

L’écart entre zéros fléchit lentement dans le domaine qui est présenté. 

La densité des zéros autour de T est une donnée bien établie dans la littérature. L’inverse de sa valeur approximative est 

2π/ln(T) ce qui n’est pas sans rappeler l’écart entre deux zéros de Schaetzel (lorsque T = 2). 

 

Le tableau ci-dessous reproduit quelques résultats sur ces écarts : 

 

Qt zéros Max Moyenne Min (2π/ln(2))/max (2π/ln(2))/moyen (2π/ln(2))/min 

10 6,8873 3,8836 1,7687 1,316 2,334 5,125 

100 6,8873 2,2364 0,7158 1,316 4,053 12,664 
1 000 6,8873 1,4063 0,1615 1,316 6,446 56,128 

10 000 6,8873 0,9865 0,0377 1,316 9,189 240,453 
100 000 6,8873 0,7491 0,0147 1,316 12,101 616,586 

 

Ainsi, si pour les petites valeurs des zéros, un zéro de Schaetzel se présente pour 2 zéros de Riemann, ce dernier nombre 

augmente progressivement et dépasse 10 pour une population de 100 000 tels objets. Le ratio asymptotique est de fait 

ln(T)/ln(2).  

 

Nous pouvons nous poser la question de savoir si les deux types de zéros interagissent d’une certainement manière l’un 

sur l’autre. Pour cela, nous divisons la valeur des zéros de Riemann par 2π/ln(2) et évaluons les mantisses pour l’arrondi 

entier le plus proche. Nous obtenons ainsi des nombres dans l’intervalle [-1/2, 1/2]. Après tri croissant des nombres ainsi 

obtenus, nous traçons la courbe des résultats avec, en axe x, la population des zéros pris en compte et normalisés dans un 

intervalle [-1/2, 1/2]. En cas d’équiprobabilité, nous nous attendons à une droite parfaitement linéaire. Les tendances 

ainsi obtenues sont représentées ci-dessous : 
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Le deuxième graphique n’est qu’un agrandissement du premier. Lorsque la population des zéros de Riemann pris en 

compte augmente, nous voyons que la répartition s’approche effectivement de l’équiprobabilité. Cependant près de 

l’origine, l’écart se réduit moins. Le troisième graphique, qui affiche le rapport entre les valeurs de axes des x et ceux de 

l’axe des y, montre plus clairement un déficit de valeurs de type k.2π/ln(2) avec k entier près de l’origine. Ainsi, lorsque 

l’ensemble des zéros de Riemann est pris en compte, il est raisonnable de penser que la répartition devient uniforme sauf 

en 0 avec un Dirac à cet emplacement.  

 

Euler a établi la formule fondamentale suivante, vraie pour Re(s) > 1 et portant sur les nombres premiers : 

 

 ∞   

ζ(s) = ∏ 
1 

         (12) 
1-p

-s
 

 p = 2   

 

Les pôles de cette expression sont égaux à s = i.2π.k/ln(2), dont nous avons trouvé l’empreinte imaginaire plus haut avec 

la même formule, et s = i.2π.k/ln(p). Subsisterait-il une trace déformée des pôles de la formule d’Euler, un pôle étant 

synonyme de valeur interdite, pour des valeurs Re(s) < 1? Nous avons examiné donc ces derniers (valeurs p > 2) à la 

lumière du Dirac précédemment cité. Les représentations ci-dessous, correspondant aux 1000 premiers zéros de 

Riemann, permettent de présumer qu’aucune valeur imaginaire (la valeur réelle étant égale à 1/2) des zéros de Riemann 

n’est égale a priori à 2π.k/ln(p).  

 

  
 

Les figures précédentes corroborent notre intuition pour p = 3 et p = 5 (après p = 2 dans 2π/ln(p)). Elles montrent aussi 

qu’un choix au hasard (ici 1 et π) donne des courbes plus proches de y = x sans phénomène particulier à l’origine. 

Lorsque p n’est pas premier, la position des courbes relevées sur le graphiques est soit intermédiaire (pour le type p
k
, ce 

qui est cohérent dans un rapport 1/k), soit dans la tendance linéaire (si différent de p
k
, ce qui est également attendu a 

priori).  
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Sans représenter les figures ici, nous avons vérifié l’aspect des courbes pour 2π.k/ln(p) en prenant p compris entre 2 et 

199. L’allure est tout à fait analogue sans exception avec cependant un fléchissement progressif. Au-delà, jusqu’à p = 

499, il reste un semblant de tendance. Au-delà, notre argument n’est plus perceptible. Il serait nécessaire de pouvoir 

travailler avec un outil ayant plus de 14 chiffres significatifs pour éventuellement lever le doute. Bien sûr, une réelle 

démonstration mathématique serait plus adéquate. 

 

Cela étant supposé, 2π/ln(p) est inférieur à ε > 0 dès que p > e
2π/ε

. Ainsi, l’ensemble {2πk/ln(p) / k Є Z, p Є P} est dense 

dans l’ensemble des réels R. Ce réseau forme donc une véritable barrière au passage de l’axe y = 0 des courbes de 

Riemann en cosinus et sinus, la « stratégie » adoptée (d’une certaine manière) par ces sommes de cosinus et de sinus 

étant alors opportunément de passer l’axe y = 0 ensemble. 
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