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Résumé  La fonction Zêta partage ses zéros avec d’autres fonctions. Nous proposons la construction de celles-ci à 

partir d’un modèle général ce qui permet d’en étudier une pléthore. De plus, complétant la liste des zéros 

non triviaux par une seconde liste infinie, nous pouvons mettre en évidence les mêmes effets, notamment 

la génération de faisceaux de courbes convergeant vers ces zéros, en comparant ceux-ci aux abscisses 

réelles 1/2 et 1, apportant ainsi un éclairage complémentaire sur l’hypothèse de Riemann. Ces résultats 

font pencher la balance du côté de la célèbre conjecture. 
 

  The Siamese twins of the Zeta function zeros and the two keys to the Riemann hypothesis. 
 

Abstract  The Zeta function shares its zeroes with other functions. We propose the construction of the latter using a 

general model which allows studying a plethora of such objects. In addition, completing the list of 

nontrivial zeroes with a second infinite list, we can highlight the same effects, chiefly the generation of 

bundles of curves converging towards these zeroes, when we compare them at real abscissas 1/2 and 1, 

hence providing further insight on the Riemann's hypothesis. These results tip the scales on the famous 

conjecture side. 
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1.Contexte. 
 

La littérature mathématique abonde d’évidences en faveur de l’hypothèse de Riemann [1]. L’une des plus importantes 

est la démonstration d’André Weil dans les années 1940 d’un analogue de cette hypothèse pour les courbes sur un corps 

fini [4]. Nous partons ici également d’une analogie, mais plus étroite encore, à savoir, celle du partage des mêmes 

équations par deux collections d’objets mathématiques : les zéros non triviaux  de Riemann et une liste de nombres 

imaginaires bien particulière. 

 

De fait, nous mettons en scène ici les frères siamois des zéros de Riemann. Nous avons nommé ceux-ci zéros de 

Dirichlet pour des raisons pratiques (et de symétrie pour répondre à un nom par un autre nom). La plus convaincante 

confirmation de l’hypothèse de Riemann est pour nous la simple existence de ces imitateurs, du fait de leur valeur réelle 

constante (jusqu’à l’infini).  

 

2.Objectifs. 
 

Le premier des objectifs de cet article est de montrer que tout zéro non trivial de Riemann (ou de Dirichlet) est solution 

d’un ensemble d’équations  
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  ∞   m   

FG1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.si(m=n,1,2).((m/n)i.b.F(m)+(m/n)-i..b.F(n)) = 0         (1)                                     

  m = 1     n = 1 

 

d’une part, et de l’ensemble d’équations  

  

  ∞   m   

FG2∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.si(m=n,1,2).((F(n)/ma+i.b)+(F(m)/na+i.b)) = 0         (2)                   

  m = 1     n = 1 

 

d’autre part. 

 

Le second des objectifs est alors de montrer qu’une solution s de l’une ou l’autre de ces familles n’admet pas de solution 

symétrique distinctes par rapport à l’axe réel 1/2. 

 

L’hypothèse de Riemann est alors vraie. 

 

Nota 1 : Il n’est pas nécessaire de démontrer le second point pour les deux familles d’équations, et seule la première est 

examinée.  

Nota 2 : Certaines conditions, peu restrictives pour ce qui nous intéresse, s’imposent à la fonction F pour que les 

sommes FG1∞(s) ou FG2∞(s) soient effectivement nulles. Elles seront précisées plus loin. 

 

Le second objectif n’est atteint que de manière sommaire dans le texte qui suivra, même si toutes les étapes nécessaires à 

la démonstration seront exposées. Nous ne sommes pas à même de juger si ce qui est dit suffit. 

 

La méthode d’investigation utilisée est simple. Nous cherchons les propriétés des zéros siamois (de Dirichlet) et nous en 

espérons l’équivalent pour les zéros de Riemann. C’est le cas et ceci se concrétise par de nombreuses illustrations. 

 

3.Les zéros de la fonction Zêta de Riemann et de la fonction Eta de Dirichlet. 
 

Soit ainsi s = a+i.b un nombre complexe. Par la suite, nous indicerons lorsque nécessaire a et b par r (pour Riemann) ou 

par s (pour siamois ou Dirichlet). Nous utiliserons, lorsque cela sera nécessaire, s = s0 pour désigner un zéro, c’est-à-dire 

une racine de l’équation posée et s ≠ s0 pour désigner un nombre différent de ce zéro. Un point s au voisinage d’un zéro 

s0 est noté s ≈ s0. Lorsque ce signe est utilisé, ledit voisinage est pris suffisamment petit pour que la propriété énoncée 

s’applique, sans être réduit à s0 ni à droite, ni à gauche. Les signes peuvent être cumulés. Ainsi s ≈ s0 et s ≠ s0 est un 

point au voisinage de s0 différent de ce dernier. Par ailleurs, pour les graphiques représentés en fonction de b, nous 

appellerons b l’abscisse (bien qu’ordonnée serait éventuellement plus appropriée). Ainsi en un zéro, nous parlerons 

d’abscisse de Riemann ou d’abscisse de Dirichlet. 

Soit également Ln(x) le logarithme népérien de x. 

 

La fonction Zêta de Riemann est définie pour Re(s) > 1 par la série entière  

 

 ∞   

ζ(s) = ∑ 
1 

               (3) 
ms 

 m = 1   

 

Elle admet, pour Re(s) > 0, un prolongement analytique reposant sur la série entière Eta de Dirichlet η(s). 

 

η(s) = (1-21-s).ζ(s)           (4) 

 

Rechercher les zéros de la fonction Zêta de Riemann revient donc essentiellement à chercher les zéros de la fonction Eta 

de Dirichlet. Les zéros de 1-21-s sont les zéros cités précédemment, frères siamois des zéros de Riemann.  

Nous avons ainsi les ensembles de solutions : 

 

{zéros de Dirichlet} ≡ {zéros de Riemann} U {zéros de Dirichlet}         (5) 

 

Il nous reste à identifier la liste des équations communes. Nous prendrons cependant le temps nécessaire pour cela. 

 

4.Théorèmes fondamentaux. 
 

Il s’agit de résultats généraux de la théorie des fonctions entières, que nous ne démontrons pas à nouveau ici.  
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Théorème 1 (principe des zéros isolés) 
 

Soit f une fonction analytique dans un domaine U, s'annulant en a. Alors, ou f est identiquement nulle, ou il existe un 

disque D de centre a, pour lequel f(s) est non nul, quel que soit s dans D autre que a. [7] 

 

Ce théorème se déduit du principe du prolongement analytique. 

Il est aussi appelé principe des zéros isolés. 

 

Théorème 2  
 

La fonction entière f(a,b) non constante, représentée suivant l’axe a, à b constant, n’est constante sur aucun intervalle.  

De même en inversant les rôles de a et b. 

 

Ceci est un simple corollaire du théorème 1. 

Nous exprimons par-là que la fonction n’est pas constante si la variable a varie seule, ni n’est constante si la variable b 

varie seule. Des variations simultanées permettent bien sûr, par continuité, de trouver un chemin contraire à cette 

affirmation. 

 

Ce théorème sera utilisé en permanence dans cet article, en général sans y faire mention. 

 

5.Etude aux limites de la bande critique. 
 

5.1.Limite supérieure de la bande critique. 

 

Il s’agit ici de Re(s) = 1.   

 

Théorème 3 
 

ζ(s) n’admet aucun zéro tel que Re(s) = 1.     

 

Ceci est un résultat historique que nous nous contentons d’énoncer sans démonstration. En 1896, Hadamard et De La 

Vallée-Poussin prouvèrent indépendamment qu'aucun zéro ne pouvait se trouver sur la ligne Re(s) = 1, et donc que tous 

les zéros non triviaux devaient se trouver dans l'intérieur de la bande critique 0 < Re(s) < 1. Ceci s'avéra être un résultat-

clé dans la première démonstration complète du théorème des nombres premiers [5]. 

 

Les zéros de η(s) sont ceux de ζ(s), mais aussi ceux de 1-21-s. L’illustration numérique donnée plus loin montre d’ailleurs 

bien que ces solutions conviennent. Les zéros de 1-21-s sont égaux à  

 

s = 1+i.2π.k/Ln(2)          (6) 

 

où k est un entier relatif quelconque. ζ(s) n’étant pas défini en s = 1, le zéro correspondant à la valeur k = 0 doit 

cependant être rejeté. 

 

La fonction η(s) a donc une infinité de zéros avec une valeur réelle égale à 1 exactement et des valeurs imaginaires 

valant 2π.k/Ln(2), parfaitement périodiques. Elle a aussi une infinité d’autres zéros, d'après la théorie générale des 

fonctions entières [5][7], dont les premiers milliards sont tous effectivement de valeur réelle égale à 1/2 en accord 

avec l’hypothèse de Riemann. Quelle mouche aurait piquée cette fonction Eta, pour soudain, tout en gardant 

indéfiniment sa garde à 1, choisir de déroger à sa garde à 1/2 ? 

 

La similitude ne s’arrête pas là pour les autres zéros. En effet, si 2π.k/Ln(2) est l’abscisse de la valeur imaginaire du kème 

zéro de Dirichlet, 2π.k/Ln(k) est asymptotiquement l’abscisse de la valeur imaginaire du kème zéro de Riemann (cf. [7]), 

le « supplément asymptotique » tenant au nombre infini de termes dans ζ(s) au lieu de l’unique 2 dans 1-21-s.  

D’où encore faisant suite à la relation (6) : 

 

s → 1/2+i.2π.k/Ln(k)          (7) 

 

La convergence asymptotique, comme souvent lorsque le logarithme est présent, est extrêmement lente : 
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Rang k 
sk = 

zéros au rang k 

ak = 

2π.k/Ln(k) 
sk/ak 

 

10 49,77383248 27,28752708 1,82405069 

100 236,5242297 136,4376354 1,73357028 

1000 1419,422481 909,5842359 1,5605179 

10000 9877,782654 6821,881769 1,44795571 

100000 74920,8275 54575,05415 1,37280354 

1000000 600269,677 454792,1179 1,31987705 

10000000 4992381,014 3898218,154 1,28068282 

100000000 42653549,76 34109408,85 1,2504922 

1000000000 371870203,8 303194745,3 1,2265061 

10000000000 3293531632 2728752708 1,20697329 

100000000000 29538618432 24806842797 1,19074477 

 

Soit alors la fonction tronquée (indispensable à la réalisation des graphiques) : 

 

 n   

ηn(s) = ∑ 
(-1)m-1 

         (8) 
ms 

 m = 1   

 

La fonction Eta est obtenue en faisant tendre n vers +∞ dans ηn(s).  

Nous avons encore pour une somme tronquée à l’étape n : 

 

 n n  

ηn(s) = ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.Ln(m))+i. ∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.Ln(m))          (9) 

 m = 1 m = 1  

 

La recherche des zéros de η∞(s) revient à résoudre les deux équations : 

 

∞ 

∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.Ln(m)) = 0        (10) 

m = 1 

et 

∞ 

∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.Ln(m)) = 0        (11) 

m = 1 

 

Posons pour des sommes tronquées à l’étape n 

 

 n 

TCn(a,b) = ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.Ln(m))         (12) 

 m = 1 

et 

 n 

TSn(a,b) = ∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.Ln(m))         (13) 

 m = 1 

 

Traçons les deux courbes TCn(a,b) et TSn(a,b) pour a = 1 en fonction de b pour n proche de 1 000 000 (n = 220-1 en fait) 
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Nous observons que la fonction TCn(a,b) oscille essentiellement dans le demi plan au-dessus de l’axe y = 0, mais en 

dépassant cet axe régulièrement. D’autre part, la fonction TSn(a,b) oscille autour du même axe y = 0 et passe l’axe y = 0 

régulièrement en même temps que TCn(a,b). 

 

La valeur approchée du premier zéro ainsi obtenue est bs1 = 9,0647 et correspond bien à : 

 

bs1 = 2π/Ln(2)        (14) 

 

La régularité des autres solutions ne nous échappe pas, ce que nous avons démontré en (6) et nous écrivons pour les 

autres zéros évidemment attendus : 

bsk = 2π.k/Ln(2)        (15) 

 

Nous qualifierons ces nombres imaginaires de zéros de Dirichlet comme annoncé plus tôt. Ils sont solutions de η(s) sans 

être solutions de ζ(s) d’après le théorème 3. 

 

Les formules suivantes sont le résultat des arguments élémentaires précédents : 

 

 k Є Z* 

 ∞   

 ∑ 
(-1)m-1 

 = 0               (16) 
m1+i.2π.k/Ln(2) 

 m = 1   

ou bien 

 ∞   

 ∑ 
(-1)m-1 

 .cos(2π.k.Ln(m)/Ln(2)) = 0       (17) 
m 

 m = 1   

et 

 ∞   

 ∑ 
(-1)m-1 

 .sin(2π.k.Ln(m)/Ln(2)) = 0       (18) 
m 

 m = 1   

 

De l’identité trigonométrique cos(x+φ) = cos(x).cos(φ) - sin(x).sin(φ), nous tirons plus généralement, pour tout argument 

φ constant : 

 ∞ 

TC∞(1,b,φ) = ∑ (-1)m-1.cos(2π.k.Ln(m)/Ln(2)+φ)/m = 0        (19) 

 m = 1 

 

Pour k = 0, nous renvoyons au cas particulier de   

 

 ∞ 

Ln(1+x) = ∑ (-1)m-1.xm/m         (20) 

 m = 1 

 

en prenant x = 1, d’où il vient immédiatement TC∞(1,0) = Ln(2) et TC∞(1,b,φ) = cos(φ).Ln(2). 
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5.2.Limite inférieure de la bande critique. 

 

Du fait de l’équation fonctionnelle ζ(s) = 2π.πs-1.sin(π.s/2).Γ(1-s).ζ(1-s) établit par Riemann, que le lecteur trouvera par 

exemple dans [2], nous pourrions nous attendre à une certaine analogie entre les cas Re(s) = 1 et Re(s) = 0, notamment 

pour les zéros. Il n’en est rien, car c’est le facteur 1-21-s qui a une incidence sur les zéros en Re(s) = 1 et ce terme ne 

s’annule pas lorsque s est un imaginaire pur.  

 

6.Premiers pas parmi les zéros non triviaux. 
 

6.1.La séparation des vagues. 

 

Nous avons donné ci-dessous les courbes approximatives représentant les valeurs réelles et imaginaires de la fonction 

η(s = a+i.b) pour différentes valeurs de a avec en abscisse le paramètre b. Plus précisément, il s’agit de TC1500(a,b,0) et 

TS1500(a,b,0) = TC1500(a,b,π/2) avec successivement a = 0 (en bleu clair), a = 0.125 (en gris), a = 0.25 (en rouge), a = 

0.375 (en bleu), a = 0.5 (en rose), a = 0.625 (en noir), a = 0.75 (en vert), a = 0.875 (en bleu ciel), a = 1 (en jaune ocre), a 

= 1.125 (en bleu nuit), a = 1.25 (en violet) et a = 1.5 (en gris foncé). 

Les abscisses de Riemann sont mises en lumière par un trait discontinu noir et les abscisses de Dirichlet par un trait 

discontinu rouge ci-dessous et tout au long de l’article.  

   

Les figures visualisent les positions relatives de ces courbes.  

 

 
 

 
 

Le fait d’indiquer les positions des zéros de Dirichlet en plus des zéros de Riemann permet d’isoler une vague montante 

unique et systématique entre deux zéros, vague éventuellement peu visible lorsque les zéros sont proches.  

 

6.2.Proximité des zéros. 

 

En considérant les parties imaginaires uniquement, il existe un zéro de Riemann arbitrairement proche d’un zéro de 

Dirichlet.  

 

Argumentaire 
 

L’écart entre deux zéros de Dirichlet est constant (et égal à 2π/Ln(2)). Il est un point acquis [5] que l’écart moyen entre 

zéros de Riemann tend vers 2π/Ln(b), b étant la valeur imaginaire du zéro courant. Cette moyenne tend vers 0 lorsque b 

augmente et donc le plus petit écart entre zéros de Riemann tend vers 0. Pour une répartition « aléatoire », on trouvera 

des valeurs imaginaires des zéros de Riemann en moyenne de plus en plus proches de celle des zéros de Dirichlet.  
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Nous nous emploierons à montrer plus loin qu’ils ne peuvent se confondre (unicité du a pour b donné). 

 

7.Synthèse des courbes en cosinus et sinus en une équation unique. 
 

7.1.Convergence et annulation. 

 

L’équation d’annulation (16) s’écrit en une unique équation équivalente en utilisant les carrés  : 

 

    ∞ ∞  

T∞(s) = T∞(a+i.b) =    (  ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.Ln(m)))2 + ( ∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.Ln(m)))2  = 0        (21)  

    m = 1 m = 1  

 

Pour le premier carré, on obtient ainsi un terme en cosinus porté au carré et deux termes pour les autres cas, c’est-à-dire 

cos(b.Ln(r)).cos(b.Ln(s)) et cos(b.Ln(s)).cos(b.Ln(r)). Nous pourrons donc effectuer la somme en choisissant r > s et en 

ajoutant un facteur multiplicatif de 2.    

 

En utilisant les identités remarquables cos(r-s) = cos(r)cos(s)+sin(r)sin(s) et cos2(m)+sin2(m) = 1, le développement 

tronqué à l’étape n donne : 

 

   n   i  n    i  

 Tn(s) =  ∑   ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.(Ln(i)-Ln(j))).si(i=j,1,2) =  ∑    ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).si(i=j,1,2)          (22)  

   i = 1     j = 1  i = 1     j = 1  

 

Il ne s’agit pas ici précisément d’une somme double, la seconde dépendant de l’indice de la première, mais nous 

utiliserons quand même régulièrement ce terme par la suite. Nous notons au passage que ceci nous affranchi des 

problèmes de sommabilités des sommes doubles. 
 

Nous utiliserons par la suite le raccourci d’écriture : 

 

ou(1,2) = si(i=j,1,2)         (23) 

 

qui signifie si i = j alors l’expression vaut 1, sinon 2. 

Il vient alors : 

   n  i  

 Tn(s) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)           (24)  

   i = 1    j = 1  

 

Alternativement, l’autre expression sans ambiguïté est obtenue en regroupant les termes pour lesquels i = j : 

 

   n  n    i-1   

 Tn(s) = Hn(s) + An(s) =   ∑  i-2a  + 2   ∑     ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j))       (25)    

   i = 1  i = 1      j = 1     

 

Cette dernière présentation de la formule met en valeur les cas particuliers de a = 1/2 et a = 1.  

En effet, a = 1/2 est le rayon de convergence de H∞(s), qui est la série harmonique lorsque a = 1/2. Passer de la 

convergence à la divergence de H∞(s) a certainement une répercussion particulière sur l’ensemble du terme Tn(s).  

Pour a = 1, H∞(s) converge, mais la série harmonique est présente d’une certaine manière dans le second terme par le 

terme (i.j)-a en choisissant i  = 1 et  j = 2, 3, 4…, soit 1/2, 1/3, 1/4, 1/5… en négligeant de voir les autres fractions. 

L’éventualité d’une répercussion particulière est néanmoins plus sujette à caution.  

Etonnamment, même si la série harmonique est ici bien mieux camouflée lorsque a = 1 que lorsque a = 1/2, dans les 

faits, nous connaissons pleinement les zéros de T∞(s) dans le premier cas (zéros de Dirichlet), alors que le second cas 

reste l’objet de spéculations à ce stade (zéros de Riemann). 

 

Nous représentons graphiquement, pour trois valeurs du couple (a,b) différentes, l’évolution du terme Tn(s) lorsque n 

augmente. Dans l’exemple employé, nous nous situons près du premier zéro (non trivial) de la fonction Eta.    
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La première série de courbes s’arrêtant à n = 150 permet de voir les figures d’interférence qui résulte des fonctions 

trigonométriques présentes dans Tn(s). La seconde série s’arrêtant à n = 1500 montrent la même chose mais le détail 

n’est plus perçu avec ce recul.     

 

Nous observons sur les courbes deux types de comportements : 

 

Pour le cas d’une courbe pris en (a,b) correspondant à un zéro (ici a = 0.5 et b ≈ 14.134725141), la courbe représentant 

Tn(s)  devient lisse (sans aucune figure d’interférence).    

 

Pour le cas d’une courbe en (a,b) ne correspondant pas à un zéro, la courbe oscille et forme des ventres et des nœuds 

d’interférence. Nous pouvons alors envisager deux situations :  

La première situation est que les interférences se manifestent jusqu’à l’infini sans s’amortir complètement et dans ce cas 

l’expression T∞(a, b) oscillerait indéfiniment. Il n’y aurait pas de convergence vers un nombre constant, donc il n’y 

aurait pas de convergence vers zéro non plus. Cette échappatoire établirait évidemment le résultat pressenti par 

Riemann. 

La seconde situation est un amortissement progressif (même si manifestement très lent) des oscillations et la 

convergence vers une valeur constante donnée. Dans ce cas, la tangente de Tn(a,b) tend vers 0 lorsque n → +∞. Même si 

elle ne nous permet plus de conclure alors immédiatement pour ce qui nous préoccupe ici (que l’hypothèse de Riemann 

est vraie), il s’agit de la situation habituelle puisque le terme général de la série converge.  

Il est à noter que ces aspects descriptifs n’interviennent en rien dans les démonstrations à venir. 

 

Nous avons tracé l’évolution de Tn=1500(a, b) dans la bande critique pour b < 100 et un certain nombre de valeurs a (avec 

le même code de couleur que précédemment d’ailleurs systématiquement utilisé par après), ce qui se présente comme 

suit : 

 

 
 

Comme T∞(a, b) est un carré, l’ensemble se présente au-dessus de l’axe y = 0, l’axe étant atteint pour les zéros de 

Riemann (pour a = 1/2 dans le domaine étudié) et pour les zéros de Dirichlet (pour a = 1).  

 

L’allure générale est donnée par les deux exemples ci-dessous : 
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Zéro de Dirichlet Zéro de Riemann 

  

Ordre des courbes selon a décroissant 
Ordre des courbes inversé en a = 1/2  

(suivant la verticale) 

 

Voyons le cas, cependant, lorsque les zéros se trouvent être relativement proches, ce qui nécessite un zoom au voisinage 

des zéros. 

 

  
 

Ceci permet de mettre en relief le retournement des deux configurations (zéro de Riemann et zéro de Dirichlet).  

L’inversion en a = 1/2 pour les zéros de Riemann est un simple décalage de ce qui se passe pour les zéros de Dirichlet en 

a = 1, où la même inversion a lieu. Le fait est, ce que nous verrons ultérieurement, que les choses ne sont pas tout à fait 

aussi simples.  

Nota : Les graphiques sont basés sur des calculs approchés ce que explique des alignements parfois moins rigoureux 

(dernière figure). 

 

7.2.Dérivations successives. 

 

On peut dériver T∞(s) par rapport aux paramètres a ou b plusieurs fois puisque la fonction est holomorphe (en a ≠ 1). On 

obtient :  

   ∞  i  

 C∞(m,n,s) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.(Ln(i.j))m.(Ln(i/j))2n.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)          (26)  

   i = 1    j = 1  

et 

   ∞  i  

 S∞(m,n,s) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.(Ln(i.j))m.(Ln(i/j))2n+1.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2)          (27)  

   i = 1    j = 1  

 

Lorsque l’on dérive par rapport à a, un nouveau facteur en Ln(i.j) apparait et donc toute puissance entière en m existe. 

Par contre, lorsque l’on dérive par rapport à b, on obtient un nouveau facteur en Ln(i/j) en même temps que cosinus 

devient sinus et inversement, d’où les exposants 2n et 2n+1 ci-dessus. Bien sûr, sans recours à la dérivation, nous 

pouvons ajouter un facteur pair ou impair en Ln(i/j) respectivement devant les sinus et cosinus. Ceci donne alors des 

valeurs n demi-entières dans C∞(m,n,s) et S∞(m,n,s). 
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7.3. Excursion suivant a. 

 

Plaçons-nous alors en un zéro (s0 = a+i.b) de T∞(s) et écartons nous d’un epsilon suivant a de cette position.  

Nous avons :  

   ∞  i  

 T∞(s) =  ∑  ∑ (i.j)-a-ε.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)          (28)  

   i = 1    j = 1  
 

Pour ε un infinitésimal, nous avons 

               (i.j)-ε = e-ε.Ln(i.j) = 1-ε.Ln(i.j)+ε².ln²(i.j)/2+0(ε²) 

 

Remplaçons dans l’équation précédente. Il vient : 

 

   ∞  i ∞  i   

 T∞(s) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) - ε. ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).Ln(i.j) + 0(ε)         (29) 

   i = 1    j = 1 i = 1    j = 1 

 

La première double somme est nulle puisque nous nous sommes placés en un zéro. 

Nous avons extrait ε de la seconde double somme puisque ce terme est le même pour tous les éléments de cette somme. 

Les termes en ε², ε3… sont négligeables par rapport à ε. 

Par construction (somme de deux carrés), le terme T∞(s) est positif. En développant jusqu’au deuxième ordre, il vient  

 
  ∞  i ∞  i   

 T∞(s) = -ε. ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).Ln(i.j) +ε². ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).ln²(i.j)/2 + 0(ε²)   (30) 

  i = 1    j = 1 i = 1     j = 1 

 

Nous avons nécessairement, pour la première double somme de l’équation précédente, une valeur égale à 0, sinon nous 

aurions inversion de signe de T∞(s), pour ε un infinitésimal en changeant le signe de ε (ce qui est impossible puisque 

T∞(s) est positif par construction). Par ailleurs, la seconde somme double doit être positive ou nulle pour la même raison.  

Ce second terme est la courbure de la courbe T∞(s) en un zéro. Elle est nécessairement non nulle au voisinage immédiat 

du zéro (théorème du zéro isolé) et ainsi la dite somme double est non nulle.  

 

D’où les deux théorèmes :  

 

Théorème 4 
 

Soit (a,b) un couple correspondant à un zéro s0 de Riemann ou de Dirichlet, alors : 

 

   ∞  i   

 C∞(1,0,s = s0) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.Ln(i.j).cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) = 0               (31) 

   i = 1     j = 1 

 

La réciproque est fausse, puisque C∞(1,0,s) s’annule aussi à chaque passage d’un zéro de Riemann à un zéro de Dirichlet 

et à chaque passage d’un zéro de Dirichlet à un zéro de Riemann (voir le troisième graphique ci-dessous). 

 

Théorème 5 
 

Au voisinage immédiat d’un zéro (a,b) de Riemann ou de Dirichlet, nous avons (y compris en s = s0) : 

 

   ∞  i   

 C∞(2,0,s ≈ s0) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.(Ln(i.j))2.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) > 0               (32) 

   i = 1     j = 1 

 

Les courbes ci-dessous donnent l’aspect des fonctions tronquées C1500(1,0,s) et C1500(2,0,s). 
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Illustration de la formule (31)  Ordre des courbes inversé en a = 1/2  

 

  

Illustration de la formule (31) 
Ordre des courbes inversé en a = 1/2 

(la courbe pour a = 1/2 ne rejoint pas l’axe y = 0 sur le graphique  

du fait des approximations numériques) 
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Les deux derniers graphiques illustrent bien le théorème 5. L’expression C∞(2,0,s ≈ s0) est positive pour a = 1/2 près des 

abscisses de Riemann et est positive pour a = 1 près des abscisses de Dirichlet. 

 

Nous donnons, en annexe 2, les valeurs numériques approximatives de C∞(2,0,s) pour les 500 premiers zéros de 

Riemann et les 500 premiers zéros de Dirichlet. Les graphiques ci-dessous correspondent par ailleurs à quelques milliers 

d’entre eux. Les données numériques sont certainement peu précises. Ce que nous pouvons en retenir ici est que, d’un 

zéro à l’autre, les valeurs de C∞(2,0,s) varient beaucoup. Cependant, en groupant les résultats par échantillons de 50, les 

valeurs moyennes varient comme facteur inverse de la valeur moyenne des écarts entre zéros de chaque type. Tout se 

passe comme si la courbure moyenne augmente linéairement avec le manque de place. De plus, l’arrondi des courbes 

aux abscisses de Dirichlet manifeste d’une certaine manière son indifférence aux zéros de Riemann, puisque 

approximativement constante à l’instar de l’écart entre zéros de Dirichlet (cette constante est d’ailleurs proche de la 

moitié de l’écart entre deux tels zéros, soit π/Ln( 2)). Plus nombreux sont les zéros de Riemann, leur quantité relative 

tendant progressivement vers l’infini devant le nombre de zéros de Dirichlet. Il est donc quelque peu illusoire et inutile 

de vérifier l’indifférence des courbures aux abscisses de Riemann vis-à-vis des zéros de Dirichlet. Nous notons 

simplement que les valeurs de l’arrondi sont facteur inverse du logarithme de br, la valeur imaginaire des zéros de 

Riemann, point que l’on pourra comparer aux écarts entre les dits zéros. 

 

  
 

Dans le graphique précédent concernant les zéros de Dirichlet (premier graphique), les « puits de potentiel » plus 

importants correspondent certainement à des erreurs numériques engendrés par les troncatures des sommes. 
 

Nous pouvons aussi comparer l’évolution de br ou bs, valeurs imaginaires d’un zéro de l’un ou l’autre type, par rapport à 

r.∑1/C∞(2,0,s) en ajustant un coefficient multiplicatif r. 
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Les courbes sont représentées pour les 1000 premiers zéros. 

Seules les valeurs près de l’origine ne s’ajustent pas. Les coordonnées sont logarithmiques pour montrer cela. En 

coordonnées linéaires les courbes rouge et bleu ne différent guère.   

 

Théorème 6 
 

La fonction C∞(1,0,s) ci-dessous est strictement positive au voisinage immédiat d’un zéro de Riemann ou de Dirichlet 

(elle est nulle en ce zéro d’après le théorème 4). 

 

   ∞  i   

 C∞(1,0,s ≈ s0 et s ≠ s0) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.Ln(i.j).cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) > 0              (33) 

   i = 1     j = 1 

 

Démonstration 
 

Nous avons T∞(s) = 0 en un zéro et T∞(s) > 0 (strictement) au voisinage immédiat d’un zéro par construction. La dérivée 

de T∞(s) par rapport à la variable a est C∞(1,0,s). Nous avons, d’après la relation (30), au voisinage immédiat d’un zéro 

 

T∞(s) = -ε.C∞(1,0,s)+0(ε) 

 

où ε change de signe au passage du dit zéro (en revenant à la construction de cette expression plus haut). Au voisinage 

immédiat d’un zéro, C∞(1,0,s) est donc de même signe de part et d’autre du dit zéro. Comme C∞(1,0,s) est holomorphe 

(et donc continue et dérivable), après vérification du signe auprès d’un zéro, les autres voisinages de zéros donnant 

même signe par la même relation, nous concluons que C∞(1,0,s) est positif au voisinage d’un zéro et nulle en ce zéro.  

 

Plaçons-nous ensuite sur C∞(1,0,s) qui est extremum en un zéro. Sa dérivée par rapport à b est donc nulle en ce zéro.  

Ecrivons cette dérivée  
 

   ∞  i   

 -S∞(1,0,s) = -   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.Ln(i.j).Ln(i/j).sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2)               (34) 

   i = 1     j = 1 

 

D’où le théorème.  

 

Théorème 7 
 

En un zéro de Riemann ou de Dirichlet, nous avons : 

 

  ∞  i   

S∞(1,0,s = s0) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).((Ln(i))2-(Ln(j))2) = 0         (35)                   

  i = 1     j = 1 

 

La réciproque est fausse, puisque S∞(1,0,s) s’annule aussi pour les maximas de T∞(s) entrainant l’apparition d’un intrus 

sur deux au moins. 

Nous illustrons ces résultats ci-dessous. 
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Nous relevons bien les intersections avec l’axe horizontal y = 0 aux abscisses de Riemann pour a = 1/2 et aux abscisses 

de Dirichlet pour a = 1. 

 

7.4.Excursion suivant b. 

 

Plaçons-nous, à nouveau, en un zéro non trivial (s0 = a+i.b) de la fonction de Riemann et écartons nous d’un epsilon 

suivant b de cette position. Nous avons :  

 

   ∞  i  

 T∞(s) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos((b+ε).(Ln(i/j))).ou(1,2)          (36)  

   i = 1    j = 1  

 

Par identité trigonométrique, nous trouvons :  

 

cos((b+ε).Ln(i/j)) = cos(b.Ln(i/j)).cos(ε.Ln(i/j))-sin(b.Ln(i/j)).sin(ε.Ln(i/j)) 

 

Comme ε est un infinitésimal, nous avons : 

 

cos((b+ε).Ln(i/j))  = cos(b.Ln(i/j)).(1-(ε.Ln(i/j))²/2)-sin(b.Ln(i/j)).(ε.Ln(i/j)) + 0(ε²) 

 = cos(b.Ln(i/j))-ε.Ln(i/j).sin(b.Ln(i/j))-(1/2).ε².(Ln(i/j))².cos(b.Ln(i/j)) + 0(ε²)        (37) 
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Remplaçons dans l’équation (36). Il vient : 

 

  ∞  i  ∞  i  

 T∞(s) = ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) - ε. ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).Ln(i/j) + 0(ε)         (38) 

  i = 1    j = 1 i = 1    j = 1 

 

Par le même argument sur la positivité de T∞(s), avec le premier terme du membre droit nul, il vient immédiatement le 

théorème :  

 

Théorème 8 
 

Soit (a,b) un couple correspondant à un zéro de Riemann ou de Dirichlet, alors : 

 

   ∞  i 

 S∞(0,0,s) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.Ln(i/j).sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2) = 0               (39) 

   i = 1   j = 1 

 

La réciproque est fausse puisque la fonction S∞(0,0,s) s’annule aussi pour les maximas de T∞(s) entrainant l’apparition 

d’un intrus sur deux (au moins).  

Les courbes ci-dessous donnent l’aspect des fonctions tronquées. 

 

 
 

  
Illustration de la formule (39) Ordre des courbes inversé en a = 1/2  
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Illustration de la formule (39) Ordre des courbes inversé en a = 1/2  

 

  
Illustration de la formule (39) Ordre des courbes inversé en a = 1/2  

 

Théorème 9 
 

La fonction C∞(0,1/2,s) est négative (ou nulle) au voisinage immédiat d’un zéro de Riemann ou de Dirichlet (ainsi qu’en 

ce zéro). 
 

   ∞  i   

 C∞(0,1/2,s ≈ s0) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.(Ln(i/j))2.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) ≤ 0              (40) 

   i = 1     j = 1 
 

Démonstration 
 

Utilisant la relation (37), il vient au voisinage d’un zéro  

 

T∞(s) = C∞(0,0,s0)-ε.S∞(0,0,s0)-ε2.C∞(0,1/2,s0)+0(ε2)         (41) 

 

Comme T∞(s) est un carré, les deux premiers termes C∞(0,0,s0) et S∞(0,0,s0) étant nuls (par construction pour le premier 

terme, par le théorème 8 pour le second terme), le troisième terme C∞(0,1/2,s0) est nécessairement de signe négatif, 

éventuellement nul, du fait du carré ε2. L’égalité est certainement stricte mais ce point n’est pas démontré ici. 

 

8.Ordre global des courbes. 
 

Ce paragraphe n’a rien d’essentiel mais permet de mieux appréhender les évolutions des courbes. Pour l’instant, nous 

nous sommes intéressés aux courbes près des zéros (de Riemann ou de Dirichlet). Nous nous concentrons maintenant sur 

l’évolution de celles-ci en nous éloignant de ces positions. 

 

8.1.Ordre des courbes T∞(s). 

 

Plus précisément, nous cherchons à évaluer l’ordre des courbes T∞(s) sur l’ensemble de la bande critique, et au-delà pour 

être complet, en restant à b = b0 constant. 

 

Nous avions 
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  ∞  i 

T∞(s = a+i.b) =  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)                (42)    

  i = 1    j = 1 

 

Considérons deux coordonnées (a1,b0) et (a2,b0). Le rapport des termes généraux (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2) de 

(42), est égal à (i.j)-(a1-a2), qui est donc indépendant de b. Cette fonction multiplicative, indépendante de b, agit 

exponentiellement sur chacun des termes dans l’évolution de T∞(s) lorsque a varie. 

 

T∞(s) est une fonction holomorphe. Elle est donc dérivable une infinité de fois en a ou b (ou selon s). Sa dérivée par 

rapport à a, qui est -S∞(0,0,s), est nulle en un zéro comme nous l’avons démontré au théorème 8. 

En s’éloignant d’un zéro, la pente devient plus pentue et ceci de façon exponentielle. Le zéro agit comme le centre 

d’une « homothétie », au sens géométrique, cette homothétie étant d’un type particulier (exponentiel et non linéaire). 

Le terme homothétie reflète le phénomène engagé. C’est une illustration et ne doit pas être pris au pied de la lettre. 

En un zéro, par continuité, il existe nécessairement une plage sur laquelle l’ordre des courbes est celui de a (qui s’inverse 

au dit point) avec une évolution exponentielle. L’évolution le long de l’axe a au-dessus d’un zéro est nécessairement à 

l’image de cet origine hors perturbations. Nous appelons ces perturbations les effets. 

 

Les graphiques ci-dessous illustrent cette introduction. 

 

8.1.1.Les zéros éloignés. Les effets séparés. 

 

Nous étudions d’abord les dix premiers zéros de Riemann et les dix premiers zéros de Dirichlet. 

 

Abscisses de Dirichlet 

 

  
 

Nous constatons que les courbes de part et d’autre de a = 1 sont dans le même ordre. Ceci vient du fait que C∞(2,0,s) est 

le même en approchant à droite et à gauche de a = 1 et que le rapport est ensuite tenu par homothétie. Cette homothétie 

n’est cependant pas éternelle. Ainsi, les courbes des zéro n°2 et zéro n° 6 sont intervertis dans le champ des graphiques. 

 

Les courbes à gauche tendent vers l’infini. Les courbes à droite tendent vers 1 asymptotiquement par le bas. 

 

  
 

En traçant les rapports T∞(s = a+i.bs) / T∞(s = a+i.bsréf) où bsréf est une référence que l’on se donne pour bs (ici le 

premier zéro, puis le huitième, nous obtenons les allures suivantes : 
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Le pic plus à gauche, qui distingue légèrement l’allure de la courbe correspondant au zéro n°8 des autres zéros sur le 

premier graphique, vient de la proximité avec le 18ème zéro de Riemann. Lorsque ce zéro est pris en référence, les autres 

courbes ont plus ou moins leur maxima dans la même région (avec un décalage vers la droite en ce cas).  

 

Abscisses de Riemann 

 

  
 

L’allure est similaire aux courbes présentées pour les zéros de Dirichlet avec un ordre de part et d’autre moins respecté à 

distance que précédemment.  

 

Les courbes à gauche tendent vers l’infini. Les courbes à droite tendent vers 1 asymptotiquement par le bas ou par le 

haut. 

 

  
 

L’allure est similaire aux courbes présentées pour les zéros de Dirichlet avec un ordre, de part et d’autre, moins respecté 

à distance que précédemment.  
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Ici, c’est le zéro n°6 qui décale le maxima des courbes vers la droite. Il est proche (relativement) du 4ème zéro de 

Dirichlet. Les ratios aux abscisses aux environs de a = 0.5 et a = 1 sont obtenus par lissage grossier. 

 

Abscisses intermédiaire entre zéro de Riemann et zéro de Dirichlet 

 

Nous avons dans ce cas deux centres d’homothétie. Il en résulte un effet additif sur l’allure des courbes, la déformation 

pouvant entraîner deux minimas de T∞(s) entre ces deux zéros (courbe en rouge ici). Les abscisses entre le zéro n°18 de 

Riemann (br ≈ 72,0671576744819)et le zéro n°8 de Dirichlet (bs ≈ 72,5177622692351) illustre parfaitement ce point. 

 

 
 

Résumé intermédiaire 

 

Les dix premiers exemples aux abscisses Riemann et abscisses de Dirichlet présentent des courbes aux allures similaires 

avec les minimas attendus pour a = 0.5 pour les premiers et a = 1 pour les seconds.  

Nous appelons ces « puits de potentiel » l’effet d’attraction des zéros.  

 

8.1.2. Les zéros proches. Les effets conjugués. 

 

Nous observons que, lorsque deux abscisses de types différents sont proches, les deux effets se conjuguent. La courbe 

médiane en b = 72,208 montre effectivement ce fait. 

Cette conjugaison d’effets existe en tout abscisse, intermédiaire ou non. Ce n’est ici qu’une affaire de degré d’intensité. 

Les exemples ci-dessous sont éloquents. 

Le premier exemple montre l’évolution des effets pour une plage de valeurs de b comprise entre br ≈ 163,030709687 et 

bs ≈ 163,164965105779. L’effet conjugué est plus prononcé ici au-dessus de a = 1 qu’au-dessus de a = 0,5.  

Pour le second exemple, les abscisses de Riemann br ≈ 716,112396454 et de Dirichlet bs ≈ 716,112902408697 sont si 

proches que les courbes ne se distinguent plus à l’échelle du dessin. Un agrandissement en a = 0,5 et a = 1 montrerait 

cependant l’ordre attendu en ces abscisses près de l’axe y = 0. Dans les conditions de l’application numérique, la courbe 

correspondant à bs ≈ 716,112902408697 se trouve sous la courbe correspondant à br ≈ 716,112396454 partout sur la 

plage [0,10], sauf une petit intervalle autour de a = 0,5 (voir données numériques, très approximatives du fait des 

troncatures utilisées pour les calculs, ci-dessous). 
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a T∞(s=a+i.br) T∞(s=a+i.bs) ΔT a T∞(s=a+i.br) T∞(s=a+i.bs) ΔT 

0,4 0,27003244 0,26992652 0,00010592 0,5 0,0001912 0,00019382 -2,6212E-06 

0,41 0,1997609 0,19968361 7,7292E-05 0,51 0,00113853 0,0011405 -1,9736E-06 

0,42 0,14413682 0,14408217 5,4653E-05 0,52 0,00367473 0,0036754 -6,7821E-07 

0,43 0,1007764 0,10073936 3,7043E-05 0,53 0,00733796 0,00733689 1,0716E-06 

0,44 0,06762549 0,06760185 2,3631E-05 0,54 0,01174731 0,0117442 3,1162E-06 

0,45 0,04291837 0,04290468 1,3697E-05 0,55 0,01659144 0,01658611 5,3248E-06 

0,46 0,02514142 0,0251348 6,6227E-06 0,56 0,02161857 0,02161098 7,5919E-06 

0,47 0,01300096 0,01299909 1,8753E-06 0,57 0,02662787 0,02661804 9,8334E-06 

0,48 0,00539504 0,00539604 -9,9943E-07 0,58 0,03146183 0,03144984 1,1983E-05 

0,49 0,00138852 0,00139091 -2,3888E-06 0,59 0,03599965 0,03598566 1,3992E-05 

0,5 0,0001912 0,00019382 -2,6212E-06 0,6 0,04015157 0,04013575 1,5822E-05 
 

Nota : ΔT = T∞(s=a+i.br)-T∞(s=a+i.bs) 

 

Résumé général 

 

Nous complétons les remarques précédentes. 
 

L’allure des courbes T∞(s), fonction de a, se caractérise par des effets de deux natures : 

- les effets liés aux pôles de l’équation, que nous pouvons aussi nommer effets asymptotiques, 

- les effets liés aux zéros de l’équation, appelés effet d’attraction. 

 

Les effets sont d’autant plus accentués que les acteurs sont proches (tous les zéros et pôles interagissent). Les effets sont 

localement exponentiels (du fait que a est en exposant) et donc les tendances, une fois amorcées, sont franches. 

 

Le résultat de ceci est en suivant a de -∞ à +∞ : 

- une décroissance brutale depuis l’infini avant l’abscisse ar = 0,5 (en admettant l’hypothèse de Riemann)  

- un puits de potentiel aux environs de cet abscisse ar, si on a s = ar+i.b avec b suffisamment proche d’un br (valeur 

imaginaire d’un zéro de Riemann), l’axe y = 0 n’étant atteint que si s = sr = a+i.br où br correspond à un zéro de 

Riemann, 

- un puits de potentiel aux environs de as = 1, si on a s = 1+i.b avec b suffisamment proche d’un bs = 2k.π/Ln(2) (valeur 

imaginaire d’un zéro de Dirichlet), l’axe y = 0 étant atteint en cas d’égalité 

- une croissance vers l’ordonnée 1, éventuellement dépassé pour revenir en décroissant sur cet axe si le centre 

d’homothétie est suffisamment fort pour entrainer ce dépassement passager,  

- une branche asymptotique y = 1, rapidement atteinte avec une grande précision. 

 

L’objet de l’ensemble de ces recherches numériques est de trouver les scénarios de choix de a et b les plus défavorables. 

La plage de valeurs  b ≈ 716,112 à 716,113 s’avère être un tel cas et mérite d’être examinée de près par la suite. 

 

8.2.Ordre des courbes C∞(1,0,s). 

 

Nous procédons comme précédemment. 
 

L’allure des courbes est familière du paragraphe précédent. 

 



p 21/53 

Abscisses de Dirichlet 

 

  
 

  
 

Abscisses de Riemann 

 

  
 

  
 

Comme C∞(1,0,s) n’est pas un carré comme l’était T∞(s), les courbes traversent l’axe y = 0 en a = 0.5 et a = 1 au niveau 
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des zéros. 

 

8.3.Ordre des courbes C∞(2,0,s). 

 

La série est la suivante 

 

   ∞   i  

  C∞(2,0,s) = ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).(Ln(i.j))2                   (43)       

   i = 1     j = 1  

 

Abscisses de Dirichlet 

 

  
 

Les courbes ne passant pas par le même point, le rapport multiplicatif présenté plus haut n’a plus d’objet ici.  

 

Abscisses de Riemann 

 

 
 

Désormais, les courbes ne traversent plus l’axe y = 0 de façon groupée.  

Existe-t-il une autre équation prolongeant, au-delà de la dérivée première, un tel regroupement ? 

 

9.Le passe-muraille. 
 

Ce paragraphe prime sur tout le reste (à part l’hypothèse de Riemann).  

 

9.1.Sommes infinies remarquables. 

 

Notons d’abord que, lorsque le cosinus intervient dans nos sommes infinies, nous avons Ln(i.j) = Ln(i)+Ln(j) en facteur 

et que lorsque le sinus intervient, nous avons Ln(i/j) = Ln(i)-Ln(j) en facteur. 

 

Résumons certains de nos résultats en utilisant le développement du logarithme indiqué précédemment. 

Soit (a,b) un zéro de Riemann ou de Dirichlet. 

L’équation de base pour ces zéros est 
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 ∞  i  

 ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).(Ln(i))0+(Ln(j))0)  = 0             

 i = 1    j = 1  
 

et nous avons trivialement  

 ∞  i  

 ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).(Ln(i))0-(Ln(j))0)  = 0             

 i = 1    j = 1  
 

D’après le théorème 4 

  ∞  i   

  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).(Ln(i))1+(Ln(j))1) = 0               

  i = 1     j = 1 
 

D’après le théorème 8 

 ∞  i 

 ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).(Ln(i))1-(Ln(j))1)  = 0        

 i = 1   j = 1 
 

D’après le théorème 7 

 ∞  i  

 ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).(Ln(i))2-(Ln(j))2)  = 0          (44)             

 i = 1    j = 1  
 

Nous proposons à la suite : 
 

  ∞  i   

  ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).((Ln(i))2+(Ln(j))2) = 0          (45)               

  i = 1     j = 1 

 

Nous isolons cette relation, par la force des choses. En effet, elle n’apparait pas en tant que dérivée naturelle comme sa 

formule sœur du théorème 7.  

 

Illustrons d’abord ces deux fonctions sœurs notées respectivement LS∞(2,s) et LC∞(2,s). 

 

 
 

  
 

Comme espéré, les intersections aux abscisses de Riemann et de Dirichlet ont bien lieu sur l’axe y = 0 pour a = 1/2 et a = 

1 respectivement. Il est à noter qu’il ne s’agit cependant pas d’extrema en ces points.  
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A nouveau, les intersections aux abscisses de Riemann et de Dirichlet ont bien lieu sur l’axe y = 0 sans autre fait 

remarquable.  

 

Nous nous intéressons ci-dessous plus particulièrement aux valeurs a = 1/2 et a = 1 en plaçant les deux courbes LC∞(2,s) 

et LS∞(2,s) sur les mêmes graphiques. Ces vues ne sont pas sans rappeler les graphiques de la page (4). 
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L’intersection avec l’axe de y = 0 a lieu aux abscisses de Riemann pour les deux courbes sans se produire aux abscisses 

de Dirichlet. 

 

 
 

  
 

L’intersection avec l’axe y = 0 a bien lieu aux abscisses de Dirichlet pour les deux courbes sans se produire aux 

abscisses de Riemann. 

 

Revenons à la relation (45) et à  

 

   ∞   i  

  C∞(2,0,s)   = ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).(Ln(i)+Ln(j))2              (46)  

   i = 1     j = 1  

 

Cette expression n’est pas sans rappeler C∞(0,1/2,s) que l’on trouvera en (40) qui était négative (ou nulle) pour les zéros 

de Riemann ou de Dirichlet. 
 

   ∞  i   

 C∞(0,1/2,s) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).(Ln(i)-Ln(j))2              (47)    

   i = 1     j = 1 

 

Partons alors de l’expression  
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    ∞ ∞  

LN2∞(s) =    (  ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.Ln(m)).Ln(m))2 + ( ∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.Ln(m)).Ln(m))2         (48)  

    m = 1 m = 1  

 

Comme somme de deux carrés, elle est nécessairement positive ou nulle. En développant et en regroupant les termes 

comme nous l’avons fait en (22), il vient : 
 

  ∞    i  

 LN2∞(s) = ∑    ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).Ln(i).Ln(j) ≥ 0         (49)  

  i = 1      j = 1   

 

Or (Ln(i.j))2 = Ln(i)2+2Ln(i).Ln(j)+Ln(j)2 et (Ln(i/j))2 = Ln(i)2-2Ln(i).Ln(j)+Ln(j)2. 

Ainsi  

   ∞  i  

  C∞(2,0,s)   = 2.LN2∞(s) + ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).((Ln(i))2+(Ln(j))2)             (50)  

   i = 1    j = 1  
 

Posons  

   ∞  i  

  LC∞(2,s) = ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.ou(1,2).cos(b.Ln(i/j)).((Ln(i))2+((Ln(j))2)               (51)  

   i = 1    j = 1  

 

Nous avons alors pour résumer 

C∞(2,0,s) = 2.LN2∞(s)+LC∞(2,s)                (52) 

-C∞(0,1/2,s) = 2.LN2∞(s)-LC∞(2,s)                (53) 

 

LN∞(2,s) est un carré par construction et les excursions positifs ou négatifs de LC2∞(s) n’entravent pas la positivité de 

C∞(2,0,s) ou -C∞(0,1/2,s) aux zéros de Riemann ou de Dirichlet.  

 

Abscisses de Dirichlet 

 

Le graphique ci-dessous est une synthèse de l’évolution de LC∞(2,s) en fonction du paramètre a dans la bande critique et 

au-delà de a = 1 (seul point réellement utile ici). Le second graphique est un simple zoom selon l’axe y du premier 

graphique visant particulièrement la zone autour de a = 1. 

 

  
 

Nous observons que la fonction LC∞(2,s) décroit dans tout l’intervalle a = 0 à 1,25 représenté ici et passe l’axe y = 0 à 

l’abscisse a = 1 comme annoncé. Notre argumentaire pour les zéros de Riemann s’apparente en tout point à celui qui 

précède. 

 

Abscisses de Riemann 

 

Le graphique ci-dessous est une synthèse de l’évolution de LC∞(2,s = a+i.b) en fonction de a, autour de a = 1/2 (seul 

point réellement utile ici) pour différentes valeurs de b correspondant aux valeurs imaginaires des zéros de Riemann et 

des zéros de Dirichlet. Là encore, le second graphique est un simple zoom selon l’axe y du premier graphique en allant 

au-delà de a = 1/2. 

 

Comme précédemment, les applications numériques montrent que la fonction passe par l’axe y = 0 pour l’abscisse de 

Riemann, en l’occurrence pour a = 1/2. Elle décroit dans tout l’intervalle [0, 1/2], continue à décroitre au-delà, mais croit 

ensuite à nouveau. 
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9.2.Equations du passe-muraille. 

 

Il s’agit à présent de trouver des équations aussi générales que possible ayant solutions communes des zéros de Riemann 

et de Dirichlet. Ceci fait penser immédiatement aux fonctions L (de tous types) et en particulier celles associées aux 

caractères de Dirichlet. Nous ne sommes pas aller sur cette voie de recherche préférant emprunter un chemin plus simple 

qui nous donne une gamme de fonctions avec des exigences beaucoup plus réduites. 

 

Dans un premier temps, nous ne faisons que des constats à partir d’exemples numériques. Nous affirmons les théorèmes 

qui seront démontrés ensuite par le cas général.   

 

Suivant nos investigations, il existe au moins deux types d’équations générales.  

 

9.2.1.Le premier type d’équations générales. 

 

Première généralisation 

 

Revenons à notre suite d’expressions. Il est naturel, le lecteur en conviendra, de généraliser les relations aux puissances 

3, 4, etc. et ensuite aux puissances intermédiaires. 
 

Posons ainsi : 

  ∞  i   

LC∞(r,s) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2).((Ln(i))r+(Ln(j))r)          (54)                   

  i = 1     j = 1 

 

  ∞  i   

LS∞(r,s) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.sin(b.Ln(i/j)).ou(1,2).((Ln(i))r-(Ln(j))r)          (55)                   

  i = 1    j = 1 

 

  ∞  i   

LM∞(r,s,φ,θ) =   ∑  ∑ (i.j)-a.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)+φ).ou(1,2).((Ln(i))r+θ.(Ln(j))r)          (56)                   

  i = 1    j = 1 

 

La fonction LC∞(r,s) converge pour r = 0 et r = 1 lorsque s = a+i.b est dans la bande critique. Comme, pour tout r et pour 

tout ε > 0, Lnr(x)/xε → 0+ lorsque x → +∞, nous conservons la convergence de LC∞(r,s) pour tout r dans la bande 

critique (en enlevant lnr(1) qui a une contribution nulle). De même avec LS∞(r,s).  

 

Théorème 10 
 

Soit s = (a,b) un zéro de Riemann ou de Dirichlet. 

Pour tout nombre réel r positif ou nul,  

LC∞(r,s) = 0           (57) 
 

Théorème 11 
 

Soit s = (a,b) un zéro de Riemann ou de Dirichlet. 

Pour tout nombre réel r positif ou nul,  

LS∞(r,s) = 0           (58) 

 

Tout se passe comme si les logarithmes traversaient la double somme donnant encore des produits nuls lorsque T∞(s) est 

nul. On peut constater le même type de phénomène avec des intégrales indéfinies (au lieu de sommes infinies), ce que 
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nous avons qualifié de passe-muraille dans d’autres articles, terme que nous avons repris ici. Ceci concernait les 

équations diophantines à branches infinies où les logarithmes « traversaient » le symbole de l’intégral. De même ici, les 

logarithmes traversent d’une certaine manière le signe somme (par deux fois).  

Ce passe muraille est cependant bien différent car il ne s’applique pas seulement aux logarithmes comme nous le verrons 

plus loin. 

 

Théorème 12 
 

Pour tous nombres réels -π/2 ≤ φ ≤ 0 (permettant de passer du cosinus au sinus) et 0 ≤ r, il existe θ tel que : 

 

LM∞(r,s,φ,θ)  = 0           (59) 

 

S’agissant d’une l’équation intermédiaire entre les deux précédentes, du fait de la continuité des fonctions, cette relation 

va de soi et il n’y a donc rien à démontrer de plus que les théorèmes (10) et (11). L’étude des variations θ par rapport à r 

et φ mériterait que l’on s’y penche plus longuement. Cependant, les applications numériques montrent un comportement 

plutôt difficile à saisir. 

 

  

  

  
 

Nous constatons avec étonnement la possibilité d’excursion de θ en dehors de l’intervalle [-1,1] (ici pour le zéro de 

Dirichlet n°2), même si elle est peu commune.  

L’ordre des courbes semble respecté dans le cas des zéros de Dirichlet (courbe au-dessus de l’autre pour r plus faible et 

inversement). Un ordre semble également respecté pour les zéros de Riemann mais avec un aller-retour (analogue des 
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aller-retours évoqués par ailleurs pour résoudre l’hypothèse de Riemann). La courbe la plus haute change d’un zéro à 

l’autre (r ≈ 0 pour zéro n°1, r ≈ 1 pour zéro n°2, r ≈ 2 pour zéro n°18). 

 

Il est à noter que le raccordement en (φ,θ) = (0,1) est imprécis, lorsque r est grand (ici r = 10). Ceci découle encore de la 

troncature des fonctions.  

 

Réécriture en nombres complexes 

 

Rassemblons les équations en écrivant  

 

L∞(r,s) = LC∞(r,s)+i.LS∞(r,s)            (60) 

 

Utilisant le nombre imaginaire i, nous échangeons les indices i et j dans les doubles sommes par m et n. Nous obtenons : 

 

  ∞   m   

L∞(r,s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n. ou(1,2).(exp(i.b.Ln(m/n)).lnr(m))+exp(-i.b.Ln(m/n)).lnr(n))          (61)                   

  m = 1     n = 1 

 

Soit aussi : 

  ∞   m   

L∞(r,s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).((m/n)i.b.lnr(m)+(m/n)-i..b.lnr(n))          (62)                   

  m = 1     n = 1 

 

Notons par ailleurs que le résultat reste vrai pour r négatif.  

 

Généralisation 

 

La substitution Lnr(x) → F(x) permet de donner un tour plus général à la précédente équation.  

Nous obtenons alors : 

 

  ∞   m   

FG1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).((m/n)i.b.F(m)+(m/n)-i..b.F(n))          (63)                                     

  m = 1     n = 1 

 

Théorème 13 

 

Soit s un zéro de Riemann ou de Dirichlet. Si FG1∞(s) converge, alors FG1∞(s) = 0.  

 

Démonstration : 

 

Faisons le bilan des termes contenant F(r), r un entier donné d’avance, en développant FG1∞(s). Il s’agit de : 

 

                                                                         ∞   

 r-2a.(-1)2r.(r/r)i.b.F(r)+r-2a.(-1)2r.(r/r)-i..b.F(r)+2 ∑ (r.n)-a.(-1)r+n.(r/n)i.b.F(r)                               

                    
                                                                       n = 1 

                                                                       n ≠ r 

 

Nous avons distingué le cas n = r, mais il est aisé de le réintégrer dans la somme, soit encore : 

 

           ∞   

 2.F(r).∑ (r.n)-a.(-1)r+n.(r/n)i.b                                       

             n = 1 

ce qui vaut aussi 

                                ∞   

 2.(-1)r. (1/r)a-ib.F(r).∑ (-1)n.(1/n)a+i.b                                       

                                  n = 1 

 

Nous avons alors en rassemblant tous les termes : 

 

     ∞  ∞   

FG1∞(s) =   2 ∑ (-1)r.(1/r)a-ib.F(r).  ∑ (-1)n.(1/n)a+i.b           (64)                                     

     r = 1    n = 1 
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La seconde somme infinie n’est autre que la fonction Eta de Dirichlet qui s’annule pour les zéros de Riemann et de 

Dirichlet. On peut alors s’attendre au même effet pour FG1∞(s). Cependant, il est nécessaire ici de considérer les 

évolutions respectives de la première et de la seconde sommes lorsque r et n croissent vers l’infini. Notre produit a été 

écrit à la « hussarde » sans tenir compte de la relation entre r et n lorsque nous développons la double somme initiale 

FG1∞(s). Il est plus approprié d’écrire ici : 

 

                 r   r   

FG1∞(s) =   lim      2 ∑ (-1)m.(1/m)a-ib.F(m).  ∑ (-1)n.(1/n)a+i.b           (65)                                     

  r → ∞    m = 1    n = 1 

 

Ainsi FG1∞(s) s’annule aux zéros de la fonction Eta si et seulement si la première somme ne diverge pas trop vite par 

rapport à la convergence de la seconde somme. L’effet de la divergence dû à la première somme est instantané dès que 

F(x) devient trop grand car facteur d’un terme en exponentiel (à savoir (1/m)a-ib). Le produit FG1∞(s) donc soit s’annule, 

soit diverge. Ainsi, en disant FG1∞(s) s’annule si FG1∞(s) converge, nous sommes libérés d’une détermination explicite 

de F(x) pour réaliser cette annulation. 

 

Nous pouvons cependant tenter une telle détermination. Pour cela, considérons les termes dominant de chacune des deux 

sommes en omettant les facteurs sans effet sur le module, soit rib et son opposé. Cette simplification donne un tour 

spéculatif à ce qui suit. Cela revient alors à comparer ∑ (-1)n.(1/n)a.F(n) et ∑ (-1)n.(1/n)a. Ainsi, la divergence du premier 

sera supérieure à la convergence du second dès que F(x) ≥ x2a asymptotiquement. 

En particulier, tous les termes du type F(x) = Lnr(x) sont compatibles avec la convergence (et l’annulation) du produit. 

 

Séparation des parties réelles et imaginaires 

 

Utilisant cos(x) = (exp(i.x)+(exp(-i.x))/2 et sin(x) = (exp(i.x)-(exp(-i.x))/2, nous avons les parties réelles et imaginaires 

correspondantes : 
 

  ∞   m   

FC1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).cos(b.Ln(m/n)).(F(m)+F(n))          (66)                   

  m = 1     n = 1 

et 

  ∞   m   

FS1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).sin(b.Ln(m/n)).(F(m)-F(n))          (67)                   

  m = 1     n = 1 

 

Nous avons : 

 

Théorème 14 

 

Soit s un zéro de Riemann ou de Dirichlet. Si FC1∞(s) et FS1∞(s) convergent, alors FC∞(s) = 0 et FS∞(s) = 0 

simultanément.  

 

Illustration de LC∞(r,s) et LS∞(r,s) 

 

Nous donnons ci-dessous un échantillon des variations de LC∞(r,s) et LS∞(r,s), en fonction de a, lorsque ce paramètre 

varie dans l’intervalle [0,2] pour des valeurs de r comprises entre 0.5 et 5 et pour différentes valeurs de b correspondant 

aux valeurs imaginaires des zéros de Riemann et des zéros de Dirichlet (d’où la terminologie abscisses de Riemann ou 

de Dirichlet et zéros n°).  
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Nous pouvons observer un comportement sur le même schéma mais avec des variations notables d’un cas à l’autre. 

Il semble difficile de donner une estimation a priori de LC∞(r,s) en dehors de celles aux abscisses de Riemann ou de 

Dirichlet. 

S’agissant de fonction tronquée pour le calcul des graphiques, le lecteur ne s’étonnera pas de l’imprécision à 

l’intersection avec l’axe des x. 

Nous notons l’attraction du centre d’homothétie en a = 0.5 pour la courbe correspondant au zéro de Dirichlet n°8, qui est 

malmenée par le pôle a = -∞, avec effet d’autant plus prononcé que r augmente. 
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Vérifions l’allure des courbes pour un cas d’effets conjugués relativement marqués.  

 

  

  

  
 

A distance, les courbes en cosinus sont très proches. 
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Etrangement ici, les courbes en sinus ont des différences entre elles bien plus marquées que les courbes en cosinus 

précédentes, même à distance. Ce trait n’est certainement pas une généralité. 

 

Observons pour finir l’allure des courbes pour un cas d’effets conjugués très marqués.  

Notons que ce type d’allure de courbes n’est pas rare. C’est même un schéma général autour d’un zéro de Dirichlet à 

numéro élevé (en anticipant la suite).  
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Les courbes sont identiques à un petit décalage en a près. A l’abscisse de Riemann, les courbes se croisent (mal) avant a 

= 1 et à l’abscisse de Dirichlet, les courbes se croisent (mal) au-delà de 0.5.  

Il est plus facile d’avoir une bonne précision des graphiques, malgré les troncatures, près de a = 1 que près de a = 0.5 

(problème de parallaxe suivant les verticales avec le pas Δa de 0.02 employé).  
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Avec du recul, les courbes en sinus semblent symétrique des courbes en cosinus par rapport à l’axe des x. Cette symétrie 

n’est qu’un semblant de symétrie. Les courbes obtenues en sommant cosinus et sinus donnent encore des courbes aux 

allures analogues aux précédentes, s’agissant de fait d’un exemple d’une courbe intermédiaire LM∞(r,s,φ,θ) que nous 

explicitons après les trois exemples illustrations ci-dessous. 

 

Illustration de FC1∞(s) et FS1∞(s) 

 

Nous donnons ci-dessous un échantillon des variations de FC1∞(s) et FS1∞(s), en fonction de a, lorsque ce paramètre 

varie dans l’intervalle [0,2]. 

 

Exemple 1 : F(x) = 1/x 
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Exemple 2 : F(x) = sin(x) 
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Exemple 3 : F(x) = sin(x).Ln(x)/x 
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Les remarques quant aux positions des courbes en a = 0.5 et a = 1 sont les remarques habituelles. 

 

9.2.2.Le deuxième type d’équations générales. 

 

Formulation 

 

Revenons à la fonction générale (63) : 

 

  ∞   m   

FG1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).((m/n)i.b.F(m)+(m/n)-i..b.F(n))          (68)                   

  m = 1     n = 1 

 

qui s’écrit encore 

 

  ∞   m   

FG1∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).((m-a+i.b/na+i.b).F(m)+(n-a+i.b/ma+i.b).F(n))          (69)                   

  m = 1     n = 1 

 

Choisissons le cas particulier de F(x) = xa-i.b : 
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  ∞   m   

FP∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).((1/ma+i.b)+(1/na+i.b))          (70)                   

  m = 1     n = 1 

 

Nous démontrerons plus loin que cette fonction admet effectivement les zéros de Riemann et de Dirichlet ainsi que des 

propriétés remarquables très simples à vérifier. Nous l’appelerons l’équation de base car elle est commune aux deux 

types d’équations que nous avons identifiées. 

 

Si, au lieu des substitutions précédentes, nous avions choisi de faire F(m) → ma-i.b.F(n) et F(n) → na-i.b.F(m), nous 

aurions les fonctions générales de type : 
 

  ∞   m   

FG2∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).((F(n)/ma+i.b)+(F(m)/na+i.b))          (71)                   

  m = 1     n = 1 

 

Il s’avère que cette expression convient à nos objectifs car nous avons alors le théorème. 

 

Théorème 15 

 

Soit s un zéro de Riemann ou de Dirichlet. Si FG2∞(s) converge, alors FG2∞(s) = 0.  

 

Démonstration : 

 

La démonstration est en tout point identique à celle utilisée pour FG1∞(s). 

Les termes collectés pour F(r), r un entier donné d’avance, en développant FG2∞(s) sont : 

 

                   ∞   

 2.(-1)r.F(r).∑ (-1)n.(1/n)a+i.b                                       

                     n = 1 

 

Nous avons alors en rassemblant tous les termes : 

 

                 r   r   

FG2∞(s) =   lim      2 ∑ (-1)m.F(m).  ∑ (-1)n.(1/n)a+i.b           (72)                                     

  r → ∞    m = 1    n = 1 

 

A nouveau FG1∞(s) s’annule aux zéros de la fonction Eta si et seulement si la première somme ne diverge pas trop vite 

par rapport à la convergence de la seconde somme. Le produit FG2∞(s) soit s’annule, soit diverge. 

Considérons alors les termes dominant de chacune des deux sommes en omettant les facteurs sans effet sur le module, 

soit n-i.b. Cela revient à comparer ∑ (-1)n.F(n) et ∑ (-1)n.(1/n)a. Ainsi, la divergence du premier sera supérieure à la 

convergence du second dès que F(x) ≥ xa asymptotiquement. 

 

Nota : Si nous avions choisi les substitutions F(m) → ma-i.b.F(m) et F(n) → na-i.b.F(n), nous n’aurions pas été plus 

avancé. L’indépendance formelle (m et n sont évidemment liés et il ne s’agit ici que d’un semblant d’indépendance par 

le jeu d’écriture) des variables est primordinale pour ces montages de toutes pièces. 

 

Séparation des parties réelles et imaginaires 

 

En séparant parties réelle et imaginaire, nous obtenons les deux expressions : 

 

  ∞   m   

FC2∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(F(n).cos(b.Ln(m))/ma+F(m).cos(b.Ln(n))/na)          (73)                   

  m = 1     n = 1 

et 

  ∞   m   

FS2∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(F(n).sin(b.Ln(m))/ma+F(m).sin(b.Ln(n))/na)          (74)                   

  m = 1     n = 1 

 

Pour cette dernière équation, contrairement au cas de FS1∞(s), il n’y a pas de changement de signe devant F(m). 

 

Revenons maintenant à une étude plus précise. 
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Equations de base 

 

Soit  

  ∞   m   

FP∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(1/ma+i.b+1/na+i.b)          (75)                   

  m = 1     n = 1 

 

et la décomposition en parties réelle et imaginaire :  

  

  ∞   m   

FPC∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(cos(b.Ln(m))/ma+cos(b.Ln(n))/na)          (76)                   

  m = 1     n = 1 

et  

  ∞   m   

FPS∞(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(sin(b.Ln(m))/ma+sin(b.Ln(n))/na)          (77)                   

  m = 1     n = 1 

 

Nous considérons alors les fonctions tronquées pour la première et la seconde de ces expressions que l’on notera ici 

FTPCm(s) et FTPSm(s).  

Ces deux relations s’annulent régulièrement de façon triviale pour m = 2k et n = m, ceci même si a ≠ 0,5 et ≠ 1 pour tout 

b (et ne donne ainsi aucun renseignement sur b).  

 

Démonstration : 

 

Considérons les troncatures en m = 2k-1 et en m = 2k, à savoir les sommes intérieures (de la double somme) de n = 1 à 

m pour m = 2k-1, respectivement m = 2k (k ≥ 1). Il suffit de faire la somme des expressions coef = (-1)m+n.ou(1,2) = (-

1)m+n.si(m=n, 1, 2) devant cos(b.Ln(n))/na, respectivement sin(b.Ln(n))/na, pour une valeur n fixée d’avance. Soit donc n 

ainsi fixé. On a nécessairement n ≤ 2k. Si 1 ≤  n ≤ 2k-2, il y a un seul incrément à valeur n dans la troncature 2k-1 et un 

seul dans la troncature 2k, les valeurs de coef étant égales à 2.(-1)2k-1+n et 2.(-1)2k+n s’annihilant entre elles. Si n = 2k-1, il 

y a 2k-2 coef de valeur 2.(-1)2k-1+r de signes alternés qui annihilent entre eux (dans la troncature 2k-1), 2 coef de valeur (-

1)2k-1+n (dans la troncature 2k-1) et 1 coef de valeur 2.(-1)2k+n (dans la troncature 2k) annihilant entre eux. Si n = 2k, il y a 

2k-2 coef de valeur 2.(-1)2k+r (dans la troncature 2k) de signes alternés annihilant entre eux, 1 coef de valeur 2.(-1)2k+n-1 

(dans la troncature 2k) et 2 coef de valeur (-1)2k+n (dans la troncature 2k) qui annihilent entre eux. 

 

Ceci est illustré dans le petit tableau en exemple ci-dessous en faisant la somme des valeurs de « coef » pour m = r ou 

bien n = r. 

 

m 1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 

n 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 

coef = (-1)m+n.(m,n)-a.ou(1,2) 1 -2 1 2 -2 1 -2 2 -2 1 

cos(b.Ln(m))/ma 1 1 0,7971 1 0,7971 -0,0095 1 0,7971 -0,0095 0,2708 

cos(b.Ln(n))/na 1 0,7971 0,7971 -0,0095 -0,0095 -0,0095 0,2708 0,2708 0,2708 0,2708 

S1 = coef.cos(b.Ln(m))/ma 1 -2 0,4740 2 -0,9479 -0,0041 -2 0,9479 0,0083 0,0957 

S2 = coef.cos(b.Ln(n))/na 1 -0,9479 0,4740 -0,0083 0,0083 -0,0041 -0,1915 0,1915 -0,1915 0,0957 

S1+S2 2 -0,9479 0 1,9917 1,0521 1,0438 -1,1477 -0,0083 -0,1915 0 

 

Ce tableau est réalisé pour a = 0.75 et b = 10 sans rapport avec la valeur d’un zéro (de Riemann ou de Dirichlet). 

La somme S1+S2 revient régulièrement à 0. Cependant, ceci ne signifie pas que S1+S2 converge. 

 

Considérons alors les troncatures, m étant fixé : 

 

   m   

FTPC∞(s,m) =    ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(cos(b.Ln(m))/ma+cos(b.Ln(n))/na)          (78)                   

     n = 1 

et  

   m   

FTPS∞(s,m) =    ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(sin(b.Ln(m))/ma+sin(b.Ln(n))/na)          (79)                   

     n = 1 

 

Les coefficients devant cos(b.Ln(m))/ma et sin(b.Ln(m))/ma sont égaux à ±2 avec alternance des signes. Les 

contributions s’annihilent ainsi (car m constant). Les termes tendent donc, lorsque m tend vers l’infini, vers : 
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   ∞   

FTPC∞(s,m → +∞) →   2.(-1)ou(0,1)  ∑ (-1)n.cos(b.Ln(n))/na          (80)                   

     n = 1 

et  

   ∞   

FTPS∞(s,m → +∞) →   2.(-1)ou(0,1)  ∑ (-1)n.sin(b.Ln(m))/ma          (81)                   

     n = 1 

 

Nous sommes revenu essentiellement aux équations initiales de η(s) qui s’annulent conjointement exclusivement aux 

zéros de Riemann (pour a = 0,5 a priori) ou de Dirichlet (pour a = 1). 

 

Nous donnons les exemples ci-dessous de l’évolution des sommes tronquées FPCm(s) et FPSm(s) en fonction de m pour 

et autour d’un zéro de Riemann et d’un zéro de Dirichlet. 

 

Zéro de Riemann n°1 Zéro de Dirichlet n°1 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720 

  
a = 0,51, b = b1 ≈ 14,134725 a = 1,002, b = b1 ≈ 9,064720 

  
a = 0,49, b = b1 ≈ 14,134725 a = 0,998, b = b1 ≈ 9,064720 

 

Les évolutions sont similaires mais la sensibilité à la variation de a est très différente d’un zéro à l’autre. 

Les courbes pour lesquelles la « transhumance » est importante sont celles associées aux cosinus. 
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Equations monomiales 

 

Etudions le cas F(x) = xr pour les fonctions tronquées : 

 

  mmax   m   

FC2mmax(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(cos(b.Ln(m))/(ma.nr)+cos(b.Ln(n))/(na.mr))          (82)                   

  m = 1     n = 1 

et 

  mmax    m   

FS2mmax(s) =   ∑   ∑ (-1)m+n.ou(1,2).(sin(b.Ln(m))/(ma.nr)+sin(b.Ln(n))/(na.mr))          (83)                   

  m = 1     n = 1 

 

Pour cela, nous choississons à nouveau les mêmes zéros (le premier de chaque type) en faisant évoluer r uniquement. 

Les courbes en fonction de m sont alors : 

 

Zéro de Riemann n°1 Zéro de Dirichlet n°1 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = -0,8 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = -1,2 

Divergence lorsque r < -a 

  
a = 0,55, b = b1 ≈ 14,134725, r = -0,5 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = -1 

Divergence lorsque r = -a (oscillations non amorties) 

  
a = 0,55, b = b1 ≈ 14,134725, r = -0,25 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = -0,5 

« Convergence ». Dédoublement courbes pour r > -a  
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a = 0,55, b = b1 ≈ 14,134725, r = -0,1 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = -0,25 

« Convergence ». Accentuation du dédoublement courbes pour r > -a 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = 0 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = 0 

Convergence. Les courbes dédoublées se confondent avec y = 0 pour r = 0 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = 0,1 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = 0,25 

Convergence. Les courbes dédoublées sont de signes opposés aux courbes initiales pour r > 0 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = 0,25 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = 0,5 

Convergence. Les courbes dédoublées sont de signes opposés aux courbes initiales pour r > 0 
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a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = 0,5 a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = 1 

Convergence. Les courbes dédoublées sont de valeurs opposées proches aux courbes initiales pour r >> 0 

  
a = 0,5, b = b1 ≈ 14,134725, r = +∞ a = 1, b = b1 ≈ 9,064720, r = +∞ 

Convergence. Les courbes dédoublées sont de valeurs opposées aux courbes initiales pour r = +∞ 

 

Les points représentés ci-dessus correspondent à des troncatures entières, c’est-à-dire un calcul complet d’une somme à 

l’intérieur des doubles sommes FTPCm(s) et FTPSm(s). Les graphiques rélèvent ce que nous avons nommé courbes 

initiales et courbes dédoublées. Le premier intitulé (courbes initiales) correspond à m impair et le second intitulé 

correspond à m pair. Pendant tout le processus d’évolution, courbes initiales et dédoublées se croisent en y = 0. 

Nous restons très réservés quand à la convergence des doubles sommes pour -a < r < 0. En effet, il y a bien diminution 

de l’amplitude des oscillations lorsque les relevés de calculs se font au niveau des troncatures entières (en comparant au 

même parité m = 0 mod 2 ou m = 1 mod 2), mais il n’y pas diminution en considérant l’ensemble des valeurs 

intermédiaires (les valeurs maximales sont de plus en plus élevées). 

Ainsi, il est utile et plus simple de dire : Si la fonction converge,alors elle converge vers 0. 

 

10.Les deux clefs de l’hypothèse de Riemann. 
 

10.1.Première clef : L’équation fonctionnelle de Riemann. 

 

La première clef pour la résolution de l’hypothèse de Riemann est l’équation fonctionnelle de Riemann déjà citée plus 

haut. 

 

Théorème 16 
 

Pour tout s ≠ 0 et s ≠ 1, et donc en particulier à l’intérieur de la bande critique, on a  

 

ζ(s) = 2π.πs-1.sin(π.s/2).Γ(1-s).ζ(1-s) 

 

Cette équation prend aussi une forme plus symétrique Φ(s) = Φ(1-s) avec Φ(s) = π-π/2.Γ(s/2).ζ(s) comme indiquée dans 

[2]. Cela signifie, pour ce qui nous intéresse ici, qu’à un éventuel zéro s pour (a,b) = (0,5-ε,b), 0 < ε < 1/2, correspond un 

autre zéro s’ pour (a’,b’) = (0,5+ε,-b).  

 

En effet, nous avons alors  

 

0 = ζ(s) = ζ(a,b) = ζ(0,5-ε,b) = 2π.πs-1.sin(π.s/2).Γ(1-s).ζ(1-(0,5-ε),-b) = 2π.πs-1.sin(π.s/2).Γ(1-s).ζ(0,5+ε,-b) 

 

Comme sin(π.s/2) est différent de 0 en (0,5-ε,b) et que Γ(1-s) ne s’annule pas, nécessairement ζ(0,5+ε,-b) = 0. 

Par ailleurs  
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ζ(0,5+ε,b) = ζ(0,5+ε,-b) 

lorsque  

ζ(s=a+ib) = ∑ m-a.cos(b.Ln(m))+i.∑ m-a.sin(b.Ln(m)) = 0 

 

puisque ceci est équivalent à 

 

0 = ∑ m-a.cos(b.Ln(m))-i.∑ m-a.sin(b.Ln(m)) = ∑ m-a.cos(-b.Ln(m))+i.∑ m-a.sin(-b.Ln(m)) = ζ(a-ib) 

 

Nous pouvons donc changer le signe de ε et de b à volonté. 

Comme η(s) = (1-21-s).ζ(s), la relation précédente s’applique aussi à η(s), ainsi qu’à la relation équivalente ci-dessous.  

 

   ∞   i 

   ∑   ∑ (i.j)-a-ε.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)  = 0 

   i = 1     j = 1 

D’où ce qui suit : 

 

Théorème 17 
 

Soit 0 < ε < 1/2. 

Si 

   ∞   i  

   ∑   ∑ (i.j)-a-ε.(-1)i+j.cos(b.Ln(i/j)).ou(1,2)  = 0         (84)  

   i = 1     j = 1  

alors 

   ∞   i   

   ∑   ∑ (i.j)-a+ε.(-1)i+j.cos(-b.Ln(i/j)).ou(1,2)  = 0         (85)  

   i = 1     j = 1  

 

c’est-à-dire si ε ≠ 0, il y a bien deux solutions (au lieu d’une seule pour ε = 0). 

 

10.1.Seconde clef : Unicité du zéro. 

 

Pour la suite de cet article, à ce stade, nous n’utilisons que les termes propositions et arguments (au lieu de théorème et 

preuves). 

 

Proposition 1 

 

Il n’y a pas d’annulation accidentelle de la fonction FG1∞(s, F) en un zéro de Riemann ou de Dirichlet. 

 

Nous voulons dire par là qu’il est impossible que l’expression s’annule pour un F sans propriété particulière (à savoir 

une construction avec indépendance de m et n).  

 

Argument 

 

Supposons que FG1∞(s, F) s’annule pour F(n,m) une fonction quelconque en un zéro de Riemann. L’annulation 

accidentelle fait qu’en choisissant alors F(n,m)+ε, où ε est une constante, la position du zéro se déplace et n’est plus un 

zéro pour l’équation précédente. Cependant comme ε est une constante, on peut poser FF(m) = ε/2 et FF(n) = ε/2 et 

FG1∞(s, F+FF) s’annule donc toujours au dit zéro de Riemann, ce qui est contradictoire. Le raisonnement est le même 

pour un zéro de Dirichlet. 

 

Proposition 2 
 

Les zéros de Riemann et de Dirichlet annulent exclusivement pour les fonctions du type FG1∞(s,F) et FG2∞(s,F) avec F 

apparaissant sous la forme d’une somme F(n)+F(m). 

 

Argument succinct 
 

Les fonctions sont nécessairement produit de la fonction zêta par une autre fonction pour coincider pour toutes les 

solutions de celle-ci.  

 

Revenons alors à  
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  ∞   m   

FC1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).cos(b.Ln(m/n)).(F(m)+F(n))          (86)                   

  m = 1     n = 1 

 

  ∞   m   

FS1∞(s) =   ∑   ∑ (m.n)-a.(-1)m+n.ou(1,2).sin(b.Ln(m/n)).(F(m)-F(n))          (87)                   

  m = 1     n = 1 

 

Nous affirmons qu’il n’existe pas de valeur b tel que les deux expressions s’annulent pour tout F pour deux valeurs  

distinctes de a (que ceux-ci soient la paire a = 1/2 et a = 1 ou une autre paire). 

 

Argument 

 

Sinon, nous aurions deux valeurs a1 et a2 (et un b) telles que : 

 

FC1∞(s = a1+i.b) = 0            (88) 

et  

FC1∞(s = a2+i.b) = 0            (89) 

et de même avec FS1∞(s). 

 

Par différence, nous avons alors encore (trivialement) : 

 

ΔFC1∞(s) = FC1∞(s1 = a1+i.b) – FC1∞(s2 = a2+i.b)  = 0            (90) 

c’est-à-dire : 

 

∞  m   

- 

   

∑  ∑ (-1)m+n.ou(1,2).cos(b.Ln(m/n)).( (F2(m)+F2(n))   (F1(m)+F1(n)) ) = 0         (91)                   

m = 1  n = 1 (m.n)a2   (m.n)a1  

 

et à nouveau, la fonction, non identiquement nulle, ainsi construite ΔFC∞(s) subit le filtre des cosinus et des sinus.  

Nous en déduisons qu’il doit exister F(x) tel que pour tout m et n entiers : 

 

  F(m)+F(n)              
= 

 (F2(m)+F2(n))               
- 

(F1(m)+F1(n))                                        

  (m.n)a (m.n)a2 (m.n)a1  

 

Nous avons bien sûr un choix infini parmi toutes les formes de F1 et F2 pour espérer trouver un tel F, qui conviendrait. 

Cependant, a n’est ici ni égal à a1, ni égal à a2, sinon nous serions ramené à des identités triviales. Nous pouvons alors 

réécrire l’expression précédente comme suit : 

 

F(m)+F(n) = (m.n)a-a2.( (F2(m)+F2(n)) - 
(F1(m)+F1(n)) 

)           (92) 
(m.n)a1-a2 

 

Or, cette égalité porte sa propre contradiction. Le facteur (m.n)a-a2 est non trivial car a est différent de a2. Nous ne 

pouvons donc trouver de fonction F telle que le membre de droite de l’équation soit une somme d’une fonction en m et 

d’une fonction en n formellement indépendentes et à plus forte raison en prenant la même fonction F. D’où la 

proposition : 

 

Proposition 3 
 

A b constant, FG1∞(s = a+i.b) s’annule systématiquement pour une et une seule valeur a au plus. 

 

10.2.L’hypothèse de Riemann. 

 

Proposition 4 
 

Les zéros non triviaux de la fonction de Riemann ont valeur réelle 1/2. 

 

Argument  
 

Il y a contradiction, si a ≠ 1/2, entre le théorème 17 impliquant deux solutions distinctes et l’argument sur l’unicité de la 

solution. 
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Annexe 1 
Liste des zéros de Riemann à valeurs imaginaires inférieures à 100. 

 

 

 

n 
Valeurs réelles 

zéros 

Valeurs 

imaginaires des 

zéros 

n 
Valeurs réelles 

zéros 

Valeurs 

imaginaires des 

zéros 

1 0,5 14,1347251 16 0,5 67,0798105 
2 0,5 21,0220396 17 0,5 69,5464017 
3 0,5 25,0108576 18 0,5 72,0671577 
4 0,5 30,4248761 19 0,5 75,7046907 
5 0,5 32,9350616 20 0,5 77,1448401 
6 0,5 37,5861782 21 0,5 79,337375 
7 0,5 40,918719 22 0,5 82,9103809 
8 0,5 43,3270733 23 0,5 84,735493 
9 0,5 48,0051509 24 0,5 87,4252746 
10 0,5 49,7738325 25 0,5 88,8091112 
11 0,5 52,9703215 26 0,5 92,4918993 
12 0,5 56,4462477 27 0,5 94,651344 
13 0,5 59,347044 28 0,5 95,8706342 
14 0,5 60,8317785 29 0,5 98,8311942 
15 0,5 65,112544    
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Annexe 2 
 

Valeurs de C∞(2,0,s) aux zéros de Riemann (500 premiers) 

 
1 7,1305 51 16,5237 101 45,8122 151 78,1467 201 42,3610 251 57,1435 301 29,7604 351 106,995 401 64,3868 451 34,8301 

2 10,8741 52 51,4075 102 93,3804 152 43,3887 202 88,3864 252 97,2044 302 71,0911 352 32,3326 402 51,3827 452 59,6033 

3 10,7082 53 29,8179 103 91,5001 153 59,2390 203 81,1045 253 130,627 303 64,9111 353 28,8540 403 78,5750 453 13,6989 

4 16,2057 54 23,3984 104 42,7579 154 73,8396 204 53,9744 254 74,7229 304 88,4861 354 118,938 404 82,4683 454 9,9060 

5 18,7284 55 33,1986 105 16,8979 155 57,6978 205 47,8466 255 40,6040 305 181,835 355 71,2005 405 184,116 455 37,8005 

6 9,6855 56 48,0686 106 50,4787 156 40,2400 206 79,8938 256 50,1461 306 73,8915 356 85,7789 406 71,1741 456 179,563 

7 25,9004 57 31,2301 107 34,3134 157 46,2825 207 17,6712 257 57,2388 307 31,3936 357 48,4639 407 16,4037 457 120,474 

8 16,6645 58 52,9047 108 61,8276 158 151,299 208 35,8997 258 37,8504 308 71,8181 358 63,5827 408 101,530 458 87,9665 

9 18,7522 59 62,8352 109 96,3061 159 17,9924 209 114,683 259 75,0688 309 117,636 359 127,217 409 93,6107 459 59,9685 

10 23,4928 60 6,2609 110 32,4313 160 11,5061 210 116,471 260 104,819 310 29,1905 360 24,9220 410 65,2995 460 64,7419 

11 16,8833 61 73,9558 111 34,0713 161 88,9035 211 110,080 261 109,332 311 39,9033 361 62,2452 411 99,1086 461 131,546 

12 29,1320 62 68,2293 112 64,4693 162 103,296 212 12,6380 262 52,5487 312 93,3175 362 154,830 412 58,4737 462 49,1747 

13 22,1559 63 21,7610 113 81,9159 163 63,2552 213 11,8205 263 11,5110 313 92,5843 363 16,3791 413 70,8919 463 25,1940 

14 20,2364 64 24,3270 114 26,8843 164 39,4108 214 98,2928 264 173,320 314 34,2259 364 13,0487 414 85,4746 464 57,4246 

15 19,3622 65 26,0197 115 37,0966 165 72,4477 215 36,4990 265 45,3884 315 11,0417 365 90,7691 415 56,5006 465 203,105 

16 33,6980 66 38,8993 116 36,4565 166 15,3596 216 37,8411 266 32,4842 316 14,2761 366 72,7009 416 51,1966 466 107,369 

17 41,4214 67 81,4690 117 48,6326 167 37,1614 217 130,436 267 69,5988 317 149,568 367 111,808 417 118,786 467 97,2490 

18 5,4539 68 67,3915 118 38,1144 168 62,5777 218 118,104 268 104,993 318 71,9517 368 26,1026 418 164,875 468 45,3518 

19 29,7180 69 33,6393 119 91,3718 169 100,356 219 47,7058 269 20,5833 319 57,5844 369 17,5220 419 63,1923 469 49,6426 

20 24,7746 70 36,1415 120 83,6489 170 64,9096 220 34,8137 270 73,0014 320 53,9766 370 90,6440 420 41,1678 470 182,966 

21 41,2171 71 23,4114 121 12,7365 171 58,6547 221 76,1704 271 34,5420 321 102,081 371 196,776 421 74,3566 471 67,7089 

22 17,8033 72 17,6587 122 84,8677 172 14,1269 222 81,6646 272 57,1745 322 103,081 372 85,5619 422 135,387 472 47,9118 

23 43,3210 73 73,9196 123 52,0091 173 80,7263 223 27,0686 273 90,8418 323 42,0248 373 18,6085 423 70,1176 473 85,1527 

24 30,7658 74 38,4815 124 41,9777 174 25,5207 224 44,2347 274 35,3702 324 39,7802 374 106,345 424 29,0503 474 217,776 

25 20,6240 75 28,5775 125 45,8569 175 39,2143 225 101,233 275 41,6614 325 169,443 375 167,571 425 55,0114 475 29,5183 

26 39,5112 76 44,3308 126 49,0203 176 137,976 226 59,8400 276 101,332 326 51,1597 376 107,075 426 191,904 476 44,4006 

27 24,7283 77 93,1937 127 20,5892 177 74,4099 227 55,2986 277 112,084 327 9,2832 377 78,8779 427 21,3561 477 34,4987 

28 31,6490 78 33,7777 128 22,8019 178 27,3820 228 61,7972 278 65,5587 328 119,711 378 22,6482 428 65,9088 478 38,7058 

29 16,9129 79 28,2907 129 112,695 179 80,7818 229 142,049 279 52,7478 329 141,059 379 28,8815 429 78,9385 479 247,726 

30 34,8771 80 49,8816 130 88,9765 180 145,636 230 107,470 280 102,959 330 137,028 380 24,2094 430 127,484 480 52,0053 

31 53,0995 81 44,8745 131 56,0832 181 59,4301 231 38,6919 281 125,015 331 47,6427 381 28,4669 431 133,832 481 30,3354 

32 34,4547 82 49,9920 132 18,5247 182 31,1329 232 14,9656 282 14,6513 332 42,9610 382 114,226 432 100,875 482 63,2037 

33 31,2399 83 71,1394 133 107,300 183 55,8197 233 41,7031 283 27,8072 333 86,8975 383 135,753 433 32,0846 483 73,7004 

34 15,0969 84 16,3288 134 75,2092 184 35,4189 234 34,2649 284 189,955 334 74,1376 384 161,279 434 18,0929 484 69,1358 

35 16,8592 85 31,8471 135 17,8558 185 41,0816 235 66,6544 285 79,3687 335 36,1274 385 87,4175 435 172,413 485 28,9377 

36 66,9912 86 103,256 136 25,3368 186 23,4146 236 57,3740 286 69,0690 336 55,5672 386 39,4146 436 13,6013 486 31,3119 

37 34,4068 87 50,0724 137 71,0826 187 26,4317 237 119,209 287 64,2821 337 194,429 387 49,4528 437 14,5766 487 173,557 

38 23,0640 88 42,8989 138 25,5522 188 127,055 238 23,1272 288 35,2889 338 53,9954 388 156,717 438 118,767 488 162,906 

39 54,5297 89 53,6766 139 59,1308 189 28,7520 239 39,4303 289 26,3859 339 44,3265 389 74,2108 439 123,715 489 30,2231 

40 27,3191 90 54,2810 140 84,5741 190 37,1634 240 123,398 290 20,1689 340 13,4896 390 31,7479 440 148,479 490 40,0572 

41 40,1608 91 20,2898 141 50,5164 191 150,662 241 166,579 291 72,3713 341 75,0883 391 49,3037 441 22,3599 491 125,448 

42 13,0890 92 29,0996 142 31,4008 192 51,5976 242 27,8349 292 128,476 342 124,028 392 167,237 442 54,2227 492 131,949 

43 41,6286 93 51,4867 143 41,1631 193 43,0340 243 26,1697 293 110,146 343 51,9595 393 36,8065 443 185,494 493 36,3023 

44 61,8407 94 30,0801 144 59,2287 194 90,6304 244 22,8785 294 44,6175 344 48,9816 394 30,1476 444 194,951 494 50,7273 

45 35,7384 95 31,7608 145 39,5274 195 67,0741 245 140,038 295 47,6022 345 98,1925 395 31,1054 445 41,5322 495 114,477 

46 17,7363 96 107,064 146 68,4599 196 31,9929 246 51,2638 296 125,710 346 104,172 396 197,434 446 34,2259 496 76,6292 

47 55,1902 97 25,5172 147 105,293 197 26,4735 247 27,3317 297 174,198 347 44,4569 397 126,699 447 106,113 497 91,3705 

48 35,3289 98 23,1312 148 95,4352 198 105,614 248 68,8090 298 15,3290 348 64,2499 398 23,0290 448 60,3328 498 48,3223 

49 45,4383 99 91,8313 149 11,5406 199 64,0531 249 116,958 299 12,1512 349 91,8474 399 28,7367 449 107,927 499 59,4395 

50 65,7140 100 20,4283 150 54,7274 200 40,4558 250 25,3253 300 102,384 350 131,329 400 32,3913 450 78,3804 500 169,539 

 



p 53/53 

 

 

Valeurs de C∞(2,0,s) aux zéros de Dirichlet (500 premiers) 

 
1 1,7540 51 2,5012 101 4,6862 151 2,3958 201 1,7899 251 3,6214 301 13,1771 351 3,6405 401 4,3517 451 7,7870 

2 3,2443 52 2,8251 102 2,0610 152 8,7376 202 9,9357 252 2,0101 302 3,2952 352 6,6289 402 2,4824 452 1,4905 

3 3,6990 53 11,5180 103 5,5234 153 1,9236 203 2,4590 253 6,2274 303 1,8857 353 2,8223 403 2,4809 453 11,2509 

4 2,7383 54 1,1717 104 5,5135 154 5,1513 204 2,4849 254 4,3156 304 4,1755 354 13,0210 404 3,3743 454 1,7496 

5 5,2534 55 2,1612 105 3,2382 155 4,2520 205 9,4321 255 7,6543 305 3,0469 355 2,6213 405 6,6594 455 3,2001 

6 3,1847 56 6,6840 106 8,8636 156 3,2179 206 1,8816 256 1,6723 306 7,5051 356 1,2448 406 1,2413 456 4,3655 

7 5,6815 57 3,9079 107 1,3374 157 5,5111 207 8,2704 257 1,7953 307 5,2170 357 10,3177 407 12,0384 457 6,9045 

8 1,3412 58 6,0259 108 3,3078 158 1,6892 208 3,2571 258 9,9500 308 3,9153 358 2,2248 408 1,4502 458 5,6817 

9 4,5432 59 3,3715 109 7,6160 159 8,5467 209 2,3557 259 1,7049 309 1,8065 359 8,6597 409 2,6090 459 2,0627 

10 6,3339 60 3,9779 110 1,9062 160 1,8467 210 3,3590 260 8,3507 310 3,5158 360 2,2609 410 9,9024 460 9,7728 

11 2,2782 61 3,0401 111 6,6770 161 9,8207 211 3,1153 261 5,3117 311 15,5711 361 4,2137 411 3,6250 461 2,1700 

12 7,5943 62 4,2676 112 2,2890 162 5,1767 212 6,1160 262 2,2092 312 1,2162 362 1,5560 412 4,7938 462 3,8068 

13 2,8754 63 7,5320 113 7,9283 163 1,3266 213 2,6014 263 5,4846 313 4,9642 363 5,3356 413 2,1905 463 6,5228 

14 2,7086 64 1,0430 114 3,4863 164 5,8251 214 8,0681 264 4,2133 314 2,3851 364 12,6006 414 5,0258 464 2,0292 

15 5,5255 65 9,7768 115 6,1381 165 1,9739 215 2,4021 265 8,9319 315 2,0939 365 1,0788 415 3,9666 465 3,7413 

16 3,6943 66 1,6378 116 2,7014 166 5,6806 216 1,6093 266 1,5657 316 5,6238 366 7,8366 416 5,4098 466 3,1303 

17 5,7588 67 5,3605 117 1,7488 167 2,4986 217 12,2496 267 6,6234 317 4,6214 367 4,3173 417 4,8496 467 5,4146 

18 1,0723 68 6,8042 118 11,1889 168 4,3022 218 4,9126 268 2,4221 318 6,3062 368 4,1530 418 1,2905 468 5,1329 

19 7,0418 69 2,7570 119 1,5620 169 2,7098 219 3,6414 269 1,4151 319 1,6336 369 4,0753 419 5,5111 469 2,4724 

20 3,2332 70 6,0202 120 5,6145 170 3,3539 220 4,0463 270 15,9805 320 7,0695 370 2,9265 420 5,9272 470 5,8045 

21 4,1762 71 1,9290 121 4,2895 171 13,9877 221 2,8779 271 1,6832 321 3,0939 371 3,7879 421 2,4894 471 1,5170 

22 8,1422 72 9,2282 122 1,6234 172 2,7197 222 3,2738 272 4,0146 322 2,9283 372 1,8406 422 8,2219 472 13,9671 

23 1,5261 73 2,6782 123 3,1766 173 3,7164 223 2,1930 273 3,0753 323 12,6332 373 6,5037 423 1,6174 473 2,4579 

24 7,6455 74 3,4421 124 5,1850 174 7,0518 224 14,3727 274 5,6692 324 1,8692 374 4,9184 424 7,8411 474 2,0937 

25 3,4985 75 2,9969 125 6,8591 175 1,1266 225 1,0977 275 5,8731 325 2,7610 375 2,6069 425 2,5431 475 4,7038 

26 4,5921 76 1,5814 126 3,1079 176 9,3695 226 2,9592 276 2,6281 326 4,0486 376 9,3525 426 5,1616 476 1,6532 

27 3,8453 77 10,3093 127 2,8838 177 4,6940 227 7,0666 277 9,8082 327 4,3144 377 1,4357 427 3,2241 477 8,7045 

28 3,1681 78 4,7428 128 7,1096 178 4,7847 228 1,8383 278 1,0531 328 4,3514 378 6,9442 428 1,9084 478 4,6452 

29 4,8968 79 1,9982 129 1,7012 179 1,4136 229 9,8972 279 4,2183 329 2,1388 379 6,4001 429 7,4283 479 5,2371 

30 1,7679 80 4,4408 130 13,2951 180 3,8253 230 3,2863 280 5,5435 330 8,3860 380 3,0449 430 1,3269 480 2,5607 

31 9,5595 81 3,1027 131 2,0552 181 9,0155 231 4,1661 281 2,4533 331 2,9270 381 3,2727 431 10,8173 481 3,8724 

32 2,6567 82 5,6505 132 1,8848 182 2,0869 232 1,5822 282 6,0455 332 6,6036 382 1,7659 432 3,1402 482 7,8688 

33 2,6599 83 2,7568 133 5,3656 183 13,5894 233 7,0384 283 3,5127 333 7,0212 383 7,3560 433 1,9065 483 2,2289 

34 7,3816 84 9,7867 134 3,9207 184 1,9298 234 5,6829 284 3,1007 334 1,5413 384 1,9096 434 5,4863 484 6,8545 

35 1,9755 85 2,3838 135 7,9803 185 3,1096 235 1,7003 285 4,0694 335 8,2415 385 4,9316 435 4,8570 485 3,4252 

36 7,2994 86 1,7387 136 2,0091 186 4,9005 236 4,6858 286 5,8391 336 1,8833 386 3,1493 436 9,1899 486 0,8711 

37 5,2636 87 11,1221 137 9,5411 187 4,4789 237 2,6874 287 7,0615 337 3,9666 387 2,0284 437 2,9814 487 8,8232 

38 2,0817 88 1,9416 138 1,4993 188 3,4273 238 3,6257 288 1,3882 338 4,2619 388 13,5317 438 5,0279 488 3,6549 

39 1,7413 89 8,2255 139 2,7236 189 1,8044 239 9,9747 289 9,1017 339 2,7170 389 2,7887 439 2,0823 489 5,2517 

40 3,1965 90 4,2148 140 12,4036 190 6,0111 240 3,0522 290 3,1950 340 3,2066 390 6,0456 440 1,9215 490 1,3151 

41 10,4870 91 2,6515 141 1,9180 191 2,4799 241 5,4478 291 3,7152 341 1,5262 391 4,2148 441 14,8357 491 5,6238 

42 2,0578 92 4,0828 142 3,8699 192 2,9923 242 2,9439 292 4,4727 342 14,4349 392 2,9843 442 2,0177 492 3,4903 

43 6,9502 93 5,1155 143 3,0066 193 11,0822 243 6,3468 293 0,9342 343 2,1943 393 3,1421 443 2,8473 493 3,2523 

44 4,4554 94 10,7099 144 2,2278 194 1,8131 244 3,7020 294 8,1844 344 5,8317 394 4,5114 444 5,9527 494 14,0574 

45 1,4620 95 0,9064 145 3,7425 195 6,4205 245 2,3003 295 2,5392 345 4,0654 395 11,1316 445 2,6078 495 1,8480 

46 10,0235 96 6,1811 146 4,9547 196 4,2646 246 8,1041 296 8,2187 346 1,8144 396 1,4651 446 4,4530 496 2,9428 

47 3,9105 97 2,2154 147 6,8413 197 4,1749 247 1,0752 297 2,1074 347 9,6442 397 2,9585 447 4,1442 497 4,8940 

48 6,6083 98 1,7379 148 1,7586 198 6,5164 248 9,9705 298 4,3798 348 5,1685 398 4,3517 448 9,2997 498 2,5304 

49 1,4710 99 9,0818 149 7,1455 199 1,8043 249 2,7632 299 3,4576 349 3,0295 399 1,5658 449 1,1184 499 5,5318 

50 5,0024 100 3,1869 150 5,2193 200 5,4704 250 3,5870 300 1,9603 350 2,5080 400 13,6871 450 3,4222 500 3,1275 

 
 


