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Conjecture de Collatz : Géographie du Triedre de Pascal.

Hubert Schaetzel

Résumé Le mécanisme de descente sous I’altitude initiale dans 1’algorithme de Collatz se révele en utilisant les
congruences modulo des puissances de 2. Nous proposons ici deux classements a trois dimensions des
nombres entiers dans le cadre de cet algorithme, architecture que nous avons appelée « triédre de Pascal »,
faisant suite a un autre article ot n’était réalisé que le dénombrement des effectifs des plans dudit triedre.

Collatz conjecture : Geography of the Pascal trihedron.

Abstract The mechanism of descent below the initial flight altitude in Collatz algorithm is clarified by using
congruencies modulo powers of 2. We suggest here two three-dimensions’ classifications of the integers,
emerging from this algorithm, architecture we have called "Pascal trihedron”, following here another article
where only the headcounts of the planes of the said trihedron were quantified.
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1 Cadre de travail.

La conjecture de Collatz est encore appelée conjecture de Syracuse, conjecture d'Ulam, conjecture tchéque ou probléme
3x+1. Nous avons étudié cette conjecture dans un autre article [1] (qui donne également lieu a un article simplifié [2]). Le
présent article fait suite a ce travail et le compléte. Ni la présentation de la conjecture, ni les résultats obtenus alors ne sont
repris ici. Le lecteur est renvoyé & nos références.

Nous y avons donné un algorithme pour évaluer les effectifs des classes a temps de vol en altitude identique. De par sa
structure, nous avions appelé cette routine « triédre de Pascal ».

Nous nous étions contentés de dénombrer les effectifs des classes (& temps de vol en altitude identiques). L’objet de cet
article est de comprendre la géographie de ce triedre et de saisir ensuite les propriétés des membres de ces classes qui
dessinent cette géographie. Cette étude va nous mener dans les faits a deux géographies, la seconde dérivant de la premiére.
2 Bref rappel et quelques définitions.

Nous reprenons, en tout point, les notations de notre article initial.

En particulier :

* le nombre v d’étapes impaires du temps de vol en altitude (nombre de multiplications par 3 (plus 1)),

* le nombre w d’étapes paires du temps de vol en altitude (nombre de divisions par 2).

Par exemple, le nombre d’étapes impairs et paires du temps de vol en altitude de 11 est donné par le tableau suivant :
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11 34 17 52 26 13 40 20 10
| P | P P | P P

Il'y a 3 étapes impaires | et 5 étapes paires P avant que le premier nombre résultant de 1’algorithme de Collatz soit inférieur
all

Théoréme 1

Hormis pour les boucles finies, le nombre d’étapes paires w et impaires v sont liées par :

w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1 Q)

Démonstration
Pour les boucles infinies (si elles existent), v et w sont infinies et la relation ne s’applique pas évidemment (a I’unité pres).

Une multiplication de x par 3, puis ajout de 1, est I’équivalent d’une multiplication par 3+¢, ou € est petit devant 3 lorsque x
est grand. Effectuant I’algorithme de Collatz, nous obtenons y, le premier nombre inférieur a X, avec x/2 <y < x (en
excluant le cas des boucles ol y = x) et nous avons alors aussi y = (3+g;).(3+g,)...(3+,)/2" x. Les g sont tous petits devant
3, puisque la sortie de vol en altitude par I’algorithme de Collatz intervient pour y > x/2 donc pour un y restant encore grand
(méme ordre de grandeur que X). On a donc (3+&;).(3+¢,)...(3+&,) = (3+¢)” avec ¢ petit devant 3. On a ensuite de ce qui
précéde, par substitution, 1/2 < (3+¢)'/2" < 1, soit encore Ln(3+&)/Ln(2).v < w < Ln(3+e)/Ln(2).v+1, d’ou w =
ent(Ln(3+¢)/Ln(2)).v+1.

Ce résultat est alors testé en regard de w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1 de x = 1 & x = 10® (par exemple). Aucune exception n’est
trouvée a cette régle pour ceux-ci (en particulier pour les x pairs, nous avons v = 0 et w = 1). Or, plus x devient grand, sans
exception, plus il est peu probable de voir apparaitre une exception, car ¢ se rapprochant de 0 signifie que w =
ent(Ln(3+€)/Ln(2).v)+1 se rapproche de w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1.

Soit ensuite x a w étapes paires. Le cycle en altitude de x+k.2" étant le méme que celui de x, testons alors x, = x+k.2" pour
tout k entier suivant x,/2 < yy < xy, soit encore Ln(3+gy)/Ln(2).v < w < Ln(3+g)/Ln(2).v+1. Le nombre X, est donc aussi
grand que ’on veut et donc le choix d’un g aussi petit que ’on souhaite peut étre fait. Comme Ln(3)/Ln(2) est
transcendantal et n’est pas dans Q, Ln(3)/Ln(2).v est non entier et il existe nécessairement un g, suffisamment petit parmi
nos tests, tel que Ln(3+¢g)/Ln(2) ne soit pas dans Q et Ln(3+g,)/Ln(2).v non entier et suffisamment proche du précédent
pour avoir ent(Ln(3+gy)/Ln(2).v) =ent(Ln(3)/Ln(2).v).

Le résultat w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1 s’applique alors pour ce cas X,. Le résultat reste ensuite vrai pour tous les x;= x+i.2", i
un entier relatif (i dans Z) achevant la démonstration.

Notons que pour x = 1 qui boucle sur lui-méme, la relation s’applique encore (car ce nombre appartient a la famille x = 1
mod 4 pour laquelle sans exception v =1, w =2).
Pour x petit et négatif, il existe des exceptions (a une unité prés) que I’on trouve uniquement dans les boucles bien connues :

- Pourx=-1,onav=1,w=1etdonc w=ent(Ln(3)/Ln(2).v)
- Pourx=-50onav=2 w=3etdonc w=ent(Ln(3)/Ln(2).v)
- Pourx=-17,onav=7,w=11et donc w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)

Nous donnons alors un échantillon des effectifs des familles d’« associés » modulo 2" (terme que nous avions adopté dans
Darticle initial pour désigner les membres d’une méme famille modulo 2" qui ont tous méme temps de vol en altitude),
obtenus par la méthode du triedre de Pascal, ci-dessous. Nous sommons les effectifs en derniére ligne (en police rouge et
hors triédre des effectifs) :

v=1l,w=2#V)=1,(2"=4)
Famille des associés mod 4

5 (oul)
1
1
v=2,w=4 #V)=1, (2" = 16)
Famille des associés mod 16,
3
1
1
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v=3,w=5#V)=2, (2" =32)
Famille des associés mod 32,

11,23
1 1
1 1
v=4,w=7,#(V)=3, (2" =128)
Famille des associés mod 128
7,15,59
1 1 1
1 1 1

v=5w=8, #(Vv)=7, (2" = 256)
Famille des associés mod 256
39, 79, 95, 123, 175, 199, 219

o
[EEN
[EEN
[EEN

v=6,w=10, #(v)= 12, (2" =1024)
Famille des associés mod 1024
287, 347, 367, 423, 507, 575, 583, 735, 815, 923, 975, 999

o
(SN
[N
[N
[N

v=7,w=12, #(v)= 30, (2" = 4096)

Famille des associés mod 4096

231, 383, 463, 615, 879, 935, 1019, 1087, 1231, 1435, 1647, 1703, 1787, 1823, 1855, 2031, 2203, 2239, 2351, 2587, 2591,
2907, 2975, 3119, 3143, 3295, 3559, 3675, 3911, 4063

OO

~Nj[WwW| |+~
~Nj[WwW| |+~

~N[|w(w|—

[
TN N

Définition 1
Nous appelons ces tableaux successifs les plans des effectifs du triédre de Pascal.

Ces plans ne prennent leur forme compléte que lorsque trois colonnes identiques se présentent en fin de tableau (avec une
colonne différente a ’avant), soit pour v > 5 (w > 8).

Le nombre de colonnes d’un plan est égal a v-1.
Définition 2

Nous appelons la derniére ligne (en rouge) de 1'un d’eux la décomposition simplifiée du tricdre de Pascal (des effectifs) que
nous symbolisons par #TPS(v). Nous avons ainsi par exemple #TPS(7) = {1,3,5,7,7,7}.

Notre premier objectif va étre de situer I’ensemble des associés, dont nous avons donné précédemment la liste avant chaque
tableau, a leurs places adéquates dans leur plan du triédre de Pascal.

Faisant cela, nous obtenons un autre ensemble de tableaux que nous appelons aussi plans du triedre de Pascal. Pour les
distinguer des précédents, nous donnons la dénomination suivante :

Définition 3

Nous appelons ces nouveaux objets les plans des associés du triedre de Pascal.

En voici quelques exemples qui découleront de notre étude, avec au-dessous en police rouge hors triédre, un rappel des
effectifs :
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v=1w=2#Vv)=1
Famille mod 4,

5
1
v=2,w=4 #V)=1
Famille mod 16,
3
1
v=3,w=5#V)=2
Famille mod 32,
23 11
1 1
v=4,w=7,#V)=3
Famille mod 128
15 7 59
1 1 1

v=5w=8 #V)=7
Famille mod 256

95 | 175 | 39 | 219
79 | 199 | 123

v =6, w =10, #(v)=12
Famille mod 1024

575 | 287 | 367 | 999 | 923
735 | 815 | 423 | 347
975 | 583 | 507

v=7,w=12, #(v)=30
Famille mod 4096

383 | 2239 | 2975 | 2031 | 615 | 2587
1855 | 2591 | 1647 | 231 | 2203
1087 | 1823 | 879 | 3559 | 1435
4063 | 3119 | 1703 | 3675
3295 | 2351 | 935 | 2907
1231 | 3911 | 1787
463 | 3143 | 1019

Définition 4

Nous repérons un nombre a,(i,j) du triedre de Pascal (des associés) par son numéro de plan v et sa position en ligne i et
colonne j (oui=1,j =1 pour les premiéres ligne et colonne).

Nota important.

Nous retrouvons bien la décomposition simplifiée du triédre de Pascal (des effectifs). Par contre, si nous considérons, par
exemple pour le plan v = 7, la structure fine des effectifs du dernier tableau, nous écririons derechef un regroupement
d’effectifs tel que :

R|O|o|Oo|-
WO IO(N| -

IOIN|N|F-

~N[NININF-

~N[NININ|F-
~N[NNIN|E-

Celui-ci est loin de celui présenté plus haut :
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—lo|lo|-
Wik~
SIS
~[w|w|—
~|w|w|-
~|w|w|~

Nos précédentes études montrent que les effectifs du plan v peuvent se déduire additivement de la structure fine des effectifs
du plan v-1. Un classement a I’identique aurait probablement alors permis de trouver quelque propriété additive dans les
plans des associés permettant de générer peu ou prou le plan v a partir du plan v-1. Or ce schéma fin semble pour I’heure
mis & mal. La « géographie » du tableau d’effectifs initial est devenue totalement illisible. Malgré tout, nous allons voir que
des anticipations au rang v peuvent se faire des éléments au rang v-1.

De plus, nous mettrons en évidence, dans le dernier chapitre de cet article, une seconde géographie possédant effectivement
ladite propriété additive.

3 Notion de signature.

Prenons I’exemple du vol en altitude du nombre entier 11.

11 34 17 52 26 13 40 20 10
| P | P P | P P

Une étape de multiplication (I) est systématiquement suivie d’une étape de division (P). Nous pouvons éventuellement
réunir les opérations en une seule notée IP. A savoir, pour ce que nous avions précédemment :

11 17 26 13 20 10
IP IP P IP P

Remplacons les étapes impaires | par le nombre 1 et les étapes paires P par le nombre O (et les étapes IP par 10). La suite
IPIPPIPP précédente devient le nombre binaire 10100100 que nous convertissons en décimal, soit 164. Ce dernier serait
d’autant plus grand a nombre d’étapes impaires identiques (et donc d’étapes paires identiques) si les étapes impaires étaient
plus avancés (ainsi IPIPIPPP donne 10101000 soit encore 168).

Définition 5
Nous appelons signature binaire le nombre binaire correspondant a la suite IP...P...I...PP et signature décimale le résultat
convertit en décimal.

L’intérét de la signature décimale réside essentiellement dans la facilité d’une lecture plus concise.

Une combinaison de bits 0 et 1 ne correspond pas forcément a une suite IP...P...I...PP engendré par ’algorithme de
Collatz. Par exemple, on n’a jamais deux étapes impaires | accolées et ainsi 1 suivi de 1 n’apparait jamais dans une
signature binaire licite.

Définition 6

Nous appelons signature licite (ou permissible, acceptable, Iégitime...) celle qui ne va pas a I’encontre des régles de
I’algorithme de Collatz pour un vol en altitude.

Considérons par exemple la signature binaire 1000. Elle n’est pas licite car le nombre d’étapes paires w est supérieur a
ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1, ou v est le nombre d’étapes impaires. Le temps de vol en altitude est dépassé dans cette écriture. De
méme, 1’écriture 1000101010100 n’est pas licite, méme si on a bien globalement w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1, car le temps de
vol a été dépassé prématurément en écrivant 1000 en début de séquence. Pour une signature binaire quelconque, il convient
de vérifier la validit¢é de I’écriture a chaque nouvelle étape paire intermédiaire. Par exemple, pour la signature
101010101010100100001000, les vérifications intermédiaires qui s’imposent sont a mener en vy =7, w; = 8, v, = 8, w, = 12
et v; = 9, wy = 15. Nous avons : w; = 8 < ent(In(3)/In(2).v)+1 = 12, w, = 12 < ent(In(3)/In(2).vy)+1 = 13, wy = 15 =
ent(In(3)/In(2).v3)+1 ce qui correspond bien a une signature licite.

Théoréme 2
Les signatures binaires d’un plan donné du triedre de Pascal sont toutes de méme taille.

En effet, tous les nombres du plan v ont un vol en altitude avec v étapes impaires et w = ent(In(3)/In(2).v)+1 étapes paires et
ainsi la taille des signatures est identique et égale a v+w.
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Exemple numérigue

Recherchons les signatures pour tous les objets d’un plan v du triédre de Pascal des associés, par exemple pour v =5 (w =8,
modulo 256) comprenant #(v)= 7 éléments, a savoir 39, 79, 95, 123, 175, 199, 219.
Il vient en ordonnant suivant les valeurs décroissantes des équivalents décimaux le tableau suivant :

Obijets Signatures binaires Signatures décimales
95 1010101010000 5456
175 1010101001000 5448
79 1010101000100 5444
39 1010100101000 5416
199 1010100100100 5412
219 1010010101000 5288
123 1010010100100 5284

4 Construction de tableaux de signatures.

Nous proposons a présent un jeu de construction qui nous conduira a notre objectif géographique. Nous savons que, pour un
plan donné du triedre de Pascal, tous les associés ont méme taille de signatures. Nous nous proposons donc d’écrire celles-ci
de fagon exhaustive selon deux classements particuliers.

Le premier classement nous servira a établir un ensemble de propriétés modulo 2% des éléments d’un plan du triédre de
Pascal constituant 1’essentiel de la dite géographie.

Le second classement permettra de dénombrer les effectifs des dits plans et d’établir le théoréme correspondant (au lieu
d’une conjecture cf. article antérieur).

Passons au premier classement. A titre d’exemple, nous choisissons le plan v = 7 en montrant comment 1’appliquer
systématiquement a n’importe quel plan v.

Col 1 Col 2 Col 3 Col 4 Col 5 Col 6
Lig 1/1010101010101000000{1010101010100100000{1010101010010100000{1010101001010100000{1010100101010100000{1010010101010100000
Lig 2 1010101010100010000{1010101010010010000|1010101001010010000|1010100101010010000|1010010101010010000
Lig 3 1010101010100001000{1010101010010001000|1010101001010001000|1010100101010001000|1010010101010001000
Lig 4 1010101010001010000(1010101001001010000/1010100101001010000|1010010101001010000
Lig 5 1010101010001001000(10101010010010010001010100101001001000|{1010010101001001000
Lig 6 1010101000101010000(1010100100101010000(|1010010100101010000
Lig7 1010101000101001000(1010100100101001000(|1010010100101001000

Construction de la premiere ligne :

Pour le plan v, nous avons pour tout élément, v étapes impaires et w étapes paires. La premiére signature sera obtenue en
placant les étapes impaires le plus a gauche, d’ou pour v =7 (et w = 12) la combinaison suivante 101010101010(10)00000.
Partant de ce nombre, la derniére séquence 10 (a droite) est ensuite permutée donnant 101010101010(01)00000 qui est
retenue si elle est une signature licite (ce qui est bien le cas ici). Ensuite, a gauche de cette permutation, nous effectuons une
nouvelle permutation donnant 1010101010(01)(01)00000. Puis nous recommencons 10101010(01)(01)(01)00000, puis
101010(01)(01)(01)(01)00000, puis 1010(01)(01)(01)(01)(01)00000, puis 10(01)(01)(01)(01)(01)(01)00000. Cette derniere
étape doit étre rejetée car elle s’arréte en altitude aprés la séquence 100. Celle-ci n’est donc pas licite comme expliquée plus
haut.

Cette mode de construction sera utilisé de la méme maniére quel que soit le plan v et s’arrétera toujours au bout
d’exactement v-1 étapes (y compris 1’étape initiale). D’ou, un tableau a v-1 colonnes.

Lemme 1

Les signatures obtenues par permutations de (10) en (01) telles que définies ci-dessus sont toutes licites.

Démonstration

Apres une multiplication par 3 (et ajout de 1), il faut au moins 2 étapes paires pour redescendre au-dessous du premier
nombre (et donc éventuellement quitter le vol en altitude). Lorsque 1’on effectue deux multiplications (multiplication
supérieure a 9), il faut 4 étapes paires, donc une séquence de type (101000) avec trois 0 a la fin pour descendre au-dessous
du vol en altitude. Il en est de méme a I’intérieur d’une séquence plus longue. Cet arrangement de trois zéros successifs

n’apparait jamais dans le jeu de construction par permutations de doublets décrit plus haut. Les v-1 signatures décrites sont
donc bien licites.
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Construction des colonnes :

La premiére ligne étant réalisée, le classement par colonne se fait uniquement en repoussant progressivement vers la gauche
tour a tour les 1 successifs en commengant par celui le plus a gauche et en respectant les régles d’une signature licite.

Pour la colonne 2, on a ainsi

1010101010100100000
1010101010100010000
1010101010100001000

Le suivant dans I’ordre n’est pas licite car la séquence entre parenthése achéve le vol en altitude et cette signature appartient
donc a un autre plan (le plan v-1 =6) :

|(1010101010100000)100]

Revenant alors a la premiére ligne, en reculant le second 1 le plus a droite, nous obtenons :

|1010101010010100000]

Celui-ci n’est autre que le premier élément de la troisiéme colonne qui sera ensuite 1’objet de la poursuite du processus.
Arrétons-nous cependant encore un peu sur la seconde colonne.

Lemme 2

Le nombre d’éléments de la seconde colonne est donné par :

#(col2,plan v) = w(v-1)-v(v)-1

Démonstration

Le nombre de 0 en fin de signature a la premiere ligne est w(v)-v(v). Dans cette écriture, nous signifions le nombre d’étapes
impaires v = v(v) et d’étapes paires W = w(v) du plan v. La taille de la séquence illicite (entre parentheses plus haut) est
donnée par v(v-1)+w(v-1) puisque appartenant au plan v-1 et nous avons donc v(v)+w(v)-(v(v-1)+w(v-1)) chiffres qui le
suivent, le premier étant 1 et les autres des 0. Ainsi, le nombre de décalages possibles est exactement (w(v)-v(v))-
(v(v)+w(v)-v(v-1)-w(v-1)) auquel il faut rajouter la solution de la premiére ligne, soit v(v-1)+w(v-1)-2.v(v)+1, et comme
v(v) = v(v-1)+1, nous avons donc un total de w(v-1)-v(v-1)-1 signatures. Dans I’exemple, le plan v = 6 correspond a w = 10
et on a ainsi 10-6-1 = 3 signatures dans la premiére colonne du planv =7.

Nous avons fait ce calcul dans le but de montrer I’'importance de la connaissance du rang v-1 pour la détermination des
effectifs du rang v. L’objet n’est pas ici de recommencer une étude approfondie du dénombrement des éléments d’un plan
du triedre de Pascal. Pour aller plus loin, le lecteur se référera a nos autres articles.

De la méme maniére que nous avons élaboré la seconde colonne jusqu’a obtenir le premier élément de la troisiéme colonne,
nous pouvons obtenir successivement les signatures des autres colonnes. Le passage d’une colonne a ’autre se fait au
moment ou apparait 1’élément de téte de colonne de la suivante tel que décrit plus haut.

Lemme 3

A droite d’une signature licite existe toujours une signature licite et ceci jusqu’a la colonne v-1.

Démonstration

L’ espace entre les étapes impaires 1 se resserre en allant vers la droite avec le schéma de construction choisi, ce qui rend
impossible une signature illicite.

Théoréme 3

Le tableau des signatures est exhaustif a la colonne v-1.

Démonstration

Pour une colonne donnée, il ne peut y avoir d’autres éléments sur une ligne quelconque si la premiére ligne échoue car un

décalage du dernier 1 vers la droite rend la signature encore « plus » illicite. Comme il n’y a pas de premier élément a la
colonne v, ce qui est le cas, il ne peut y en avoir d’autre au-dessous.
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Du lemme et du théoréme précédents découlent la forme particuliere des plans du triedre de Pascal avec des colonnes
complétement remplies de plus en plus longues par a-coup en allant vers la droite.

Théoréme 4

Les différences de signatures binaires (lorsque les deux signatures existent) entre colonnes sont des constantes :

su(i,j)-s\(i,j-1) = cte(j) 2
Démonstration

Voyons cela par un exemple comme précédemment :

Col 3 Col 4
10101010(10)010100000 10101010(01)010100000
10101010(10)010010000 10101010(01)010010000
10101010(10)010001000 10101010(01)010001000
10101010(10)001010000 10101010(01)001010000
10101010(10)001001000 10101010(01)001001000

10101010(00)101010000
10101010(00)101001000

Par construction, les éléments en regard d’une colonne a I’autre se distinguent par la méme permutation au méme endroit
dans la signature, le reste de celle-ci, a gauche et a droite, étant identique de 1’un a I’autre. Leurs différences sont donc
identiques (ici 2000000000 = 2°).

Nota :

Il en est évidemment de méme des signatures décimales.

Propriété 1

La différence entre les deux premiéres colonnes est égale a 2" et elle augmente colonne aprés colonne d’un facteur 4.

v w Zw—v 2w-v+2 2w-v+4 2W—V+6 2W—V+8 2W—V+ 10 2W-V+12
3 5 4

4 7 8 32

5 8 8 32 128

6 10 16 64 256 1024

7 12 32 128 512 2048 8192

8 13 32 128 512 2048 8192 32768

9 15 64 256 1024 4096 16384 65536 | 262144

Démonstration

Reprenons d’abord I’exemple des signatures pour le plan v = 7 (w = 12). Aller de gauche & droite de ce tableau consiste
simplement, pour trouver 1’élément de la colonne suivante, a permuter le 0 avec le 1 qui le précéde en position w-v-1+2c en
partant de la droite, ¢ étant le numéro de la colonne. Par exemple, pour la ligne 5, la permutation dans
10101010(10)001001000 en colonne 3 s’effectue en position 12-7-1+6 = 10 (et en position 11 pour le 1) pour donner
10101010(01)001001000. Ce dernier 101010(10)01001001000 en colonne 4 se fait en position 12-7-1+8 = 12 pour donner
101010(01)01001001000. Lui-méme 1010(10)0101001001000 en colonne 5 se fait en position 12-7-1+10 = 14 pour donner
1010(01)0101001001000.

Ces permutations de (10) en (01) sont appliquées de fagon systématique pour un plan v quelconque en partant toujours
d’une signature de type 101010101010...100000...0, puis en se décalant progressivement par des paires (10) depuis celle se
trouvant le plus a droite vers celles a gauche jusqu’a atteindre la premiére signature illicite.

La traduction décimale d’une telle écriture est alors bien une différence de 2"” pour le passage de la colonne 1 a 2 (les
valeurs diminuent), puis une augmentation progressive de différences, colonne par colonne, d’un facteur de 4.

Théoréme 5

Les différences de signatures binaires (lorsque les signatures existent) entre lignes sont des constantes :

sy(1.J)-su(i-1,j) = ctey(i) ©)
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Démonstration

Nous donnons deux exemples pour le planv =7

Col 2

Col 3

Col 4

Col 5

Col 6

Lig1

1010101010100(10)0000

1010101010010(10)0000

101010100

1010(10)0000

1010100101010(10)0000

Lig 2

1010101010100(01)0000

1010101010010(01)0000

1010101001010(01)0000

1010100101010(01)0000

Col 3

Col 4

Col 5

Col 6

Lig 3

10101010100(10001)000

10101010010(10001)000

10101001010(10001)000

10100101010(10001)000

Lig 4

10101010100(01010)000

10101010010(01010)000

10101001010(01010)000

10100101010(01010)000

1010010101010(10)0000
1010010101010(01)0000

Il ne s’agit plus ici d’une simple permutation en général, mais par construction, d’entités identiques qui changent en des
positions identiques. Les différences restent constantes.

Nota :

Il en est évidemment de méme des signatures décimales.

Propriété 2

La différence de signatures entre les deux premiéres lignes est égale & 2",

Le lecteur peut constater ceci sur les quelques exemples données dans le tableau présenté ci-dessous. Nous avons bien 4 =
2551 g = 21061 16 = 217 etc. La propriété n’est pas démontrée ici (n’en ayant pas pour les autres lignes).

L’anticipation des valeurs de ces différences entre lignes permettrait de déduire les associés d’un plan quelconque du triédre
et est donc de la plus grande importance. Nous donnons d’abord de quelques exemples des différences décimales entre
lignes constatées avant d’en faire une analyse en donnant ici la derniére colonne du tableau complet :

v=5 V=6 v=7 v=28 v=9 v=10
w=28 w=10 w=12 w=13 w=15 w=16
Aw =1 Aw =2 Aw =2 Aw =1 Aw =2 Aw =1
4 8 16 16 32 32 Suitel Suite2
32 8 8 16 16 52 4
56 4 8 8 8 124
8 52 104 4 4 4
248 8 16 100 28 852
8 4 8 16 4 8
28 56 8 212 4
4 8 4 8 28
212 32 52 4 4
8 392 8 28 124
4 16 4 4 4
28 8 28 124 31236
4 56 4 4 16
980 8 388 852 8
8 32 16 8 4
4 216 8 4 52
28 8 4 28 8
4 32 52 4 4
1672 8 124 28
16 4 4 4
8 28 6660 212
56 4 16 8
8 212 8 4
32 8 4 28
216 4 52 4
8 28 8 124
32 4 4 4
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Ce tableau offre des pistes d’anticipation. Le principe est de déduire les valeurs au rang v a partir de celles au rang v-1.

v=5 v=7 v=38 v=9 v=10
w=28 w=10 w=12 w=13 w=15 w=16
Aw =1 Aw =2 Aw =2 Aw =1 Aw =2 Aw =1
7816 124 28 852
16 4 4 8
8 1540 212 4
56 16 8 28
8 8 4 4
32 4 28 124
4

A cette fin, nous avons placé en entéte les valeurs de

Comme w = ent(Ln(3)/Ln(2).v)+1, Aw au rang v (not¢ Aw(v) ou Aw,) est égal soit & 1, soit a 2. 1l est aisé de constater,
qu’en premiére ligne, les différences de signatures décimales cte,(0) sont multipliées par Aw(v) en passant de v-1 & v. Ceci
se déduit immédiatement aussi du rapport des valeurs annoncées précédemment au rang v-1 (a savoir
v (& savoir 2" soit donc précisément un rapport de 2*"™* = si(Aw(v) = 1,1,2). Cette régle de multiplication de la

Aw, = Aw(v) = w(v) — W(V-1) = Wy, — Wy

premiére ligne est en fait général jusqu’a un certain point que nous allons décrire a présent.

Le passage du rang v-1 au rang v se fait par multiplications par Aw(v), par décompositions (splittings) et par ajouts de

nouveaux éléments :
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2w(v-1)-(v-1)-1

v=5 V=06
w=38 w =10
Aw =1 Aw=2
4 8 Multiplication (8 = 4.Aw).
32 Ajout.
v=6 v=7
w=10 w=12
Aw =2 Aw=2
8 16 Multiplication (16 = 8.Aw).
32 8 Multiplication (64 = 32.Aw).
56 Décomposition (64 = 8+56).
8
248 Ajout
8
v=7 v=38
w=12 w =13
Aw =2 Aw=1
16 16 Multiplication (16 = 16.Aw).
8 8 Multiplication (8 = 8.Aw).
56 4 Multiplication (56 = 56.Aw).
52 Décomposition (56 = 4+52).
8 8 Multiplication (8 = 8.Aw).
248 4
28 Multiplication (248 = 248.Aw).
4 Décomposition (248 = 4+28+4+212).
212
8 8 Multiplication (8 = 8.Aw).
4
28
4
920 Ajout
4
28
4
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v=8 v=9
w =13 w =15
Aw =1 Aw =2
16 32 Multiplication par Aw.
8 16 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
52 104 Multiplication par Aw.
8 16 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
28 56 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
212 32 Mlultiplicat_i(_)n 424 = 212. Aw.
392 Décomposition (424 = 32+392)
8 16 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
28 56 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
32
216 S B
980 8 Myltlpllcat_lgn 1960 = 980.Aw.
30 Décomposition (1960 = 32+216+8+32+1672)
1672
8 16 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
28 56 Multiplication par Aw.
4 8 Multiplication par Aw.
32
216
8
32
7%6 Ajout
8
56
8
32
v=9 v=10
w=15 w =16
Aw =2 Aw =1
32 32 Multiplication par Aw.
16 16 Multiplication par Aw.
8 8 Multiplication par Aw.
104 4 M,ultiplicat.iqn par Aw.
100 Décomposition.
16 16 Multiplication par Aw.
8 8 Multiplication par Aw.
56 4 Multiplication par Aw.
52 Décomposition.
8 8 Multiplication par Aw.
32 4 Multiplication par Aw.
28 Décomposition.
392 4 Myltiplicat_ic_m par Aw.
388 Décomposition.
16 16 Multiplication par Aw.
8 8 Multiplication par Aw.
56 4 Multiplication par Aw.
52 Décomposition.
8 8 Multiplication par Aw.
32 4 Multiplication par Aw.
28 Décomposition.
216 4 Multiplicat_i(_)n par Aw.
212 Décomposition.
8 8 Multiplication par Aw.
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v=10
w =16
Aw =1

28

Multiplication par Aw.
Décomposition.

124

1540

Multiplication par Aw.
Décomposition.

Multiplication par Aw.

Multiplication par Aw.

Multiplication par Aw.
Décomposition.

Multiplication par Aw.

Multiplication par Aw.
Décomposition.

216

212

Multiplication par Aw.
Décomposition.

Multiplication par Aw.

32

28

Multiplication par Aw.
Décomposition.

7816

124

852

28

124

6660

Multiplication par Aw.
Décomposition.

16

Multiplication par Aw.

Multiplication par Aw.

56

Multiplication par Aw.
Décomposition.

Multiplication par Aw.

32

Multiplication par Aw.
Décomposition.

212

28

124

852

28

124

31236

212

Ajout




v=10
w =16
Aw =1

4
28
4
124
4
852
8
4
28
4
124
4

L’exemple de 1’évolution du rang v = 9 au rang v = 10 montre la rapide complexification de la décomposition pour des
rangs de plus en plus grands. Les rangs ou Aw = 1 semble montrer une plus forte augmentation de la complexité par rapport
aux rangs Aw = 2, aussi bien pour les décompositions (tableau précédent) que pour les ajouts (récapitulation ci-dessous).
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v=5 v=6 v=7 v=8 v=9 v=10 v=11
w=2_8 w=10 w=12 w=13 w =15 w=16 w=18
Aw=1 Aw =2 Aw =2 Aw =1 Aw =2 Aw =1 Aw =2
/ 32 8 4 32 4 32
248 28 216 124 984
8 4 8 4 8
980 32 852 32
8 7816 8 6792
4 16 4 16
28 8 28 8
4 56 4 56
8 124 8
32 4 32
31236 216
16 8
8 32
4 984
52 8
8 32
4 249832
28 32
4 16
212 8
8 104
4 16
28 8
4 56
124 8
4 32
852 392
8 16
4 8
28 56
4 8
124 32
4 216
8
32




oo O1

= <

v=10
w=16
Aw =1

v=11
w=18
Aw =2

1672

16

8

56

8

32

216

8

32

984

8

32

6792

16

8

56

8

32

216

8

32

984

8

32

Dans cette récapitulation des ajouts, nous avons fourni les données d’un rang supplémentaire (v = 11).
Nous divisons I’ensemble des valeurs par 4.Aw(v), ce qui donne un nouveau tableau :
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v=5 V=06 v=7 v=_8 v=9 v=10 v=11
w=38 w=10 w=12 w=13 w=15 w=16 w=18
Aw=1 Aw =2 Aw =2 Aw =1 Aw =2 Aw =1 Aw =2
1 1 1
/ 4 31 7 31 4
27
1 1
1 4 2;3
245 977 1 123
1 2 5 7 1
1 4
7 1
7 1
1 31
4
1
1665
4 849
2 2
1 1
13 7
2 1
1 4
7
1 27
1 1
53 4
2
1 123
7 1
4
1
31




8 v=9 v=10 v=11
13 w =15 w=16 w=18
Aw =1 Aw =2 Aw =2 Aw =1 Aw =2 Aw =1 Aw =2

~NR, NP R

[EEN

31229

n ) NS [N
ArNrNMORARD N N AR NP PRPNOA
[{o}

N
NN

o) [N
rrrNrRrwRrPOERAPRN
© w

123
1
4

Dans ce tableau, ou nous avons gardé I’ordre d’apparition, nous avons regroupé les valeurs de telle maniére que les sommes
soient égales a des puissances de 2, a I’exception du premier ou du dernier trongon devant étre rajouté aux autres pour avoir
la méme propriété de puissances de 2.

Lorsque Aw(v-1) = 2, (au rang v-1 donc,) la premiére ligne de chaque case et de chaque subdivision vaut 1.

Lorsque Aw(v-1) = 1, alors c’est la derniere ligne de chaque case et subdivision qui vaut 4.
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Ces quelques exemples montrent I’importance des puissances de 2 et de ce que nous appellerons 1’ « historique », a savoir
ici les rangs précédents avec les valeurs de Aw(v) et Aw(v-1). Nous avons dressé des tableaux des différences cte,(i)
jusqu’au rang v = 17 (tableau comprenant alors 312455 associés). Pour une étude approfondie, la présentation des tableaux
dans leur intégralité est nécessaire. Pour un repérage complet, nous allons noter les éléments du tableau au rang v par
ddsl,(i,j), avec i indice de ligne et j indice de colonne (i = 1 et j = 1 pour le premier élément en haut a gauche).

En voila les premiers (tableaux d’origine) apres divisions par 4. Aw(v) :

v=5
L+ [ 1 [ 1 |
V=06
1 1 1 1
4 4 4
v=7
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
7 7 7 7
1 1 1 1
31 31 31
1 1 1
v=38
4 4 4 4 4
2 2 2
1 1
13 13 13 13 13
2 2 2
1 1
7 7
1 1
53 53 53 53
2 2 2 2
1 1
7 7 7 7
1 1
245 245 245
2 2 2
1 1 1
7 7 7
1 1 1

Un ensemble de regles va nous permettre de passer d’un tableau au suivant (et inversement au précédent).

Régle 1. Régle des effectifs du tableau d’origine des différences de signatures ddsl,(i.j).

Cette regle est triviale mais néanmoins nécessaire.
Le nombre d’éléments d’une colonne du tableau ddsl, est égal a celle du tableau des associés moins 1 :

%, #ddsly(i.j) = =i #au(ij) -1 (4)

Les effectifs du tableau des associés sont obtenus en se reportant a 1’étude faite dans nos articles antérieurs [1] et [2].
Nous avons ainsi pour X; #a,(i,j) et X; #ddsl,(i,j) respectivement (premiére et seconde lignes) :

v=5
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v=7
1 3 5 7 7 7
0 2 4 6 6 6
v=_8
1 4 9 14 19 19 19
0 3 8 13 18 18 18
v=9
1 4 10 19 28 37 37 37
0 3 9 18 27 36 36 36
v=10
1 5 14 30 53 76 99 99 99
0 4 13 29 52 75 98 98 98
v=11

1 5 15 34 65 | 108 | 151 | 194 | 194 | 194
0 4 14 33 64 | 107 | 150 | 193 | 193 | 193

Cette régle permet de n’étudier que la derniére colonne et revenir ensuite sur les autres éléments en fin d’étude.
La deuxiéme regle s’attache ainsi a cette derniére colonne.

Régle 2. Régle des effectifs de premiere génération.

La régle consiste a reprendre la seconde ligne des tableaux précédents et a effectuer les différences colonne a colonne.

v=5
1 1 1
1 / /
V=06
1 2 2
1 1 / /
v=7
2 4 6 6 6
2 2 2 / /
v=2_8
3 8 13 18 18 18
3 5 5 5 / /
v=9
3 9 18 27 36 36 36
3 6 9 9 9 / /
v=10
4 13 29 52 75 98 98 98
4 9 16 23 23 23 / /
v=11

4 14 | 33 64 | 107 | 150 | 193 | 193 | 193
4 10 19 | 31 | 43 | 43 | 43 / /

Du fait de I’algorithme qui donne les effectifs du triedre de Pascal, nous aurons systématiquement trois colonnes identiques
suivies de deux nuls dans chacune des secondes lignes précédentes (pour v > 7).

Cette régle permet de dresser des tableaux de la derniere colonne suivant les dits effectifs successifs et cette étape peut étre
effectuée a I’envers. Ces tableaux sont appelés de premiere « génération » :
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245

977

27

53

209
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4 4 4 4 4
27 27 27 27 27
1 1 1 1 1
4 4 4 4 4
209 209 209 209
2 2 2 2
1 1 1 1
7 7 7 7
1 1 1 1
4 4 4 4
27 27 27 27
1 1 1 1
4 4 4 4
123 123 123 123
1 1 1 1
4 4 4 4
849 849 849
2 2 2
1 1 1
7 7 7
1 1 1
4 4 4
27 27 27
1 1 1
4 4 4
123 123 123
1 1 1
4 4 4

Nous pouvons appeler aussi cette regle, la régle du lieu des maximaux (de premiere génération), car par construction des
signatures, la différence des signatures sera ici toujours supérieure a toutes celles qui précédent. C’est en fait la situation qui
amenerait le lecteur, en absence de connaissance approfondie de 1’algorithme au changement de colonne.

Du fait également de la maniéere dont sont faites les signatures, toutes les lignes du tableau obtenues ainsi sont a éléments
identiques, sauf les vides en téte de lignes et la premieére ligne.

Reégle 3. Regle des sommes de colonnes.

Notons la somme de la colonne j par sddsl,(j) = X; ddsl,(i,j).
Nous avons alors :

sddsl,(j) = 4.Aw(v).sddsl,.1(j-1) (5)
Exemples :
Y Aw(V) sddsl,(1) | sddsl,(2) sddsl,(3) sddsl,(4) sddsl,(5) sddsl,(6) sddsl,(7)
6 2 1 4
7 2 3 8 32
8 1 7 24 64 256
9 2 7 28 96 256 1024
10 1 15 56 224 768 2048 8192
11 2 15 60 224 896 3072 8192 32768

Cette regle permet connaissant les éléments de la derniére colonne du tableau précédent de déduire tous les éléments de la
premiére ligne a partir de la connaissance du rang v-1.

Ceci permet alors de se concentrer uniquement sur la derniere colonne du tableau.

Régle 4. Régle des maximaux.

Le principe est ici de continuer le processus des maximaux sur la derniere colonne du tableau déja obtenu et de le répéter
tant que des maximaux se présentent, la seule exception qui est faite est le premier élément qui est mis en premiére colonne.

Pour v = 11, nous aurons ainsi un tableau de deuxiéme « génération » :
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31229 4 13 49 209 849
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

7 7 7 7
1 1 1 1
4 4 4 4
27 27 27
1 1 1
4 4 4
123 123
1 1
4 4

Puis de troisieme génération :

849 2 7 27 123
1 1 1 1
4 4 4

Régle 5. Regle des modéles.

Il existe 5 modeles finaux au processus des maximaux pour v < 18.

Il s’avére que I’historique doit étre analysé au moins jusqu’au rang v-4 pour faire part de I’origine de ces mode¢les.

Nous donnons ci-dessous ces modeles en commencant par les « historiques » leur donnant lieu :

Modeéle 1 :

Modele 2 :

Modele 3 :

Modele 4 :

Modele 5 :

La liste des v entre parenthéses correspond a I’historique des Aw(v-k) mais nous n’avons pas vérifié si le modele était bon.

P 20/83

Listes des v 8 10 5 9 6
13 15 7 14 11
(20) (22) 12 (21) 16
(25) 27) 17 (26) (18)
(19) (23)
(24) (28)
(29) (30)
Aw(v-1) 2 2 2 1 1
Aw(v-2) 2 1 1 2 2
Aw(v-3) 1 2 2 2 1
Aw(v-4) 2 2 1 1 2
Modeéles 1 2 3 4 5
245 2 7
1 1
213 2 7 31
1 1 1
981 2 7 31
1 1 1
977 2 7 27
1 1 1
4 4
849 2 7 27 123
1 1 1 1
4 4 4




11 faut noter que pour les petits v, le modele complet n’apparait pas faute de suffisamment d’éléments en nombre suffisant,
mais seulement la partie finale.
Ainsi, pour v = 6, le modéle 5 se réduit a :

[N

Pour v=>5etv =7, le modéele 3 se réduit respectivement a :

et 2 7 31

Propriété 3

La somme de la derniére colonne d’un modéle complet est une puissance de 2.

La somme de I’ensemble des ¢léments d’un modéle complet est encore une puissance de 2.

De plus, la somme de I’ensemble des éléments et la somme de la derniére colonne de chaque génération sont des puissances
de 2.

Reégle 6. Regle des effectifs des i-emes générations.

Les coupures sur éléments maximaux correspondent & la continuation de la régle 2 par soustraction d’effectifs colonne a
colonne.

Par exemple pour v =11

Origine 4 14 | 33 | 64 | 107 | 150 | 193 | 193 | 193
Premiére géneération 4 10 19 | 31 | 43 | 43 | 43 / /
Deuxiéme génération (1) 3 6 9 12 12 / / / /
Troisiéme génération (1) 2 3 3 3 / / / / /
Quatrieéme génération (1) 1 1 / / / / / / /

Le lecteur pourra constater dans I’exemple donné pour la régle 4 que les effectifs de deuxieme et troisieme générations sont
bien ceux attendus. Par ailleurs, nous avons prolongé ici le décompte au-deld du modele 5 adopté plus haut, qui aboutirait a :

| 123 | 1 | 4 |

Les effectifs d’une génération a 1’autre augmentent soit d’une unité, soit de deux unités (en relation avec I’historique des Aw
bien sar).

En remontant les générations a rebours, il est envisageable de revenir au tableau initial a condition de maitriser les valeurs
des éléments de la premiére ligne.

Pour v = 11, récapitulons ceux-ci :

Premiére génération 8 25 93 381 1533 6653 31229
Deuxiéme génération | (31229) 4 13 49 209 849

Troisiéme génération | (849) 2 7 27 123

Quatriéme génération | (123) 1 4

Appelons tableau des récapitulations le tableau précédent et, pour nous, la premiére colonne sera maintenant celle apres les
nombres entre parenthéses.

Régle 7. Régle des puissances de 2.

La premiére colonne du tableau des récapitulations sont puissances décroissantes de 2 aboutissant a 1

Régle 8. Régle de construction du modéle.

La construction du modéle requiére les deux derniéres générations jusqu’a v < 18.
Le dernier élément de la derniére génération (derniére ligne a droite non vide) est égal 1 ou 4 en cohérence avec le modéle a
I’ceuvre. Il sera donc en premier colonne pour les modeles 1 a 3 et en seconde pour les modeles 4 et 5.
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Régle 9. Régle d’extension du modéle.

Un modele donne naissance a des extensions communes.

Nous reviendrons sur cette notion plus loin avec davantage de précisions.

Pour I’instant, donnons quelques exemples en rajoutant en fin de tableaux les rangs concernés et leurs historiques Aw(v),
Aw(v-1), Aw(v-2), Aw(v-3), ..., Aw(6).

Cet historique est arrété au niveau de Aw(6) car ce rang est bien, aprés vérification, le rang adapté a la méthode proposée.

Extension du Modeéle 1
32 97 361 1449 5801 24233 97961 425641 | 1998505
16 49 185 761 3065 13305 54265
8 25 97 417 1697 7841
4 13 53 245
2 7
1
v=13 1 2 2 1 2 1 2 2
v=28 1 2 2
Extension du Modele 2
64 193 713 2793 11241 46057 185321 | 775145 | 3134441 |13620201|63951849
32 97 361 1417 5769 24201 97929 | 425609 | 1736329
16 49 185 729 3033 13273 54233 250841
8 25 97 385 1665 7809
4 13 53 213
2 7 31
1
v=15 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=10 1 2 1 2 2
Extension du Modéle 3
128 | 385 (1417|5545 | 22185 | 88745 | 359081 | 1473193 | 5929641 | 24804009 |100301481|435845801|2046458537
64 |193|713|2793 | 11241 | 45033 | 184297 774121 | 3133417 |13619177 | 55562217
32 | 97 | 3611417 | 5769 | 23177 | 96905 | 424585 | 1735305 | 8026761
16 | 49 |185| 729 | 3033 | 12249 | 53209 249817
8 25 | 97 | 385 | 1665 | 6785
4 13 | 53 | 213 | 981
2 7 | 31
1
v=17| 1 | 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=12| 2 | 2 1 2 1 2 2
v=T7| 2 2
v=5| 1

Le 1 du rang 5 en derniére ligne est barré du fait que 1’historique est déja hors champs. Cependant, cette valeur est rappelée
ici pour la parfaite compréhension de la suite.

Extension du Modeéle 4

32 97 357 1413 5765 23173 96901 | 391813 | 1702533 | 7993989

16 49 181 725 3029 12245 53205 | 217045

8 25 93 381 1661 6781 31357

4 13 49 209 977

2 7 27

1 4
v=14 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=9 2 1 2 2
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Extension du Modéle 5

64 | 193 | 709 2789 11109 44901 184165 |741221|3100517 |12537701 | 54480741 | 255807333
32 97 357 1413 5637 23045 96773 |391685 | 1702405 | 6945285
16 49 181 725 2901 12117 53077 |216917 | 1003349
8 25 93 381 1533 6653 31229
4 13 49 209 849
2 7 27 123
1

4

v=16| 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=11| 2 1 2 1 2 2

V=6 2

Le lecteur remarquera sans peine que toute colonne avec le méme nombre en bout de chaine est identique sur toute sa
hauteur quel que soit le modéle.

Régle 10. Régle des crans.

Les historiques réglent les crans de 1 ou 2 unités en remontant les modéles.

Les historiques sont composés, comme nous le savons déja, de 1 isolé, de 2 isolé ou de 2 en paire.
Nous avons alors :

1 isolé sur colonne j Décalage d’un cran sur colonne j
2 isolé sur colonne j Pas de décalage d’un cran
2 en paire sur colonne j et colonne j+1 Décalage d’un cran de la paire sur colonne j et colonne j+1

Reégle 11. Regle affine.

L’¢élément rm(i,j) du tableau des récapitulations en position (i,j) se déduit de celui en position (i+1,j) par :

Mgy (1) = 2.Fmag(i+1,])-Ctemao () (6)

0U Ctemq(j) sont des constants pour un modele et une colonne donnee.
Pour chaque modéle, nous donnons ci-dessous les valeurs de ctep(j).

Ctem(k)(l) Ctem(k)(Z) Ctem(k)(3) Ctem(k)(4) Ctem(k)(S) Ctem(k)(6) Ctem(k)(7) Ctem(k)(S) Ctem(k)(Q) Ctem(k)(lo)
Modele 1 0 1 9 73 329 2377 10569
Modele 2 0 1 9 41 297 2345 10537 76073 338217
Modele 3 0 1 9 41 297 1321 9513 75049 337193 | 2434345
Modele 4 0 1 5 37 293 1317 9509 42277 ...
Modele 5 0 1 5 37 165 1189 9381 42149 304293

Examinons les soustractions colonne a colonne :

ctem(k)(j)-ctem(k)(j-l)
Modele 1 1 8 64 256 2048 8192
Modele 2 1 8 32 256 2048 8192 65536 262144
Modele 3 1 8 32 256 1024 8192 65536 262144 | 2097152
Modele 4 1 4 32 256 1024 8192 32768
Modele 5 1 4 32 128 1024 8192 32768 262144

1l s’agit tout naturellement de puissances de 2 encore, avec des bonds de 2 ou 3 d’une colonne a la suivante :

Puissances de 2 de ctemu(j)-Ctemag(i-1)
Modele 1 0 3 6 8 11 13
Modéle 2 0 3 5 8 11 13 16 18
Modéle 3 0 3 5 8 10 13 16 18 21
Modéle 4 0 2 5 8 10 13 15
Modéle 5 0 2 5 7 10 13 15 18

En faisant ensuite le rapprochement avec 1’historique Aw(v-k) des modéles, nous observons un comportement commun qui
nous fait réecrire ctem(j) sous une forme ne dépendant pas d’un modéle mais simplement de v :
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cte,(1) =0
cte,(2) =1

Ctev(3) - 1+2AW(V-1)+1

(7
(8)

(

9

Ctey(j) = 1+280-4 +2Aw(v-2')'+'1 4 AW

(10)

L’¢élément rpygq(i,j) du tableau des récapitulations s’affranchit ainsi dans I’expression récursive du modéle :

r(ij) = 2. (i+1,j)-ctey(j)

(11)

Il nous reste a trouver les valeurs des fins de colonne pour maitriser tous les aspects de la routine.

Pour cela, nous allons d’abord réaliser deux tableaux que nous juxtaposons :

m 2™t 2™+1 | (2™+1)2™! 2me 2" si(m) | s2(m) st(m)
o0 o0 0 2 o0 o0 o o0 4
9 256 513 2,00390625 2048 512 4104 1025 | 4,00390244
8 128 257 2,0078125 1024 256 2056 513 4,00779727
7 64 129 2,015625 512 128 1032 257 4,0155642
6 32 65 2,03125 256 64 520 129 4,03100775
5 16 33 2,0625 128 32 264 65 4,06153846
4 8 17 2,125 64 16 136 33 4,12121212
3 4 9 2,25 32 8 72 17 4,23529412
2 2 5 2,5 16 4 40 9 4,44444444
1 1 3 3 8 2 24 5 4,8
0 0,5 2 4 4 1 16 3 5,33333333
-1 0,25 15 6 2 0,5 12 2 6
-2 0,125 1,25 10 1 0,25 10 1,5 6,66666667
-3 0,0625 1,125 18 0,5 0,125 9 1,25 7,2
-00 0 1 00 0 0 8 1 8
Posons :
sb(m) = (2™+1)/2™* (12)
Nous avons :
sl(1)=24 (13)
s1(m) = s1(m-1)+2™2 (14)
s2(1)=5 (15)
s2(m) = s2(m-1)+2" (16)
st(m) = s1(m)/s2(m) a7

Nota : La partie des tableaux m < 0 ne sert pas a la suite et n’est la que pour montrer I’harmonie des bornes inférieures avec
les bornes supérieures : 8 = 4*2,

Nous reprenons alors les extensions de modéles et faisons les différences colonnes a colonne :

Différences colonne a colonne de ’extension du modeéle 1

65

32 264 1088 4352 18432 73728 | 327680 | 1572864
16 33 136 576 2304 10240 40960
8 17 72 320 1280 6144
4 9 40 192
2 5
1
v=13 1 2 2 1 2 1 2 2
v=8 1 2 2
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Différences colonne a colonne de [’extension du modele 2
64 129 520 2080 8448 34816 139264 | 589824 | 2359296 |10485760 50331648
32 65 264 1056 4352 18432 73728 | 327680 | 1310720
16 33 136 544 2304 10240 40960 | 196608
8 17 72 288 1280 6144
4 9 40 160
2 5 24
1
v=15 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=10 1 2 1 2 2
Différences colonne a colonne de [’extension du modeéle 3
128 | 257 |1032| 4128 | 16640 | 66560 | 270336 | 1114112 | 4456448 |18874368 | 75497472 |335544320|1610612736
64 |129|520|2080 | 8448 | 33792 | 139264 | 589824 | 2359296 | 10485760 | 41943040
32 | 65 |264|1056 | 4352 | 17408 | 73728 | 327680 | 1310720 | 6291456
16 | 33 |136| 544 | 2304 | 9216 40960 196608
8 17 | 72 | 288 | 1280 | 5120
4 9 | 40 | 160 | 768
2 5 |24
1
v=17| 1 | 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=12| 2 | 2 1 2 1 2 2
v=7| 2 | 2
v=5| 1
Différences colonne a colonne de [’extension du modeéle 4
32 65 260 1056 4352 17408 73728 | 294912 | 1310720 | 6291456
16 33 132 544 2304 9216 40960 163840
8 17 68 288 1280 5120 24576
4 9 36 160 768
2 5 20
1 3
v=14 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=9 2 1 2 2
Différences colonne a colonne de |’extension du modeéle 5
64 | 129 | 516 2080 8320 33792 139264 | 557056 | 2359296 | 9437184 | 41943040 | 201326592
32 65 260 1056 4224 17408 73728 | 294912 | 1310720 | 5242880
16 33 132 544 2176 9216 40960 |163840| 786432
8 17 68 288 1152 5120 24576
4 9 36 160 640
2 5 20 96
1 3
v=16| 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=11| 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1
v=6| 2 1 2 1 2 1
Pour finir, faisons le rapport de chaque élément d’une colonne a la précédente (sur une méme ligne) :
Rapport des différences colonne a colonne de [’extension du modeéle 1
2,03125 | 4,061538 | 4,121212 4 4,235294 4 4,444444 4,8
2,0625 | 4,121212 | 4,235294 4 4,444444 4
2,125 4,235294 | 4,444444 4 4,8
2,25 4,444444 4,8
2,5
v=13 1 2 2 1 2 1 2 2
v=_8 1 2 2
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Rapport des différences colonne a colonne de [’extension du modéle 2

2,015625 | 4,031008 4 4,061538 | 4,121212 4 4,235294 4 4,444444 4,8
2,03125 | 4,061538 4 4,121212 | 4,235294 4 4,444444 4
2,0625 |4,121212 4 4,235294 | 4,444444 4 4,8
2,125 | 4,235294 4 4,444444 4,8
2,25 | 4,444444 4
2,5 4,8
v=15 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=10 1 2 1 2 2
Rapport des différences colonne a colonne de [’extension du modéle 3
2,007813 | 4,015564 | 4 4,031008 4 4,061538 | 4,121212 4 14,235294 4 |4,444444| A8
2,015625 | 4,031008 4 4,061538 4 4,121212 | 4,235294 4 | 4,444444 4
2,03125 | 4,061538 4 4,121212 4 4,235294 | 4,444444 4 4,8
2,0625 |4,121212 4 4,235294 4 4,444444 4,8
2,125 |4,235294| 4 4,444444 4
2,25 | 4,444444 | 4 4,8
4,8
v=17 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2
v=12 2 2 1 2 1 2 2
v=7 2 2
v=5 1
Rapport des différences colonne a colonne de [’extension du modeéle 4
2,03125 4 4,061538 | 4,121212 4 4,235294 4 4,444444 4,8
2,0625 4 4,121212 | 4,235294 4 4,444444 4
2,125 4 4,235294 | 4,444444 4 4,8
2,25 4 4,444444 4,8
2,5 4
3
v=14 2 1 2 2 1 1 2
v=9 2 1 2 2
Rapport des différences colonne a colonne de [’extension du modéle 5
2,015625 4 4,031008 4 4,061538 | 4,121212 4 4,235294 4,444444 | 4.8
2,03125 4 4,061538 4 4,121212 | 4,235294 4 4,444444
2,0625 4 4,121212 4 4,235294 | 4,444444 4 4,8
2,125 4 4,235294 4 4,444444 4,8
2,25 4 4,444444 4
2,5 4 4,8
3
v=16 2 1 1 2 2 1 2 2 2
v=11 2 1 1 2 2
V=06 2

A présent, nous pouvons donner la construction des fins de colonne en faisant les rapprochements utiles.

Régle 12. Régle des fins de colonne.

Repérons par drmg(i,j) un élément d’un tableau des différences colonne a colonne de I’extension d’un mod¢le donné et par
drm(i_end,j), le dernier élément non vide d’une colonne j et par drpgo(i_end+i,j) sur la méme colonne les éléments au-
dessus décalés de i lignes.
Alors, nous avons :
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drm(k)(i_end+i, 1) =2 ]
Aw(v+2-j) = 1 isolé en colonne j drmgg(i_end+i, 2) = sb(i+1)*drmg(i_end+i, 1) = 241
drm(k)(i_end+i, J > 2) = 4*drm(k)(i_end+i, J-l)
drm(k)(i_end+i, 1) =2 )
Aw(v+2-j) = 2 isolé sur colonne j drmg(i_end+i, 2) = sb(i+2)*drmg(i_end+i+1, 1) = 2241
drng(i_end+i, j > 2) = st(i+1)*drpg(i_end+i, j-1)
drm(k)(i_end+i, 1= 2' )
Aw(v+2-]) = 2 et Aw(v+2-j-1) = 2 en | dryg(i_end+i, 2) = sb(i+2)*drpg(i_end+i+1, 1) = 2241
paire sur colonne j et colonne j+1 drmg(i_end+i, j > 2) = st(i+2)*drmg(i_end+i, j-1)
drmg(i_end+i, j+1 > 3) = st(i+1)*drm(i_end+i, j)

Nota 1 : Aw(v) =2 en téte de liste est considéré comme isolé.
Nota 2 : Quand le mod¢le (il s’agit du modéle 3), affiche la possibilité en téte d’avoir (Aw(v), Aw(v-1)) = (1,2) ou bien
(Aw(v), Aw(v-1)) =(2,2), alors tout ce passe comme si le premier ’emportait (du fait certainement de I’initial v = 5).

La régle des fins de colonne répond en fait a la valorisation de I’ensemble du tableau drmy(i,j) et rend caduque I’emploi de
larégle 11. Nous I’avons laissé car intéressante de toute fagon.

Par ailleurs, I’indexage de drpq(i,j) n’est pas indispensable et s’exprime dans la derni¢re régle suivante.

Régle 13. Régle de limitation des modéles.

Un modele n’est unique et applicable que jusqu’a un certain rang v.

Du fait de I’historique Aw qui est lié a w = ent(In(3)/In(2).v)+1, quand v augmente les événements Aw = 1 ou Aw = 2
arrivent « aléatoirement » et conduisent nécessairement a des bifurcations vers une infinité de modéles de plus en plus
complexes. Les modéles présentées sont cependant utiles a I’amorgage de la routine.

L’ensemble des régles précédentes permettent d’aller a rebours jusqu’aux différences entre lignes des signatures pour tout v
et ainsi de construire un tableau de signatures. Le tableau des signatures au rang v-1 et ceux aux rangs antérieurs ne sont pas
utiles. Il suffit de I’historique Aw(v) a Aw(6).

Construction du plan v des associés a partir des signatures

Procédons par étapes.
Propriété 4

Un associé a, en colonne ¢ (c = 1 repérant la premiére colonne), est de la forme t.2"-1, avec r = v+1-c, r le nombre d’étapes
(IP) systématiques en téte d’algorithme et t un nombre entier impair.
Par contre, il n’existe pas de nombre entier t’ tel que a =t.2""-1.

Démonstration

En effet, ce nombre a est impair et le premier résultat par I’algorithme de Collatz (une opération 3a+1) est un nombre pair
3.t.2"-2 que I’on peut diviser par deux donnant 3.t.2"*-1 revenant & la forme initiale. Ce nombre est nécessairement impair
tant que 1’exposant de 2 est strictement gositif et devra donc subir une étape (IP) ensuite. Nous devons mener r-1 autres
itérations identiques menant ainsi a 3".t.2°-1 = 3".t-1. Cette fois, ce nombre est nécessairement paire puisque t est impair ce
qui démontre bien que I’on ne peut avoir une r+1°™ étape (IP).

Par ailleurs, la formule r = v+1-c découle directement de la propriété 1.

Venons-en maintenant a un point fondamental.
Théoréme 6
Pour toute signature licite, il existe un nombre qui génere cette signature.
Démonstration
Appuyons nous d’abord sur un exemple pour une bonne compréhension de 1’algorithme en jeu. Cherchons ainsi le nombre
m qui génére la signature licite 101010101010100100001000.
L’algorithme de Collatz impose alors les trois paires d’équations suivantes :
m=ry.2"%-1
r;.3"-1=m, 2"
m; = r2.2V2-V1'1

r2l3v2—vl_1 - m2l2W2-W1-(V2-V1)
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m, = r3.2V3-V2'1
r3.3"3"'2-1 - m3l2W3-W2—(V3—V2)

Ici les couples (vi = 7, wy = 8), (v, = 8, wp, = 12), (v3 = 9, wz = 15) résument la signature et permettent d’écrire les
opérations qui ont lieu suivant 1’algorithme de Collatz.

Pour des signatures plus complexes, il suffit de rajouter autant de couples d’équations, que seront nécessaires, sur le modéle
précédent.

La résolution de ce systeme se fait ensuite de la derniére a la premiére équation. Elle alterne des équations diophantines du
type ax+by = c et de simples multiplications donnant des nombres intermédiaires m; avant d’obtenir m. Nous avons (a,b) =
(2',3"), donc a et b sont premiers entre eux, et le couple (X,y) = (cXq, CY) découle de 1’équation axo+by, = 1. Le théoreme de
Bézout-Bachet nous affirme 1’existence d’une solution (s3,S,) pour cette derniere équation que nous complétons par les
séries arithmétiques (S;+K.yo,52-K.Xo).

Soit ainsi pour notre exemple :

r3.3%%-1 = m;, 215'12'(9 8 s0it 3rs-1 = 4ms, SOit ry = 3+4k; et m; =2+3k;
=13.2%8-1, soit m, = 5+8k;
r.357-1 = m,.212%¢ n 50|t 3ry-64ky = 41, soit 1, = 35464k, et ky = 1+3k,
m; = r,.2%7-1, soit my = 69+128k,
r.3’-1=m..2%7, soit 2187r,-256k, = 139, soit r; =1+256k; et k, = 8+2187k;
m = r..2'-1, soit m = 127+32768k;
Nous avons donc finalement un ensemble de solution m = 127+2%°.k = 127+2" k, avec 127 la solution de I’associé compris
entre 0 et 2%, ol k est un nombre entier quelconque (les nombres négatifs sont solutions également, mais en adaptant le
concept de vol en altitude aux valeurs absolues des nombres).
Les paires équations que nous avons écrites ci-dessus s’appliquent a toute signature (y compris non licites, sauf qu’il n’y a
pas lieu de résoudre celles-ci). Une paire intermédiaire d’équations est écrite chaque fois qu’apparaissent plus de un 0
consécutif dans la signature. Chaque équation de Bézout-Bachet donne ensuite pour ’équation qui la suit un my
intermédiaire de la forme ci+2"'k; et I’ensemble de la résolution aboutit & un m final de la forme c¢+2".k ol w est le nombre
de 0 dans la signature et k un nombre entier quelconque (dans Z), ce qui achéve notre demonstration.
Nous avons démontré de plus :
Théoréme 7
Tout nombre entier impair de la progression arithmétique m modulo 2" a méme signature que m.
Définition 7
Nous appelons tri positif la réalisation du classement d’un plan v, a I’aide des signatures, telle que décrite ci-dessus.
Nous pouvons écrire aussi immeédiatement (sans autre démonstration).
Théoréme 8
Il existe un tri positif pour chaque plan du triédre de Pascal.
5 Classement du triédre de Pascal par tri positif.

Pour le plan v = 7, en utilisant le tri positif, nous obtenons le tableau des associés suivant :

383 2239 2975 2031 615 2587
1855 2591 1647 231 2203

1087 1823 879 3559 1435

4063 3119 1703 3675

3295 2351 935 2907

1231 3911 1787

463 3143 1019

Les différences de colonne & colonne sont les suivantes (2" = 2'2 = 4096) :
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Les différences de lignes a lignes sont les suivantes :

Théoréme 9

De méme, pour les différences de ligne a ligne :

383-2239 2239-2975 2975-2031 2031-615 615-2587
2240-4096 | 3360-4096 944 1416 2124-4096
1855-2591 2591-1647 1647-231 231-2203
3360-4096 944 1416 2124-4096
1087-1823 1823-879 879-3559 3559-1435
3360-4096 944 1416-4096 2124
4063-3119 3119-1703 1703-3675
944 1416 2124-4096
3295-2351 2351-935 935-2907
944 1416 2124-4096
1231-3911 3911-1787
1416-4096 2124
463-3143 3143-1019
1416-4096 2124
2239-1855 2975-2591 2031-1647 615-231 2587-2203
384 384 384 384 384
1855-1087 2591-1823 1647-879 231-3559 2203-1435
768 768 768 768-4096 768
1823-4063 879-3119 3559-1703 1435-3675
1856-4096 | 1856-4096 1856 1856-4096
4063-3295 3119-2351 1703-935 3675-2907
768 768 768 768
2351-1231 935-3911 2907-1787
1120 1120-4096 1120
1231-463 3911-3143 1787-1019
768 768 768
Les différences de colonne a colonne sont constantes modulo 2*.
a(i,j)-a,(i-1,j) = cte(i) mod 2% (18)
ay(i,j)-a,(i,j-1) = cte(j) mod 2" (19)

Exemple numérigue :

Avant de démontrer le théoréme et afin de comprendre plus facilement 1’ensemble des mécanismes en jeu, examinons de
pres signatures (Sig) et évolutions par 1’algorithme (Alg) de Collatz pour un exemple numérique. Nous considérons la

seconde et troisiéme lignes du planv =7.

En nous intéressant aux différences entre lignes, le nombre 1855 est associé a 1087, le nombre 2591 a 1823, etc. et nous

1855

2591

1647

231

2203

1087

1823

879

3559

1435

formons le tableau suivant :
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Tableau 1

1855 2591 1647 2203

mod mod mod mod

212 212 212 212
1855 | 1087 | 2591 i 1823 | 1647 i 879 | 231 | 3559 | 2203 | 1435 | -2241 1087 -1505 1823 -2449 879 231 3559 -1893 1435

Sig Alg

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -6722 3262 -4514 5470 -7346 2638 694 : 10678 | -5678 4306
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -3361 | 1631 | -2257 | 2735 | -3673 | 1319 | 347 | 5339 | -2839 | 2153
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -10082 | 4894 -6770 8206 | -11018 i 3958 | 1042 : 16018 | -8516 6460
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -5041 | 2447 | -3385 | 4103 | -5509 { 1979 | 521 | 8009 | -4258 | 3230
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 -15122 | 7342 | -10154 i 12310 | -16526 { 5938 | 1564 { 24028 | -2129 1615
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 -7561 | 3671 | -5077 | 6155 | -8263 | 2969 | 782 | 12014 | -6386 | 4846
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 -22682 | 11014 | -15230 i 18466 | -24788 { 8908 391 6007 -3193 2423
0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 -11341 ¢ 5507 -7615 9233 | -12394 i 4454 | 1174 { 18022 | -9578 7270
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 -34022 | 16522 | -22844 i 27700 | -6197 2227 587 9011 -4789 3635
0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 -17011 | 8261 | -11422 | 13850 | -18590 | 6682 | 1762 { 27034 | -14366 | 10906
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -51032 | 24784 | -5711 6925 -9295 3341 881 13517 | -7183 5453
0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 -25516 | 12392 | -17132 i 20776 | -27884 i 10024 | 2644 | 40552 | -21548 i 16360
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12758 | 6196 | -8566 | 10388 | -13942 | 5012 | 1322 { 20276 | -10774 i 8180
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6379 | 3098 | -4283 | 5194 | -6971 { 2506 | 661 | 10138 | -5387 ! 4090
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 -19136 | 1549 | -12848 | 2597 | -20912 | 1253 | 1984 { 5069 | -16160 { 2045
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 -9568 4648 -6424 7792 | -10456 i 3760 992 15208 | -8080 6136
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -4784 | 2324 | -3212 | 3896 | -5228 | 1880 | 496 | 7604 | -4040 ! 3068
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2392 1162 -1606 1948 -2614 940 248 3802 -2020 1534
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1196 581 -803 974 -1307 470 124 | 1901 | -1010 767

Dans le tableau, en partie droite, relevant de I’algorithme (Alg) de Collatz, la valeur du premier élément choisi 1855 a été
remplacée par 1855-4096 = -2241. De méme pour 2591-4096 = -1505, 1647-4096 = -2449 et 2203-4096 = -1893. Par
contre, nous avons laissé 231 inchangé. Le but est ici d’avoir une cohérence entre deux valeurs associées, car 1’algorithme
de Collatz ne fait pas intervenir les congruences et les différences d’une valeur en téte de colonne a son adjointe doivent étre
identiques pour que les données qui suivent aient une certaine clarté. Ainsi, en procédant comme nous le faisons, nous avons
alors une différence en premiére ligne commune : 1087-(-2241) = 1823-(-1505) = 879-(-2449) = 3559-231 = 1435-(-1893) =
3328 et ceci sans faire intervenir les congruences.

Les différences colonne a colonne se présentent alors comme suit (tableau des différences) :

Tableau 2
3328 3328 3328 3328 3328
1792 1792 1792 1792 1792
896 896 896 896 896
2688 2688 2688 2688 2688
3392 3392 3392 3392 3392
1984 1984 1984 1984 3744
3040 3040 3040 3040 3040
928 928 928 1520 1520
464 464 464 464 464
1392 1392 232 232 232
696 696 696 696 696
2088 348 348 348 348
1044 1044 1044 1044 1044
2570 2570 2570 2570 2570
1285 1285 1285 1285 1285
205 3157 1685 3085 1821
1928 1928 1928 1928 1928
3012 3012 3012 3012 3012
3554 3554 3554 3554 3554
1777 1777 1777 1777 1777

Nous retrouvons bien ainsi dans le tableau précédent 1’égalité des écarts entre associés de deux lignes en correspondance.
Nous voyons que cette égalité se maintient tout au long de 1’évolution par 1’algorithme de Collatz sauf a certains endroits
gue nous avons mis en gras (en noir, vert et bleu) avec un retour & des valeurs identiques dés la premiére ligne qui suit la
dite évolution.

Le lecteur remarquera par ailleurs que 3744*6 = 1984 mod 4096, 1520*6 = 928 mod 4096, 232*6 = 1392 mod 4096, 348*6
= 2088 mod 4096 di a un simple décalage d’une opération de multiplication par 3 (le +1 sautant par différence) et division
par 2.

Si au lieu de partir de :

[ 2241 | 1087 [ -1505 | 1823 | -2449 | 879 | 231 [ 3559 | -1893 | 1435 |

nous choisissons de partir de :

-2241 1087 -1505 1823 -2449 879 231 3559 -1893 1435
+4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k | +4096k

le tableau 2 sera inchangé sauf la ligne en gras avec le résultat suivant :
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205+488k 3157+488k 1685+488k 3085+488k 1821+488k
mod 4096 mod 4096 mod 4096 mod 4096 mod 4096
Si maintenant, nous partons de :
-2241 1087 -1505 1823 -2449 879 231 3559 -1893 1435
+4096k +4096k +4096k +4096k +4096k

alors le tableau 2 des différences évolue a partir soit de la troisieme ligne (pour k = 1 par exemple), soit de la cinquieme
ligne (pour k = 6 par exemple), ..., soit a I’avant-derniére ligne (pour k = 2048 ici) a savoir en fonction du choix de k. En

particulier, en faisant varier k de 0 a 4095, nous observons que la derniére ligne prend toutes les valeurs de 0 a 4095.
Plus précisément, nous avons en notant df la valeur de la derniére ligne (3"= 2187) :

Dans le cas examiné ici, le tableau 2 des différences, a titre d’exemple, se présente respectivement pour k = 1293 (ou la
derniere ligne est identique a la premiére) et k = 3597 (ou la derniére ligne est égale a 0) comme suit :

df = 1777 + k.3 mod 2"

Tableaux 3a et 3b

(20)

k = 1293 k = 3597

3328 3328 3328 3328 3328 3328 3328 3328 3328 3328
1792 1792 1792 1792 1792 1792 1792 1792 1792 1792
2944 2944 2944 2944 2944 2944 2944 2944 2944 2944
640 640 640 640 640 640 640 640 640 640
320 320 320 320 320 320 320 320 320 320
960 960 960 960 2208 960 960 960 960 2208
2528 2528 2528 2528 2528 2528 2528 2528 2528 2528
3488 3488 3488 1264 1264 3488 3488 3488 1264 1264
3792 3792 3792 3792 3792 3792 3792 3792 3792 3792
3184 3184 3944 3944 3944 3184 3184 3944 3944 3944
3640 3640 3640 3640 3640 3640 3640 3640 3640 3640
2728 1820 1820 1820 1820 2728 1820 1820 1820 1820
1364 1364 1364 1364 1364 1364 1364 1364 1364 1364
2730 2730 2730 2730 2730 2730 2730 2730 2730 2730
1365 1365 1365 1365 1365 1365 1365 1365 1365 1365
245 3197 1725 3125 1861 2293 1149 3773 1077 3909
2048 2048 2048 2048 2048 0 0 0 0 0

1024 1024 1024 1024 1024 0 0 0 0 0

2560 2560 2560 2560 2560 0 0 0 0 0

3328 3328 3328 3328 3328 0 0 0 0 0

Si nous choisissons ce dernier tableau comme référence, les valeurs en derniére ligne se déduisent par :

df =i.3' mod 2"

ou i est un nombre entier relatif (i = k-3597).

Nous pouvons donner, toujours a titre d’exemple, toutes les expressions des nombres inscrits dans I’ensemble du tableau

(21)

3b:
Tableau 4

3328 Xo 3328 Xo 3328 Xo 3328 Xo 3328 Xo
1792 X1= 3% mod 2" 1792 X1= 3% mod 2" 1792 X1= 3% mod 2" 1792 X1= 3% mod 2" 1792 X1= 3% mod 2%
2944 | X2= (x+2")/2 mod 2% | 2944 | Xxo= (x,+2")/2 mod 2% | 2944 | X = (X1+2")/2 mod 2" | 2944 | X2 = (x1+2")/2 mod 2" | 2944 | X, = (X,+2")/2 mod 2"
640 X3= 3%, mod 2" 640 X3= 3%, mod 2" 640 X3= 3%, mod 2" 640 X3= 3%, mod 2" 640 X3= 3%, mod 2"
320 X4 = X3/2 mod 2% 320 X = X3/2 mod 2" 320 X4 = X3/2 mod 2% 320 X4 = X3/2 mod 2% 320 X4 = X3/2 mod 2%
960 X5 = 3%, mod 2" 960 X5 = 3%, mod 2" 960 X5 = 3%, mod 2" 960 X5 = 3%, mod 2" 2208 | Xs= (X4*+2")/2 mod 2"
2528 | Xs= (Xs+2")/2 mod 2" | 2528 | Xs= (Xs+2")/2 mod 2" | 2528 | Xs= (Xs+2")/2 mod 2" | 2528 | Xs= (Xs+2")/2 mod 2" | 2528 Xs = 3Xs mod 2"
3488 X7=3%s mod 2" 3488 X7=3%s mod 2" 3488 X7=3%s mod 2" 1264 X7 = Xg/2 mod 2% 1264 X7 = Xs/2 mod 2%
3792 | xg= (X;+2")/2 mod 2" | 3792 | xg= (X;+2")/2 mod 2" | 3792 | xg= (X;+2")/2 mod 2" | 3792 Xg = 3X; mod 2" 3792 Xg = 3X; mod 2"
3184 Xg = 3xg mod 2" 3184 Xg = 3xg mod 2" 3944 | Xo= (Xg+2")/2 mod 2" | 3944 | Xg9= (Xg+2")/2 mod 2" | 3944 | x¢= (Xg*+2")/2 mod 2"
3640 | X10= (Xo*+2")/2 mod 2% | 3640 | X10= (Xo*+2")/2 mod 2" | 3640 X10= 3Xg mod 2" 3640 X10= 3Xg mod 2" 3640 X10= 3Xg mod 2"
2728 X11 = 3X30 mod 2% 1820 | Xu=Xwl2mod2¥ 1820 | Xi=Xw/2mod2¥ |1820| Xuu=Xw/2mod2"¥ |1820| Xu1=X:/2 mod 2%
1364 | Xi2=Xu/2mod 2" | 1364 X12 = 3Xq; mod 2" 1364 X12 = 3Xq; mod 2" 1364 X12 = 3Xq1 mod 2" 1364 X12 = 3%11 mod 2"
2730 | X13= (X12+2")/2 mod 2% | 2730 | x13= (X12+2")/2 mod 2% | 2730 | X13= (X12+2")/2 mod 2" | 2730 | X13 = (X12+2")/2 mod 2% | 2730 | x13= (X12+2")/2 mod 2"
1365 | Xwu=Xw/2mod2" [1365| Xiu=X1/2mod2” |1365| Xwu=xw2mod2¥ [1365| Xia=Xz/2mod2" |1365| Xia=X:3/2 mod 2%
2293 5+8t 1149 5+8t 3773 5+8t 1077 5+8t 3909 5+8t

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Comme les valeurs initiales sont obtenues par multiplications par 3 plus 1 et des divisions par 2, les différences de ces
valeurs sont des multiplications par 3 et des divisions par 2 (éventuellement a corriger par 2" avant de diviser par 2 en
opérant modulo 2%) et ceci tant que les signatures sont en correspondance. Ce n’est pas le cas ici pour la premiére ligne en

encadré rouge, ou la reégle est différente entrainant un autre type d’évaluation (1’évaluation 5+8t est expliquée plus loin).
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Par ailleurs, nous pouvons donner encore, toujours a titre d’exemple, les valeurs & ajouter aux valeurs de référence pour
passer du tableaui=0ai=1,puisdei=1ai=2,...,puisiaitl:

Tableau 5
0 Xo 0 Xo 0 Xo 0 Xo 0 Xo
0 X1 = Xo/2 mod 2% 0 X1 = Xo/2 mod 2% 0 X1 = Xo/2 mod 2% 0 X1 = Xo/2 mod 2% 0 X1 = Xo/2 mod 2%

2048 | o= (x+2")/2 mod 2¥ | 2048 | x, = (x;+2")/2 mod 2% | 2048 | x,= (x+2%)/2 mod 2 | 2048 | x,= (x,+2%)/2 mod 2" | 2048 | x, = (x,+2")/2 mod 2%
2048 X3= 3%, mod 2" 2048 X3 = 3%, mod 2% 2048 X3= 3%, mod 2" 2048 X3= 3%, mod 2" 2048 X3= 3%, mod 2
1024 X4 = X3/2 mod 2% 1024 X4 = Xa/2 mod 2" 1024 X4 = X3/2 mod 2% 1024 X4 = X3/2 mod 2% 1024 X4 = X3/2 mod 2"
3072 X5 = 3X4 mod 2" 3072 X5 = 3X4 mod 2% 3072 X5 = 3%4 mod 2" 3072 X5 = 3X4 mod 2" 512 X5 = X4/2 mod 2%
1536 Xs = Xs/2 mod 2% 1536 Xs = Xs/2 mod 2% 1536 X = Xs/2 mod 2% 1536 X = Xs/2 mod 2% 1536 Xs = 3Xs mod 2"
512 X7 = 3% mod 2% 512 X;=3xgmod 2% | 2816 | x;= (xg+2¥)/2 mod 2" | 2816 | x;= (xg+2")/2 mod 2% | 2816 | x;= (Xe+2*)/2 mod 2"
256 Xg = X7/2 mod 2% 256 Xg = X7/2 mod 2% 256 Xg = 3%7 mod 2" 256 Xg = 3%; mod 2" 256 Xg = 3%; mod 2"
768 Xo = 3xg mod 2% 768 Xo=3xgmod 2" | 2176 | xo= (xg+2¥)/2 mod 2" | 2176 | xo= (xg+2")/2 mod 2% | 2176 | xo= (xg+2*)/2 mod 2"
2432 | X10= (Xg+2")/2 mod 2% | 2432 | x10= (Xg+2")/2 mod 2" | 2432 X10= 3Xg mod 2% 2432 X10= 3Xg mod 2% 2432 X10= 3Xg mod 2"
3200 X11 = 3X10 mod 2% 3264 |X11 = (X10+2")/2 mod 2%| 3264 [x11 = (X10+2")/2 mod 2%| 3264 |x11= (X10+2")/2 mod 2| 3264 |x11= (X10+2")/2 mod 2"
1600 X12 = X11/2 mod 2" 1600 X12= 3X13 mod 2% 1600 X12 = 3X11 mod 2% 1600 X12 = 3X11 mod 2% 1600 X12= 33 mod 2%
2848 | X13= (X12+2")/2 mod 2| 2848 |x13= (X12+2")/2 mod 2" | 2848 | x13= (X12+2")/2 mod 2" | 2848 |X13= (X12+2")/2 mod 2"| 2848 | x13= (X12+2")/2 mod 2"
3472 | X14= (X13+2")/2 mod 2% | 3472 | X34 = (X13+2")/2 mod 2" | 3472 | x14= (X13+2")/2 mod 2" | 3472 |X14= (X13+2")/2 mod 2" | 3472 | X4 = (X13+2")/2 mod 2"
1736 | Xis=Xw/2mod 2" 1736 | Xis=Xw/2mod2¥ | 1736| Xis= X142 mod 2" 1736 X15= X1a/2 mod 2% | 1736 |  X15= X14/2 mod 2"
1112 X16 = 3X15 mod 2% 1112 X16 = 3X15 mod 2% 1112 X16 = 3X15 mod 2% 1112 X16 = 3X15 mod 2% 1112 X16 = 3X15 mod 2%
556 X17 = X16/2 mod 2" 556 X17 = X16/2 mod 2% 556 X17 = X16/2 mod 2" 556 X17 = X16/2 mod 2" 556 X17 = X16/2 mod 2"
278 X18 = X17/2 mod 2" 278 X1g = X17/2 mod 2% 278 X18 = X17/2 mod 2" 278 X18 = X17/2 mod 2" 278 X18 = X17/2 mod 2"
2187 | X19= (X15+2")/2 mod 2" | 2187 |X19= (X15+2")/2 mod 2" | 2187 | x19= (X1+2")/2 mod 2" | 2187 |X19= (X1s+2")/2 mod 2"| 2187 | X19 = (X18+2")/2 mod 2"

11 s’agit cette fois-ci de multiplications par 3 ou divisions par 2 (corrigées d’un éventuel 2" avant division) en partant de la
valeur X, = 0.

Revenons ensuite aux fondamentaux. Tout ce qui a été vu jusqu’a présent dépend en effet de ce qui suit. L’algorithme de
Collatz repose sur des équations du type :

m=r,.2"%-1
r1.3V1_1 = m1.2W1-V1
m; = 1,.2"-1
I'2.3V2_V1- 1= m2.2W2—W1—(V2—V1)

mp = I’3.2V3'V2-1
I'3.3V3_V2- 1= m3.2W3—W2—(V3—V2)

Mg
f. 3VU]-V[I-1]_1

M1

r .'2'\./[i]-v[i-1]_ 1
3V = WIT-AH-D)

Ry
= my 2V UG-V

La résolution se fait en commengant par le bas et en remontant les équations.

(22)

Dans le tableau ci-dessous, nous visualisons les évolutions en correspondance des signatures (entre crochets) et des écarts
dans les encadrés rouges en rappelant les équations précédentes :

Tableau 6
vi=6wl=8, [vli=6wl=9, vi=5wl=6, [ vi=5wl=6, vi=4wl=5 |[vl=4wl=5 vi=3wl=4,|vl=3wl=4, vi=2wl=3(vl=2wl=3
v2=7w2=12|v2=7w2=12 V2=6w2=8, | v2=6w2=9, V2=6w2=8, |[v2=6w2=09, V2=6w2=8,|v2=6w2=9, V2=6w2=8,|v2=6w2=9,
v3=7w3=12 [v3=7w3=12 v3=7w3=12 [v3=7w3=12 v3=7w3=12|v3=7w3=12 v3=7w3=12|v3=7w3=12
o 123 r3=3+8k 3 = 3+ak 13 =348k r3 =344k 13 =348k 13 = 3+ak 13 =348k 13 = 3+dk
m _‘25* ik mt 175*84'( m2 = 5+16k m2 = 5+8k m2 = 5+16k m2 = 5+8k m2 = 5+16k m2 = 5+8k m2 = 5+16k m2 = 5+8k
o g+2 | mea 7+2 " 12 = 25+32k 12= 39+32k 12 = 19+32k 12=13+32k r2 = 17432k 12 = 15+32k r2 = 27432k 12 = 5+32k
m = 1855+4096k | m = 1087+4096| m1 = 49+64k ml = 77+64k m1=75+128k | m1=51+128k m1=135+256k | ml=119+256k m1=431+512k | m1=79+512k
r1=81+128k r1=57+128k rl = 103+256k rl = 55+256k r1=29+512k | rl=445+512k r1=551+1024k | rl=359+1024k
m = 2591+4096k | m = 1823+4096k m = 1647+4096k | m = 879+4096k m = 231+4096k | m = 3559+4096k m = 2203+4096k | m = 1435+4096k
3328 1855 1087 3328 2591 1823 3328 1647 879 3328 231 3559 3328 2203 1435
3328+4096k | m = 1855+4096k | m =1087+4096k [3328+4096K m = 2591+4096k | m = 1823+4096k [3328+4096K m = 1647+4096k | m = 879+4096k [3328+4096K m = 231+4096k | m = 3559+4096k [3328+4096K m = 2203+4096k | m = 1435+4096k
r1 = 29+64k r1= 17+64k rl = 81+128k rl =57+128k r1=103+256k | rl=55+256k r1= 294512k | rl=445+512k r1=551+1024k | rl=359+1024k
1792 1 1 1792 [ 1 1792 [ [1] 1792 [ [ 1792 [ [
1792+4096k 1470+4096k 3262+4006k __ [1792+4096K _3678+4096k 1374+4096k _ [1792+4096K  846+4096k 2638+4096k _ [1792+4096K  694+4096k 2486+4096k [1792+4096K  2514+4096k 210+4096k
2944 0 2944 0 2944 0 2944 0 2944
896+2048k 735+2048k 1631+2048k | 896+2048Kk |  1839+2048K 687+2048k  [896+2048k |  423+2048k 1319+2048k | 896+2048Kk |  347+2048k 1243+2048k | 896+2048Kk |  1257+2048k 105+2048K
640 [1] [1] 640 [1] [1] 640 [1] [1] 640 [1] [1] 640 [1] [1]
640+2048k 158+2048K 798+2048K  |640+2048K|  1422+2048Kk 14+2048k | 640+2048k | 1270+2048k 1910+2048k | 640+2048Kk | 1042+2048k 1682+2048k | 640+2048Kk | _ 1724+2048k 316+2048K
320 [0] [0] 320 [0] [0] 320 [0] [0] 320 [0] [0] 320 [0] [0]
320+1024k 79+1024k 399+1024k  |320+1024k |  711+1024k 7+1024K 320+1024k | 635+1024k 955+1024k  [320+1024k |  521+1024k 841+1024k  |320+1024k|  862+1024k 158+1024k
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960 [1] [1] 960 [1] [1] 960 [1] [1] 960 [1] [1] 2208 | [0] [0]
960+1024k 238+1024k 174+1024k 960+1024k 86+1024k 22+1024k 960+1024k 882+1024k 818+1024k 960+1024k 540+1024k 476+1024k 160+1024k | m1=431+512k | ml=79+512k
r2 = 27+32k r2 =5+32k
2528 [0] [0] 2528 [0] [0] 2528 [0] [0] 2528 [0] [0] 2528 [ 1
480+512k 119+512k 87+512k 480+512k 43+512k 11+512k 480+512k 441+512k 409+512k 480+512k 270+512k 238+512k 480+512k 270+512k 238+512k
3488 1 1] 3488 [1] [1 3488 [1] [1] 1264 [0] [0] 1264 [0] 0
416+512k 358+512k 262+512k 416+512k 130+512k 34+512k 416+512k 300+512k 204+512k 240+512k | m1=135+256k | m1=119+256k | 240+512k 135+256k 119+256k
r2=17+32k r2 = 15+32k
3792 [0] [0] 3792 [0] [0] 3792 [0] [0] 3792 [ [ 3792 [ [
208+256k 179+256k 131+256k 208+256k 65+256k 17+256k 208+256k 150+256k 102+256k 208+256k 150+256k 102+256k 208+256k 150+256k 102+256k
3184 [1] [1] 3184 7] [1] 3944 [0] [0] 3944 | [0] [0] 3944 | 0] [0]
112+256k 26+256k 138+256k 112+256k 196+256k 52+256k 104+256k m1 = 75+128k ml=51+128k | 104+256k 75+128k 51+128k 104+256k 75+128k 51+128k
r2 = 19+32k r2=13+32k
3640 [0] [0] 3640 [o] [o] 3640 [ [1] 3640 [1] 1] 3640 1] [
56+128k 13+128k 69+128k 56+128k 98+128k 26+128k 56+128k 98+128k 26+128k 56+128k 98+128k 26+128k 56+128k 98+128k 26+128k
2728 [1] [1] 1820 [0] [0] 1820 [0] [0] 1820 | [0] [0] 1820 | [0] [0]
40+128k 40+128k 80+128k 28+128k m1 = 49+64k m1 = 13+64k 28+128k 49+64k 13+64k 28+128k 49+64k 13+64k 28+128k 49+64k 13+64k
2 = 25+32k 12 = 7+32k
1364 [0] [0] 1364 [ 1] 1364 [ [1] 1364 [1] 1] 1364 1] [
20+64k 20+64k 40+64k 20+64k 20+64k 40+64k 20+64k 20+64k 40+64k 20+64k 20+64k 40+64k 20+64k 20+64k 40+64k
2730 [0] [0] 2730 [0] [0] 2730 [0] [0] 2730 [0] [0] 2730 [0] [0]
10+32k 10+32k 20+32k 10+32k 10+32k 20+32k 10+32k 10+32k 20+32k 10+32k 10+32k 20+32k 10+32k 10+32k 20+32k
1365 [0] [0] 1365 [0l [o] 1365 [0l [0] 1365 [0] [0] 1365 [o] [0]
5+16k m1=5+16k 10+16k 5+16k m2 = 5+16k 10+16k 5+16k m2 = 5+16k 10+16k 5+16k m2 = 5+16k 10+16k 5+16k m2 =5+16k 10+16k
r2 = 3+8k r3 = 3+8k r3 = 3+8k r3 = 3+8k r3 = 3+8k
2293 [1] [0] 1149 [1 [0] 3773 [1 [0] 1077 [1] [0] 3909 [1] [0]
5+8k 16k ml=5+8k 5+8k 16k m2 = 5+8k 5+8k 16k m2 = 5+8k 5+8k 16k m2 = 5+8k 5+8k 16k m2 = 5+8k
2 = 3+4k r3 = 3+4k I3 = 3+4k r3 = 3+4k r3 = 3+4k
0 [0] [1] 0 [0] (1] 0 [0] (1] 0 [0] (1] 0 [0] [1]
8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k 8k
0 [0] [0] 0 [0] [0 0 [0] [0] 0 [0] [0 0 [0 [0]
4k 2K 2K 4K 4K 4K 4k 4K 4K 4k 4K 4K 4k 4K 4K
0 [0] [0] 0 [0 [ 0 [0] [0] 0 [0] [0 0 [0 [0]
2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k 2k
0 [0] [0] 0 [0] [0] 0 [0] (0] 0 (0] [0] 0 [0] [0]
k k k k k k k k k k k k k k k

Dans la premiére ligne du tableau précédent, nous mentionnons d’une part les valeurs v; et w; & prendre en compte dans le
systéme d’équations (22) et d’autre part le systéme d’équations qui en résulte ainsi. Le tableau précédent est construit, aprés
avoir ecrit les équations fondamentales a leurs places, en y ajoutant toutes les expressions intermédiaires qui peuvent étre
évaluées. Nous choisissons a cet escient les expressions les plus simples possibles. Par exemple, si nous avons 5+8k = 5
mod 8 suivi de la signature [1] (en lisant vers le bas), nous effectuons 1’opération 3(5)+1 = 16 = 0 mod 8, soit 8k (au lieu de
3(5+8k)+1 =16+24k = ..., -32, -8, 16, 40, ... liste de nombres qui est bien incluse dans ..., -32, -24, -16, -8, 0, 8, 16, 24, 32,
40, ...). Pour les divisions par 2, les choses sont ici plus simples et 2x+2k.y devient systématiquement x+k.y.

Nous pouvons observer en particulier que la derniére ligne affiche un k quelconque : Cela signifie qu’il existe bien un choix
pour lequel la derniére ligne pourra afficher des différences systématiquement égales a 0.

Voyons a présent la démonstration du théoréme (9).
Démonstration
Elle revient a généraliser les observations numériques faites précédemment.
Passer d’une signature & une autre, pour un plan v fixé, revient & un certain nombre de permutations de 01 en 10 ou
inversement de 10 en 01. (Les encadrés rouges du tableau 6 montrent bien cela).
Nous avons alors a considérer 1’effet d’un premier cas de décalage, selon le type suivant, sur les nombres sur lesquels les
signatures agissent :
1 i 1 o { O
o i 0 1 i 1

L’opération est faite en principe en remontant la file (mais la descendre donne exactement la méme conclusion) :

(x-1)13 | (2x-1)/3 | 2(y-1)/3 | 2(y2-1)/3
1 o | 0

Pl |
2 2% (yr-1)/3 | (y1)/3
o | 0 O |
X1 X2 Y1 Y2

Alors, si les différences sont identiques x,-x; = r = y,-y; avant la permutation, nous retrouvons bien des différences
identiques (2x,-1)/3-(2x1-1)/3 = 2r/3 = 2(y,-1)/3-2(y;-1)/3 aprés la permutation.

Le second cas qui est apparu plus haut est celui de la configuration suivante :

1 10 1 10
o i 1 o i 1

L’opération est effectuée ici a nouveau en remontant la file :
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(2x-1)/3 | 2(%-1)/3 | (2y:-1)/3 | 2(y-1)/3
0

1 0 1 |

2 | (%13 2y1 | (D3
o | 1 o | 1

X1 X2 Y1 Y2

Alors, si les différences sont identiques X,-X; = r = y,-y; avant la permutation, nous retrouvons a nouveau des différences
identiques 2(X,-1)/3-(2x1-1)/3 = (2r-1)/3 = 2(y,-1)/3-(2y;-1)/3 aprés la permutation.

Les composées de ces deux cas donnent une multitude de configurations qui remontent toutes des différences identiques
apres la zone des permutations.

Concernant la constitution d’une différence nulle en fin d’algorithme, il suffit de remarquer que partant de x+k.2%,
I’application de v multiplications par 3 (plus 1) et de w divisions par 2 conduit & x’+k3", x étant transformé en x” et k.2" en
k.3". Or x’+k3Y mod 2", a x’ fixé (x étant fixé), donne tous les nombres de 0 a 2"-1 (dans un ordre bien particulier), lorsque
k décrit 0 a 2"-1. En effet 3" et 2" sont premiers entre eux (pour v > 0) et le théoréme de Bézout permet de ’affirmer.

11 suffit donc de choisi un k adéquat pour 1’un d’une paire d’associés pour obtenir une différence nulle ou tout autre nombre
modulo 2",

Considérons alors deux couples de signatures (sans que ceci soit le cas le plus général) :

Ligne vw | [1] | [1] [ [1] | [i]
[o] | [0 [ [o] | [o]
ignej | [0 | [o] | (1] | [1]
Cignei | (11 | (11 | [0] | [0]
Cgneq | [1] | [o] | [1] [0
Cignep | [0] | [1] | [0] [

Ligne 1 [O] [O] [0] [0]

Ici, les lignes non remplies ont quatre éléments identiques (soit tous [0], soit tous [1]). Par un choix adéquat du paramétre k,
les différences de derniere ligne de chacun des deux couples de signatures peut étre ramené a la méme valeur (par exemple
0). Le processus est ensuite exécuté en remontant la file, la ligne p crée des différences non identiques qui seront compensés
apres la ligne g et de méme la ligne i se verra compensée en ligne j.

Au final,, en ligne v+w, nous aurons toujours des différences d’égales valeurs.

L’ensemble des propriétés observées sur 1’application numérique s’applique donc de fagcon générale. D’opération
élémentaire en opération élémentaire (permutation), les différences se retrouvent a I’identique ce qui permet de conclure.

Nota :

Pour un plan donné, a une valeur d’un écart d’associés modulo 2" correspond a priori un unique écart de signatures (binaires
ou décimales), mais la réciproque est fausse.

Les exemples ci-dessous montrent des exceptions a 1’unicité dés la premiére dizaine de plans :

Ecarts entre colonnes Ecarts entre lignes
Ecarts Ecarts
signatures Ecarts modulo signatures Ecarts modulo
décimales décimales
v=3
4 | 12 | / | /
v=4
8 8 / /
32 76
v=5
8 176 4 96
32 136
128 76
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Ecarts entre colonnes Ecarts entre lignes
Ecarts Ecarts
signatures Ecarts modulo signatures Ecarts modulo
décimales décimales
V=6
16 288 8 576
64 944 32 864
256 392
1024 76
v=7
32 2240 8 768
128 3360 16 384
512 944 56 1856
2048 1416 248 1120
8192 2124
v=_8
32 4224 4 1024
128 2240 8 512
512 3360 16 256
2048 944 28 7936
8192 1416 52 2944
32768 2124 212 4416
980 7776
v=9
64 19200 8 22528
256 12416 16 11264
1024 18624 32 5632
4096 11552 32 1024
16384 944 56 27136
65536 17800 104 23808
262144 26700 216 18176
392 18304
1672 27968
7816 6752
v=10
64 12800 4 8192
256 51968 8 36864
1024 12416 16 51200
4096 51392 28 14336
16384 44320 32 25600
65536 33712 52 31744
262144 17800 100 7680
1048576 26700 124 25600
212 47616
388 25856
852 38656
1540 20352
6660 62784
31236 41568
v=11
128 52224 8 49152
512 209408 16 155648
2048 51968 32 204800
8192 77952 32 208896
32768 248000 56 53248
131072 240928 64 104448
524288 99248 104 108544
2097152 148872 200 5120
8388608 223308 216 161792
392 220160
744 118272
984 107520
1672 170496




Ecarts entre colonnes Ecarts entre lignes
Ecarts Ecarts
signatures Ecarts modulo signatures Ecarts modulo
décimales décimales
3048 70912
6792 227072
12264 262016
53224 42304
249832 21088

Nous n’avons pas donné 1’exhaustivité des écarts entre lignes (a savoir 1’ensemble des redondances) comme dans le tableau
précédent. Nous constatons des écarts a la bijection des valeurs dans les plans v =9 et v = 11.

Propriété 5

Un rapport 1/2 des différences de signatures décimales, résultant d’un décalage des 1 finaux, le reste des signatures étant
identique, entraine un rapport 2 des différences entre associés modulo 2".

Ledit décalage étant endémique dans les tableaux de signatures, ce rapport 2 (de différences entre associés modulo 2")

ressortira réguliérement dans notre étude.

Nous donnons un simple exemple ici, sans démonstration bien que celle-ci serait bien utile, que nous prenons dans le plan v

=15.

Différences . Diffé_r ences| .

i Signatures décimales R_apports_ Assoc_les _d(|) = d(|+1)/dv$|)
= dd(i) dd(i+1)/dd(i)| =a(i) |a(i+1)-a(i)| mod2
\\
mod 2

1| 101010101010101010101010101010000000000 2195455
2| 101010101010101010101010101001000000000 -512 9486335 | 7290880
3| 101010101010101010101010101000100000000 -256 1/2 7290879 | 14581760 2
4| 101010101010101010101010101000010000000 -128 1/2 2899967 | 12386304 2
5| 101010101010101010101010101000001000000 -64 1/2 10895359 | 7995392 2
6| 101010101010101010101010101000000100000 -32 1/2 10108927 | 15990784 2
7| 101010101010101010101010101000000010000 -16 1/2 8536063 | 15204352 2
8| 101010101010101010101010101000000001000 -8 1/2 5390335 | 13631488 2
9| 101010101010101010101010101000000000100 -4 1/2 15876095 | 10485760 2

La démonstration passe, a priori, par la résolution des trois systemes suivants (en remontant les équations), résolution que

nous laissons au lecteur ambitieux :

m=ry.2"%-1
r1.3V1-1 = m1.2W1_V1
my=r; 2V2-Vl-l
r2.3v2-v1_1 — m2.2w2-w1-(v2-v1)

my = r3.2V3_V2'1
s 3v3-v2_1 =ms 2w3-w2-(v3—v2)

Mig =T 2v[|] V[i-1] -1
r; 3v[|] V[i-1] 1= m; 2w[|] wli-1]-(v[i]-v[i-1])

Mg =T V2 g
[, 3TV = I EG2)

Ms =T, ovivi-i_q
.3 U uly _ 202D

m' =r.2"%-1
r1.3"1—l - m1.2W1"'1
m; = I’2.2V2_V1-1
r, 3v2-v1_1 =m, 2w2-w1—(v2-v1)

mp = r3.2V3—V2'1
s 3v3-v2_1 =m; 2w3-w2-(v3-v2)

Miy = T;. 2v[|] V[i-1] -1
I, 3v[|] V[i-1] 1= m; 2w[|] wli-1]-(V[i]-v[i-1])

=r. 2v[11 v[12]1

m 2 -
r 3v[| 1]-v[j-2] 1 m 2wU 1]-w[j-2]+1-(v[j-1]-v[j-2])

m; 1—rJ VIVI-1_q
£ 3T = W00 1)

m" =r.2"%-1

ry 3v2 -vl 1= m 2W2 -w1-(v2-v1)

m, =1y 2"3 V2]
r3.3v3-v2_1 - m3.2W3-W2-(V3-V2)

My =T, 2v[|] V[i-1] 1
I, 3v [i]-v[i-1] 1 m. 2w[|] wli-1]-(v[i]-v[i-1])

2_r12v[11]v[12] 1
r;. 30 ! 1 2011 Wl21 202
1= r, oVII-vIi-1]_q
r,.3 /I 1. A= T )

Notons a présent, qu’effectuer le tri positif d’un plan a effectif important peut étre long.
Aussi, il peut étre intéressant de trouver des propriétés supplémentaires liant les nombres entre eux, d’ou ce qui suit.
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6 Propriétés intra-colonne.
Théoréme 10

Pour v > 1, le nombre a,(1,1) dans la premiére colonne d’un plan des associés du triédre de Pascal est I’unique nombre, de
ce plan, qui a un cycle de longueur 2" (modulo 2"%), c’est-a-dire tel que

(a(1,1))*™ =1mod 2%  (23)
et
(a(1,1) #1 mod2" sio<i<2"  (24)

Par exemple, pour les premiers éléments des plansv=2av=7,ona:

372 = 1 mod 2%, 232" = 1 mod 2°, 157" = 1 mod 2’, 957'®% = 1 mod 28, 575"(%® = 1 mod 2"°, 383%""*") = 1 mod 2"
et il s’agit de la premiére occurrence de 1 mod 2" en procédant aux itérations successives de m.

On a aussi, pour v = 1, 5@ = 1 mod 22, mais la longueur du cycle est plus courte que 2 (puisque 5* = 1 mod 2?).

Démonstration

Le premier associé correspond au nombre unique dans sa famille au rang v dont toutes les étapes de multiplication sont
menées en téte lors de 1’algorithme de Collatz : Une étape de multiplication (I) est systématiquement suivie d’une étape de
division (P), réunit en une seule étape IP. Le processus se présente sous la forme ci-dessous et il est évident qu’il n’y a
qu’un unique nombre qui vérifie cette routine pour un v donné (puisque w en est lié a v de fagon unique).

(3pr+1)/2 rés < pr

a,(1,1) = pr
IP IP P P P

D’aprés la propriété 4, ledit nombre, au rang v, est nécessairement de la forme a,(1,1) =t.2"-1 correspondant aux séquences
systématiques de type IP. Par ailleurs, on a nécessairement également a,(1,1) # t.2"**-1 & I’arrét de cette routine. Le
développement binomial de (a,(1,1))>"™Y = (-1+t.2%)2"™Y) = 142"V (£.2"+x,.22+.. x;.2"") = 1+k.2" est alors équivalent & la
premiére partie de ce que nous voulons démontrer. Comme, par ailleurs, a,(1,1) # t*.2""%-1, on n’a pas a,(1,1))>™"" =
1+k.2"° avec ¢ >0.

Nota : Tous les nombres (a,(1,1)+ou(0,2))+k.2"**, k un entier, ont exactement méme longueur de cycle (modulo 2*) que
a/(1,1) car de la forme t.2"-1. 1l y a exactement 2" tels nombres dans I’intervalle 1 a 2"-1 (t = 1, 3,..., 2""*1-1) et ce sont
les seuls & avoir cette propriété.

Parmi ces nombres, a,(1,1) est le seul appartenant au plan v du triédre de Pascal (comme démontré précédemment).

Aucun des nombres a,(1,1)+k.2"*! n’est dans le plan v=1 du triédre de Pascal (car 3 mod 4).

Tous les nombres a,(1,1)+2+k.2"** sont dans le plan v=1 du triédre de Pascal (car 1 mod 4).

Le nombre a,(1,1).est ainsi toujours avant son bindme a,(1,1)+2.

Le tableau ci-dessous en donne un échantillon avec en gras le nombre a,(1,1).
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v 3 4 5 6
w 5 7 8 10
2" 4 8 8 16
2V 16 32 64 128
7 15 31 63

9 17 33 65

23 47 95 191

25 49 97 193

79 159 319

81 161 321

111 223 447

113 225 449

575

577

703

705

831

833

959

961




Théoreme 11
La longueur des cycles des nombres a,(1,c) est doublée en passant d’une colonne a la suivante, ¢’est-a-dire

(a(1,0)* ™V D =1 mod 2%  (25)
et
. (a,(1,0))' #1 mod 2¥ si0<i<2"Vt  (26)
leme

ou ¢ est la ¢™™ colonne.

On a ainsi par exemples 112'¢%%% = 1 mod 2° et 72"**Y = 1 mod 2.
Démonstration

I suffit de reprendre mot pour mot la démonstration utilisée précédemment et de remplacer a,(1,1) par a,(1,c), t.2"-1 par
t.2"*%-1 et t.2""1-1 par t.2""°"1-1.

La longueur des cycles est illustrée ci-dessous a la derniére ligne des tableaux :

v=2,w=4#Vv)=1
Famille mod 16,

3
4
v=3,w=5#V)=2
Famille mod 32,
23 11
4 8
v=4,w=7#V)=3
Famille mod 128
15 7 59
8 16 32

v=5 w=8, #V)=7
Famille mod 256

95 | 175 | 39 | 219
79 | 199 | 123

v =6, w =10, #(v)=12
Famille mod 1024

575 | 287 | 367 | 999 | 923
735 | 815 | 423 | 347
975 | 583 | 507

16 32 64 | 128 | 256

v=7,w=12, #(v)=30
Famille mod 4096

383 | 2239 | 2975 | 2031 | 615 | 2587
1855 | 2591 | 1647 | 231 | 2203
1087 | 1823 | 879 | 3559 | 1435
4063 | 3119 | 1703 | 3675
3295 | 2351 | 935 | 2907
1231 | 3911 | 1787
463 | 3143 | 1019

32 64 | 128 | 256 | 512 | 1024

Evaluation du nombre de plans comprenant un cycle de longueur donnée

Cette évaluation n’est pas essentielle a la suite et peut étre ignorée. )
D’aprés le théoréme 11, le plan v comprend des associés dont les différents cycles sont de longueurs 2' ou i entier est
compris entre w-v et w-2. Nous avons donc en utilisant la relation entre v et w :

ent((In(3)/In(2)).v)-v+1 <i < ent(IN@)/INQ).v)-1  (27)

P 38/83



Cette relation permet de trouver précisément le nombre de plans contenant des associés possédant une longueur de cycle
donné au cas par cas Nous nous contentons ici d’une valeur approximative lorsque v s’accroit.
Onaainsi :
((In(3)/In(2)-1).v =< i =< (In(3)/In(2)).v (28)
D’ou
(IN(2)/1In(3)).i =< v =< (In(2)/(In(3)-In(2))).i (29)

Considérant ’intervalle ainsi établit, le nombre de plans v pour i grand est de 1’ordre de :
v = 1.In2(2)/(In(3).(In(3)-In(2))) =~ 1,0786.i  (30)
c’est-a-dire i et v sont toujours du méme ordre de grandeur.
Théoréme 12
Les associés a, et a; d’une méme colonne sont liés par une relation du type (i un nombre entier impair) :
a, = a,' mod 2" (31)
Démonstration

Plagons nous sur la colonne c. D’apreés la propriété 4, a, est de la forme t.2°-1 avec t impair. Le nombre s est le nombre
exacte de séquences de type IP en téte de 1’algorithme de Collatz pour I’entier a;, la derniere séquence étant suivi d’au moins
une étape P supplémentaire. Portons le terme a un exposant impair i, nous avons alors par le développement du bindme (t.2°-
1)' = x.t.2>-1 ol x est un nombre impair aussi. Lorsque i est incrémenté (=0, 1, 2,...), le terme (t.2>-1)' mod 2" prend (pour t
impair quelconque) exactement 2** valeurs différentes. Lorsque i est incrémenté par pas de 2 unités (= 1, 3, 5, ...),
I’expression prend exactement la moitié de ces valeurs, soit 2" valeurs différentes. L entier impair t étant fixé, le terme
x.1.2%-1 mod 2" prend exactement 2**/2 valeurs différentes lorsque x est incrémenté selon des valeurs impaires, a savoir les
mémes que x.2°-1 mod 2" a une permutation circulaire prés. Ce sont donc les mémes nombres entiers que ceux pris par (t.2°
1)' mod 2". Ainsi le terme (t.2°-1)' mod 2" décrit tous les nombres que peut prendre une expression telle que x.t.2°-1 mod 2".
Donc a est nécessairement de la forme a,' mod 2" pour un certain entier impair i.

Nota : Pour les valeurs paires de i et de x, il y a un écart de 2 entre les termes (t.2°-1)' mod 2" et x.2°-1 mod 2" classés de
fagon croissante.

Le lecteur pourra vérifier ponctuellement ce lien grace aux valeurs données ci-dessous donnant la puissance i (la référence
pour chaque colonne étant le premier nombre des sous-familles précédentes sachant que le premier tableau non trivial
commenceav=>5):

v=5 w=8, #V)=7
Famille mod 256

(puisque 79 = 175" mod 2%, 199 = 39%* mod 2%, 123 = 219 mod 2°))

v =6, w =10, #(v)=12
Famille mod 1024

31 37 | 121 | 49
27 | 109 | 121

v=7,w=12, #(v)=30
Famille mod 4096

63 69 89 | 337 | 545
59 77 9 497 | 609
107 | 93 | 329 | 849
115 | 13 | 489 | 913

3 253 | 153
179 | 413 | 217

Théoréme 13

Il n’y a pas de lien itératif entre associés a, et a; de colonnes distinctes :
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as #a, mod 2" (32)
Démonstration

Sinon, nous aurions as = &, mod 2" avec a, de la forme t.2°-1 pour un certain entier impair t, a, de la forme t*.2*-1 pour un
certain entier impair t” (u et u” valeurs maximales permises) et u # u’. Le rble de as et a, est interchangeable, & savoir que si
a, = a; mod 2", il existe aussi j tel que a, = ad mod 2". Ceci veut dire également que nous pouvons supposer u’ > u. Par
développement du binéme, nous obtenons (t.2%-1)' = x.t.2"-1 = t*.2*-1 mod 2" lorsque i est impair (et x le sera également),
ce qui est impossible, car x.t.24™"Y) = p WM mog 2% entraine une contradiction dans les parités de part et
d’autre de 1’égalité et nous avons (t.2°-1)' = x.t.2""+1 = .2"-1 mod 2" lorsque i est pair (et x sera encore impair), soit
encore x.t.2%+1 = t.2"* mod 2", Pour satisfaire la parité, nous devons avoir alors u’-1 = 0, et comme u’ > u, il vient u =0
ce que signifie a, est paire, nombre qui ne nous intéresse pas (tous les nombres sont impairs dans le triedre de Pascal).

Par exemple, pour v =7 (w = 12),

383 | 2239 | 2975 | 2031 | 615 | 2587
1855 | 2591 | 1647 | 231 | 2203
1087 | 1823 | 879 | 3559 | 1435
4063 | 3119 | 1703 | 3675
3295 | 2351 | 935 | 2907
1231 | 3911 | 1787
463 | 3143 | 1019

383 ne donne par itérations successives modulo 2'2, ni 2239, ni 2975, ni 2031, ni 615, ni 2587 (ou les autres nombres
respectivement de chacune des colonnes), de méme 2239 ne donne ni 383, ni 2975, ni 2031, ni 615, ni 2587, etc.

7 Propriétés intra-ligne.

Il n’y a pas de propriété spécifique a une seule méme ligne basée sur la méthode précédente comme nous allons le voir. La
difficulté initiale est, comme nous I’avons vu, qu’il n’y a pas de lien itératif tel que a5 = a,' mod 2" entre deux associés a, et
as de colonnes distinctes. Néanmoins, des liens tels que aJ = a' mod 2" existent, mais ceux-ci ont un caractére de
différentiation peu prononcée, ne permettant de regrouper que les associés de lignes a effectifs identiques.

Propriété 6
La force du lien entre deux associés s’expriment par :

@(LJ+1)" " = (a(i,))” "™ mod 2" (33)
ou k est le plus grand possible.

11 s’agit en fait ici plus d’une technique de classification que d’une propriété a démontrer.

Par exemple, reprenons la derniere colonne du plan des associés du triédre de Pascal pour v =7 (w = 12, modulo 4096) et
intéressons-nous au deux derniéres colonnes.

Par le théoréme 11, nous avons pour la derniére colonne 2587'%* = 1 mod 4096 et de méme 2203'%%* = 1 mod 4096,
1435'%% = 1 mod 4096, 3675'°* = 1 mod 4096, 2907'%* = 1 mod 4096, 1787"%* = 1 mod 4096 et 1019'%* = 1 mod 4096.
Divisons alors I’exposant 1024 par 2, puis par 4, puis par 8, etc. Nous obtenons modulo 4096 un tableau qui permet de faire,
grace aux résultats sur les colonnes aux 64, 32 et 16 itérations, le classement suivant :

Nombres 15050 | 512 | 256 | 128 | 64 | 32 | 16 8 4 2 1
d’itérations de
2587 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 2945 | 1473 | 2273 | 1009 | 3801 | 2587
2203 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 2945 | 3521 | 1249 | 497 | 3545 | 2203
1435 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 2945 | 3521 | 3297 | 3569 | 3033 | 1435
3675 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 897 | 449 | 3809 | 1777 | 1113 | 3675
2907 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 897 | 449 | 1761 | 753 | 601 | 2907
1787 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 3841 | 3969 | 4033 | 3553 | 1649 | 2585 | 1787
1019 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 3841 | 3969 | 4033 | 1505 | 625 | 2073 | 1019

Nous retrouvons le décompte en lignes attendu{1,2,2,2} résultant de la décomposition simplifiée du plan étudié #TPS (7) =
{1,3,5,7,7,7}. En particulier, cette technique permet toujours de trouver la bonne premiére ligne, ici grace a la colonne des
16 itérations.

Recommencons ensuite avec I’avant-derniére colonne :
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_ Nombres 1024 | 512 | 256 | 128 | 64 | 32 | 16 8 4 2 1
d’itérations de
615 1 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 3841 | 1921 | 3009 | 3041 | 1393 | 615
231 1 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 3841 | 3969 | 1985 | 481 | 113 | 231
3559 1 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 3841 | 3969 | 4033 | 3553 | 1649 | 3559
1703 1 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 897 | 2497 | 737 | 241 | 1703
935 1 1 | 2049 | 3073 | 3585 | 1793 | 897 | 449 | 3809 | 1777 | 935
3911 1 1 | 2049 | 3073 | 1537 | 769 | 2433 | 3265 | 1121 | 1457 | 3911
3143 1 1 | 2049 | 3073 | 1537 | 769 | 2433 | 1217 | 97 | 2993 | 3143

La différentiation se fait encore par les colonnes aux 64, 32 et 16 itérations.

Nous pouvons aussi réaliser les différences modulo 4096 de ces deux tableaux :

Iterations | 4 o0 | 512 | 256 | 128 | 64 | 32 16 8 4 2 1
Appariements
2587/615 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 3648 | 3360 | 2064 | 2408 | 1972
2203/231 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 3648 | 3360 | 16 | 3432 | 1972
1435/3559 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 3648 | 3360 | 16 | 1384 | 1972
3675/1703 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 3648 | 1312 | 1024 | 872 | 1972
2907/935 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 3648 | 1312 | 1024 | 2920 | 1972
1787/3911 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 1600 | 288 | 528 | 1128 | 1972
1019/3143 0 | 2048 | 1024 | 512 | 2304 | 3200 | 1600 | 288 | 528 | 3176 | 1972

La différentiation se fait cette fois-ci grace aux colonnes aux 16, 8 et 4 itérations.

Cependant, cette méthode ne permet que de lier les associés appartenant a des lignes de mémes effectifs. Nous avons écrit,
par exemple, les paires 2203/231 et 1435/3559, mais les appariements 2203/3559 et 1435/231 donneraient un tableau avec
les mémes caractéristiques alors que ces associés ne sont pas sur les mémes lignes du planv =7.

Pour aller plus loin, nous adoptons une autre stratégie.

8 Valeurs du premier élément des plans du triedre de Pascal.

Nous cherchons a déduire la valeur de a,.;(1,1) a partir de a,(1,1). Pour cela, nous comparons la valeur courante a 6 fois le
précédent additionné de 5 modulo 2" et reportons les écarts :

6.a,.1(1,1)+5 Ecarts td =

v w Aw a(1.1) mod 2" diff diff2vs |t t-td
2 2 2 3

3 5 1 23 23 0 0 3 3
4 7 2 15 15 0 0 1 1
5 8 1 95 9% 0 0 3 3
6 10 2 575 575 0 0 9 9
7 12 2 383 3455 3072 3 3 0
8 13 1 255 2303 2048 1 1 0
9 15 2 5631 1535 4096 1 11 12
10 16 1 25509 33791 8192 1 25 24
11 18 2 104447 153599 29152 3 51 23
12 20 2 69631 626687 557056 17 17 0
13 21 1 745471 417791 2327680 5 o1 9%
14 23 2 3293183 4472831 1179643 9 201 192
15 24 1 2195455 2981887 786432 3 67 64
16 26 2 12648447 | 13172735 524288 1 193 192
17 27 1 97910783 | 75890687 | -22020096 | -21 747 768
18 29 2 65273855 | 50593791 | -14680064 7 249 256
19 31 2 43515003 | 391643135 | 348127232 | 83 83 0

Conjecture 1

Le premier associé au rang v se déduit du premier associé au rang v-1 par multiplication par 6 additionnée de 5 avec une
correction additive de td.2"** modulo 2", td un entier relatif.

Nous reviendrons sur les valeurs de td plus loin.
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Théoréme 14

Soit a,(1,1) le premier élément du plan v du triédre de Pascal.
Posons a;(1,1) = 1 (au lieu de 5 ce qui est licite).
Soit m(v) défini par la relation de récurrence :

m(v+1) = (m(v)+r.3Y)/28 0L (34)
en prenant m(1) = 1.
Alors :
av+1(1,1) = (2.(a(1,1)+r.2")-1)/3 (35)

pour le plus petit r entier tel que m(v+1) et a,.1(1,1) soient entiers simultanément.
La solution est nécessairement atteinte pour r dans I’ensemble {0,1,2,3,4,5}.

Pour mémoire
w = w(v) = ent((Ln(3)/Ln(2)).v)+1
et donc
Aw(v+1) = w(v+1)-w(v) = ent((Ln(3)/Ln(2)).(v+1)) - ent((Ln(3)/Ln(2)).v)

Démonstration

Examinons d’abord le paramétre t.
Nous avons vu plus tt (propriété 4) que a,(1,1), au rang v, est nécessairement de la forme :

a,(1,1) =t2"-1 (36)
ou t est un nombre entier positif.

C’est la seule forme qui convient, sinon les résultats intermédiaires donneraient une étape paire prématurée. Pour finir
ensuite I’algorithme de Collatz, avec I’objectif de n’avoir que des étapes paires, il faut et il suffit d’imposer 3".t-1 = m.2"",
w-V étant le nombre restant d’étapes (qui sont paires). Le théoréme de Bézout nous assure de 1’existence d’une solution
(t,m) d’entiers (ici positifs) a 3V.t-m.2"" = 1, puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, d’otl nous tirons alors :

t = (1+m.2"")/(3") (37)
D’ou:
a(1,1) = (1+m.2"").(2/3)"-1 (38)

Dans la pratique, 1’unique nombre a,(1,1) est obtenu en cherchant le plus petit m tel que (1+m.2"").(2/3)" est un entier.
C’est ce que nous avons réalisé ci-dessous :

v W Aw a,(1,1) m t r
1 2 5 1 1 1
2 4 2 3 2 1 2
3 5 1 23 20 3 0
4 7 2 15 10 1 1
5 8 1 95 91 3 3
6 10 2 575 410 9 0
7 12 2 383 205 3 0
8 13 1 255 205 1 1
9 15 2 5631 3383 11 1
10 16 1 25599 23066 25 2
11 18 2 104447 70582 51 0
12 20 2 69631 35291 17 1
13 21 1 745471 566732 91 2
14 23 2 3293183 1877689 201 0
15 24 1 2195455 1877689 67 1
16 26 2 12648447 8113298 193 2
17 27 1 97910783 94206740 747 0
18 29 2 65273855 47103370 249 0
19 31 2 43515903 23551685 83 1
20 32 1 1460666367 1185813152 1393 2
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v w Aw a,(1,1) m t r
21 34 2 6700400639 4079690977 3195 0
22 35 1 4466933759 4079690977 1065 3
23 37 2 71697432575 49111434902 8547 0
24 39 2 47798288383 24555717451 2849 2
25 40 1 764873277439 589414790413 22795 1
26 42 2 1242923270143 718351699928 18521 1
27 43 1 3760646520831 3260217528257 28019 1
28 45 2 8371159695359 5442907506622 31185 0
29 46 1 5580773130239 5442907506622 10395 0
30 48 2 3720515420159 2721453753311 3465 3
31 50 2 565430297034751 310197425018629 263299 1

Le lecteur attentif a remarqué quelques valeurs de m se conservant lorsque nous passons du rang v-1 au rang v et d’autres
valeurs m dans le rapport de 1/2. Ceci est lié a la résolution de 1’équation de Bézout a ces deux rangs (on note w = w(v) au
rang v et w(v-1) au rang v-1 et Aw leur différence ci-dessous) :

3V t-my. 2V = g (39)
3Vt-m, 2V = 1 (40)

Si w(v)-w(v-1) = Aw = 1, on peut avoir m, = m; (avec t, = 3t;), mais on ne peut avoir m, = my/2. Cas de v = 8, 15, 22 et 29.
Si Aw =2, on peut avoir m, = m;/2 (avec t, = 3t;), mais on ne peut avoir m,=m;. Casdev=4,7,12, 18, 19 et 30.
L’anticipation de m semble plus simple que celle de a,(l,1) du fait de ces cas.

Plus généralement, le paramétre m se déduit du plan v au plan v+1, a partir de ces deux équations jumelles (39) et (40), par
la relation suivante :
m(v+1) = (m(v)+r(v).3")/28 1 (41)

ol m(v) est la valeur de m relative au plan v et m(v+1) et Aw(v+1) sont respectivement les valeurs de m et Aw relatives au
plan v+1 et r(v) un entier.

Un jeu d’anticipation tout a fait analogue permet évaluer t :
t(v+1) = (t(v)+r(v).2"")/3 (42)
ou r(v) est le méme parametre que celui utilisé précédemment.

Ces relations permettent de compléter le tableau précédent en incrémentant r jusqu’a ce que t et m soient des nombres
entiers.

Or, le nombre m alterne des valeurs demi-entiéres et entiéres lorsque r est incrémenté. Le nombre t, quant a lui, alterne les
valeurs entiéeres, entiéres plus 1/3 et entiéres plus 2/3 lorsque r est incrémenté. Ainsi, il suffit de tester r de 0 a 5 pour obtenir
assurément le choix adéquat de r parmi ceux-ci, sachant que nous cherchons la valeur minimale de a,(1,1).

La fréquence des valeurs r =0, r = 1 et r = 2 donnant la bonne solution a,(1,1) semble grossiérement du méme ordre de
grandeur entre eux. De méme, la fréquence des valeurs r = 3, r = 4 et r = 5 donnant une solution a,(1,1) semble d’un méme
ordre de grandeur, mais moitié du précédent.

Une alternative a ’utilisation de la relation (38) est de prendre la relation récursive :

ava(1,1) = (2.(au(1,1)+r(v).2")-1)/3 (43)
Comme précédemment, la solution est atteinte lorsque ay.1(1,1) est un entier impair, r = r(v) prennant I’une des valeurs
entieres entre 0 et 5. Cependant, et comme précédemment encore, une seule équation ne suffit pas pour identifier la bonne
solution. En effet, lorsque r décrit 0 & 5, a,.1(1,1) prend 2 valeurs entiéres impaires et ici la plus petite d’entre elles n’est plus
forcément la solution & retenir. Il est donc toujours nécessaire d’utiliser en paralléle les évaluations de m(v) en I’absence
d’une relation discriminative plus simple pour r. Si cette relation est liée a 1’historique des Aw, elle semble relativement

complexe (peu de discrimination observée sur I’analyse de 6 générations).

Notons que lorsque nous remplacons r(v) par r(v)+6, nous avons a’ys1(1,1) = av1(1,1)+2%*? qui est bien a I’extérieur du
domaine [1,2""*"] ot I’ensemble des nombres du plan v+1 est supposé se trouver (sachant que a,1(1,1) est positif).

Nous avons mené le calcul jusqu’a la valeur v = 17000 (avec relevés systématiques jusqu’a v = 3000).
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Un record pour peu de temps.

Il est aisé de trouver des nombres a temps de vol supérieur a une valeur arbitraire.

Par exemple, les nombres de Mersenne a = 2"-1 ont n étapes impaires en début d’algorithme de Collatz et poursuivent ainsi
un vol en altitude de plus de n+ent(Ln(3)/Ln(2).n)+1 (c’est-a-dire de I’ordre de 2,585 n) étapes. Tablant sur un temps de vol
total 5 fois supérieur au temps de vol en altitude, ’ordre de grandeur du temps de vol total serait alors 13n. Ainsi a =
2°"(™13)_1 aurait un temps de vol total d’environ m.

Pour notre part, nous cherchons des nombres un peu différent de cela, du fait du facteur t devant 2", mais les résultats sont
analogues.

Nous nous sommes arrétés a a,=17000(1,1), le temps de calcul étant de plus en plus long pour un gain en temps de vol faible.

v TVA TV v TVA TV v TVA TV
100 259 1215 5800 14993 84139 11500 29728 158984
200 517 2812 5900 15252 82909 11600 29986 159772
300 776 3983 6000 15510 86161 11700 30245 162785
400 1034 5418 6100 15769 84223 11800 30503 164126
500 1293 6668 6200 16027 88313 11900 30762 166503
600 1551 8323 6300 16286 89405 12000 31020 166668
700 1810 10162 6400 16544 89383 12100 31279 166975
800 2068 10711 6500 16803 89218 12200 31537 169271
900 2327 12657 6600 17061 93575 12300 31796 176762

1000 2585 13998 6700 17320 96603 12400 32054 172298
1100 2844 15452 6800 17578 94944 12500 32313 175574
1200 3102 17386 6900 17837 97498 12600 32571 176130
1300 3361 17826 7000 18095 101173 12700 32830 183660
1400 3619 19908 7100 18354 100015 12800 33088 182153
1500 3878 21109 7200 18612 101195 12900 33347 179320
1600 4136 23357 7300 18871 101300 13000 33605 180025
1700 4395 24861 7400 19129 101086 13100 33864 186272
1800 4653 24984 7500 19388 104763 13200 34122 186729
1900 4912 26817 7600 19646 109416 13300 34381 186927
2000 5170 27562 7700 19905 106843 13400 34639 186449
2100 5429 29085 7800 20163 110578 13500 34897 187840
2200 5687 31864 7900 20422 110996 13600 35156 194120
2300 5946 32587 8000 20680 112596 13700 35414 192448
2400 6204 33610 8100 20939 116283 13800 35673 194468
2500 6463 34607 8200 21197 114642 13900 35931 192263
2600 6721 36146 8300 21456 116322 14000 36190 193957
2700 6980 37449 8400 21714 119419 14100 36448 196543
2800 7238 38207 8500 21973 118913 14200 36707 200805
2900 7497 42412 8600 22231 118334 14300 36965 199377
3000 7755 42909 8700 22490 122742 14400 37224 201365
3100 8014 43628 8800 22748 123448 14500 37482 199770
3200 8272 45090 8900 23007 122749 14600 37741 206488
3300 8531 45391 9000 23265 127217 14700 37999 205924
3400 8789 46154 9100 23524 126968 14800 38258 211375
3500 9048 47942 9200 23782 128288 14900 38516 210150
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v TVA TV v TVA TV v TVA TV
3600 9306 49259 9300 24041 129032 15000 38775 210580
3700 9565 52515 9400 24299 132805 15100 39033 213395
3800 9823 53140 9500 24558 132313 15200 39292 210168
3900 10082 55383 9600 24816 135560 15300 39550 211875
4000 10340 55211 9700 25075 132955 15400 39809 216395
4100 10599 54576 9800 25333 137734 15500 40067 216997
4200 10857 60219 9900 25592 138294 15600 40326 216832
4300 11116 60699 10000 25850 135999 15700 40584 217911
4400 11374 62691 10100 26109 139670 15800 40843 223803
4500 11633 64129 10200 26367 140692 15900 41101 221818
4600 11891 65876 10300 26626 146517 16000 41360 223236
4700 12150 64986 10400 26884 143507 16100 41618 224500
4800 12408 67430 10500 27143 148408 16200 41877 225195
4900 12667 71034 10600 27401 144466 16300 42135 229703
5000 12925 68895 10700 27660 149351 16400 42394 229529
5100 13184 71208 10800 27918 148589 16500 42652 229723
5200 13442 73628 10900 28177 152955 16600 42911 231888
5300 13701 75123 11000 28435 155436 16700 43169 229775
5400 13959 75980 11100 28694 157574 16800 43428 235932
5500 14218 77011 11200 28952 156424 16900 43686 235684
5600 14476 78374 11300 29211 160895 17000 43945 239633
5700 14735 81977 11400 29469 161202

v = 17000, w = 26945, TVA (temps de vol en altitude) = 43945, TV (temps de vol total) = 239633, TV/TVA =. 5,45.

t = t(17000) =
728998905390464748216666471033466223939860948332466697068086021062156571529362953092460195855547674
945308193342545554515776121377417411732856826427350803134059266457497631829022088419777968063811354
773807475005869191954099902033479014256279040657356445211128203885476968164310451293872274063821530
780123212320993142834831572896233343787512937484561597142684926956691006654494155100826459625007159
632810407879548823484193878322249405385989806923437230211565718428671992887333963014247467852564022
228890849573573440752884168224228338843735481289521850518523648071639473807909167775001393336316123
185740487264373621229214359742215128729291984387656345601074412436919207331743947672035110443306981
265676302844811646480226308425264132993752986511506581587739811397389345776799016307735869223834991
702260328274066743739522080448508245892024447094662059870939120568356665597296945535237934002191160
015239442249426278045241966009721181557076626215583675323296421628565525540303535548709118667707812
134358498443171580924843824241542445278574506923683914524726143360552872499127613971323424313148339
556258247570298225602830590697102594681179216152094657131600299864372899110589933391013944415009379
315648006946799116812777426722380229890575032983086762307055042930368435237955326199248237558272549
500406561051868784998433275009038657848812682815346478114829382141269005569289509163540498333165065
983443529672868226968921344681601450993822514598184548971131471035592255033626725581685911057665860
046545684789242550937496564539413635135695755873828633213676180338108222897192677227160930988848724
721357586406430877046066712044791744977550655854773736052484998026203926593044420517605955787821175
342337104676058680359155460325149610921464148676122794638761131166745578936729517860117400936040359
584428221323386172115959755885819866059990122710147202624508172807031383324641250292012145719470196
671730571192733023747329380330077443778854066072949661345993249555878667710180319521073681686926158
901225970840599789966914943941275837298725131682037696285396804711505063523479730971527724974416888
109720052591088490912151298578735187898811735970456589413092008357844428332514651423099923948967348
989652310412640889118609486725304907496258401752989079458022041685860102441248062677262367246190837
744670662231312174669895335657427579892856328898813342761104098078543952323262610763989566952030667
745714143511074160504833561369189967990214359063752388061660672370886271046498662220177651382648388
2100818950581525266317233115948084190471209775126357237154253799132152912544385479068 73684175541160
172867977153113110260534844711300821528928589306912029159380824103545429596036680279463988376088860
541998958551231505371917759650127124013238401849861318177009792484746295855224355422238461818179733
327515949907593835656558484783290233987837231991647585531087670073698071452098906854903496525207374
124536260689383013164498606585969523539344289785413247729275904809261814649641122480642141877960962
86953686684772938913505.
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m = m(17000) =

151617814495359254986083881459927520192669769227637360867264503003951845306922042085653912654282907
570104795327480096211797335267457201641984763102291506316450101410386946525671955842040413551286913
222731260574117542423994674558693015571327565756698684430347541262402696762951233481304158352892766
012796066474088316460085471632158105044259697980432144235131726101261543424266996309333110816110722
451579388821863374538791749804571924008508165937033513944526419778008885369773755622767411282732372
024431826306506444108874039742571522550346061330428046597965313053993017272108453776312523324285828
600766153982063944291564333732179524512748317583042500942318255474293099599152196199008323595000351
028109738623149172598840367426749495268313995985854245305556550932130797786163320394456625424285615
903969383990127387089711594279143515894813211014970866529755957778178949109897406693408966259694947
904878064236234560134182660039407327969062359542955875907059356225995549122216802761034112493413496
2516062333699581638500308670027552947032304630189171384292085822385743124837929989511514708284 08445
571534285536435565240017621791581443579921526345023475100635824054603834802653697407219249972594372
151409936948466055248748174805367824243435845065141462485904841408625333652976115180751869725148798
227553266190320714957696095828138159394847204009023988808932589493601894138000117480944011782386732
833437455507510153454682286566220646026691079279933177355853282925971269999487835149725140456256021
177036506928681285576017348026767663828617931191480598594600844188211009979719381526703494646895062
112655258614387284836363478719428415542576593653080634599744220995442072803991197571171870340217830
236185717818759291582043962259517817769272140698428268521301331046826100377764253677773350194113313
056763141450432153987926707904198447002175853312684477423123062303660030651343382676084934077758471
295583315442052615330889802410255017977945741892707410378057213734894024605463007106706739623741191
044331797976315268590388646580147880413927066061986458156675858386954228773207657979447782571923027
650100565621419931087541135636543678762408799106505266069171762912741613458014656372567557316378934
637699674161869492982370334004285154405521189167650915945661843627301076336644359788334502589005897
272248522379009901407388759572087863994596541583524940688211981680240499011396227559784506879539843
805479333977525455626634498040678534821920568581477268235987804411827954558280474078027794926519701
128213760800348397016619552502109919786739298898276574861023670921824890462047147215202696024419863
801138036620576217878059095741020587540551617597805919176633968109635466691937113587154715906835925
125221608865797328313333585100538011476664192354497585362723111527169296385216572931674921331444968
464938208125610825601643576650229081281717341176664943721843270709361708835535664130297321677486120
296463874997003091855008214983413410443725847575712199703580937636930880613641766768827199034993874
706220454966609180510658414747645304872916950093581069955807171636357030511636782113937914731349652
441613881102408920239839843554582007421459551719821674371483437668362817019639298990835972366984928
440386534953990245508592003695661108897431851610138120062999354188619597245925602159193810848468070
648360413925362452180880601565306880828715148569632142054243771028086002108126417603699199272807521
604719998856313512947291693844798891242467989037924491250602834814047308284870434475171878451055535
230371515412020780095260987436420350796546755108975194935227167841533418880006999500040012744602152
126608408704677204644334509311004556078026747941695978313254188173809762335140690573698980879467799
582022087521578150500953713711970510914011894373064467450405772581502140598610985458602409310953611
509908916060392445837093189147767789684278312122543824771674605282124042528501181795835822701730446
490576538256101515068579089585174811709958648327271914565427733132760017274284610256080137276440722
578095340752661576146444070756507943399075471867345088178254440302393873694976949626686757121298985
534377931776700402808111922392260404586987774478867298495925251779455494791627985044421738824291926
119678774112919458003715216007085364570450093880625145826183959710384807655116446345654532797223582
498352746606400998229384590723736807610218227372330577471553113700259898095995112940547803657284934
975507672254301124735415099182750102076320472736544960066404527143790853716191432934227006343235900
544022098874695483389316099488128544012489500980749941392721602709672881395993943911456547877819473
422423571738130160824058249980669131218217073091013573816366057215807553896818397807044394852963847
073066412353981279606265463016025255414703132901839503666196303901221976066256780869114288424464314
925490295389575434798072191306585868842682639293293813165556700201609580127325103988537646232410791
553135100897655323487215627137976389522838994400108430850891245682505355808747006542616755473338408
282491058538294147864978794050238736173242280959723327908513468077565318664992317186159257029445886
193995698787613512555677171506137095334860562293743517203660309568387450597995132360966115567247232
827255654838765294301373306398421003197231323405068970559784613977827499756040656952143842833897866
418572165238081890543262663181307562782614312883746580938495239059427205479563443040260917394016276
799802752372277673902415717603893497673772054978621681881989014483831050767563145261480736 269633950
487094985618039217353056245898102920273885025686465189924636236688881828355095342896872236626257007
262335169239400522860016015831444907264984124230062870859491706546189696484180772567041332446195151
295349097742421549216447423638162186829018501997046220666628076716414153282772673318538870697081732
608019847324092408011449132781271204786423746352455633691701836794572388769019065591490976166893332
011736817017493633584260103465125168083571510885925666164150118946340816994837547110523088959065730
506479695485342453572139318268859637607068937256250542923232077807713600060619433109574616676313462
168662798912892955947939287552309676177520752655170249236478914182805456984715467828999653918904695
363055794844118026580502059967523475144390941327082394173113861254014213203458779993822150386554248
029982294591799191842561924833163277734030045394756761377841061886849722978665046349121946222142269
132273271913620913514992367637886850156076699318542634143503099892207601700590609045662762181795933
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688162577374081719281255346662146966210379189359123095567878088880641944492490001446803976147046827
767376867604938848071391289989348668029767014692511327517439267521315897220531868254157717676880869
395429636703003979637225625579697299804075831328824901226725368846217345227856615092290612007712401
731262159497445507165200245097660998556466818523334593701100669759748042451997650348040712730959008
766865623314628592007126357209104328737202120684431394469502844308807020199559272114232366679546859
029027450499312654351697694546507477540880490348934746168371661726555092424219085367347795872363133
586456800297494201776436410572765027478374349739591667788880625054821755654812926348954438822692700
112922583826992189782290236118436825978401630033110201521776691143700785175539478718333853561194118
505287607741632633311828188934923436158420651810771050190718172999955945282459369672697741948952275
591109706639417183941750286226803209698923976034876183628057663397296621531470887391547319521864451
899000419635323099269379990487073537224339845256816389506898191501684761425118370280540994823916000
993392681992746420522398527925369317035212479024064903027652120756811948045201966207158675049892092
563884798157043508511907585568103799466946118443749240231439266722829114430393509236076348971724646
366254696213639098200119182080185171155506498684716790806670544568208463964776946762096033207838989
798269106558678706929620367700152381051481464015771922058727877369750846803591477419024031301866156
278849421304115520853762954250237639967243184125582079180807404172271823379567863344860596090140271
33090230712898981559119688097444264846039890889623605705253153018983675363668129005740336372.

av=17000(1,1) =

235859386144053030479293788734842349846013871788384044382642707578213229974312964710087391213144085
395145488268058533620819986007463164395665817057217002645687545158197043376476371280470780589847425
587447721450060140376325815659080021927489026368750633384644527486813129586327016535056353578493990
291797621942145950910409638083077487408560481218793315141971963290566036996535120752740309105369634
223602099924529337541003559417404083454540317450545538437825696883331866160422714593760410111505931
474430879483387656967642854857037109997872325187988836242848951977384588333207799153999301757421023
213658359081989410329268410214458480474248438287763089834187945157129502357401453555467731889715568
571576203203952786444332599750360539093069819375884102095972022097292761427250936965071516700335533
827586721723488190052214485774578639917610308561508198209007428071028971622746410973116513727377068
783933913186865212904890873515195593844027078061931604881463250480625841420975738547752605816830058
407511367243760732416504410372252308648767294126296977123867673204289538044462390449585877727491214
976207104432983431531210321077553942642512676867491404489123246508172579998919692895277701654413221
394353419877842848775742629551846370035458018265024052779919699471816272685297963959676821464090598
778240817856986208976035859157631113987629414360686333737831432830265203475480253719980863596886037
637060069804634170114208570426476006528598857334342529454939176447013595463683849228927337634776836
465007540089997201596789318680863565446799203678902965797556251331388410591403751151183745267829528
616037939218066832056844675182422171519070017445133750710286255497844918229853798359523904668419535
126470994463584113903766381124248280637354638387541094406433729882818936925171893886806178885952645
133420785325417954708023641196400128916636665678224961577410258732606790365500386879940607257905621
279234548804583892002671638358557147992439994975294918573896287636268944579420864758429226366443503
326914361797005038760678451772354595672514331883118585506155882409472158656553135072784836916526342
878921432254335695034714793292860711047706976490403072380631642317524553867239629964362802163654136
128896402863009565193180755394066941263806553997852548801635257206187129452683759030119659947187191
176818605468699201089151143293855416555743145254195967794994788504584314727422424189460996784184299
707184607018183728264053811683971503413343969783753013216748956205666955892044095522970262087087019
467471973630992694103439972025643158641622809188191747008163226505123992982818493752490372954283511
729783729898733585389759049580285200283030150083244556608667174143913599933812786574441811086628664
845778138722801341695645210156034583514423896110621943522133020975131016768524990779157929300820147
891681828347479631105790387840366407276747457967866414130901431176066787032952544282945411299818843
138352746371646440466252957627786548292587928231664447301529927553640447038133054825207929118683651
894466935938693270218990062990650304915472288858589331471696601987638522334290847170105048772942624
871165182527643998990917599839667785541703535098864271774415483288161465975660734460837369768268102
615936082972851742662462494200979041036188950178716369221111022991385906737738321884983541682301936
552468757332159690194584657584915305446960217247955176267536391474155587989590552366270669063824994
496571813914086978333441956531073917174518527906235107591192949416128722824254521767747525034123469
302398245365587473069965188482072906108721494859983531263124589755450317234345937931154165184783501
514692077132436575854814930326351211601654677902819456516181323171842185535255768564641796636318076
426067569076688693324044893308338089773339274207206928270838281312410197440687136859084481049661836
002527215476427700920127477826615256937827180129020003169505978452316384449341382445832838080622364
496341086802466845270878672354600276881767940471106233845769570605015519466967075083376836017499533
916846846821334449410707670015768142602154323871872797337199719883941661369875939204000540893055848
340484035951754438246668306471009816774841764615466980713243699114484213511421450296527883625282602
932881344594288003517127683296606487375864732312889593482587603347676237446679498087118695204801628
456854460020239440554792609529333387671917266924905267360309032453275105060946979467002216936812464
914661636772091119942639014461504914999383130619465064130450149577422422912183667857537450752285221
382882632457322117826769305875467256795871367133583228244726435723331779125142006371545546963144899
977688993904088288563985006457226970084063642761386619443918772967868700098529072154731168040899251
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539421012160909470505326706928272545377857299213456525972850904098741525882985244587518737561289215
939086689254328512254928324819222983340466881519319950871564521319159597744022343347894549563468760
233816667313105945551725135711620882891969967598181777341552669042202998270304087784840064868663384
556121582549011174074851460397633010000697505901398378527711643050733028022892596733395477878530011
494856389105516543967355520219123060799227402577947588827376848678480451462777726467901291444986703
886464152990536646272616428899188054895573958089628618810777609225642233223488238172496219670778921
642570298745111873380966378587694787507474538633931934614586033497279656140694259120733462940958392
982086657364494955357101224651834491778702053214754203483061413993158398117879447906474272703682138
749682324670043667029812556086029116262652317931842471130684538054233781159568256886551838246273918
931559810325955758187802972851495934936769357490210866263100027354303214976517277068139544277906287
017049233376618333160398103965497708389879318129364064423762630276613905393955713676774176056138797
198893020569795289758813442996751207380071646200903625106363605913930019136318514551110511223188645
612382129564469635506967546312054210126408993721857941637789186870688506838637511713526853334533762
833189240641363924938589387153771447029331556246318877905550495867257129358169572382245147817069837
718150845538587798699091778516365755580228362046944181886675731777338674423333560219233038236077278
153461932588059376443012058298974250329458077095643956465879652604340152612661861981492297633406339
101489689402907087341145627221667475940829208973201031407546453700895120001372772256438737012393604
030160450546924661230220085591774533828268572943742099639679720189352557395843553647273282164515381
502941702643415867177511622311123127445560631818743970621227359496628042564610426226405762512077548
912724615788918415355781304131507018663430803119851898858295682891786785037507045293959704325456411
060438781288403794105810014615454169260275169847631022959652134445544422807314951258063526116089211
767777809780031021475098537075142422251948835925223949806497921695880536331078676961529398523036108
699892936656947835890357764199017910406560107638562644706690196436677971673871231195208339774827227
334023228954801977836688487048528856084158241560328434420178098787342846194273403517061213290765469
009359256012196977573506710503058001543727204455700350437578113707135685125220452533498714173415445
858345853018644513921908635680498132670833183137906143494360308967945137497555683070169077396261107
630797917625926410261170229112884891117909553078317803639820435371254901517389248036051453056356659
300257449060420375554678951765274709018050930118897371621317211102556128913530921594553028231772859
078764955974089819066365482648894319050715271564743109051069008134593836512817094191511728953717254
409747115232607469731781206847142254276803908636335204293799637525434271714085339957420611295396666
117138190268578513837148761573986930576062476436481027024337133243501494250199018033998867845618637
131511368203745962845774625595243856432519651298913882144054307385325331779555206120863910565389859
847959498046643651571772475837383504369062197465316402857428695881430808412844176563322809142052500
916835104470624641117347747706399215538786472449677341245107642827532043961309426771477132261665301
73309731144084186532336329803023925411121544152684569805312886171645215772433789146240122879.

Le nombre de chiffres de ce dernier nombre est 8111.

Des résultats intermédaires sur les temps de vol et les rapports TV/TVA sont donnés sous forme de graphiques ci-dessous.
Les graphiques a droite ne figurent que les centaines (v = 100, v = 200, ..., v = 17000). La droite d’interpolation du temps
de vol total TV est :

TV(v) =29,4.Logio(ay(1,1))
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A partir des résultats t et m au rang v = 17000 donnés ici et de I’algorithme récursif issu des équations (41), (42) et (36)., le
lecteur pourra trouver de nouveaux nombres a,(1,1) a temps de vol (TVA et TV) supérieurs.

Concernant la valeur de a,(1,1), elle augmente avec v par saccades dans un rapport moyen de 3. Les graphiques ci-dessous
en donnent un apercu en exprimant a,(1,1)" en fonction de v.

a,(1,1)" a,(1,1)"
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L’augmentation de a,(1,1) n’est pas réguliére comprenant aussi des diminutions de valeurs. Leur fréquence est de 23% pour
les plans v compris entre 1 et 3000. Toutes ces diminutions correspondent, a priori, a la forme a,.1(1,1) = (2.a,(1,1)-1)/3.
Pour les augmentations d’un plan au suivant, elles sont quelquefois substantielles pour rattraper « les retards ». Ainsi pour v
= 1945, nous avons a,(1,1) =~ 2394.a,4(1,1).

L’évolution avec un rapport moyen de 3 n’est pas une propriété exclusive a a,(1,1). Il s’agit d’une propriété statistique des
associés du plan v. En effet, supposons que nous choisissions des entiers au hasard dans un premier temps parmi les
nombres 1 & 2%, puis dans un second temps parmi 1 & 2", ot w(v-1) et w(v) sont suffisamment grands. Pour un grand
nombre de tirages, la moyenne de valeurs dans le premier cas serait de ’ordre de grandeur de 2"“/2 et pour le second cas
de 2"V/2, soit un rapport du dernier au premier de 272D = 24w = pAw,

Nous avons Vérifié sur un petit échantillon les moyennes des valeurs des associés de plans v. Celles-ci augmentent avec un
ordre de grandeur de 2 si Aw =1 et de 4 si Aw = 2. La fréquence des évenements Aw = 1 est 2-In(3)/In(2) et celle des Aw =
2 est In(3)/In(2)-1 du fait que w = ent(In(3)/In(2).v)+1. L’augmentation moyenne des valeurs des associés lors de
I’incrémentation de v est alors 221"/ 4In@/M)-1 = HINENE) — 3

Supplément sur le parametre t

L’étude de t nous a permis d’approfondir la connaissance du premier élément d’un plan du triédre de Pascal. Voyons ceci de
facon plus général. A cette fin, donnons d’abord les valeurs de t pour les premiers plans du triédre de Pascal.

P 49/83



t
v=2,w=4 1
v=3,w=5 3 3
v=4,w=7 1 1 15
v=5w=8 3 11 5 55
5 25 31
v=6,w=10 9 9 23 125 231
23 51 53 87
61 73 127
v=7,w=12 3 35 93 127 77 647
29 81 103 29 551
17 57 55 445 359
127 195 213 919
103 147 117 727
77 489 447
29 393 255
Pour la seconde colonne, nous avons :
% 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2" 8 8 16 16 32 64 64 | 128 | 128 | 256 | 512
t 3 1 11 9 35 33 75 25 51 273
5 23 29 19 9 103 105 239
17 27 49 43 57 243
31 53 59 1 275
3 205 35
171
Nous avons en nous limitant a ce petit échantillon sans présumer d’une régle absolue :
t.(1,2) = t,(1,1)+ou(0,1).2"" (44)
v 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2" 4 4 8 8 16 32 32 64 64 128 256
t,(1,1) 1 3 1 3 9 3 1 11 25 51 17
t,(1,2) / 3 1 11 9 35 33 75 25 51 273
ou(0,1) / 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1

Nous observons aussi, qu’il existe systématiquement deux nombres t1, et t2, parmi les nombres t du dernier tableau tels

que :
t1,(1,2) + t2,(1,2) = 2%+ (45)
En I’occurrence :
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t 11 9 35 33 75 25 51 273
5 23 29 31 53 103 | 205 | 239
total 2° 2° 2° 2° 2 2’ 28 2°

Cette régularité cache éventuellement une certaine structure (modulo 2' ou autre) qui englobe le reste des nombres de
chaque colonne. On a par exemple 1774=1, 2974=17, 35"4=17 mod 2° pour v = 7. Mais ce type de relations semble trés
rapidement se complexifier pour des valeurs de v plus grandes (hétérogénéité des puissances pour qu’un nombre de la
colonne génére soit 1, soit un autre nombre de la colonne). Ainsi, nous n’avons pas trouvé de régles énongables a ce stade.
Si une telle structure est découverte, elle sera alors temps de I’examiner pour la troisiéme colonne et les suivantes.

Une différence intéressante.

Revenons pour finir sur les valeurs de td en examinant les différences t-td :
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v w w-v-3 t-td t-td t = t(v) t/3 (t-td)/2""*
3 5 -1 3 a3t 3 12
4 7 0 1 30 1 1

5 8 0 3 a3t 3 6
6 10 1 9 3° 9 9
7 12 2 0 0 3 3

8 13 2 0 0 1 1

9 15 3 12 3o 11 3
10 16 3 24 32’ 25 6
11 18 4 48 3ot 51 6
12 20 5 0 0 17 17

13 21 5 96 3l2° 91 6
14 23 6 192 3to® 201 6
15 24 6 64 2° 67 67

16 26 7 192 3l2° 193 3
17 27 7 768 328 747 12
18 29 8 256 28 249 249

19 31 9 0 0 83 83

20 32 9 1536 3L2° 1393 6
21 34 10 3072 3l 2% 3195 6
22 35 10 1024 210 1065 1065

23 37 11 9216 32010 8547 9
24 39 12 0 0 2849 2849

25 40 12 24576 3108 22795 12
26 42 13 20480 5ol 18521

27 43 13 24576 328 28019 6
28 45 14 24576 3108 31185 3
29 46 14 0 0 10395 10395

30 48 15 0 0 3465 3465

31 50 16 294912 32b 263299 9

Les différences t-td sont vaguement corrélées a 2" avec parfois des retours a la valeur 0. Si t(v)/t(v-1) = 1/3, alors t-td au
rang v est soit égal & 0, soit égal & 2" dans le tableau précédent. Pour v = 26, nous observons un facteur 5 qui tranche avec
les autres différences. Nous pouvons attribuer, a priori, cette particularité au fait que t(v)/t(v-1) < 1 sans donner le rapport
1/3. Dans tous les autres cas, qui sont caractérisés par t(v)/t(v-1) > 1, nous avons ici tdw = (t-td)/2*"* = 3, 6, 9 ou 12.

La situation générale est plus complexe. Le tableau ci-dessous donne un échantillon plus fourni de valeurs. A ce jour, une
régle générale d’anticipation de ces valeurs nous semble difficile a trouver.

c |tdw| ¢ |tdw| ¢ |tdw| ¢ |[tdw | ¢ |[tdw | ¢ |[tdw| ¢ |tdw | ¢ |[tdw | c |tdw | c | tdw
32 8 82 8 [132| 9 |182| 2 |232| 2 |282| 16 |332| 6 |382| 2 |432| 4 |482| 12
33 6 83 6 |133| 8 |183| 15 | 233 | 15 | 283 | 8 |333| 8 [383| 3 |433| 3 |483]| 11
34 | 14 | 84 | 12 | 134 | 15 | 184 | 4 |234| 4 |284| O |(334| 9 |384| 12 |434| 0 |484| 15
35|17 | 8 | 4 |135| 10 |185| 3 |235| 9 |285| O |335| 8 |[385| 5 |435| 0 |485| 10
36 2 86 0 |136| 6 |186| O |[236| 6 |286| 6 |336| 12 [386| 6 |[436| 0 |486| 9
37 0 87 0O [137| 9 |187| 9 |237| 14 | 287 | 2 |337| 17 |387| 15 |437| 0O |487| 8
38 3 88 6 |138| 8 |188| 8 [238| 11 | 288 | 9 |338| 4 |388| 4 |[438| 3 |488| 15
39 | 12 | 89 9 |139| 15 (189 | O [239| 2 |289| 3 |339| 3 |389| 15 [439| 12 |489| 2
40 5 90 | 14 | 140 | 10 |190| 6 [240| 15 |290| O |340| 6 |390| 11 |440| 11 |490| O
41 0 91 5 141 3 191 | 14 | 241 | 10 | 291 3 | 341 6 391 2 | 441 2 | 491 9
42 | 12 | 92 0 (142 3 |192| 11 (242 | 9 |292| O |342| 12 |392| 3 |442| 9 [492| 8
43 | 14 | 93 0 |143| 12 |193| 8 [243| 0 |293| 12 | 343 | 16 |393 | 12 |443| 15 | 493 | 6
44 16 | 94 0 144 8 194 6 244 6 24| 4 | 344 | 5 |394| 5 |444| 16 | 494 | 8
45 | 17 | 95 | 15 |145| 8 |195| 3 |245| 15 |295| 12 |345| 6 |395| 3 |445| 14 |495| 12
46 | 16 | 96 5 |146| 0 |196| 12 [ 246 | 16 | 296 | 17 | 346 | 15 | 396 | 12 | 446 | 16 | 496 | 2
a7 5 97 0 1471 O 197 5 247 | 11 | 297 | 10 | 347 | 10 | 397 | 11 | 447 5 1497 | 12
48 6 98 3 |148| 9 |198| O [248| 6 |298| 6 |348| 3 |398| 14 |448| 15 | 498 | 8
49 | 14 | 99 0 |149| 9 |199| O [249| 14 |299| 14 |349| 0 |399| 8 |[449| 10 |499| 2
50 8 |100| 6 |150| 8 |[200| O |250| 17 |300| 8 |350| O |[400| 8 |[450| 6 |500| 9
51 8 101 | 15 | 151 3 201 3 251 | 10 | 301 | 12 | 351 6 | 401 0O |451| 14 | 501 | 15
52 3 [102| 4 |152| O |202| 9 [252| 9 |302| 10 352 | 14 |402| 15 |452| 14 | 502 | 16
53 | 15 | 103 | 12 | 153 | 12 | 203 | 2 |253| 2 |303| 9 |353| 17 |403| 4 |453| 4 |503| 8
54 10 | 104 | 4 154 8 204 | 15 | 254 6 304 | 14 | 354 | 5 | 404 6 | 454 | 12 | 504 2
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C |[tdw| ¢ |tdw| ¢ |tdw| ¢ |tdw| ¢ |tdw| ¢ |tdw | ¢ |tdw | ¢ |tdw | ¢ |tdw | c | tdw
55 | 15 | 105 | 12 |155| 8 |205| 16 |255| 3 |[305| 14 |355| 6 |[405| 2 |455| 8 |505| 15
56 4 |106| 2 |156| 6 |206| 11 | 256 | 12 |306| 16 | 356 | 12 |406 | 9 [456| 8 |506| 4
57 6 [107| 6 |157| 8 |207| 6 |[257| 2 |307| 17 [357| 4 |407| O |457| 12 |507| O
58 | 14 | 108 | 15 | 158 | 15 |208 | 8 | 258 | 6 |[308| 5 |[358| 15 (408 | O |458 | 4 |508| 9
59 | 14 | 109 | 16 |159| 8 |209 | 15 | 259 | O |[309| 12 | 359 | 11 (409 | 3 |459| O |509| 14
60 | 14 | 110 | 11 (160 | 2 |210| 10 | 260 | 12 [ 310 | 17 | 360 | 14 |410| 12 {460 | O |510| 17
61 4 |111| 8 |161| 9 |211| 6 |261| 16 |[311| 16 361 | 5 |411| 5 |461| 12 |511| 4
62 | 12 | 112 | 15 (162 | 2 |212| 9 |262| 11 [312| 17 |362| 12 |412| 3 |462| 17 |512 | 15
63 | 16 | 113 | 11 |163| 12 |213| 2 |263| 2 |313| 2 |363| 8 |413| 12 |463| 10 |513| 5
64 8 [114| 2 |164| 4 | 214 | 12 | 264 | 3 |314| 6 |364| 8 |414| 2 |464| 12 |514| O
65 9 [115| 9 |165| 3 |215| 4 |265| 12 |315| 3 |[365| 6 |415| O |[465| 5 |515]| 12
66 2 |116| 2 |166| 15 | 216 | 3 |266| 16 |316| O |[366| 6 |416| 15 |466| O |516 | 16
67 O [117| 9 |167| 16 |217| O |267| 5 317 | O |367 | 14 | 417 | 10 (467 | 9 |517 | 14
68 6 (118 9 |168| 11 |218| O |[268| O |318| 15 [ 368 | 8 |418| O |468| 14 | 518 | 8
69 6 [119| 2 |169| 2 |219| 15 |269| 6 |319| 4 [369| 2 |419| O [469| 8 |[519| 2
70 | 14 |120| 3 [170| 3 |220| 4 |270| 2 [320| 3 |370| 12 |420| 6 [470| 2 |520| 3
71 8 [121| 6 |171| 0 |221| O |271| 15 (321 | O |[371| 8 |[421| O |471| 0 |521| O
72 9 [122| O |172| 0 |222| O |272| 8 |322| 0 |372| 8 |422| 12 (472 | 0 |522| 9
73 8 [123| 0 |173| 3 | 223 | 12 | 273 | 14 (323 | 0 |373| 3 |[423| 2 |473| 0 |523| 2
74 6 | 124 | 15 | 174 | 12 | 224 | 17 | 274 | 17 |324 | 3 |374| 6 |424| 12 (474 | 9 |524| O
75 2 | 125| 11 |175| 11 | 225 | 10 | 275| 10 (325 | 3 |375| 9 |425| 16 |475| 14 | 525 | 12
76 0 [126| 2 |176| 2 |226| 6 |276| 3 |326| 12 |376| 2 |426| 11 |476| 14 | 526 | 16
77 0 [127| 3 177 | 3 | 227 | 2 |277| 9 |327| 14 | 377 | 9 |427| 2 |477| 11 |527| 11
78 6 (128 6 |178| 6 |228| 15 |278| 8 |328| 10 [ 378 | 15 | 428 | 9 |478| 8 |528| 8
79 3 [129| 6 |179| 2 |229| 16 | 279 | 12 |329| 6 |379| 4 |429| 8 |479| 12 | 529 | 9
80 | 12 |130| 3 |180| 6 |[230| 2 |280| 10 [ 330 | 12 | 380 | 12 |[430| 15 | 480 | 10 |530| 6
81 |11 |131| 6 |181| 14 |231| 6 |281| 15 [331| 4 |381| 16 |431| 14 [ 481 | O |531| 14

Pour le rapport tdw = (t-td)/2""*, d’autres valeurs apparaissent par rapport a la premiére liste et nous avons dressé un bilan
des occurrences (Nb_app) entre v=3etv =531 :

tdw 0 6 12 8 2 3 9 15 14 4 16 11 10 5 17
Nb_app 77 58 51 | 45 | 42 41 37 37 31 23 21 19 18 16 13
% occurrences | 14,6% | 11,0% | 9,6% | 8,5% | 7,9% | 7,8% | 7,0% | 7,0% | 5,9% | 4,3% | 4,0% | 3,6% | 3,4% | 3,0% | 2,5%

Les retours a 0 sont les plus fréquents, puis viennnent les 6 et 12.

Si t(v)/t(v-1) = 1/3, alors tdw au rang v est soit égal a 0, 2 ou 4. Plus précisément, vy, =0 = 12, 19, 24, 29, 30, 37, 41, 67, 76,
77, 86, 87,92, 93, 94, 97, 99, 122, 123, 146, 147, 152, 171, 172, 186, 189, 198, 199, 200, 217, 218, 221, 222, 243, 259, 268,
284, 285, 290, 292, 316, 317, 321, 322, 323, 349, 350, 401, 407, 408, 415, 418, 419, 421, 434, 435, 436, 437, 459, 460, 466,
471, 472, 473, 481, 490, 507, 514, 521, 524, vy, = » = 15, 18, 22, 36, 66, 75, 106, 114, 116, 119, 126, 160, 162, 169, 176,
179, 182, 203, 213, 227, 230, 232, 239, 253, 257, 263, 270, 287, 313, 369, 376, 382, 391, 405, 414, 423, 427, 441, 470, 489,
496, 499, 504, 519, 523 et vi4y = 4 = 56, 61, 85, 102, 104, 164, 184, 215, 220, 234, 294, 319, 331, 338, 357, 379, 388, 403,
432, 453, 458, 506, 511, 533.
Nous retrouvons ces données sous forme de trois points alignés en bas a gauche du graphique ci-dessous.
Pour tdw = 3, 6, 9, 12, 15, le rapport t(v)/t(v-1) se semble pas avoir de borne supérieure (lorsque v tend vers I’infini). La
valeur tdw = 3 est particuliere du fait que les points traversent 1’axe t(v)/t(v-1) = 1, ce qui ne semble pas de cas pour les
autres valeurs modulo 3. Les valeurs tdw = 5, 8, 10, 11, 14, 16 et 17 semblent posséder des bornes inférieures et supérieures,
5 et 10 étant sous ledit axe, 8 le traversant, et 11, 14, 16 et 17 étant au-dessus de celui-ci.
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9 Valeurs du second élément des plans du triedre de Pascal.

11 s’agit du nombre a,(1,2) se trouvant en ligne 1 et colonne 2 du triédre de Pascal.

Nous avons alors 2.a,(1,2)+1 = a,(1,1) mod 2%, soit encore :

Conjecture 2

20

a,(1,2) = (a,(1,1)-1+0u(0,1).2")/2 (46)

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de ou(0,1) pour v=3av =19.
vV | w | Aw 2" a,(1,1) a,(1,2) ou(0,1) m n
3 5 1 32 23 11 0 20 10
4 7 2 128 15 7 0 10 5
5 8 1 256 95 175 1 91 167
6 | 10 | 2 1024 575 287 0 410 205
7 12| 2 4096 383 2239 1 205 1196
8 | 13| 1 8192 255 4223 1 205 3383
9 |15 | 2 32768 5631 19199 1 3383 11533
10 | 16 | 1 65536 25599 12799 0 23066 11533
11 | 18 | 2 262144 104447 52223 0 70582 35291
12 | 20 | 2 1048576 69631 559103 1 35291 283366
13121 ] 1 2097152 745471 372735 0 566732 283366
14 | 23| 2 8388608 3293183 5840895 1 1877689 3330329
15124 | 1 16777216 2195455 9486335 1 1877689 8113298
16 | 26 | 2 67108864 12648447 6324223 0 8113298 4056649
17 | 27 | 1 134217728 97910783 48955391 0 94206740 47103370
18 | 29 | 2 536870912 65273855 32636927 0 47103370 23551685
19 | 31 | 2 2147483648 43515903 1095499775 1 23551685 592906576

L’anticipation, sans calcul, de la valeur de ou(0,1) parait un probléme difficile. En tous cas, elle ne semble pas liée a Aw, car
il n’y a jamais trois valeurs successives identiques de Aw, alors que nous observons ce point pour ou(0,1). Précisons
cependant que 1’expression ou(0,1) est directement liée a la parité de m donné plus t6t. Si m est pair alors la valeur de
ou(0,1) est 0 sinon elle vaut 1 :
ou(0,1) = si(m =0 mod 2,0,1) (47)

Il est aisé de retrouver ce résultat en procédant a une analyse de 1’algorithme de Collatz comme nous I’avons fait au
paragraphe 8, sachant que le second élément a simplement une étape impaire décalée d’une unité par rapport au premier
élément. Tous calculs faits, nous trouvons :

al(1,2) = (1+n.2"vh.(2"3%-1 (48)
avec n nombre entier

n = (m+ou(0,1).3")/2 (49)
et si m est pair, la valeur ou(0,1) = 0 convient pour avoir un nombre n entier et si m est impair, c’est au contraire ou(0,1) = 1
qui est adapté.
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10 Valeurs des éléments de la premiéere ligne des plans du triedre de Pascal.
Les valeurs de cette premiere ligne a,(1,j+1), j > 2, se déduisent les unes des autres par récurrence :
Conjecture 3
a,(1,j+1) = ay(1,j)-dy(2,2)+C(j-1,1).d,(3,3)-C(j-1,2).dy(4,4)+...+(-1).C(j-1,j-1).d,(j+1,j+1) mod 2" (50)
ou C(i,j) sont les coefficients binomiaux

C(ij) =ivGiQ-jn)
et dy(i,j) répond a

dy(i+1,j+1) = (ou(1,2).2"-d\(i,j))/2 (51)
ou
ou(1,2)=1ou?2 (52)
et
dv(2,2) = a,(1,1)-a,(1,2) mod 2" (53)

Prenons un exemple (v = 6) pour lequel le plan du triedre de Pascal a été trié suivant lignes et colonnes, la premiére ligne se
présente comme suit :

| 575 | 287 | 37 | 999 [ 923 |

On procede aux différences modulo 2" (ici modulo 1024) colonne par colonne entre le nombre a gauche sur la diagonale et
celui au-dessus sur la colonne, a savoir

dy(i+1,j+1) = dy(i,j)-dy(i,j+1) mod 2" (54)
Ceci donne le tableau :
1 2 3 4 5
1 575 287 367 999 923
2 288 944 392 76
3 368 552 316
4 840 236
5 604

Par exemple 288 = 575-287, 944 = 287-367+1024, 368 = 288-944+1024, 392 = 367-999+1024, 552 = 944-392, etc.
Les éléments sur la diagonale (288, 368, 840, 604) se déduisent les uns des autres par :

dy(i+1,j+1) = (ou(1,2).2%dy(i,j))/2 (55)
ou ou(1,2) prend soit la valeur 1, soit la valeur 2.
Ici 368 = (1024-288)/2, 840 = (2.1024-368)/2, 604 = (2.1024-840)/2.
Ayant trouvé ces valeurs, nous remontons aux éléments de la premiére ligne par I’opération inverse :

dy(i,j+1) = dy(i.j)-dy(i+1,j+1) mod 2% (56)

Soient a,(1,1), dy(2,2), dy(3,3), dy(4,4), d«(5,5),... les nombres figurant sur la diagonale principale. Les éléments de la
premiere ligne sont alors donnés par :

a(1,3) = a(1,2)-dy(2,2)+dy(3,3) mod 2"
a(1,4) = a(1,3)-dy(2,2)+20,(3,3)-,(4,4) mod 2"
a(1,5) = a,(L,4)-0u(2,2)+3d,(3,3)-3.0,(4,4)+d,(5,5) mod 2"
a(Lj+1) = ay(Lj)-0y(2,2)+C(i-1,1).04(3,3)-C(j-1,2).dy(4.4)+ .. +(-1)}.C(j-1,j-1).d\(j+1,j+1) mod 2"

Les coefficients devant d,(i,i) sont ainsi en progression selon un triangle de Pascal avec signes alternés, les C(i,j) étant les
coefficients binomiaux.

Approche alternative

Au lieu d’effectuer les différences selon la relation (54), procédons par I’opposé :
dy(i+1,j+1) = -(dy(i.j)-dy(i,j+1)) mod 2% (57)

Ceci donne le tableau (pour v =6) :
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1 2 3 4 5
1 575 287 367 999 923
2 736 80 632 948
3 368 552 316
4 184 788
5 604

Les éléments de la diagonale principale (hors 575 et 736) se déduisent alors 1’un de 1’autre par

(0U(0,1).2"+dy(i,j))/d (i+1,j+1) = 2

(58)

C’est & dire que les éléments sur la diagonale principale sont divisés par deux avec, de temps & autre, I’ajout de 2.

Le procédé par récurrence est simple, mais reste le probléme entier de I’anticipation des valeurs ou(1,2) (ou bien ou(0,1) si
on procede par ’alternative). Bien sdr ou(1,2) et ou(0,1) sont intimement liés ici.

Le lecteur notera que ce procédé s’applique de méme a I’ensemble des lignes du plan du triédre de Pascal.

Par exemple pour la dixiéme ligne du plan correspondant a v = 12 (w = 20, 2" = 1048576), nous pouvons construire le

tableau suivant :

Ligne 10 713727 | 1028607 | 452351 | 112255 | 650687 | 934047 | 834799 | 161639 | 200475

314880 | 472320 | 708480 | 538432 | 283360 | 949328 | 375416 | 38836

157440 | 236160 | 878528 | 793504 | 665968 | 474664 | 711996

78720 | 642368 | 963552 | 921040 | 857272 | 237332

563648 | 321184 | 1006064 | 984808 | 428636

806112 | 684880 | 1027320 | 492404

927344 | 342440 | 513660

463672 | 171220

756124

daa(isi) 314880 | 157440 | 78720 | 563648 | 806112 | 927344 | 463672 | 756124

Aua(i,i)/da(i+1,i+1) 2 2 2

(2"+01,(i,1)) /Ay (i+1,i+1) 2 2 2 2

L’anticipation des valeurs ou(1,2) (ou ou(0,1)) permet de résoudre largement, avec les conjectures sur les premier et second
éléments d’un plan, le probléme posé.

La suite du texte pose le probléme de maniere un peu différente mais reste en grande partie liée a ce qui a déja été énoncé.
11 Anticipation de I’ensemble des valeurs du triédre de Pascal.

Nous précédons par un exemple (qui n’est pas encore idéalement trié a ce stade) pour plus de clarté.
Nous choisissons v = 9 (et w(en v) = 15), soit aussi v-1 = 8 (et w(en v-1) = 13).

Les valeurs du plan du triedre de Pascal pour v-1 sont les suivantes :
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| 255 4223 1983 6815 5871 4455 2331
3967 1727 6559 5615 4199 2075
3455 1215 6047 5103 3687 1563
2431 191 5023 4079 2663 539

5439 2079 1135 7911 5787
4927 1567 623 7399 5275
3903 543 7791 6375 4251
4159 799 8047 6631 4507
3135 7967 7023 5607 3483
3551 2607 1191 7259

3039 2095 679 6747

2015 1071 7847 5723

2271 1327 8103 5979

1247 303 7079 4955

719 7495 5371




207 6983 4859

7375 5959 3835

7631 6215 4091

6607 5191 3067
Les valeurs pour v sont les suivantes :

5631 19199 6783 20927 9375 8431 23399 29467
13567 1151 15295 3743 2799 17767 23835
2303 22655 4031 25247 24303 6503 12571
12543 127 14271 2719 1775 16743 22811

9087 23231 11679 10735 25703 31771
30591 11967 415 32239 14439 20507
8063 22207 10655 9711 24679 30747
13695 27839 16287 15343 30311 3611
23935 5311 26527 25583 7783 13851
22911 4287 25503 24559 6759 12827
18751 7199 6255 21223 27291
7487 28703 27759 9959 16027
17727 6175 5231 20199 26267
23359 11807 10863 25831 31899
831 22047 21103 3303 9371
32575 21023 20079 2279 8347
14399 2847 1903 16871 22939
24639 13087 12143 27111 411
23615 12063 11119 26087 32155
16863 15919 30887 4187
5599 4655 19623 25691
15839 14895 29863 3163
21471 20527 2727 8795
31711 30767 12967 19035
30687 29743 11943 18011
12511 11567 26535 32603
22751 21807 4007 10075
21727 20783 2983 9051
14031 28999 2299
2767 17735 23803
13007 27975 1275
18639 839 6907
28879 11079 17147
27855 10055 16123
9679 24647 30715
19919 2119 8187
18895 1095 7163

Dans les deux tableaux, nous avons déja ordonné les valeurs suivant colonnes et lignes. Ainsi, les différences entre lignes
sont des constantes comme signalés plus haut, modulo 8192 pour le premier tableau et modulo 32768 pour le second.

Nous mettons ensuite en face les lignes de mémes effectifs.
Nous obtenons ainsi les associations suivantes :

19199 6783 20927 9375 8431 23399 29467
13567 1151 15295 3743 2799 17767 23835
2303 22655 4031 25247 24303 6503 12571
12543 127 14271 2719 1775 16743 22811
et
| 255 | 4223 1983 6815 5871 4455 2331 |

puis,
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9087 23231 11679 10735 25703 31771
30591 11967 415 32239 14439 20507
8063 22207 10655 9711 24679 30747
13695 27839 16287 15343 30311 3611
23935 5311 26527 25583 7783 13851
22911 4287 25503 24559 6759 12827

et

3967 1727 6559 5615 4199 2075
3455 1215 6047 5103 3687 1563
2431 191 5023 4079 2663 539

puis,

18751 7199 6255 21223 27291
7487 28703 27759 9959 16027
17727 6175 5231 20199 26267
23359 11807 10863 25831 31899
831 22047 21103 3303 9371
32575 21023 20079 2279 8347
14399 2847 1903 16871 22939
24639 13087 12143 27111 411
23615 12063 11119 26087 32155

et

5439 2079 1135 7911 5787
4927 1567 623 7399 5275
3903 543 7791 6375 4251
4159 799 8047 6631 4507
3135 7967 7023 5607 3483

puis,

16863 15919 30887 4187
5599 4655 19623 25691
15839 14895 29863 3163
21471 20527 2727 8795
31711 30767 12967 19035
30687 29743 11943 18011
12511 11567 26535 32603
22751 21807 4007 10075
21727 20783 2983 9051

et

3551 2607 1191 7259
3039 2095 679 6747
2015 1071 7847 5723
2271 1327 8103 5979
1247 303 7079 4955

puis enfin,

14031 28999 2299
2767 17735 23803
13007 27975 1275
18639 839 6907
28879 11079 17147
27855 10055 16123
9679 24647 30715
19919 2119 8187
18895 1095 7163

et

719 7495 5371
207 6983 4859
7375 5959 3835
7631 6215 4091
6607 5191 3067

Nous considérons alors les différences modulo 2" ¥ (jci 2™ = 8192) entre lignes de mémes effectifs. Le choix des

différences est multiple, et pour nous limiter a un seul, nous faisons celui du premier tableau (de rang v) avec la premiére
ligne du tableau suivant (de rang v-1).
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Nous obtenons alors le tableau suivant :

Difl col 1 Difl col 2 Difl col 3 Difl col4 Difl col5 Difl col6 Difl col 7 Diviseurs | Rapports
2560 2560 2560 2560 2560 2560 2560 2710 = 1024 2,5
5120 5120 5120 5120 5120 5120 5120 5
2048 2048 2048 2048 2048 2048 2048 2
4096 4096 4096 4096 4096 4096 4096 4

5120 5120 5120 5120 5120 5120 279 =512 10
2048 2048 2048 2048 2048 2048 4
4096 4096 4096 4096 4096 4096 8
1536 1536 1536 1536 1536 1536 3
3584 3584 3584 3584 3584 3584 7
2560 2560 2560 2560 2560 2560 5
5120 5120 5120 5120 5120 2°8 = 256 20

2048 2048 2048 2048 2048 8

4096 4096 4096 4096 4096 16

1536 1536 1536 1536 1536 6

3584 3584 3584 3584 3584 14

2560 2560 2560 2560 2560 10

768 768 768 768 768 3

2816 2816 2816 2816 2816 11

1792 1792 1792 1792 1792 7

5120 5120 5120 5120 2"8 = 256 20

2048 2048 2048 2048 8

4096 4096 4096 4096 16

1536 1536 1536 1536 6

3584 3584 3584 3584 14

2560 2560 2560 2560 10

768 768 768 768 3

2816 2816 2816 2816 11

1792 1792 1792 1792 7

5120 5120 5120 2°8 = 256 20

2048 2048 2048 8

4096 4096 4096 16

1536 1536 1536 6

3584 3584 3584 14

2560 2560 2560 10

768 768 768 3

2816 2816 2816 11

1792 1792 1792 7

Chaque ligne a des valeurs constantes (cf. théoréme 9). Nous divisons alors la valeur par le facteur inscrit dans la colonne
« diviseurs » et nous obtenons la colonne « rapport ».

Conjecture 4

Prenons les diviseurs (de la colonne diviseurs) tels que suit :

- pour le premier ensemble de lignes (v-2 colonnes) : 2"

- pour le second ensemble de lignes (& v-3 colonnes) : 2¥ (si v > 6)

- pour le troisiéme ensemble de lignes (& v-4 colonnes) : 2 (si v>7)
liéme

- pourlei- ensemble de lignes (& v-i colonnes) : 2"*3 (si v > i+3)

- pour les trois derniers ensembles de lignes (a 5, 4 et 3 colonnes) : 2°

La derniere régle ne s’applique pas pour v < 6, partiellement pour v = 6 (a la derniere colonne) et pour v = 7 (aux deux
derniéres colonnes) et complétement a partir de v > 8.

Alors, les éléments de la colonne « rapport » sont des entiers, sauf pour un seul qui est entier + 1/2.

La ligne a demi entier sera retenue pour prendre sa place en premiére ligne du plan courant (ce que nous avons fait pour
notre exemple). Dans chaque ensemble de lignes, nous classons les valeurs de la colonne « rapport » par valeurs croissantes
(ce que nous avons fait aussi des le début).

Ce procédé donne un classement unique des lignes de chaque plan du triédre de Pascal. Ce n’est pas cependant le meilleur et
nous revenons sur ce point un peu plus tard.
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En attendant, réécrivons la colonne «rapport» d’une maniére qui nous semble plus appropriée, tenant compte des
rapprochements des lignes a effectifs identiques, mettant ainsi en valeur les trois derniers ensembles de données :

2,5 5 10 20 20 20
2 4 8 8 8
4 8 16 16 16
3 6 6 6
7 14 14 14
5 10 10 10
3 3 3
11 11 11
7 7 7

Nous retrouvons d’une certaine maniere un plan du triedre de Pascal (du fait des trois dernieres colonnes identiques). Nous
appellerons ces plans par le terme plans secondaires (de Pascal). Tout reste cependant a découvrir quant a leur anticipation.

Travaillant jusqu’a présent modulo 2"V (ici 2*° = 8192), le tableau précédent ne permet pas de trouver un plan du triédre
de Pascal au rang v a partir de celui de rang v-1.

Il faut pour cela reprendre le méme travail, mais cette fois-ci en faisant les différences modulo 2¢"¥) (ici 2'° = 32768) entre
lignes de mémes longueurs.

Dif2 col 1 Dif2 col 2 Dif2col 3 Dif2col4 Dif2 col5 Dif2col 6 Dif2 col 7
18944 2560 18944 2560 2560 18944 27136
13312 29696 13312 29696 29696 13312 21504
2048 18432 2048 18432 18432 2048 10240
12288 28672 12288 28672 28672 12288 20480

5120 21504 5120 5120 21504 29696

26624 10240 26624 26624 10240 18432

4096 20480 4096 4096 20480 28672

9728 26112 9728 9728 26112 1536

19968 3584 19968 19968 3584 11776

18944 2560 18944 18944 2560 10752

13312 5120 5120 13312 21504

2048 26624 26624 2048 10240

12288 4096 4096 12288 20480

17920 9728 9728 17920 26112

28160 19968 19968 28160 3584

27136 18944 18944 27136 2560

8960 768 768 8960 17152

19200 11008 11008 19200 27392

18176 9984 9984 18176 26368

13312 13312 29696 29696

2048 2048 18432 18432
12288 12288 28672 28672
17920 17920 1536 1536

28160 28160 11776 11776
27136 27136 10752 10752
8960 8960 25344 25344
19200 19200 2816 2816
18176 18176 1792 1792
13312 21504 29696
2048 10240 18432
12288 20480 28672
17920 26112 1536
28160 3584 11776
27136 2560 10752
8960 17152 25344
19200 27392 2816
18176 26368 1792

Puis nous réalisons les soustractions Dif2-Dif1(modulo 2*) et nous divisons par 2" ¥ (donc ici 2** = 8192). Ceci donne :
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Dif2-Difl Dif2-Difl Dif2-Difl Dif2-Difl Dif2-Difl Dif2-Difl Dif2-Difl
col 1 col 2 col 3 col 4 col 5 col 6 col 7
2

o
N
o
o
N
w

1
0
1

NNEFPOWOoOWNW

NMNNEFPWWNPOROOWNEDNPFPOPR

NNPFPWWNRPORIFPPFPONNPOWOINNEPOWOWNW

NNNPFPWWNRPFPORPINDNNMNP WWNPORPRPFPPONMMNMNPOWOMNNPEFPOWOWNW
WWNOOWNREPENOOWRPFPOWNWINNPWWNPORPOOWNEDNPFPOPR
OO WRPPFPOWNWOOWRPFPOWNWWWNOOWNEDNPEFPPRPOWNWNEDN

Si le facteur multiplicatif entre 2"V gt 2" est 2, nous n’aurons dans ces tableaux que des 0 et des 1, il est de 4, nous
aurons 0, 1, 2 ou 3.

Nous appellerons ces plans par le terme plans tertiaires.

Si nous pouvons anticiper plans secondaires et plans tertiaires, nous pouvons alors constituer par itérations successives
toutes les valeurs constituant le triédre de Pascal.

Conjecture 5

Les valeurs des plans secondaires, ordonnées suivant le tri positif, se déduisent d’une colonne a la suivante par
multiplication par 2 hormis la premiére colonne (trivialement) d’une part et les deux derniéres colonnes, identiques a la
précédente, d’autre part.

Le lecteur peut vérifier ceci, par exemple, pour le plan secondaire du plan v = 9 donné plus haut, ainsi que pour le plan
secondaire des plans v =4 a v = 11 donnés au chapitre 12.

La connaissance du premier élément de chaque ligne permet donc de déduire les autres objets.

Ici, la régle s’applique dés le premier nombre (entre parenthéses), mais ce n’est pas un cas général.
En effet, notons s(i,j) un élément du plan secondaire v, i le numéro de ligne et j le numéro de colonne, on a alors :

Conjecture 6

Pour tout plan secondaire, la différence entre le premier élément s,(1,1) et le moitié du suivant s,(1,2) est soit nulle, soit une
puissance de 2.
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% sy(1,1) sy(1,2) sy(1,1)-s4(1,2)/2
5 0,5 1 0
6 1,5 1 2°
7 2,5 1 2!
8 7.5 7 2°
9 2,5 5 0
10 3,5 7 0
11 6,5 13 0
12 23,5 15 2*

Conjecture 7

Les associés de la premiéere ligne au rang v se déduisent des associés en regard au rang v-1 par multiplication par 6
additionnée de 5 et aprés itérations du résultat :

a(L,j) = (6.av1(L,j)+5)“ mod 2" (59)

Nous montrons ceci par des exemples comme a notre habitude et commencons par donner les premiéres lignes de quelques
plans d’associés :

v w 2" 2"V | Coll | Col2 | Col3 | Col4 | Col5 | Col6 | Col7 | Col8 | Col9 |Col 10
1 2 4 2 5

2 4 16 4 3

3 5 32 4 23 11

4 7 128 8 15 7 59

5 8 256 8 95 175 39 219

6 10 1024 16 575 287 367 999 923

7 12 4096 32 383 2239 | 2975 | 2031 615 | 2587

8 13 8192 32 255 | 4223 | 1983 | 6815 | 5871 | 4455 | 2331

9 15 32768 | 64 5631 | 19199 | 6783 | 20927 | 9375 | 8431 | 23399 | 29467

10 16 65536 | 64 25599 | 12799 | 26367 | 13951 | 28095 | 49311 | 15599 | 63335 | 36635

11 18 |262144| 128 [104447| 52223 |104959| 52991 (237183|251327| 10399 |173295| 24423 | 63259

Chaque élément des colonnes « Col i » se déduit de celui qui est au-dessus, sauf si la case est vide, auquel cas la valeur 0 ne
s’applique pas.

Par exemples :
(5).6+5 = 3 mod 16 et 3' = 3 mod 16.

(3).6+5 = 23 mod 32 et 23" = 23 mod 32.
mais (0).6+5 =5 mod 32 et 5' # 11 mod 32 pour tout i .

(23).6+5 = 15 mod 128 et 15" = 15 mod 128.
(11).6+5 = 71 mod 128 et 71° = 7 mod 128.
mais (0).6+5 =5 mod 128 et 5' # 59 mod 128 pour tout i .

(15).6+5 = 95 mod 256 et 95 = 95 mod 256.

(7).6+5 = 47 mod 256 et 47° = 175 mod 256.

(59).6+5 = 103 mod 256 et 103%° = 39 mod 256.

mais (0).6+5 =5 mod 256 et 5' # 219 mod 256 pour tout i .

(95).6+5 = 575 mod 1024 et 575" = 575 mod 1024.
(175).6+5 = 31 mod 1024 et 31° = 287 mod 1024.

(39).6+5 = 239 mod 1024 et 239°" = 367 mod 1024.
(219).6+5 = 295 mod 1024 et 295% = 999 mod 1024.

mais (0).6+5 =5 mod 1024 et 5' # 923 mod 1024 pour tout i .

En continuant ainsi, nous pouvons construire le tableau suivant. Les colonnes « Exp » sont les puissances a appliquer a
6m+5, pour obtenir la valeur sous le nombre m :
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w 2" 2" 1 Expl | Exp2 | Exp3 | Exp4 | Exp5 | Exp6 | Exp7 | Exp8 | Exp 9 |Exp 10
2 4 2
4 16 4 1
5 32 4 1
7 128 8 1 9
8 256 8 1 9 25
1024 16 1 9 57 89

12 4096 32 25 25 57 121 25
13 8192 32 25 57 57 185 121 25
15 | 32768 | 64 25 121 185 57 441 | 1657 | 2073
16 | 65536 | 64 57 57 57 57 825 | 1977 | 2681 | 2073
18 |262144| 128 57 185 57 57 57 1849 | 1977 | 2681 | 2073

e
RiBlo|o|N|o|a|sw|Nk|<
H
o

ieme

Les puissances sont toujours inférieures a 2", ¢ étant la ¢"*™ colonne.

Ceci est analogue a ce qui a été dit lors de I’exposé du théoreme 11.

Les puissances ont toutes des valeurs remarques entre elles telles 9 = 1+8, 25 = 9+16, 57 = 25+32, 89 = 25+64, 121
57+64, 185 = 121+64, 441 = 185+256, 825 = 185+128+512, 1657 = 121+512+1024, 1849 = 825+1024, 1977
441+512+1024, 2681 = 121+512+2048, 2073 = 25+2048.

Cependant, I’anticipation pleine et entiére de ces valeurs reste un mysteére.

12 Les plans triés.

Le lecteur trouvera ci-dessous les premiers plans du triedre (des associés) de Pascal classés suivant le tri positif et par
ailleurs les plans secondaires et tertiaires associés.

v=1w=2#V)=1

Famille mod 4,
1
5
v=2,w=4 #V)=1
Famille mod 16,
1
3
v=3,wW=5#V)=2
Famille mod 32,
1 1
23 11
v=4,w=7,#V)=3
Famille mod 128
1 1 1
15 7 59

v=5w=8 #V)=7
Famille mod 256

95 | 175 | 39 | 219
79 | 199 | 123

v =6, w=10, #(v)= 12
Famille mod 1024

575 | 287 | 367 | 999 | 923
735 | 815 | 423 | 347
975 | 583 | 507
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v=7,w=12, #(v)= 30
Famille mod 4096

v =8, w=13, #(v)=85
Famille mod 8192

v=9,w=15#(v)= 173
Famille mod 32768
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383

2239
1855
1087

2975
2591
1823
4063
3295

2031
1647
879
3119
2351
1231
463

615

231
3559
1703

935
3911

3143

2587
2203
1435
3675
2907
1787
1019

14

19

19

19

255 | 4223
3967
3455
2431

1983
1727
1215
191
5439
4927
3903
4159
3135

6815
6559
6047
5023
2079
1567
543
799
7967
3551
3039
2015
2271
1247

5871
5615
5103
4079
1135
623
7791
8047
7023
2607
2095
1071
1327
303
719
207
7375
7631
6607

4455 | 2331
4199 | 2075
3687 | 1563
2663 | 539
7911 | 5787
7399 | 5275
6375 | 4251
6631 | 4507
5607 | 3483
1191 | 7259
679 | 6747
7847 | 5723
8103 | 5979
7079 | 4955
7495 | 5371
6983 | 4859
5959 | 3835
6215 | 4091
5191 | 3067

10

19

28

37

37

37

5631

19199
13567
2303

12543

6783
1151
22655
127
9087
30591
8063
13695
23935
22911

20927
15295
4031
14271
23231
11967
22207
27839
5311
4287
18751
7487
17727
23359
831
32575
14399
24639
23615

9375
3743
25247
2719
11679
415
10655
16287
26527
25503
7199
28703
6175
11807
22047
21023
2847
13087
12063
16863
5599
15839
21471
31711
30687
12511
22751
21727

8431
2799
24303
1775
10735
32239
9711
15343
25583
24559
6255
27759
5231
10863
21103
20079
1903
12143
11119
15919
4655
14895
20527
30767
29743
11567
21807
20783

23399
17767
6503
16743
25703
14439
24679
30311
7783
6759
21223
9959
20199
25831
3303
2279
16871
27111
26087
30887
19623
29863
2727
12967
11943
26535
4007
2983

29467
23835
12571
22811
31771
20507
30747
3611
13851
12827
27291
16027
26267
31899
9371
8347
22939
411
32155
4187
25691
3163
8795
19035
18011
32603
10075
9051




v =10, w =16, #(v)= 476
Famille mod 65536
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14031
2767
13007
18639
28879
27855
9679
19919
18895

28999 | 2299
17735 | 23803
27975 | 1275
839 | 6907
11079 | 17147
10055 | 16123
24647 | 30715
2119 | 8187
1095 | 7163

14

30

53

76

99

99 99

25599

12799
52735

1535
30207
22015

26367
767
15103
43775
35583
27903
42239
5375
62719
30975
59647
51455
37119
28927

13951
53887
2687
31359
23167
15487
29823
58495
50303
18559
47231
39039
24703
16511
56191
4991
33663
25471
59263
22399
14207
65407
57215
9599
38271
30079
15743
7551
47487
39295

28095
2495
16831
45503
37311
29631
43967
7103
64447
32703
61375
53183
38847
30655
4799
19135
47807
39615
7871
36543
28351
14015
5823
23743
52415
44223
29887
21695
61631
53439
33087
47423
10559
2367
36159
64831
56639
42303
34111
52031
15167
6975
58175
49983
24383
16191
43071
6207
63551
49215
41023
15423
7231

49311
23711
38047
1183
58527
50847
65183
28319
20127
53919
17055
8863
60063
51871
26015
40351
3487
60831
29087
57759
49567
35231
27039
44959
8095
65439
51103
42911
17311
9119
54303
3103
31775
23583
57375
20511
12319
63519
55327
7711
36383
28191
13855
5663
45599
37407
64287
27423
19231
4895
62239
36639
28447

15599
55535
4335
33007
24815
17135
31471
60143
51951
20207
48879
40687
26351
18159
57839
6639
35311
27119
60911
24047
15855
1519
58863
11247
39919
31727
17391
9199
49135
40943
20591
34927
63599
55407
23663
52335
44143
29807
21615
39535
2671
60015
45679
37487
11887
3695
30575
59247
51055
36719
28527
2927
60271

63335 | 36635
3773511035
52071 | 25371
15207 | 54043
7015 | 45851
64871 | 38171
13671 | 52507
4234315643
34151 | 7451
2407 | 41243
31079 | 4379
22887 | 61723
8551 | 47387
359 | 39195
40039 | 13339
54375 | 27675
17511 | 56347
9319 | 48155
4311116411
6247 | 45083
63591 | 36891
49255 | 22555
41063 | 14363
58983 | 32283
22119 | 60955
1392752763
65127 | 38427
56935 | 30235
31335 | 4635
2314361979
2791 | 41627
17127 | 55963
45799 | 19099
37607 | 10907
5863 | 44699
34535 7835
26343 | 65179
12007 | 50843
3815 | 42651
2173560571
50407 | 23707
4221515515
27879 | 1179
19687 | 58523
59623 | 32923
51431 | 24731
1277551611
41447 | 14747
33255 | 6555
18919 | 57755
10727 | 49563
50663 | 23963
4247115771




v =11, w=18, #(v)= 961

Famille mod 262144
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31199 | 63023
4553511823
8671 | 40495
479
34271 | 559
62943 | 29231
5475121039
40415 | 6703
32223 | 64047
50143 | 16431
13279 | 45103
5087 | 36911
56287 | 22575
48095 | 14383
22495 | 54319
14303 | 46127
41183 | 7471
4319 | 36143
61663 | 27951
47327 | 13615
39135 | 5423
13535 | 45359
5343 | 37167

32303

61135
9935
38607
30415
64207
27343
19151
4815
62159
14543
43215
35023
20687
12495
52431
44239
5583
34255
26063
11727
3535
43471
35279

45223
59559
22695
14503
48295
11431
3239
54439
46247
64167
27303
19111
4775
62119
36519
28327
55207
18343
10151
61351
53159
27559
19367
43335
57671
20807
12615
46407
9543
1351
52551
44359
62279
25415
17223
2887
60231
34631
26439
53319
16455
8263
59463
51271
25671
17479

18523
32859
61531
53339
21595
50267
42075
27739
19547
37467
603
57947
43611
35419
9819
1627
28507
57179
48987
34651
26459
859
58203
16635
30971
59643
51451
19707
48379
40187
25851
17659
35579
64251
56059
41723
33531
7931
65275
26619
55291
47099
32763
24571
64507
56315

1

5

15

34

65

108

151

194

194

194

104447

52223
209919
1023
107519
58367

104959
511
53759
160255
111103
105983
159231
3583
216575
108031
214527
165375
112127
62975
120319

52991
210687
1791
108287
59135
54015
107263
213759
164607
56063
162559
113407
60159
11007
68351

237183
132735
185983
30335
243327
238207
29311
135807
86655
240255
84607
35455
244351
195199
252543

251327
146879
200127
44479
257471
252351
43455
149951
100799
254399
98751
49599
258495
209343
4543

10399
168095
221343
65695
16543
11423
64671
171167
122015
13471
119967
70815
17567
230559
25759

173295
68847
122095
228591
179439
174319
227567
71919
22767
176367
20719
233711
180463
131311
188655

24423
182119
235367

79719

30567

25447

78695
185191
136039

27495
133991

84839

31591
244583

39783

63259
220955
12059
118555
69403
64283
117531
224027
174875
66331
172827
123675
70427
21275
78619
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212223
3327
109823
60671
214271
58623
9471
218367
169215
226559
6399
112895
63743
10495
223487
18687
119039
69887
127231

134271
187519
31871
244863
136319
242815
193663
140415
91263
148607
190591
34943
247935
194687
145535
202879
41087
254079
49279
240511
31615
138111
88959
242559
86911
37759
246655
197503
254847
34687
141183
92031
38783
251775
46975
147327
98175
155519
247167
91519
42367
251263
202111
259455
97663
48511
105855
260479
211327
6527

148415
201663
46015
259007
150463
256959
207807
154559
105407
162751
204735
49087
262079
208831
159679
217023
55231
6079
63423
254655
45759
152255
103103
256703
101055
51903
260799
211647
6847
48831
155327
106175
52927
3775
61119
161471
112319
169663
261311
105663
56511
3263
216255
11455
111807
62655
119999
12479
225471
20671
20799
74047
180543
131391
22847
129343
80191
26943
239935
35135
77119
183615
134463
81215
32063
89407

169631
222879
67231
18079
171679
16031
229023
175775
126623
183967
225951
70303
21151
230047
180895
238239
76447
27295
84639
13727
66975
173471
124319
15775
122271
73119
19871
232863
28063
70047
176543
127391
74143
24991
82335
182687
133535
190879
20383
126879
77727
24479
237471
32671
133023
83871
141215
33695
246687
41887
42015
95263
201759
152607
44063
150559
101407
48159
261151
56351
98335
204831
155679
102431
53279
110623

70383
123631
230127
180975

72431
178927
129775

76527

27375

84719
126703
233199
184047
130799

81647
138991
239343
190191
247535
176623
229871

74223

25071
178671

23023
236015
182767
133615
190959
232943

77295

28143
237039
187887
245231

83439

34287

91631
183279

27631
240623
187375
138223
195567

33775
246767

41967
196591
147439
204783
204911
258159
102511

53359
206959

51311

2159
211055
161903
219247
261231
105583
56431
3183
216175
11375

183655
236903
81255
32103
185703
30055
243047
189799
140647
197991
239975
84327
35175
244071
194919
252263
90471
41319
98663
27751
80999
187495
138343
29799
136295
87143
33895
246887
42087
84071
190567
141415
88167
39015
96359
196711
147559
204903
34407
140903
91751
38503
251495
46695
147047
97895
155239
47719
260711
55911
56039
109287
215783
166631
58087
164583
115431
62183
13031
70375
112359
218855
169703
116455
67303
124647

222491
13595
120091
70939
224539
68891
19739
228635
179483
236827
16667
123163
74011
20763
233755
28955
129307
80155
137499
66587
119835
226331
177179
68635
175131
125979
72731
23579
80923
122907
229403
180251
127003
77851
135195
235547
186395
243739
73243
179739
130587
77339
28187
85531
185883
136731
194075
86555
37403
94747
94875
148123
254619
205467
96923
203419
154267
101019
51867
109211
151195
257691
208539
155291
106139
163483
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189759
140607
197951
27455
133951
84799
31551
244543
39743
140095
90943
148287
40767
253759
48959
84031
190527
141375
88127
38975
96319
196671
147519
204863
97343
48191
105535

210975
161823
219167
48671
155167
106015
52767
3615
60959
161311
112159
169503
61983
12831
70175
105247
211743
162591
109343
60191
117535
217887
168735
226079
118559
69407
126751
84447
137695
244191
195039
86495
192991
143839
90591
41439
98783
140767
247263
198111
144863
95711
153055
253407
204255
261599
91103
197599
148447
95199
46047
103391
203743
154591
211935
104415
55263
112607
147679
254175
205023
151775
102623
159967
260319
211167

111727
62575
119919
211567
55919
6767
215663
166511
223855
62063
12911
70255
224879
175727
233071
5999
112495
63343
10095
223087
18287
118639
69487
126831
19311
232303
27503
247343
38447
144943
95791
249391
93743
44591
253487
204335
261679
41519
148015
98863
45615
258607
53807
154159
105007
162351
253999
98351
49199
258095
208943
4143
104495
55343
112687
5167
218159
13359
48431
154927
105775
52527
3375
60719
161071
111919

224999
175847
233191
62695
169191
120039
66791
17639
74983
175335
126183
183527
76007
26855
84199
119271
225767
176615
123367
74215
131559
231911
182759
240103
132583
83431
140775
98471
151719
258215
209063
100519
207015
157863
104615
55463
112807
154791
261287
212135
158887
109735
167079
5287
218279
13479
105127
211623
162471
109223
60071
117415
217767
168615
225959
118439
69287
126631
161703
6055
219047
165799
116647
173991
12199
225191

1691
214683
9883
101531
208027
158875
105627
56475
113819
214171
165019
222363
114843
65691
123035
158107
2459
215451
162203
113051
170395
8603
221595
16795
171419
122267
179611
137307
190555
34907
247899
139355
245851
196699
143451
94299
151643
193627
37979
250971
197723
148571
205915
44123
257115
52315
143963
250459
201307
148059
98907
156251
256603
207451
2651
157275
108123
165467
200539
44891
257883
204635
155483
212827
51035
1883




6367
160991
111839
169183

169263
61743
12591
69935
48847

102095

208591

159439
50895

157391

108239
54991

5839
63183

105167

211663

162511

109263
60111

117455

217807

168655

225999
55503
161999
112847
59599
10447
67791
168143
118991
176335
68815
19663
77007
112079

218575
169423
116175
67023
124367
224719
175567
232911
125391
76239
133583

20391
175015
125863
183207
162119
215367

59719

10567
164167

8519
221511
168263
119111
176455
218439

62791

13639
222535
173383
230727

68935

19783

77127
168775

13127
226119
172871
123719
181063

19271
232263

27463
182087
132935
190279
225351

69703

20551
229447
180295
237639

75847

26695

84039
238663
189511
246855

59227
213851
164699
222043
200955
254203

98555

49403
203003

47355
260347
207099
157947
215291
257275
101627

52475
261371
212219

7419
107771

58619
115963
207611

51963

2811
211707

162555
219899

58107

8955

66299
220923
171771
229115

2043
108539
59387
6139

219131

14331
114683

65531
122875

15355
228347

23547

Ce classement s’appuie sur les plans secondaires :

v=4,w=7,#Vv)=3
Famille mod 128

v=5w=8 #V)=7
Famille mod 256

v =6, w =10, #(v)=12
Famille mod 1024
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v=7,w=12, #(v)=30
Famille mod 4096

v =8, w =13, #(v)= 85

Famille mod 8192

v =9, w=15, #(v)=173
Famille mod 32768

v =10, w = 16, #(v)= 476
Famille mod 65536

v =11, w=18, #(v)= 961
Famille mod 262144

2,5 1 2 2
2 4 4
7,5 7 14 14 14
6 12 12 12
4 8 8 8
9 9 9
5 5 5
2,5 5 10 20 20 20
2 4 8 8 8
4 8 16 16 16
3 6 6 6
7 14 14 14
5 10 10 10
3 3 3
11 11 11
7 7 7
3,5 7 14 28 56 56 56
14 28 56 112 | 112 | 112
12 24 48 96 96 96
8 16 32 64 64 64
17 34 68 68 68
13 26 52 52 52
5 10 20 20 20
23 46 92 92 92
15 30 60 60 60
1 2 2 2
57 114 | 114 | 114
41 82 82 82
13 26 26 26
61 122 | 122 | 122
11 22 22 22
59 118 | 118 | 118
95 95 95
79 79 79
47 47 47
119 | 119 | 119
87 87 87
115 | 115 | 115
83 83 83
6,5 13 26 52 104 208 208 208
10 20 40 80 160 160 160
4 8 16 32 64 64 64
8 16 32 64 128 128 128
27 54 108 216 216 216
15 30 60 120 120 120
23 46 92 184 184 184
29 58 116 232 232 232
5 10 20 40 40 40
1 2 4 8 8 8
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Les plans tertiaires sont pour leur part :

v=5w=8,#Vv)=7
Famille mod 256

v=6,w=10,#(v)=12
Famille mod 1024
v=7,w=12, #(v)=30

Famille mod 4096

v =8, w=13, #(v)=85
Famille mod 8192
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43 86 172 172 172
19 38 76 76 76
35 70 140 140 140
47 94 188 188 188
63 126 252 252 252
55 110 220 220 220
25 50 100 100 100
41 82 164 164 164
33 66 132 132 132
117 234 234 234
69 138 138 138
101 202 202 202
125 250 250 250
29 58 58 58
13 26 26 26
81 162 162 162
113 226 226 226
97 194 194 194
15 30 30 30
47 94 94 94
31 62 62 62
199 199 199
103 103 103
167 167 167
215 215 215
23 23 23
247 247 247
127 127 127
191 191 191
159 159 159
251 251 251
59 59 59
27 27 27
1 0 1
0 1 0
0 0 3 2
2 2 1 0
3 1 1
1 2 1 3 1
1 2 1 3 1
0 1 0 2 0
3 2 1 3
2 1 0 2
0 3 1
3 2 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0
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13 Un classement pour le dénombrement.

L’objectif est ici de dénombrer les effectifs d’un plan du triedre de Pascal. Ceci a déja été réalisé dans un article antérieur.
Cependant en I’absence d’une « géographie » des signatures, nous nous étions limités a établir une conjecture sur ledit
dénombrement au lieu du théoréme que nous allons établir a présent.

En fait, nous allons passer a une seconde géographie. Ce nouveau classement ne donne pas des plans du triedre de Pascal
sous une forme « triangulaire » compact, mais sous une forme plus échancrée sur la c6té gauche. Pour une compréhension
facile, nous allons commencer par les exemples selon la bonne habitude prise.

Nous choisissons deux plans pour des raisons expliqués plus loin & savoir v=8 (w=13) etv=9 (w = 15).

Nous ne rappelons pas ici la notion de signatures licites. Les tableaux sont composés uniquement de celles-ci.

101010101010101000000

101010101010100100000

101010101010010100000

101010101001010100000

101010100101010100000

101010010101010100000

101001010101010100000

101010101010100010000

101010101010010010000

101010101001010010000

101010100101010010000

101010010101010010000

101001010101010010000

101010101010001010000

101010101000101010000

101010100101001010000

101010010101001010000

101001010101001010000

101010101001001010000

101010100100101010000

101010010100101010000

101001010100101010000

101010100010101010000

101010010010101010000

101001010010101010000

101010101010100001000

101010101010010001000

101010101001010001000

101010100101010001000

101010010101010001000

101001010101010001000

101010101010001001000

101010101001001001000

101010100101001001000

101010010101001001000

101001010101001001000

101010101010000101000

101010101001000101000

101010100101000101000

101010010101000101000

101001010101000101000

101010101000101001000

101010100100101001000

101010010100101001000

101001010100101001000

101010101000100101000

101010100100100101000

101010010100100101000

101001010100100101000

101010100010101001000

101010010010101001000

101001010010101001000

101010100010100101000

101010010010100101000

101001010010100101000

101010101010100000100

101010101010010000100

101010101001010000100

101010100101010000100

101010010101010000100

101001010101010000100

101010101010001000100

101010101001001000100

101010100101001000100

101010010101001000100

101001010101001000100

101010101010000100100

101010101001000100100

101010100101000100100

101010010101000100100

101001010101000100100

101010101000101000100

101010100100101000100

101010010100101000100

101001010100101000100

101010101000100100100

101010100100100100100

101010010100100100100

101001010100100100100

101010100010101000100

101010010010101000100

101001010010101000100

101010100010100100100

101010010010100100100

101001010010100100100

Le principe de formation de ce plan est le suivant :

Nous partons du premier classement du plan choisi et conservons les éléments dans les mémes colonnes que dans celui-ci.

La premiére ligne est formée & I’identique du premier classement.

Le premier élément du plan est toujours en haut a gauche et contient v séquences 10 en début de signatures (lecture de
gauche a droite) et w-v séquences 0 ensuite, donc w-v+1 séquences O suivent le 1 le plus a droite (appelé 1 final de la
signature par la suite).

Les éléments a droite sur cette ligne ont ensuite tous w-v séquences 0 apres le 1 final.

Les autres éléments répondent ensuite & un tri positif des signatures avec la contrainte supplémentaire d’un classement de la
partie finale, en diminuant progressivement le nombre de 0 finaux.
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Le tableau des effectifs obtenu ici est alors :
V=28, AWprec1 = 2, #(v)= 85
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Pour le second tableau, nous avons :

101010101010101010000000

101010101010101001000000

101010101010100101000000

101010101010010101000000

101010101001010101000000

101010100101010101000000

101010010101010101000000

101001010101010101000000

101010101010101000100000

101010101010100100100000

101010101010010100100000

101010101001010100100000

101010100101010100100000

101010010101010100100000

101001010101010100100000

101010101010100010100000

101010101010010010100000

101010101001010010100000

101010100101010010100000

101010010101010010100000

101001010101010010100000

101010101010001010100000

101010101001001010100000

101010100101001010100000

101010010101001010100000

101001010101001010100000

101010101000101010100000

101010100100101010100000

101010010100101010100000

101001010100101010100000

101010100010101010100000

101010010010101010100000

101001010010101010100000

101010101010101000010000

101010101010100100010000

101010101010010100010000

101010101001010100010000

101010100101010100010000

101010010101010100010000

101001010101010100010000

101010101010100010010000

101010101010010010010000

101010101001010010010000

101010100101010010010000

101010010101010010010000

101001010101010010010000

101010101010100001010000

101010101010010001010000

101010101001010001010000

101010100101010001010000

101010010101010001010000

101001010101010001010000

101010101010001010010000

101010101001001010010000

101010100101001010010000

101010010101001010010000

101001010101001010010000

101010101010001001010000

101010101001001001010000

101010100101001001010000

101010010101001001010000

101001010101001001010000

101010101010000101010000

101010101001000101010000

101010100101000101010000

101010010101000101010000

101001010101000101010000

101010101000101010010000

101010100100101010010000

101010010100101010010000

101001010100101010010000

101010101000101001010000

101010100100101001010000

101010010100101001010000

101001010100101001010000

101010101000100101010000

101010100100100101010000

101010010100100101010000

101001010100100101010000

101010100010101010010000

101010010010101010010000

101001010010101010010000

101010100010101001010000

101010010010101001010000

101001010010101001010000

101010100010100101010000

101010010010100101010000

101001010010100101010000

101010101010101000001000

101010101010100100001000

101010101010010100001000;

101010101001010100001000

101010100101010100001000

101010010101010100001000

101001010101010100001000

101010101010100010001000

101010101010010010001000;

101010101001010010001000

101010100101010010001000

101010010101010010001000

101001010101010010001000

101010101010100001001000

101010101010010001001000

101010101001010001001000

101010100101010001001000

101010010101010001001000

101001010101010001001000

101010101010100000101000

101010101010010000101000

101010101001010000101000

101010100101010000101000

101010010101010000101000

101001010101010000101000

101010101010001010001000

101010101001001010001000

101010100101001010001000

101010010101001010001000

101001010101001010001000

101010101010001001001000

101010101001001001001000

101010100101001001001000

101010010101001001001000

101001010101001001001000

101010101010001000101000

101010101001001000101000

101010100101001000101000

101010010101001000101000

101001010101001000101000

101010101010000101001000

101010101001000101001000

101010100101000101001000

101010010101000101001000

101001010101000101001000

101010101010000100101000

101010101001000100101000

101010100101000100101000

101010010101000100101000

101001010101000100101000

101010101000101010001000

101010100100101010001000

101010010100101010001000

101001010100101010001000

101010101000101001001000

101010100100101001001000

101010010100101001001000

101001010100101001001000

101010101000101000101000

101010100100101000101000

101010010100101000101000

101001010100101000101000

101010101000100101001000

101010100100100101001000

101010010100100101001000

101001010100100101001000

101010101000100100101000

101010100100100100101000

101010010100100100101000

101001010100100100101000

101010100010101010001000

101010010010101010001000

101001010010101010001000

101010100010101001001000

101010010010101001001000

101001010010101001001000

101010100010101000101000

101010010010101000101000

101001010010101000101000

101010100010100101001000

101010010010100101001000

101001010010100101001000

101010100010100100101000

101010010010100100101000

101001010010100100101000

Le tableau des effectifs correspondant est le suivant :
V=9, AWpea = 1, #(v)= 173

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 5 5
0 1 3 6 9 12 12 12
0 1 4 9 14 19 19 19
1 4 10 19 28 37 37 37

Chaque ligne du tableau précédent, hors la ligne de sommation, correspond a un « sous-bloc triangulaire », (que nous
pouvons numéroter 1, 2, 3, ..., du haut vers le bas) d’un plan v du triédre de Pascal.

Chaque sous-bloc triangulaire ainsi numéroté a, par construction, le méme nombre de 0 finaux hors le premier sous-bloc,
dont le premier élément a un O supplémentaire en fin de signature (aprés le 1 final) par rapport aux autres éléments du sous-

bloc.

Nous avions trouvé précédemment (cf. réf [1] et [2]) les relations reliant le tableau des effectifs au rang v a celui de rang v-

1. Ainsi :

Théoréme 15

Soit #(v,i,j) un élément du tableau d’effectifs (hors la ligne en rouge finale). Le nombre v est le numéro du plan, le nombre i
est I'indice de ligne commengant a 1 (vers le bas), j est I’indice de colonne commengant a 1 (vers la droite).
Nous avons alors :
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#v,1j))=1j=1lav-1

(60)

#(v,i1)=0,i>1

(61)

#(VYIYJ) = #(Vli_lij)+#(v-1!i7j-1) ’ I > 11 J >1

(62)

La derniére ligne est doublée si Awprec1(V) = 2, incrémentant alors le nombre de lignes

(63)

Démonstration :

Il est rappelé que toute signature licite correspond a un nombre qui la génére (cf. Théoréme 6

et qu’il y a donc exhaustivité dans la liste des signatures licites.

Nous assimilons par la suite le dénombrement #(v,i,j) et I’ensemble qu’il dénombre.

Les deux premiéres relations sont triviales (résultant de la construction du triedre page 6).

Passer d’une signature a une autre correspond a un décalage progressif du 1 le plus a droite vers la droite, puis du second,
etc. S’il y a correspondance (bijection) de signatures sur les deux premiers sous-blocs a traiter, cette correspondance va se
transmettre nécessairement sur une méme colonne jusqu’au dernier sous-bloc.
La correspondance fonctionne sur la premiére paire de sous-blocs en adoptant #(v-1,1,j-1) et #(v,1,j) ce qui revient
simplement a aligner les sous-blocs des plans v-1 et v sur le c6té droit, le premier élément du plan v se trouvant isolé.

Nous donnons I’exemple suivant :

v-1 =8, colonne 4

v =9, colonne 5

| 111

[101010101001010100000

211

| 101010101001010101000000

121

101010101001010010000

122

101010101001001010000

221

101010101001010100100000

123

101010101000101010000

222

101010101001010010100000

223

101010101001001010100000

224

101010101000101010100000

131

101010101001010001000

132

101010101001001001000

231

101010101001010100010000

133

101010101001000101000

232

101010101001010010010000

134

101010101000101001000

233

101010101001010001010000

135

101010101000100101000

234

101010101001001010010000

235

101010101001001001010000

236

101010101001000101010000

237

101010101000101010010000

238

101010101000101001010000

239

101010101000100101010000

141

101010101001010000100

142

101010101001001000100

241

101010101001010100001000

143

101010101001000100100

242

101010101001010010001000

144

101010101000101000100

243

101010101001010001001000

145

101010101000100100100

244

101010101001010000101000

245

101010101001001010001000

246

101010101001001001001000

247

101010101001001000101000

248

101010101001000101001000

249

101010101001000100101000

250

101010101000101010001000

251

101010101000101001001000

252

101010101000101000101000

253

101010101000100101001000

254

101010101000100100101000

Les lignes ont été numérotées pour un repérage plus aisé. 1l y a deux types de correspondances, a savoir celles de #(v-1,i,j-1)
avec #(v,i,j) en polices bleues et vertes et celles de #(v,i-1,j) avec #(v,i,j) en polices rouges et vertes.

La premiére correspondance est effectuée sur les deux premiers éléments (premiére ligne du tableau)
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211

101010101001010101000000




puis sur les deux sous-blocs suivants

et ainsi de suite
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211 1101010101001010101000000
221 1101010101001010100100000
121 |101010101001010010000

222 1101010101001010010100000
122 1101010101001001010000

223 1101010101001001010100000
123 |101010101000101010000

224 1101010101000101010100000
221 |101010101001010100100000
231 |101010101001010100010000
222 1101010101001010010100000
232 |101010101001010010010000
223 |101010101001001010100000
234 |101010101001001010010000
224 1101010101000101010100000
237 |101010101000101010010000
131 | 101010101001010001000

233 |101010101001010001010000
132 | 101010101001001001000

235 |101010101001001001010000
133 |101010101001000101000

236 |101010101001000101010000
134 |101010101000101001000

238 [101010101000101001010000
135 |101010101000100101000

239 |101010101000100101010000
231 1101010101001010100010000
241 1101010101001010100001000
232 1101010101001010010010000
242 1101010101001010010001000
233 1101010101001010001010000
243 1101010101001010001001000
234 1101010101001001010010000
245 ]101010101001001010001000
235 1101010101001001001010000
246 |101010101001001001001000
236 101010101001000101010000
248 ]101010101001000101001000
237 1101010101000101010010000
250 ]101010101000101010001000
238 1101010101000101001010000
251 ]101010101000101001001000
239 1101010101000100101010000
253 ]101010101000100101001000
141 1101010101001010000100

244 1101010101001010000101000
142 |101010101001001000100

247 ]101010101001001000101000
143 |101010101001000100100

249 ]101010101001000100101000
144 1101010101000101000100

252 ]101010101000101000101000
145 1101010101000100100100

254 ]101010101000100100101000




Le schéma est totalement reproductible pour chacune des deux catégories de correspondances.

Pour la premiére catégorie (polices rouge et verte), il s’agit évidemment d’un simple décalage du dernier 1, puisque les
signatures sont rangées avec la contrainte d’un bloc final 10...0 identique et un nombre de 0 décroissant. Par la méthode de
construction des signatures avec contrainte, qui est exhaustif a gauche du dernier 1, toute signature du sous-bloc n de type
X...x0010...0 posséde forcément un homologue dans le sous-bloc n-1 (de sa colonne) de type x...x0100...0 (les x...x étant
identique).

Pour la seconde catégorie (polices bleue et verte), ou le décalage des 1 se prolonge vers la droite sans trouver d’homologue
dans le sous-bloc au-dessus, il y a ici un 01 supplémentaire aprés le dernier 1, puis 00 ou 000 en fin de signatures selon que
Aw =1 ou Aw = 2.

Le décalage étant progressif et exhaustif dans tout sous-bloc, une bijection en résulte nécessairement pourvu d’étre calé
initialement au niveau du dernier 1 du plan v-1 avec I’avant dernier 1 du plan v pour les sous-blocs en cause. Pour cela, il
n’est nécessaire que de vérifier le calage entre les premiers éléments des premiers sous-blocs des plans v-1 et v.

Nous commengons par le premier élément du plan v-1 et le second élément du plan v :

Signatures

10101010000
1010101001000
1010101010000
1010101010010000
1010101010100000
1010101010100100000
1010101010101000000
101010101010100100000
101010101010101000000
101010101010101001000000
101010101010101010000000
10101010101010101001000000

O OWiv|oiN|INIOocto|oi b~ <

[y
o

Le dernier 1 de I’élément examiné du plan v-1 est bien aligné avec 1’avant-dernier de ’autre élément examiné dans le plan
v. Lorsque v est incrémenté, par construction, les signatures vont grandir avec simplement ajout de 01 aprés le dernier 1 de
la premiére liste (éléments en police verte) et rajout (si Aw = 2) ou non (si Aw = 1) d’un 0 en fin de signature et ajout de 01
apres I’avant dernier 1 de la seconde liste (et méme régle pour les 0 finaux).

Ayant Vérifié ces premiers éléments, il convient alors de vérifier le calage des autres colonnes en notant I’évolution de ’une
a I’autre colonne. Le cas v-1 = 6 et v = 7 est représentatif :

1010101010100000 1010101010010000 1010101001010000 1010100101010000 1010010101010000

1010101010100100000 |{1010101010010100000 |{1010101001010100000 |{1010100101010100000 {1010010101010100000

En effet, a partir de la premiére paire d’éléments, sujet de la précédente discussion, par construction, les autres signatures
vont avoir la méme séquence finale de 0 (c’est-a-dire un de moins pour la premiére ligne et le méme nombre en seconde
ligne car la premiére signature du premier sous-bloc d’un plan a un 0 supplémentaire comme noté plus t6t). Ainsi, le dernier
1 des €léments de la premiére ligne reste aligné avec 1’avant-dernier 1 de la seconde ligne et par exhaustivité tous les 1
précédents (aux derniers et avant-derniers cités) sont alignés d’une ligne a I’autre.

Par exhaustivité aussi, les deux listes en présence s’arrétent en méme temps. Pour les septiques, ayant encore a démontrer
I’affirmation (63), I’étude ci-dessous les rassurera car elle revient sur ces éléments finaux de listes.

Lorsque Awpreci(V) = 2, nous avons une gémellite des deux derniers sous-blocs triangulaires en déplagant le dernier 1 d’un
pas vers la droite (ou ce qui revient au méme en permutant 10 en 01).

Par exemple, pour v =7, Aw =2, Awyrec1 = 2, les deux derniers sous-blocs se présentent comme suit :
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1010101010100010000

1010101010010010000

1010101001010010000

1010100101010010000

1010010101010010000

1010101010001010000

1010101001001010000

1010100101001010000

1010010101001010000

1010101000101010000

1010100100101010000

1010010100101010000

1010101010100001000

1010101010010001000

1010101001010001000

1010100101010001000

1010010101010001000

1010101010001001000

1010101001001001000

1010100101001001000

1010010101001001000

1010101000101001000

1010100100101001000

1010010100101001000

11 suffit d’avoir deux 0 entre les deux derniers 1 du dernier sous-bloc triangulaire pour que cette gémellité apparaisse. En
effet, tous les éléments au-dessus ou a gauche ont par construction un espacement entre ces deux derniers 1 égal ou
supérieur a celui-ci, ce qui permet de permuter systématiquement 01 en 10 dans ’avant-dernier sous-bloc.

Par contre, si un seul 0 se situe a la place, alors cette gémellité (dans son intégralité) est impossible.

Or, ce dernier élément s’accroit comme suit lorsque v augmente (nous n’avons pas représenté les cas v=1a v =3 car le
« dernier élément » n’existe pas encore dans ces plans d’une certaine maniére) :

% w Aw Derniére signature

4 7 2 10100101000

5 8 1 ]1010010100100

6 10 2 ]1010010100101000

7 12 2 ]1010010100101001000

8 13 1 ]101001010010100100100

9 15 2 ]101001010010100100101000

10 16 1 ]10100101001010010010100100

11 18 2 ]10100101001010010010100101000

12 20 2 ]10100101001010010010100101001000

13 21 1 ]1010010100101001001010010100100100

14 23 2 ]1010010100101001001010010100100101000
15 24 1 ]101001010010100100101001010010010100100

Ceci découle du fait que le dernier élément est celui pour lequel I’ensemble des 1 sont les plus & droite. Donc, en passant de
v-1a v, le dernier ajout qui est 10 ou 100 (selon que Aw = 1 ou Aw = 2) va se faire avec un décalage de 1 d’un unique cran
vers la gauche (car sinon la signature serait la précédente + I’ajout et s’arréterait prématurément). Ainsi, ce dernier élément
emmagasine tout 1’historique des Aw dans les sequences 10 et 100 dont il est formé et ceci dans I’ordre. En particulier,
I’avant dernier séquence est 10 si AWprecs = 1 et 100 si Awpree; = 2 Ce qui permet de conclure la démonstration.

D’autre part, ce tableau nous indique également que les éléments du dernier sous-bloc triangulaire d’un plan se terminent
par 100 si Aw =1 et 1000 si Aw =2.

Comme le premier sous-bloc se termine par w-v+1-1 de séquences 0 et que par construction le nombre de 0 finaux diminue
d’une unité d’un sous-bloc a I’autre, nous pouvons compter aisément le nombre de sous-blocs au rang v, a savoir w-v-Aw.

Nous allons finir notre étude par deux propriétés et en rappeler une troisieme. Pour faciliter 1’écriture de celles-ci, nous
repérons les éléments constitutifs des sous-blocs par shb(v,n,i,j), ot v est le plan, n le niéme sous-bloc (commengant a 1), i
I’indice de ligne (commencant a 1) dans le sous-bloc, j I’indice de colonne (commencant & 1) dans le sous-bloc. Le premier
élément du plan v est repéré a part par sb(v,1,1,0).

Pour la premiére propriété, nous nous concentrons sur la premiere ligne de chaque sous-blocs d’un plan v.

Propriété 7

sh(v,n,1,j) = sb(v,n-1,1,j) + cte(n) mod 2" j>0 (64)
ou cte(n) ne dépend que de n (mais pas de j).
La propriété 8 généralise la propriété 7.
Propriété 8
Il existe une paire de deux listes de longueurs égales telles que

sb(v,n,1,j) = sb(v,n-1,1,°) + ctel(n) mod 2" jeti?>0  (65)
“ sb(v,n,1,j) = sb(v-1,n,1,j°) + cte2(n) mod 2**D  jetj’>0  (66)

ou ctel(n) et cte2(n) ne dépendent que de n et w(v-1) désigne w au rang v-1.
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Nous trouvons dans ces formules les propriétés additives que nous avions laissé présager au dernier paragraphe du chapitre
2 avant d’aborder la notion de signature.

Démonstration

Ces propriétés découlent du théoreme 9 qui indique qu’a des égales différences de signatures correspondent d’égales
différences d’associés modulo 2%. Les deux paires de listes sont celles examinées tant6t mettant en paralléle polices rouges
et vertes et polices bleues et vertes. Lorsque les signatures mettent en jeu les plans v-1 et v (polices bleues et vertes), la
valeur modulo doit évidemment étre prise en v-1, soit modulo 2",

Exemple :
Repérage | Signatures Associés mc?dlfsz(") mo?;tv_("'”
111 101010101001010100000 6815
211 101010101001010101000000 9375 2560
211 101010101001010101000000 9375
221 101010101001010100100000 3743 27136
121 101010101001010010000 6559
222 101010101001010010100000 11679 5120
122 101010101001001010000 2079
223 101010101001001010100000 7199 5120
123 101010101000101010000 3551
224 101010101000101010100000 16863 5120
221 101010101001010100100000 3743
231 101010101001010100010000 25247 21504
222 101010101001010010100000 11679
232 101010101001010010010000 415 21504
223 101010101001001010100000 7199
234 101010101001001010010000 28703 21504
224 101010101000101010100000 16863
237 101010101000101010010000 5599 21504
131 101010101001010001000 6047
233 101010101001010001010000 16287 2048
132 101010101001001001000 1567
235 101010101001001001010000 11807 2048
133 101010101001000101000 799
236 101010101001000101010000 2847 2048
134 101010101000101001000 3039
238 101010101000101001010000 21471 2048
135 101010101000100101000 2271
239 101010101000100101010000 12511 2048
231 101010101001010100010000 25247
241 101010101001010100001000 2719 10240
232 101010101001010010010000 415
242 101010101001010010001000 10655 10240
233 101010101001010001010000 16287
243 101010101001010001001000 26527 10240
234 101010101001001010010000 28703
245 101010101001001010001000 6175 10240
235 101010101001001001010000 11807
246 101010101001001001001000 22047 10240
236 101010101001000101010000 2847
248 101010101001000101001000 13087 10240
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237 101010101000101010010000 5599

250 101010101000101010001000 15839 10240

238 101010101000101001010000 21471

251 101010101000101001001000 31711 10240

239 101010101000100101010000 12511

253 101010101000100101001000 22751 10240

141 101010101001010000100 5023

244 101010101001010000101000 25503 4096
142 101010101001001000100 543

247 101010101001001000101000 21023 4096
143 101010101001000100100 7967

249 101010101001000100101000 12063 4096
144 101010101000101000100 2015

252 101010101000101000101000 30687 4096
145 101010101000100100100 1247

254 101010101000100100101000 21727 4096

Comme nous réalisons des décalages des 1 finaux entre sous-blocs, la propriété 5 ressort avec des rapports de 2 de ’un a
lautre. Ainsi 21504 = 2*27136 mod 2%°, 10240 = 2*21504 mod 2*° et 5120 = 2*2560 mod 2%, 2048 = 2*5120 mod 2%,
4096 = 2*2048 mod 2.

Pour finir, lorsque AWyeci(V) = 2, nous avons une gémellité des deux derniers sous-blocs triangulaires et les différences
entre les associés en regard de ces deux blocs sont donc égales.

Le plan v =7 (w =12, 2" = 4096) rassemble une syntheése de toutes ces propriétés (768 = 2*384) :

Lignes Associés
1 383 2239 2975 2031 615 2587
2 1855 2591 1647 231 2203
3 4063 3119 1703 3675
4 1231 3911 1787
5 1087 1823 879 3559 1435
6 3295 2351 935 2907
7 463 3143 1019
Différences modulo 2"
1-2 384 384 384 384 384
2-5 768 768 768 768 768
3-6 768 768 768 768
4-7 768 768 768
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