Théorie des nombres / Number Theory

Dénombrements asymptotiques d’équations diophantines avec le fil
conducteur de I’équation de John Friedlander et Henryk Iwaniec.

Hubert Schaetzel

Résumé John Friedlander et Henryk Iwaniec ont démontré en 1997 I’infinité des nombres premiers s’écrivant X 2+%o",
les variables x; et X, étant des entiers. Leur résultat incluait une expression asymptotique du dénombrement
des solutions. Nous donnons ici une méthode pour trouver un tel résultat conjointement a sa généralisation.

Asymptotic Diophantine counting with John Friedlander and Henryk lwaniec equation common
thread.

Abstract John Friedlander and Henryk Iwaniec showed in 1997 the infinity of primes being written as x;%+x,", where
X; and X, are integers. Their results included an asymptotic expression of the enumeration of solutions. Here
we give a method to find such result jointly to its generalization.
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1. Préambule

Cet article comprend de nombreux racourcis.
Pour le lecteur courageux, un autre article en ligne permet d’en avoir un bien plus complet apercu (prés de 400 pages a ce
jour). [2]

Afin de trouver asymptotiquement le nombre de solutions pour une équation diophantine donnée, I’idée directrice est ici de
constituer un équivalent asymptotique de chacune des variables de 1’équation proposée et d’assembler ensuite les résultats
qui s’en dégagent. Ceci suppose I’indépendance de chaque brique de cette construction (au sens de 1’exploitation que 1’on
souhaite en faire ici). C’est le cas, par exemple, mais un autre exemple aurait pu étre choisi aussi, pour 1’équation de
Friedlander et Iwaniec y = x;%+x,", oll nous pouvons distinguer y, x;? et x,*. Dans cette équation diophantine, y est une
variable qui ne prend que des valeurs dans I’ensemble des nombres premiers P et x; et X, sont des variables qui ne prennent
que des valeurs dans I’ensemble des entiers naturels N.

Nous adoptons dans ce texte la convention d’écriture suivante :
- X; (ou x) pour une variable d’entiers,
- y; (ou y) pour une variable de nombres premiers,
- Z; (ou z) pour une variable de I’un ou I’autre type.

L’idée initiale employée ici n’est pas nouvelle, mais son exploitation ultérieure est innovante selon nous, ne 1’ayant pas
retrouvée dans d’autres textes. Nous commencons par dire ainsi que I’évaluation du nombre de solutions de y = X;%+x," doit
étre accessible d’une maniére ou d’une autre en dénombrant dans un premier temps

y = X:%+%,* modulo 2M,3™3 5™ 7™ 11M | p,™P (1)

en faisant tendre les m; et p; vers ’infini.

Notre méthode consiste ensuite a analyser le « potentiel a fournir des solutions » de chacune des parties de 1’équation
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choisie au travers de leur contribution locale, ¢’est-a-dire modulo p;, puis modulo piki ou nous faisons tendre k; vers 1’ infini.
La suite montrera comment assembler ces expérimentations pour passer & modulo 2™.3™.5™.7™ 11 ™. Bien sir, il
y a un fondement a cette maniére de construire, qui se trouve en particulier dans le théoréme chinois, (si mg, m,, ..., m; sont
des nombres premiers entre eux, m = m;.m,...m;, alors I’anneau Z/m;Z X Z/m,Z x ... x Z/m;Z est isomorphe a I’anneau
Z/mZ), point qui n’est pas développé ici.

Nous en déduirons, en méme temps pour notre exemple (mais cela est réalisable de maniére analogue pour tout autre
exemple), le nombre de solutions asymptotiques de y+c = X;%+x,", ¢ étant une constante fixée d’avance. Plus précisément, ¢
sera utilisé comme un parameétre.

Nous voulons résoudre y+c = X:2+x,". Pour cela, il convient d’abord d’écrire de fagon tout & fait triviale
C = X24xp"y )

Bien que trivial, ceci n’a rien d’anodin. En effet, le but est ici d’enregistrer sur c, entité que nous appellerons désormais la
cible, le résultat de certaines opérations locales, a savoir un nombre d’occurrences correspondant a 1’événement « j’ai
obtenu la valeur particuliére ¢ ».

Cette maniére de faire permet de construire deux nouvelles écritures qui sont équivalentes pour 1’objectif de dénombrement
de I’équation proposée.
La premiére est :

¢ = {{x*+{{ N+H{v}} ®)
¢ = %1% 1.1V 4)

En réalité, la premiére étape sera traitée ici d’une maniére directe sous la forme ¢ = {{X;*+x,*-y}} sans recours a des
briques élémentaires, mais la seconde, qui est matricielle, se construit toujours brique par brique. Elle permet de dénombrer
asymptotiquement toute une gamme d’autres équations diophantines, a savoir toutes celles a base de briques y;, x;” et x', et
est donc conceptuellement beaucoup plus importante.

Il s’avére que la manipulation en produit de matrices est réalisable chaque fois que les blocs de variables a I’intérieur de ces
matrices sont indépendants les uns des autres.

La seconde est :

L’écriture de ¢ a gauche des égalités précédentes n’a pas d’importance. Y placer des crochets tels que {{c}} et [c], ou non,
ne change rien. La réalité du calcul n’est pas une transposition immédiate. Il ne s’agit pas d’une transformation progressive
d’une équation en une autre, mais plutdt d’une maniére de repenser le probléme. L’écriture est symbolique.

2. Représentants asymptotiques

Nos investigations sont de nature asymptotique. Nous pouvons alors supposer qu’il suffit de trouver une représentation
probabiliste d’une variable pour en dégager son potentiel a créer des solutions.

Les entités créés a cette occasion seront appelées des représentants asymptotiques et indiquées entre crochets {{ }}. Nous
allons décrire ci-dessous comment elles sont formées en distinguant le cas de variables de nombres entiers et celui de
variables de nombres premiers.

2.1. Cas des variables de nombres premiers

Commencons par une variable de nombres premiers {{y}} et observons son potentiel local :
Nous projetons, pour cela, I’ensemble P des nombres premiers y sur les classes de congruences modulo p;.

mod p;
P — {0,1,2, ..., pi-1}
y y mod p;

Cette application projette un unique nombre y en 0. Il s’agit de p;. Les autres classes sont images en méme densité
(équidensité) de tous les autres nombres premiers, résultat bien connu par ailleurs. En affectant une densité de probabilité
aux quantités de nombres projetées sur chacune des congruences 0, 1, 2, ..., pi-1 et en sommant arbitrairement I’ensemble
des densités a p; (soit une densité moyenne de 1 par classe), nous obtenons la correspondance :

Congruences 0 1 2 pi-1
Densités de probabilité normalisées de P —0 — pil(pirl) | — pil(pi-1) — pil(pi-1)

Ceci signifie que localement, ¢’est-a-dire modulo p;, (ou a la séquence p;), & une pondération équiprobable prés, I’ensemble
des nombres premiers est équivalent a la suite de classes :

{1,2, ... pr1} = {{P}} = {{y}} ®)
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En effet, la densité de probabilité de 0 étant 0, nous pouvons ignorer cette valeur 0 et nous pouvons ensuite ignorer les
poids relatifs des autres congruences, puisque de valeurs égales.

Nous avons utilisé cependant le signe = au lieu de = car nous avons négligé provisoirement la pondération pi/(p;-1) qui reste
indispensable par ailleurs et sur laquelle nous reviendrons au chapitre « normalisation ». Variable de type y; (ou y) et
ensemble P sont sinon la méme chose dans 1’emploi qui est fait ici (d’ou le signe = ensuite).
L’ensemble {1, 2, ..., pi-1} n’est autre que le groupe de Galois (Z/p;Z)*. Ce groupe est généré par une racine primitive g; de
pi: ‘
{giol gila LR gipl_z} (6)
Nous pouvons réaliser des projections analogues sur n’importe quel ensemble de congruences modulo piki.
mod ,
P —  {0,1,2,..,p"1}
y y mod p;"

Alors, le tableau sera (avec toujours une valeur moyenne de 1 par classe) :

Congruences 0 mod p; # 0 mod p;
Densités —0 — pil(pi-1)

()

Posons ¢(p;) = pi“Y(p;-1), & savoir ¢ est I’indicateur d’Euler.
Le groupe correspondant sera :

{g’ o', ... &"} ©)

Bien sOr, pour p; = 2, il n’y a pas de primitive unique g; et le cas est plus complexe, mais I’esprit de la démarche reste
exactement le méme. Le détail n’est pas repris dans cet article qui se veut synthétique.

2.2. Cas des variables de nombres entiers
L’ensemble N se projette de fagon équiprobable modulo p
mod 7
N - {Oa 19 23 AR pikl_l}

X x mod p;*

nous avons le tableau de correspondance des densités aux congruences en prenant une densité moyenne de 1 par classe :

Congruences | 0 mod p; # 0 mod p;
Densités —1 -1

©)

Pour p; =2, il n’y a pas de racine primitive unique, mais il y a aussi équiprobabilité.

La remarque suivante est importante. Nous avons parlé de probabilités. C’est judicieux lorsque nous considérons une partie
suffisamment grande de P. Mais lorsque I’ensemble de P est retenu, la notion est plus qu’une simple probabilité : il y a
identité (ou équivalence) au sens strict.

Le cas de la variable de nombres entiers x, vu précédemment, est trivial, mais celui de x* ou plus généralement ceux de x™
ne le seraient pas (nous le verrons d’ailleurs pour X et x* plus loin). De méme, les constructions sont plus élaborées pour
une variable de nombres premiers y* et plus généralement y™.

Mais la méthode de projection reste la méme pour ces exemples comme pour toutes équations diophantines.

2.3. Cas d’une expression multiforme

Voyons ceci avec I’équation d’Iwaniec et Friedlander.
Nous pouvons nous contenter ici d’écrire (au lieu de ¢ = {{x,°}}+{{x"}}+{{-y}}) I"expression :

_ 2 4
c={{x"+x"-y}} (10)
Localement, c’est-a-dire modulo pi"i, chercher les occurrences de la cible c, revient a écrire un ensemble de boucles

imbriquées ou les trois variables y, X; et X, sont incrémentées sur un domaine de définition discret (donc des entiers) :
L’équation précédente (10), appliquée localement, se veut étre simplement la suite d’opérations Suivante :
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Dey=0ap"-1

Siy =0 mod Bi passer au y suivant sinon

Dex; =0ap;“1

Dex,=0ap1

C = X*+X;*y mod p¥ (11)
#(c) = #(c)+1

X, Suivant

Xy Suivant

y suivant

Donnons quelques précisions sur ces opérations.

- Ce qui nous intéresse ici, ¢’est I’évaluation de I’expression #(C).

- L’ordre des boucles n’a pas d’incidence sur les résultats #(c). Il est indifférent de commencer avec y, x; OU X, et de
continuer dans n’importe quel ordre. _ )
- Une exploration locale consiste, pour une variable donnée, a tester modulo pi toutes les valeurs de la variable de 0 & p{-
1. Bien sdr une exploration de 1 & p;** serait un choix tout a fait équivalent et donnant le méme résultat.

- Nous trouvons une ligne conditionnelle aprés la variable y que nous ne retrouvons pas sous les variables x; et x,. En effet,
y est une variable représentant I’ensemble P des nombres premiers. Or, nous avons vu au paragraphe 2.1 que la probabilité
d’un nombre de P d’atteindre une valeur qui est un multiple de p; est 0. Nous entérinons ce fait en sautant cette occurrence
chaque fois que y est multiple de p;. Par contre, au paragraphe 2.2, nous avons vu qu’une variable d’entiers x; est
trivialement équiprobable. Il n’y a donc aucune condition supplémentaire a prévoir apres de telles variables dans la suite de
boucles imbriquées.

- Comme nous nous intéressons a un probleme de dénombrement de solutions, lorsque le résultat de 1’opération X 24"y
mod p; fourni un nombre ¢ donné, nous stockons le nombre d’occurrences ainsi obtenu dans la variable de comptage #(c),

d’ou I’incrémentation #(c) = #(c)+1.

La comparaison de toutes les valeurs de #(c), en faisant le bilan pour c de 0 & pif-1, permet d’accéder & une « probabilité »
locale (ici #(c)/(p;.(pi-1)) avec deux variables x; et une variable y;) des événements.
Nous appelons par ailleurs #(c) = Fa(c) les facteurs d’abondance de la cible c.

L’exécution des calculs pour notre exemple donne le tableau suivant en se limitant a p; compris entre 2 et 29 et pour k; = 1.

Pi Ki c
0 |1 ] 2[3]4 5] 6] 7[8]9]10]10]12][13]14]15
#(c) = Fa(c)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

8 5 5 8 5 5 8 5 5 8 5 5 8 5 5 8

16 | 19 | 17 | 25 | 23 | 16 | 19 | 17 | 25 | 23 | 16 | 19 | 17 | 25 | 23 | 16
48 | 41 | 41 | a1 | a1 | 41 | a1 | 48 | a1 | 41 | 41 | a1 | 41 | 41 ] 48 | 41
120 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 109 | 120 | 109 | 109 | 109 | 109
144 | 163 | 153 | 163 | 151 | 153 | 153 | 161 | 161 | 163 | 151 | 161 | 151 | 144 | 163 | 153
256 | 275 | 271 | 265 | 275 | 265 | 281 | 281 | 271 | 271 | 281 | 281 | 265 | 275 | 265 | 271
360 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341 | 341
528 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505 | 505
784 | 803 [ 809 | 809 | 823 | 823 | 823 | 803 | 817 | 823 | 817 | 809 | 817 | 823 | 809 | 817

[N
=
RlRr|Rr|Rr|Rr|Rr| PR P| -

Précisons que lors de I’exécution du calcul, I’ensemble des nombres en police rouge ne s’affichent pas. Ils doivent étre
rajoutés modulo p; (donc modulo p; ici).

Il est utile, arrivé a ce stade, de mettre en relief un point essentiel du point de vue pratique (et théorique).

3. Degré de stabilité

Supposons que nous évaluions pour k; = 1 & k, les « probabilités » locales modulo pi* (mentionnées plus haut) et que ces
probabilités se stabilisent & partir de k. Nous appellerons alors k le degré de stabilité local (en p;). Pour un probléme
quelconque, le degré de stabilité peut varier d’un p; a un autre. Nous appellerons son maximum le degré de stabilité de
’équation diophantine (proposée). Ce degré peut étre fini ou infini, localement et/ou dans son ensemble.

Si le degré est fini, le dénombrement asymptotique est plus simple a évaluer.
S’il est infini, il peut y avoir encore matiére a en identifier le point de convergence des différentes probabilités lorsque k;

tend vers I’infini par une étude minutieuse.
Le degré de stabilité est fini (et égal a 1) pour les monémes y,™ concernant des variables de nombres premiers, mais aussi

pour des écritures suffisamment symétriques comme par exemple y,*+y,y,+y, .y, +y1.y, +y," placées a Iintérieur
d’équations diophantines (dans ce cas cité égal a 1 localement sauf pour p; = 2 et p; = 5 pour lesquels le degré est 2).
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Ce n’est pas le cas des monOémes de variables d’entiers, ni pour les polyndémes (d’ou des problémes ardus pour les
équations elliptiques et autres équations plus complexes) pour lesquels le seul recours est de comprendre comment évoluent
les occurrences d’une cible a I’autre a I’infini (de k;) et cela pour chaque p;car il n’est pas dit qu’il y ait des familles
(modulo certaines valeurs) a comportements analogues.

Dans I’exemple choisi dans cet article, il s’avére que le degré de stabilité est égal a 1 pour tout p; (d’ou le choix
systématique de k; = 1 fait au tableau du paragraphe précédent). La présence de mondmes de variables d’entiers n’est pas
un obstacle car il y a aussi un mondme de nombres premiers qui impose ici sa stabilité a I’ensemble.

4. Normalisation des occurrences

Grace aux boucles imbriquées telles que celles numérotées en (11), nous obtenons un nombre d’occurrences de la cible c.
Suivant le nombre de variables présentes, il convient de ramener les quantités obtenues a une « probabilité » d’occurrences.

Le but est d’obtenir, aprés calcul, une moyenne par classe, pondérée a 1. Nous appelons cela la normalisation.

Modulo p, nous avons ainsi pour les variables d’entiers x et de nombres premiers y :

W= g
W= [y e

A noter que ¢ = 0 est absent dans la seconde écriture.

Pour une variable supplémentaire :

_ 0 1 2 e p-1
Witk = 1ip iip 1lp 1/p Up | (soity=1)

_ 1 2 3 p-1
W= [y T D) T Tl T TipD) T e | soits =1

Cette opération se prolonge modulo p°.

- pour une variable de nombres entiers, le cardinal obtenu doit étre divisé par p° a la sequence p,
- pour une variable de nombres premiers, le cardinal obtenu doit étre divisé par p®*(p-1) a la séquence p.

Ces rapports s’appliquent pour chaque entrée de variables : k variables d’entiers — rapport 1/(p®)*, m variables de nombres
premiers — rapport 1/(p°.(p-1))™.
Pour ramener la somme & p°, il faut et il suffit alors d’effectuer une multiplication des coefficients par p°.
Soit les régles :
k variables de nombres entiers — rapport r = 1/(p%)*?
m variables de nombres premiers — rapportr = p/((p>*(p-1))™
k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers — rapport r = 1/(p°)*/((p>*(p-1))™)

Cette normalisation donne pour le tableau de notre exemple ce qui suit :

Pi ki c
0o ] 1] 2] 3] a4a]s5 6] 7] 8]9Jw][1u]112]13]14]15
#(c)
2 1 [ [ 1 r [ 1] r [ 1] r[ 1] 1r[1]r[1]1r[11]1]1
3 1 [1,333]0,8330,833[1,333]0,833]0,8331,333]0,833 0,833 [ 1,333 0,833 [ 0,833 | 1,333 0,833 | 0,833 | 1,333
5 1 |08 095/085[125[115] 08 [ 095|085 125]115] 08 [095] 085125115/ 08
7 1 [1,243]0,976 0,976 [ 0,976 | 0,976 | 0,976 | 0,976 | 1,143 0,976 | 0,976 | 0,976 | 0,976 | 0,976 | 0,976 | 1,143 | 0,976
11 | 1 [1,091[0,991]0,991[0,991]0,991[0,9910,991]0,9910,991 [ 0,991 0,991 [ 1,091 | 0,991 [ 0,991 [ 0,991 | 0,991
13 [ 1 ]0923[1,045[0,981[1,045]0,968]0,9810,981 1,032 | 1,032 | 1,045 | 0,968 | 1,032 [ 0,968 | 0,923 [ 1,045 [ 0,981
17 | 1 [0,941[1,011]0,996[0,974]1,011[0,9741,033]1,033 0,996 [ 0,996 | 1,033 [ 1,033 | 0,974 | 1,011 0,974 | 0,996
19 | 1 [1,053]0,9970,997 [ 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 [ 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997
23 | 1 [1,043]0,9980,998]0,998 | 0,998]0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 [ 0,998 | 0,998 [ 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998
29 | 1 ]0,966]0,989]0,996]0,996 | 1,014]1,014|1,014]0,989 | 1,006 | 1,014 | 1,006 [ 0,996 | 1,006 | 1,014 | 0,996 | 1,006

Fan(c) 1,22510,796 | 0,664 | 1,627 | 0,915 0,621 | 1,252 | 0,842 | 1,037 | 1,557 | 0,646 | 0,891 | 1,035 | 0,948 | 1,095 | 1,009
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Nous avons ici k = 2 variables de nombres entiers et m = 1 variable de nombres premiers, avec & = k; = 1, soit un rapport r;
= 1) PI((pi ™ (pi1))™) = 1/(pi.(pi-1)) qui a été utilisé pour chacune des lignes.

Comme la moyenne des valeurs est ajustée & 1 sur chaque ligne (modulo pi'), le produit par colonne Fan(c) indique,
suivant qu’il soit supérieur ou inférieur a 1, le potentiel de la cible ¢ a donner un excés ou un manque de solutions par
rapport a la moyenne. Ici les solutions correspondant a ¢ = 3 (Fan(3) = 1,627) sont a priori 2,5 fois plus abondantes que
celles de ¢ = 2 (Fan(2) = 0,621)

Bien sdr, pour avoir un résultat plus précis le produit doit étre mené pour p; décrivant I’ensemble de P.

Le fait d’avoir de gros écarts de populations entre cibles sera par ailleurs la bienvenue lorsque nous testerons notre méthode
numéeriquement.

Notons encore que si I’ensemble des lignes étaient ajustées & une moyenne strictement supérieure a 1, respectivement
strictement inférieure & 1, les produits infinis divergeraient en général, respectivement tendraient vers 0. Ceci serait
inexploitable dans une formule asymptotique de dénombrement. Si une telle formule existe, elle ne peut donc étre dérivée
de cette méthode qu’aprés normalisation.

Nous retrouverons ces produits infinis plus loin. Nous les appelons facteurs d’abondances normalisés. Ils ont également
dans la littérature les noms de séries singuliéres ou de produits d’Euler. Cependant, a notre connaissance, ils ne sont pas
obtenus par une méthode systématique, telle que celle proposée ici.

Nous allons maintenant faire beaucoup mieux.
5. Elaboration des matrices cardinales

Nous avons montré jusqu’a présent comment obtenir numériquement ce que nous avons appelés les facteurs d’abondance.
Cependant, ceci n’est pour I’instant que tatonnements et nous souhaitons un calcul exhaustif de ceux-ci. Dans I’exemple, le
motif des occurrences a I’air trés simple pour p; égal & 3, 7, 11, 19 ou 23, mais est plus compliqué pour d’autres valeurs.

De plus, dans le cas ou le degré de stabilité n’est pas 1 et avec un plus grand nombre de variables, la quantité de calculs
augmente exponentiellement. Il est alors indispensable de trouver une parade a cette explosion numérique.

La solution est alors, puisque les variables sont indépendantes entre elles, d’utiliser les boucles de calcul des briques
élémentaires : 7

Dey=0ap¥-1

Siy =0 mod p; passer au y suivant sinon

¢ = (-y) mod p;* (12)

#(c) = #(c)+1

y suivant

De x; = 0ap;-1
¢ = x;>mod p;“
#(c) = #(c)+1

X1 Suivant

(13)

De x, = 0ap;-1
¢ = %," mod p;“
#(c) = #(c)+1

X, Suivant

(14)

Il n’y a pas de degré de stabilité pour les variables de nombres entiers du fait d’une seule exception, a savoir ¢ = 0 (mais pas
pour pi*' et ses multiples). Aussi, nous proposons une alternative & cet obstacle ponctuel en évitant son apparition : nous
faisons le calcul en simulant une variable de nombres premiers (qui ne contient pas 0), ce qui permet alors effectivement
d’établir un degré de stabilité, puis nous revenons au cas de la variable d’entiers en utilisant une propriété particuli¢re
extrémement précieuse donnée plus loin :

De x; =0ap¥-1

Si x; = 0 mod p; passer au x; suivant sinon

¢ = x;>mod p;“ (15)
#(c) =#(c)+1

Xy Suivant

De x, =0ap¥-1

Si X, = 0 mod p; passer au X, suivant sinon

¢ = X;"mod p (16)
#(c) =#(c)+1

X, Suivant

Le degré de stabilité de chaque boucle est alors 1 (et pour chaque p;) dans notre cas preécis.
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De fait, la méthode employée exige, pour la rendre la plus efficace possible, une régle de travail essentielle et absolue : Il
convient toujours de considérer dans un premier temps I’ensemble des variables comme des variables de nombres premiers.
Le passage au probleme effectivement posé ne se fait que dans un second temps.

Pour chacune de variables, il est possible de construire une matrice carrée représentative de son action individuelle au sein
d’une somme de Waring, c’est-a-dire une somme de mondmes de degré identique j (Y ou x)). Un probléme de
dénombrement impliquant t boucles imbriquées et donc t variables se traduit alors dans un résultat dérivant d’une matrice a
la puissance t. Cette matrice, que nous appelons cardinale, (car elle sert a compter) s’obtient grace a ce que nous appelons
une équation aux (racines) primitives.

11 s’agit, dans les grandes lignes, de 1’expression suivante :

m(r.s) = {#(r;s) / 0u(0,g") = ou(0,g*")+ ou(0,g"*.g*) mod p;'} )

En effet, nous cherchons a connaitre 1’effet de I’introduction d’un nouveau mondme z,.;' dans une somme de Waring ¢ =
z,'+ z;+.. 4 z;) sur #(c). Cette recherche se fait en croisant des classes d’effectifs identiques, si elles existent, ce qui est le
cas lorsqu’une racine primitive est utilisée pour constituer ces classes. Cependant, le nombre 0 est & prendre en compte
également puisqu’il ne peut étre généré par une racine primitive ;.

Ici m(r,s) est la composante de la matrice sur la ligne r et la colonne s et d = pged(j,p(pi¥). Les paramétres u et v sont
entiers et sont incrémentés de 0 & piM-1. Lors de cette incrémentation, & chaque égalité constatée gi"* = gi“%+g:*.g;"* mod
pi, et en tenant compte également de 0, "opération #(r,s) = #(r,s)+1 est réalisée et m(r,s) sont les résultats finaux de tous
les #(r,s) ainsi obtenus.

Au départ, ces matrices ont rang p;, mais du fait de cibles & nombre d’occurrences identiques (les motifs évoqués au début
de ce paragraphe), elles peuvent se contracter en des entités plus compactes. L’écriture (17) tient déja compte de ces
associations avec le facteur d = pged(j,o(pi")) jouant un réle central.

Le recueil des occurrences #(c = gi".g"%) se fait donc en considérant les classes & occurrences égales (u est quelconque dans
une classe, et dans notre cas nous avons soit d = env = 1, soit d = 2, soit d = 4). Ces classes se présentent alors sous forme
générique en fonction d’une des racines primitives g; de p; (pour p; > 2), n’importe quel choix de primitives donnant les
mémes classes a une éventuelle permutation preés. Les résultats matriciels sont ainsi collectés dans un vecteur colonne :

#{0}
#{giz-gi:'z}
#{0 .9}
#{g" 9"}
ol #{gi.g"“} = #{g} pour tout u (ce qui se Vérifie).

Reprenons le cas de 1’équation d’Iwaniec et Friedlander, avec les briques élémentaires -y, x,° et x,* déja citées, dont les
matrices représentatives sont notées [MO0], [M1] et [M2] respectivement.

Pour une variable x de nombres entiers, la matrice carrée initiale [MI0] est de rang p; (le degré de stabilité est 1) avec toutes
les composantes égales a 1.

Le passage d’une variable d’entiers & une variable de nombres premiers se traduit toujours par le retrait de I’identité [I] a la
matrice initiale (la précieuse propriété évoquée plus haut).

[MO] = [MI0]-[1] (18)
Pour simplifier les écritures, nous nous abstenons de I’indexage en i de p; et g;.
Suivant le degré de contraction éventuel (lié directement & d), les matrices pour x (variable d’entiers) et y (variable de

nombres premiers) se présentent comme suit :

Var x Varyou

ou —X [A] y [B] = [A]-[1]
#{0} . |11 p-1 #{0} . _|0 p-1
‘ #{g") "[M'Ol“l p-l‘ ‘ #{o"} "[MO]“l p-Z‘
#{0} 1 (p-1)2 (p-1)/2 #{0} 0 (p-1)/2 (p-1)/2
g™} | 1 MI0]= |1 (p-1)/2 (p-L)/2 g™} |1 MO] =1 (p-3)/2 (p-1)2
#{9.9"} 1 (p-1)/2 (p-1)2 #{9.9™} 1 (p-1)/2 (p-3)/2
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#{0} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{0}

#{g“j} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{g“j}

#{92-94“} : [MI0] =:|1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{92-94“} . [MO] =
#{93-94“} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{93-94“}

#{9".9™} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{g".9"}

Pour [M1] correspondant & X%, nous avons quatre formulations utiles :

Pourd=1
_11 p-1
(M= ‘ 1 pl ‘
Pourd=2etp=3mod4:
1 0 p-1
[M1] = 2 (p-1)/2  (p-3)/2
0 (p+1)/2  (p-1)/2

Pourenv=4(d=2)etp=1mod8:

1 (p-1)/2 0 (p-1)/2

2 X;+1 Xo X3
[M 1] = 0 X2 X3+1 X4

2 X3 X4 X;+1

0 Xa X1+2 Xo

ou
X, | | (p-7)4+(-1)*V2 (1/2).p
Xz | _ | (p-1)/4+0.Si(X4>Xp,-1,1)
X3 |~ | (p-3)/4-(-1)* V2 (1/2).p
X4 (p-1)/4-a.si(X4>X5,-1,1)

Pourenv=4(d=2)etp=5mod8:

1 (p-1)/2 0 (p-1)/2

2 X3+1 X4 X1
[M 1] = 0 X4 X1+1 X2

2 X1 Xo X3+1

0 Xo X3+2 Xa

ou
.| | (p-3)/4+(-1)*" V2 (1/2).p
Xo | _ | (p-1)/4+0.8i(X4>X,-1,1)
X3 |~ | (p-7)4-(-1)* 2 (1/2).p
X4 (p-1)/4-a.8i(X4>X5,-1,1)

Nous reviendrons sur « env » plus loin.
Pour [M2] correspondant & x* , nous avons quatre autres formulations utiles :
Pourd=1

war=|] 5

Pour d = 2 et p = 3 mod 4, la matrice est identique au cas de x* :

1 0 p-1
M2]=| 2 (-1)/2  (p-3)/2
0 (p+D)2  (p-1)2

Pour p =1 mod 8, nous avons d = 4 et :

1 p-1 0 0
4 X1-3 Xo X3
[M 2] = 0 X2 X4+1 X5
0 X3 Xz X3+l
0 X4 Xz Xs

ou
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0 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
1 (p-5)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
1 (p-1)/4 (p-5)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-5)/4 (p-1)/4
1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-5)/4

X4
X +2

X3+1

X2
X3+2
Xs
X1+l

Xa
X5

Xo+1



xi | | (p+5)/4+(-1)*2 (3/2).p

Xo | | (p-3)/4+2a.5i(Xs>X0,-1,1)-(-1) P2 (1/2).8
X3 | = | (p-3)/4-(-1)*D2.(1/2).p

Xa| | (p-3)/4-20.51(xs>Xp,-1,1)-(-1)*D2 (1/2).
Xs| | (p+1)/4+(-1)P2 (1/2).8

avec la décomposition en entiers de p

p = (20 +p?
Pour p =5 mod 8, nous avons égalementd = 4 et :
1 0 0 p-1 0
4 X3+1 Xz X3 Xz
[MZ] = 0 Xa X5+1 X5 X2
0 X1 Xo Xa+1 X4
0 X2 Xq Xs Xs+1

ou
.| | (p+1)/4+(-1)F2 (3/2).8
Xo | | (p+H1)/4+2a.si(x4>%0,-1,1)-(-1) P2 (1/2).
X3 | = | (p-7)/4-(-1)""D2(1/2).8
Xs| | (p+1)/4-205i(x4>%p,-1,1)-(-1) P V2. (1/2).8
Xs| | (p-3)/4+(-1)*2 (1/2).8

avec toujours la décomposition en entiers de p :
P = 20+’

Chacun de ces résultats est ici le fruit d’une équation aux primitives et son étude approfondie. En annexe 1, nous
fournissons quelques exemples de calculs numériques en revenant sur quelques résultats généraux pour la fabrication des
matrices cardinales. Par construction, chacune de ces matrices affiche une somme égale a respectivement p ou p-1 par ligne
selon qu’elle représente une variable respectivement d’entiers ou de nombres premiers (lorsque le degré de stabilité est 1).

Le lecteur peut s’apercevoir ici de la complexité des formules littérales pour de simples mondémes. Rechercher une regle
directement sans décomposition de I’assemblage des termes indépendants est donc tout & fait illusoire (et ainsi sans doute
inaccessible a une autre approche que celle proposée).

Nous avons trois situations principales (et deux sous cas) a examiner lorsque les boucles imbriquées données en (11) sont
déchiffrées. Chacune des variables, affectée de sa puissance, donne lieu & un «environnement » particulier (9
environnements ici par le croisement des cas, plus 3 environnements de méme valeur du fait du sous-cas p; =5 mod 8 qui
s’ajoute a p; = 1 mod 8).

pi variable x? variable x* variahle -p Commun Sous cas
multiple
2 1 1 1 1 /
1 mod 4 2 4 1 4 p; = ou(1,5) mod 8
3 mod 4 2 2 1 2 /

Ce que nous appelons environnement est lié la taille (rang) de la matrice qui rend compte des occurrences pour une brique
élémentaire donnée notée génériquement {{z}}. L environnement est égal au rang de la matrice moins une unité.

Ainsi :
env{{z}} = rang{{z}}-1 (19)

Il s’avére que tout assemblage de briques élémentaires peut étre traité en adoptant un environnement commun qui est le
plus petit commun multiple (ppcm) des environnements de chaque brique.

La différence de 1 entre le rang et I’environnement vient du comportement particulier et systématique de la cible ¢ = 0 dans
I’évaluation des occurrences, comportement que nous avons mentionné plus haut et qui se prolonge dans le traitement
matriciel.

Toute matrice d’environnement « env » peut étre transformée en une matrice d’environnement multiple entier de 1’initiale
k.env. Ces matrices peuvent étre multipliées entre elles aprés ajustement au méme environnement (ayant alors méme rang).
L’objet n’est pas de montrer dans un texte aussi court le mécanisme pour passer a un environnement multiple d’un autre, ni
de développer sur les nombreuses propriétés de ces matrices (« semi-hermicité », matrices de passage commune, écriture
formelle fonction de p des valeurs et vecteurs propres, passage a un environnement multiple par les régles attachées aux
valeurs propres, relation avec les sommes de Gauss, etc.) Nous allons simplement les donner.

Il faut noter que les représentants asymptotiques (et les matrices) de y et -y sont identiques puisque {1, 2, ..., pi-1} et {-1, -
2, ..., -pi+1} sont identiques modulo p;.
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Nous avons alors :

Le cas p = 2 se résout directement montrant immédiatement 1’égalité des occurrences :

2

#{0} | _ 1]_lo 11 1| [1]_]|2
righ | morannon. 5= [ 1 3] 3]
Pour p.= 3 mod 4
#{0} 1 1 p%-1
#{g®} |=[MO].[M1].[M2].|0|=[MO] | p+1 | =] p*-p-1
#{9.9™} 0 p+1| |p*p-1
Pourp.=.1mod8
#{0} 1 2p-1 2p-1 (p-1)?
#{g"} 0 4x1+6 p-1+2.(-1)"2B p*p+1-2.(-1)*2B
#{9.g™} | = [M0].[M1].[M2].| 0| =[MO] | 4x, |=[MO]|p-1+4a.si(Xs>X,,-1,1) | = | p>-p+1-4asi(Xe>Xp,-1,1)
#{g°.g"} 0 Axg+2 p-1-2.(-1)* 2 g pZp+1+2.(-1)F 2 g
#{g%.g"} 0 4x, p-1-40.5i(Xs>X2,-1,1) | | pP-pt1+4a.si(Xs>Xp,-1,1)
Pourp.=5mod 8
#{0} 1 2p-1 2p-1 (p-1)°
#{g"} 0 4x3+6 p-1-2.(-1)"2 8 pP-p+1+2.(-1)F VB
#{9.9"} | = [MO].[M1].[M2].| 0| = [MO] | 4xs |=[MO]| p-1-40.5i(Xs>X,,-1,1) | = | p2p+1+4a.si(Xs>Xp,-1,1)
#g2.9™} 0 Ax,+2 p-1+2.(-1)"p p*-p+1-2.(-1)*V%p
#{g%.g"} 0 4x, p-1+40.51(X>X2,-1,1) | | pP-p+1-4a.Si(Xs>X,,-1,1)

La normalisation revient & diviser les cardinaux par p*>*(p-1)* = p(p-1).

Pour p =2
| Fan{c,2} | = | 1
Pour p =3 mod 4
Fan{0, p} _ (p+1)/p
Fan{g", p} (p*-p-1)/(p.(p-1))
Pour p.=1mod 8
Fan{0, p} (p-1)/p
Fan{g", p} (p*p+1-2.(-1)PV2 B)/(p.(p-1))
Fan{g.g™ p} | = | (p*-p+1-da.si(x>Xp,-1,1))/(p.(p-1))
Fan{g’.g", p} (p*p+1+2.(-1)P V2 B)/(p.(p-1))
Fan{g>.g", p} (p*-p+1+4a.5i(xs>X2,-1,1))/(p.(p-1))
Pour p.=5mod 8
Fan{0,p} (p-1)ip
Fan{g", p} (p*p+1+2.(-D)P2 B)/(p.(p-1))
Fan{g.g™, p} | = | (P*p+1+4a.si(Xs>X,-1,1))/(p.(p-1))
Fan{g’.g", p} (p*p+1-2.(-1)P2 B)/(p.(p-1))
Fan{g’.g", p} (p*p+1-4a.si(Xs>X2,-1,1))/(p.(p-1))

Dans cette écriture, il convient de ne pas oublier que tous les résultats sont identiques modulo p* donc modulo p ici. En
particulier, on a Fan{c\p,p}= Fan{0,p}.

Revenons a notre exemple numériquement et prenons un exemplaire de chaque type (le choix des racines primitives g est
celui de la plus petite des valeurs, les résultats étant identiques pour un autre choix).

p g a p X2 X4
3 mod 4 23 5 / / / /
1 mod8 17 3 2 1 8 0
5mod 8 29 2 1 5 8 12
Pour p =23
Fa{0, p} ‘ _ ‘ (p+1).(p-1) ‘ _ ‘ 528 ‘
Fa{g", p} p>-p-1 505
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Fa{0, p} (p-1)° 256
Fa{g™, p} p%p+1-2.(-1)FD2 B 275
Fa{g.g™ p} | = p*-p+1-4a.5i(Xs>X,,-1,1) = 265
Fa{g’.g"™, p} pZp+1+2.(-1)F 2 g 271
Fa{g’.g™, p} pZp+1+4a.5i(Xs>Xp,-1,1) 281
Pour p =29

Fa{0,p} (p-1)° 784
Fa{g"™, p} pZp+1+2.(-1)F 2 g 803
Fa{g.g" p} | = pZ-p+1+40.5i(Xs>Xy,-1,1) = 809
Fa{g>.g", p} p>p+1-2.(-1)F2 g 823
Fa{g’.g", p} pZ-p+1-40.5i(Xs>X,,-1,1) 817

et il faut vérifier la valeur de x, par rapport x, qui dépend du choix initial de g.

Xo | _ | (p-3)/4+2a.si(x4>%2,-1,1)-(-1) P2 (1/2). e

Xa |~ | (0-3)/4-20.5i(x4>Xp 1, 1)-(-1) D2 (1/2).8 | POUrP=17=1mod8
et

Xo | _ | (p+1)/4+2a.si(x4>X%2,-1,1)-(-1) P2 (1/2).8 e

Xa| ™ | (D+1)A-20si(x>Xp-1,1)-(-1) D2 (1/2),p | POUrP=29=5mod 8

Pour p =17, les puissances itérées de g = 3 sont :

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11|12 |13 |14 | 15| 16
g’ 3 9 |10 (13| 5 |15| 11|16 | 14| 8 7 4 |12 ] 2 6 1
Les cibles c de 1 & 15 sont donc dans les familles suivantes :
g4u g4u g g4u.g2 g4u g3
1 3, 2, 6,
C 4’ 5! 8! 7!
lé 12, 9, 10,
14 15 11
Fa(c) 275 265 271 281
et onax, = 8 et x4, = 0 (avec ce choix de g).
Pour p = 29, les puissances itérées de g = 2 sont :
ri1(2|3|4|5(6|7|8|9|10{11(12(13|14|15|16|17|18|19|20|21|22|23|24|25|26|27|28
g'(2(4[8|16|3|6|12|24|19| 9 |18| 7 |14|28|27|25|21|13|26|23|17|5 |10|20(11|22|15| 1

Les cibles ¢ de 1 a 15 sont donc dans les familles suivantes :

g4u g4u.g g4u.92 g4u.g3
c 7’ 3, 67 10,
11, 9’ 12,
14 13 15
Fa(c) 803 809 823 817

et onax, =8 et x4 = 12 (avec ce choix de g).
Le lecteur se reportera a la table du paragraphe 2.3 pour vérifier la cohérence des résultats.
Ainsi, il vient aprés nnormalisation :
Fan(0)= TII(1-1/p) II(1+1/p) (20)

p=1mod4 p=3mod4
et
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1 1+2a

Fan(c #0)= II 1-((-1)*Y?)/p. 11 (1- ). 11 (1+ )
p\c p.(p-1) p.(p-1) (21)
ptc ptec
p=3mod4 p=1mod4
c = g|.g4u

ou
a = (-1)Pr3raentii2) gj i mod 2 = 0, (-1)P*V2 B, 20.5i(Xs>X2,-1,1))
et (22)
p=Qa)*+p* a>0,p>0

Nous pourrions expliciter a partir des matrices [MO0], [M1] et [M2] obtenues ci-dessus le calcul des facteurs d’abondance
(normalisés) d’une équation diophantine a I’allure plus générale :

4 4 4 2 2 2 4 4 4 2 2 2
Xy X o X X X X YD Y oYYk Y2 T Ykem” = YHC
Précédemment (pour le dénombrement de x,°+x,* = y+c), la connaissance compléte des composantes des matrices [M2]

n’était pas utile (celle de la premiere colonne quasi-triviale suffisait). Pour le dénombrement général par contre, elle devient
indispensable.

6. Formule asymptotique

Pour I’instant, nos résultats nous permettent de comparer le nombre de solution entre cibles. Si nous disposons d’une
formule asymptotique dénombrant les solutions pour ¢ = 0, nous pouvons en deduire une formule générale pour ¢
quelcongue en utilisant simplement le rapport Fan(c)/Fan(0).

Lors de leur étude Friedlander et Iwaniec [1] ont obtenu la formule suivante pour ¢ = 0 (ici I" est la fonction Gamma):

lim #{x%+x," = y} = 2Y2(0(1/4))%(3.7%%).y**ILn(y) (23)

y—> o0
Il vient immédiatement :

lim #{ x,%+x,* = y+c} = Fan(c).(1/(6.2*°x?)).(T (1/4))%.y**/Ln(y) (24)

y —00
en utilisant :

mi-1/p . M1+l/p =4/n
p=1mod4 p=3mod4

7. Application numérique
Nous avons (1/(6.22x*2)).(I(1/4))? = 0.8740191847640399368216131966, puis d’aprés la formule (24) :

lim #{x*+x," = y+c} = Fan(c).0,874019184764.y**/Ln(y) (25)

y—)OO

Cette formule ne peut étre utilisée directement sans prendre quelques précautions. En effet, la distribution des nombres
premiers prés de I’origine est excédentaire par rapport a la formule :

lim #{y} = y/Ln(y) (26)

y — 0
Ecrivons alors le dénombrement des nombres premiers pres de 1’origine sous la forme :

#{y} = coef(y).y/Ln(y) (27)

Soit y(i) = y le iéme nombre premier. Nous avons le tableau de valeurs suivant :

i 50 100 200 500 1000 2500 5000 10000 | 20000 | 30000 | 40000 | 50000
y(i)=pi| 229 541 1223 3571 7919 22307 | 48611 | 104729 | 224737 | 350381 | 479909 | 611953
coef(y;) | 1,1864 | 1,1633 | 1,1626 | 1,1454 | 1,1336 | 1,1221 | 1,1100 | 1,1037 | 1,0966 | 1,0931 | 1,0903 | 1,0887

Nous allons utiliser ces valeurs pour corriger la formule initiale de dénombrement de I’équation de Friedlander et lwaniec
en écrivant :
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lim #{x,*+x,"* = y+c} ~ Fan(c).0,874019184764.coef(y).y**/Ln(y)

y—

(28)

Par ailleurs, nous faisons un calcul approché des facteurs d’abondance normalisés Fan(c) en prenant les produits par
colonne jusqu’a p; = 197, produits donnés par le tableau suivant :

[+ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Fan(c) |1,2548|0,8009|0,6628|1,6285|0,9182|0,6138(1,2209|0,8356|1,0220(1,5366|0,6424|0,8945|1,0326|0,9528|1,0948| 1,0159
Fan(c) Evolution de Fan(c)
1.8 ¢
—0
1.6 -
—2
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1.4 —
/ N e T e Iy A —————————— m—
1.2 ‘, —6
| / _/
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0.8
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T — 12
e — _ —
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14
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]

L’évolution des courbes Fan(c), lorsque les p; augmentent, se stabilise trés tdt comme le montre le graphique précédent.
Une cible fait exception, a savoir encore ¢ = 0, pour laquelle les ondulations de la courbe restent importantes sur tout le
domaine présenté ici, mais une tendance existe bien cependant. Tous les facteurs exprimés a la séquence p; = 197 sont a
moins de 2,5 % de leurs valeurs a la séquence p; = 29.

Nous allons maintenant pouvoir tester la formule Fan(c).0,874019184764.coef(y).y**/Ln(y) en comparant celle-ci aux
nombres de solutions de I’équation lorsque y augmente. La distribution des solutions dans un volume donné, ici délimité
par la valeur y, n’est pas forcément homogene. La route vers ’infini est trés longue. Nous ne savons pas a priori s’il peut y
avoir concentration ou alors raréfaction des solutions sur telle ou telle partie du volume.

Nous allons examiner le cas des 16 cibles choisies de facon naturelle (sans en sauter certaines qui seraient génantes) et pour
cela nous allons vérifier les écarts par rapport a une valeur moyenne. Ainsi, nous allons utiliser 1’égalité suivante :

TH{X2+x%," = y+c} - Fan(c).0,874019184764. coef(y).(y-ey)**/Ln(y-ey)) = 0 (29)
L’inconnue est ici le paramétre ey et nous évaluons 1’écart relatif ey/y obtenu lorsque y augmente. En pratique, cet écart
devrait tendre vers 0 lorsque y augmente (avec le coef(y) tendant vers 1 en méme temps). Cet écart relatif étant trouvé, pour
un y donné, nous veérifions ensuite les écarts cible par cible.

Les résultats sont les suivants :
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i 100 1000 10000 100000 1000000 10000000
y(i) = p; 541 7919 104729 1299709 15485863 179424673
evily; -25,3% -21,6% -11,6% -6,8% -5,7% -4,0%
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L’ondulation de ey/y prend effectivement le chemin vers 0 % lorsque y augmente.

100 000 000

Pour le nombre de solutions cible par cible et pour y donné, nous obtenons le tableau suivant :

1 000 000 000

y

i y(i) c=0fc=1|c=2| c=3 |c=4|c=5|c=6|c=7|c=8| c=9 |c=10|c=11|c=12|c=13|c=14|c=15
100 541 21 10 19 34 16 14 25 17 24 31 11 19 21 23 27 20
1000 7919 118 | 67 81 173 88 79 | 137 | 93 | 108 | 147 61 99 | 116 | 99 | 124 | 103
10000 104729 623 | 382 | 385 | 863 | 461 | 333 | 672 | 429 | 558 | 780 | 341 | 466 | 533 | 510 | 558 | 534
100000 | 1299709 | 3348 | 2058 | 1909 | 4508 | 2507 | 1659 | 3317 | 2257 | 2780 | 4080 | 1719 | 2450 | 2786 | 2606 | 2917 | 2744

1000000 | 15485863 18101|11282| 9935 | 23790 [13253| 9076 |17460(12039|14864| 22243 | 9274 |12909|14901(13743|15782|14827
10000000 179424673 (97682|61200|51813|126733|70928{48005|94937|64465|79482|119508|49846|69138(80521|73767|84364|79028
Pour les écarts de chacune des cibles, les ratios

r(y,c) = (#H{x:>+x," = y+c} - Fan(c).0,874019184764. coef(y).(y-ey)**/Ln(y-ey))/ (#{x:>+x," = y+c}) (30)
sont donnés par le tableau :

i y=y(@i) |c=0|c=1|c=2|c=3|c=4|c=5|c=6|c=7|c=8|c=9|c=10|c=11|c=12|c=13|c=14|c=15
100 541 -18,7%|-39,3%| 39,3% | 1,4% (-15,4%)|10,8% | -0,5% | -1,2% | 14,1% | -2,0% |-16,8%| 3,2% |-1,2% |17,3% |19,8% |-4,4%
1000 7919  [-10,4%|-20,3%| 16,4% | 1,2% | -8,7% |22,6% | 6,9% | 6,0% | 0,7% |-8,9% | -9,6% | 5,4% | 7,0% | -1,0% | 7,9% |-3,4%
10000 104729 | -5,0% | -8,7% |11,2% | 1,4% | -3,9% | 3,8% | 5,3% |-1,8% | 4,5% |-2,9% | 1,6% |-0,3% |-1,2% | 2,4% | -2,5% | 0,6%
100000 | 1299709 | -1,4% |-5,0% | 6,4% | 2,3% | 0,9% | -0,1% | 0,4% |-0,2% | 0,5% |-1,9% | -1,1% | 1,2% |-0,3% | 1,1% | -1,6% |-0,2%
1000000 | 15485863 | -0,4% | -2,7% | 3,5% | 0,9% | -0,3% | 2,1% |-1,2% |-0,5% | 0,5% | 0,0% | -0,3% | -0,3% | -0,3% | -0,4% | -0,4% | 0,8%

10000000 | 179424673 | 0,3% |-1,5% | 0,7% | 0,3% | -0,5% | 0,8% | 0,2% |-0,6% | 0,2% | 0,2% | 0,0% |-0,4% | 0,5% |-0,2% | -0,7% | 0,3%
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r(y.c) Evolution des écarts par cibles

25,0%
—C=
20,0% c=0
15.0% —c=2
0,0% -
ds —c=4
5.0%
— =
3
0,0% - -
1000 10000 10000000 100000000 =
C=29
-5.0% |
-10,09 =—c=10
-15.0% —_—c=12
-20,0%
c=14
-25,0%
#0) Evolution des écarts par cibles
25,0%
20.0% —
15.0% - — =]
10.0% o
$.0%
— =T
0.0% -}
1000
c=9
-5,0%
-10,0% .
-15,0% — 3
-20,0%
c=13

-25.0%

Les densités de population correspondant a telle ou telle cible varie le long du « volume » y : les courbes ondulent.
Les cibles les plus rébarbatives a suivre la formule approximative attendue sont ici ¢ = 1, ¢ = 2 et ¢ = 9. Cependant, la
tendance vers 0 % est amorcée pour toutes les cibles.

8. Fugue et prélude

Cet article est une étude de cas, qui donne des notions générales pour le dénombrement asymptotique d’équations
diophantines. De nombreux aspects de la méthode ne sont pas abordés ici notamment :

- La constitution des formules asymptotiques globales (en ’occurrence 1’évaluation de r et s dans les formules
asymptotiques a.z'/Ln*(z)),

- Letype d’équations enti¢rement solubles,

- Lagénése et les propriétés des matrices cardinales,

- Laconstruction des matrices cardinales d’un environnement donné,

- Les exemples classiques (De Polignac, Hua, Catalan, Pillai, Waring, équations quadratiques u.z,’+v.z;.z,+W.z,%) et
d’autres plus complexes (2.8, 2,°2:°+2:2.2,+21.2,°+2,°, 2,*+2,% 2,+2:%.2,°+2,.2,°+2,"),

- Etc
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ANNEXE 1
Cette annexe fournit deux exemples de calcul de matrices cardinales relatives a 1’équation de Friedlander et Iwaniec. Le
calcul s’appuie sur une formulation générale pour une matrice cardinale correspondant au monéme x" ou d = pged(n,p-1) et

avec un degré de stabilité égal a 1 (pour I’équation compléte considérée) :

Ao*d Ao*d ... A*/d

o
o
o
[E=Y

ofd Aofd ... Ag/d

1 Go
1 M*d W*d ... A*d |0 o O 0 1 2/d 2p/d ... Ag/d
[M] =(@/p)| 1 2*d A*/d ... M*d |0 0 o, ... O 1 Add Ao/d ... N/d
1 a*d ¥d . ded] 0 0 0 .. o] 1 Add Ay ... Agild
ou
}\.Ozp'l
etpouru>0:
)bk — d Ze(-Zni/p).g"(k-lH.d)
r=0a(p-1)/d-1
et

ok = si(variable d’entiers,1,0) + Ay

Dans cette écriture, le nombre complexe A* est le nombre conjugué de Ay.
Si p =1 mod 2d, alors les valeurs propres oy (et les ) sont réelles, car g
sin((2n/p).gk VDY) 4 in(2n/p).g“ %) = 0 se compensent deux & deux.

Si p = 1+d mod 2d, au contraire les valeurs propres oy (et les A,) comportent une partie imaginaire.

u+(p-1)/(2d)).d — g(p—l)IZ.gu.d - _gu.d mod p et les termes

Nous écrivons le produit de matrices précédents sous la forme :

[M] = (1/p).[As*].[od] [Ad]

Les matrices [og4] et [Aq] sont complexes selon le cas et [Aq*] est, sauf pour la premiére ligne et premiere colonne, la matrice
transconjuguée de [Ag]. De fait, les matrices [Aq] et [Ag*] sont des expressions contractées de matrices de passage
transconjuguées (et unitaires) de matrices circulaires. Les valeurs propres de ces matrices de passage sont typiquement en
Yene ™™ d°ou la forme précédente des Ay Par ailleurs, [I4] étant la matrice identité de rang d, nous avons aussi :

[Aa*]-[Ad] = p.[ld]
Pour ce qui nous intéresse ici, nous avons d = 4 et nous considérons deux cas.

Casp=1mod 8.
Nous prenons I’exemple p =17 etg =3

Calcul des A /d
Add =Y cos(2n/17.3M4 + 1.3 -sin(2n/17.3%1)

cos -sin
K r 0 1 2 3 K r 0 1 2 3
1 0,445738 | -0,273663 | 0,445738 | -0,273663 1 0,895163 | 0,961826 | -0,895163 | -0,961826
2 -0,982973 | 0,739009 | -0,982973 | 0,739009 2 -0,183750 | -0,673696 | 0,183750 | 0,673696
3 -0,850217 | -0,602635 | -0,850217 | -0,602635 3 -0,526432 | -0,798017 | 0,526432 | 0,798017
4 0,092268 | 0,932472 | 0,092268 | 0,932472 4 -0,995734 | -0,361242 | 0,995734 | 0,361242
Calcul de [Aqg] et [Ag*]
1 4 4 4 4
1 0,344151 -0,487928  -2,905704 2,049481
[Ag] = 1 -0,487928  -2,905704 2,049481 0,344151
1 -2,905704 2,049481 0,344151 -0,487928
1 2,049481 0,344151 -0,487928  -2,905704
1 4 4 4 4
1 0,344151 -0,487928  -2,905704 2,049481
[A*] = 1 -0,487928  -2,905704 2,049481 0,344151
1 -2,905704 2,049481 0,344151 -0,487928
1 2,049481 0,344151 -0,487928  -2,905704
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Il est aisé de vérifier ici que [Ag*].[Ag] = 17.[1¢]

Calcul de [og]

17 0 0 0 0
0 2,376603 0 0 0
[64] = 0 0 -0,951713 0 0
0 0 0 -10,622814 0
0 0 0 0 9,197925
Calcul de [M]
1 16 0 0 0
4 1 8 4 0
[M] = 0 8 1 4 4
0 4 4 5 4
0 0 4 4 9
Ceci est a comparer a
1 p-1 0 0 0
4 X1'3 X2 X3 Xa
[M] = 0 X2 X4+1 X5 Xs5
0 X3 X5 Xat1 X5
0 Xq X5 X5 X2+1
ou
X, (p+5)/4+(-1) D2 (3/2).p 4
X (p-3)/4+2a.5i(Xs>X2,-1,1)-(-1) F2 (1/2).p 8
X3 (p-3)/4-(-1)*D2 (1/2).8 4
X4 (p-3)/4-20..5i(Xs>X2,-1,1)-(-1) #D2 (1/2).8 0
Xs (p+1)/4+(-1)*V2 (12).8 4
avec la décomposition en entiers de p
p = Qo)*+p?
soit encore a =2 et f = 1.
Cas p =5 mod 8.
Nous prenons I’exemple p =29 et g =2
Calcul de A,/d
Add =Y cos(2n/29.2°M4) + 1.3 -sin(2n/29.2)
oS
0 1 2 3 4 5 6
1 0,907575 0,796093 -0,561187 | -0,994138 | -0,161782 | -0,856857 | -0,725995
2 0,647386 0,267528 | -0,370138 | 0,976621 | -0,947653 | 0,468408 0,054139
3 -0,161782 | -0,856857 | -0,725995 0,907575 0,796093 -0,561187 | -0,994138
4 -0,947653 | 0,468408 0,054139 0,647386 0,267528 | -0,370138 | 0,976621
-sin
0 1 2 3 4 5 6
1 0,419889 0,605174 | -0,827689 | 0,108119 | -0,986827 | -0,515554 | 0,687699
2 0,762162 0,963550 0,928977 -0,214970 0,319302 0,883512 -0,998533
3 0,986827 0,515554 | -0,687699 | -0,419889 | -0,605174 | 0,827689 | -0,108119
4 -0,319302 | -0,883512 0,998533 -0,762162 | -0,963550 | -0,928977 0,214970
Calcul de [Aq4] et [Ag*]
1 7 7 7 7
1 -1,596291 1,096291 -1,596291 1,096291
Re[rg] = 1 1,096291 -1,596291 1,096291 -1,596291
1 -1,596291  1,096291  -1,596291  1,096291
1 1,096291  -1,596291  1,096291  -1,596291

et
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Imhg] =

Re[r*] =

et

Im[r*] =

0
0,509188
-2,643998
-0,509188
2,643998

OO O oo

7
-1,596291
1,096291
-1,596291
1,096291

e

0
-0,509188
2,643998
0,509188
-2,643998

OO O oo

Il est aisé de vérifier ici que [Ag*].[Aq] = 29.[1]

Calcul de [og]

Re[og] =

et

Imlog] =

Calcul de [M]

[(M]=

Ceci est a comparer a

[M2] =

ou
X1
X2
X3 =
X4
Xs

N
[{e]

0
-5,385165
0
0
0

o O o o

0
2,036750
0
0
0

OO O b~ OO O oo
[EN
N

[oNeNelF N
x
S

(p+1)/4+(-1)PD2 (3/2).p

0
-2,643998
-0,509188
2,643998
0,509188

7
1,096291
-1,596291
1,096291
-1,596291

0
2,643998
0,509188
-2,643998
-0,509188

0
0

5,385165
0
0

0

0
-10,575994

0

0
-0,509188
2,643998
0,509188
-2,643998

7
-1,596291
1,096291
-1,596291
1,096291

0
0,509188
-2,643998
-0,509188
2,643998

0
0
0

-5,385165
0

0

0

0
-2,036750

(p+1)/4+20.51(x4>%,,-1,1)-(-1) P2 (1/2).8

(p-7)/4-(-1)" V2 (1/2).8

(p+1)/4-20.51(x4>X2,-1,1)-(-1)*2.(1/2).

(p-3)/4+(-1)PV2 (1/2).p

avec la décomposition en entiers de p

soitencore o= 1 et = 5.
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p= (20)"+p*

0
2,643998
0,509188
-2,643998
-0,509188

7
1,096291
-1,596291
1,096291
-1,596291

0
-2,643998
-0,509188
2,643998
0,509188

o O o

0
5,385165

o O o

0
10,575994

[N
oo kro

X5

X2

X4
Xs+1

A omo




ANNEXE 2
PROGRAMMATION PARI/GP
Recherche du nombre exact de solutions de x*+y* = p+c et paramétre q = p; (& choisir).

{i= 100000;
q = primes(i)[i]; print(i); print(q);limitl = floor(g™(1/2)); limit2 = floor(g™(1/4));

for(c=0, 15,
s=0;
for(x =0, limitl,

for(y =0, limit2, t = x"2+y"4-c;
if(isprime(t),

if(t <q,

st+))));

print(s))}
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