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Caractérisation de suites aléatoires par la méthode du Delta-2.

Hubert Schaetzel

Résumé L’objet de cet article est de donner la description d’une méthode nouvelle de caractérisation de la nature
aléatoire, ou non, d’une suite de nombres réels. Cette découverte est un simple fruit du hasard. N’étant pas
du tout spécialiste de probabilités et de statistiques, le but ne sera pas ici de fournir une justification
théorique du procédé : nous partons d’une définition et vérifions la concordance a cette définition sur des
exemples types. Le test proposé repose sur 1’algorithme Delta-2.

Characterization of random series by the Delta-2 method.

Abstract The purpose of this article is to describe a new method of characterizing the random or non-random nature
of a strictly increasing sequence of real numbers. This discovery is a mere coincidence. Not being at all a
specialist in probabilities and statistics, the aim here will not be to provide a theoretical justification for the
process : we start from a definition and verify the agreement with this definition on standard examples.
The proposed test is based on the Delta-2 algorithm.
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1. Préambule.

La statistique d’échantillons aléatoires obéit a différentes lois de probabilité, loi normale de Gauss-Laplace, loi de
Bernoulli, loi binomiale, loi de Pascal, loi de Student, loi hypergéométrique, loi de Zipf, loi de Poisson, loi de Pareto, loi
uniforme continue, loi de Fischer-Snedecor, loi du 2, ... , cette liste pouvant étre étendue quasiment a 1’infini [1].

De nombreux procédés permettent de s’assurer que tel échantillon obéit a telle loi, tests de normalité, test de Jarque-
Bera, test de Kuiper, test de Shapiro-Wilk, test d'Anderson-Darling, test de Cramer-Von Mises, test du x°... Ces
méthodes de comparaison sont néanmoins moins nombreuses que les précédentes. Le test spectral de son coté permet
d’évaluer la qualité d'un générateur de nombres pseudo-aléatoire de type congruentiel linéaire.

Le test proposé ici se rapproche davantage de cette seconde catégorie. Nous nous intéressons en effet ici de savoir si une
liste issue d’une fonction donnée porte en elle un caractére aléatoire ou non.

Notre outil étant I’algorithme Delta-2, nous définissons ce caractére en y ajoutant « caractéere aléatoire au sens du Delta-
2 ».

Delta-2 est un procédé d'accélération de la convergence de suites en analyse numérique attribué a Seki Kowa,
mathématicien japonais (fin du 17eme siécle) et popularisé par le mathématicien Alexander Aitken en 1926 [2]. Cet
algorithme se distingue par sa simplicité et de son efficacité (cf. & mise en ceuvre).

Cet algorithme n’est pas utilisé ici dans le but habituel de déterminer la valeur vers laquelle converge la suite étudiée,
mais de reconnaitre le caractére aléatoire ou non d’une suite de nombres.

Ces nombres peuvent étre des nombres positifs ou négatifs dans un ordre quelconque, mais doivent étre impérativement
classés suivant une série monotone (strictement) croissante avant test.

L’¢tude ci-dessous s’intéresse essentiellement a la nature aléatoire d’une suite par une réponse binaire : oui ou non.
Nous verrons les inconvénients de la méthode pour un classement plus fin par ailleurs.

2. Mise en ceuvre du test.
Soit (X4, X, ..., X,) Une suite de nombres strictement positifs dont nous souhaitons caractériser la nature aléatoire ou non.

Nous posons :

Ta(Xn) = Xn'(AXn)Z/ AZXn ()
ou
AXp = Xpe1-Xp €t AZXn = Xn+2-2Xna1+Xn 2
Ceci s’écrit également
Tl(xn) = (Xn+2-Xn'Xn+12)/(Xn+2'2Xn+1+xn) (3)

Cet algorithme est appliqué dans la méthode Delta-2 récursivement.
Les résultats successifs sont donnés dans un tableau qui se présente comme suit :

1 X1 Ta(X1) Ta(X1) o Tim(X1)
n-4 Xn-4 T1(Xn-4a) To(Xn-4a)
n-3 Xn-3 T1(Xn-3) T2(Xn-3)
n-2 Xn-2 T1(Xn2) T2(Xn2)
n-1 Xn-1 Tl(xn-l)
n Xn T1(Xn)
n+1 Xn+1
n+2 Xn+2

Habituellement, pour une suite convergente (X, Xa, ..., Xn), il €st observé une accélération de celle-ci pour la suite (T(Xy),
To(X1), ..., Tm(X1)). 1l est méme possible par cette méthode de trouver des suites convergentes issues de suites
divergentes.

L’exploitation du tableau est fait ici en comparant la suite (X3, Xa, ..., Xp) & la suite (T(X1), T2(X1), .-, Tm(X1))-
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1 X1 Ti(x1)

2 X2 To(x1)

m Xm Tin(X1)
n=2m+1 Xn

Comme le montre le tableau, I’algorithme fournit m valeurs pour n = 2m+1 valeurs initiales. Le cardinal de la suite
initiale est double de la suite finale. La comparaison est donc faite sur la premiére moitié de cette suite.

Les suites (X1, X2, -.., Xi, ..., Xm) €t (T(X2), Ta(X1), ..., Ti(X0), ..., Tm(X1)) définissent deux trajectoires notées Traj(i, X;) et
Traj(i, Ti(x1)). Par la suite, nous simplifierons 1’écriture d’une trajectoire Traj(i, w;) en 1’écrivons simplement Traj(w;).

Définition 1.

La liste ou la suite (y;) est aléatoire au sens du Delta-2 si est seulement si les trajectoires Traj(x;) et Traj(Ti(x,)) sont
voisines pour la plus grande partie du domaine de définition, (x;) étant la suite ordonnée croissante de (y;).

Remarque.

L’auteur entend bien le caractére vague de la notion de voisinage ici. Le lecteur se référera aux exemples pour lever cette
ambiguité.

Dans ces exemples, nous avons représenté la trajectoire initiale Traj(x;) en couleur rouge et la trajectoire finale
Traj(Ti(x1)) en couleur bleue. L’axe des abscisses a pour coordonnée i.

3. Discussion.
3.1. Les entiers naturels.

Soit (0, 1, 2, 3, ...), la suite des nombres entiers naturels. Clairement cette suite n’a rien d’une suite aléatoire.

Si nous la soumettons a ’algorithme Delta-2, nous avons T1(Xn) = (Xns2-Xn-Xns12) Kns2-2Xns1+%n) = ((N+2).n-(n+1)?)/(n+2-
2(n+1)+n) = -1/0. Ainsi la trajectoire du résultat de 1’algorithme ne se superpose pas, et de loin, avec le voisinage de la
trajectoire initiale, puisque non définie.

Ainsi la suite des entiers naturels est bien une suite non-aléatoire au sens du Delta-2.

Cependant notre réponse est un peu prématurée du fait justement que la trajectoire image n’est pas définie.

Considérons donc plutét (0%, 1%, 2%, 3% ...) la suite des carrés des nombres entiers naturels. Si la suite des entiers naturels
n’est pas aléatoire, cette seconde suite ne 1’est pas non plus a priori. Le graphique 1 donne la comparaison des
trajectoires initiale et finale dans ce cas. La trajectoire finale est constituée de deux branches, 1'une se superposant a
I’initiale, ’autre étant symétrique par rapport a I’axe des abscisses.

Or, d’aprés notre définition pour la classification d’une liste (définition 1), les données finales doivent se superposer au
voisinage de la trajectoire initiale en régle générale pour disposer effectivement d’une suite aléatoire, ce qui n’est
clairement pas observé ici une fois sur deux.
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Pour le lecteur tatillon, nous passons a la suite (0%, 13, 2°, 33, ...) ou I’'ambiguité est définitivemennt levée (cf. graphe 2).
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3.2. Les nombres premiers.

Soit maintenant (ps, P, ..., pn) la suite des n premiers nombres premiers.

Cette suite est-elle aléatoire ?

Si nous la soumettons a I’algorithme Delta-2, nous avons Ty(p) = (Pis2.Pi-Pis12)/(Pis2-2Pisa+Pi). Ici, I’indicence piso-
2pis1tpi = 0 survient pour de trés nombreuses valeurs de p; (par exemple 3, 47, 151, 167, 199, 251, 257, 367, 557, 587,
601, ...). Nous sommes face au méme probléme d’ambiguité qu’avec la suite des entiers naturels. Nous traitons ce point
de la méme maniére que précédemment en passant aux carreés.

Les trajectoires initiale et finale sont données par le graphique 3. L’ambiguité est levée de la méme maniére que
précédemment et la conclusion est cette fois-ci que la suite des nombres premiers est aléatoire au sens du Delta-2.
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Le lecteur aura noté cependant une zone de perturbations autour de i = 54 (pss = 251, pss = 257, psg = 263, ps7 = 269). Le
méme phénomene se reproduit par exemple en i = 271 (po71 = 1741, poyy = 1747, po73 = 1753, Po7s = 1759) , i = 464 (Pasa
= 3301, pags = 3307, Pags = 3313, Pss7 = 3317), i =682 (pggz = 5101, pegz = 510, pegs = 5113, pegs = 5119) eti=709 (p7og
= 5381, P710 = 5387, P711 = 5393, P712 = 5399)

11 s’agit ici de I’incidence pi+o-2pi+1+pi = O répétée en i et en i+1. L’origine est la présence de constellations (p, p+6,
p+12, p+18). Des constellations de ce type se retouvent égalementen i = 3 (5, 11, 17, 23), i =5 (11, 17, 23, 29), i = 13
(41, 47, 53, 59) et i = 18 (61, 67, 73, 79), mais il y a dans ces cas un ou plusieurs nombres premiers supplémentaires a
I’intérieur de chacune de ces constellations (a savoir (7, 13, 19), (13, 19), 43 et 71) ce qui évite le phénomene.

Le rétablissement vers le voisinage de la trajectoire initiale est plus ou moins rapide selon le cas.
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3.3. La fonction polynémiale.

Les monomes, les polyndmes a degré entiers et les polyndmes a degrés quelconques transmettent la nature de la suite
des entiers naturels (cf. graphes 6 et 8) et des nombres premiers (cf. graphes 7 et 9).

Ceci semble un résultat général dans le sens que prendre initialement dans une fonction f a tester n; ou P(n;) est
équivalent (méme conclusion pour f(n;) et f(P(n;))) et de méme pour p; ou P(p;), la seule différence étant parfois

I’ambiguité issue de I’utilisation f(n;), laquelle n’apparait pas avec f(P(n;)).

La fonction « polyndéme » présente donc un aspect pratique non négligeable.
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3.4. Les générateurs de nombres pseudo-aléatoires.

Nous avons choisi ici un exemple basée sur une suite de Fibonacci. Le nombre y, est obtenu en additionnant y,.; et Y.,
modulo 19, les valeurs initiales y; et y, étant proches de exp(1) et de .

Nous produisons & partir de 13, la suite des y; jusqu’a ysgo. La liste comprend y; = 5,859874482, y, = 9,001467136, ys =
14,86134162, ys = 4,862808753, y, = 0,724150371, etc.

La liste est ensuite triée par nombres croissants x; = 0,004659205, x, = 0,039129397, x; = 0,068068362, X, =
0,103515556, x5 = 0,350805214, X5 = 0,381762519, ..., X590 = 18,93342327.

Le test est appliqué a la suite des (x;) pour évaluer les (y;).
Les trajectoires se superposent approximativement ce qui signifie bien que la suite est aléatoire au sens du Delta-2.
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A nouveau, nous observons localemennt des fluctuations « anormales ». L’origine du phénoméne est trés proche de la
raison invoquée précédemment, & savoir cette-fois ci, elle provient soit de I’incidence Xpip-2Xp+1+Xn = 0, soit plus
généralement de T;(Xn+2)-2Ti(Xn+1)+Ti(Xn) = 0, puisque ’effet peut se manifester a n’importe quel stade de 1’évaluation.

3.5. Les fonctions logarithme et exponentielle.

L’observation du graphe 11 montre que Ln(n), n = 1, 2, 3, 4... n’est pas une suite aléatoire au sens du Delta-2. La
fonction a le méme comportement que les monomes, les polynémes a degré entiers et les polyndmes a degrés
quelconques ont sur la suite des entiers naturels (cf. graphe 8).

Nous nous attendons dans ce cas que cette fonction garde la propriété de suite aléatoire appliquée aux nombres premiers,
ce qui est effectivement le cas. (cf. graphe 12).
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A noter que ’effet des constellations (telle que ps; = 251, pss = 257, psg = 263, ps; = 269 en i = 54) reste tout a fait
manifeste. Il traverse de la méme fagon la fonction exponentielle, réciproque du logarithme, comme le montre I’alinéa

suivant.

L’application a la fonction exponentielle de n;? avec a = 1 (degré 1) souléve les mémes inconvénients et perturbations
que celles déja exprimées. Ceci est résolu en prenant a # 1 (ici a = 1/4).
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3.6. Les fonctions trigonométriques.

Le choix de I’utilisation d’une fonction périodique pour obtenir des nombres aléatoires n’est pas a priori trés judicieux.
Si cette maniéere de faire est cependant retenue, il va de soi que certains choix ont des résultats non-aléatoires triviaux.
Par exemple, la liste sin(n.w), n des entiers, est systématiquement nulle. De méme sin(n.n/100), devient un trés mauvais
choix pour un nombre d’incréments supérieur a 100. Méme lorsque la valeur m est prise de fagon trés grossicre,
I’incidence Xn+2-2Xq+1+X, = 0 ne tarde pas a se manifester, créant de lourdes ambiguités ici ou la.

Nous présentons ci-dessous quelques résultats pour la fonction Sinus. En I’appliquant aux entiers naturels, nous
obtenons un comportement initial de série aléatoire (graphe 15), puis la liste devient non-aléatoire (graphes 16 et 17),
puis redevient aléatoire a nouveau (graphe 18). Avec le choix de nombres premiers, le message « série aléatoire » est
beaucoup plus cohérent (aspect général du graphe 19 avec plus ou moins d’écarts ou d’anomalies).
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Les zones r < n; < s ou la fonction Cosinus(n;) se comporte comme une suite aléatoire sont trés différentes des zones de
la fonction Sinus(n;). Par exemple, la suite est grossiérement non-aléaoire jusqu’a s = 500, puis aléatoire dans I’intervalle
r =500 a s = 1000, puis redevient non aléatoire (au moins jusqu’a s = 1500).
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20 np=0a N1g00 = 999
et
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La fonction Tangente appliquée aux entiers naturels cumulent les travers du Sinus et du Cosinus.

L’ensemble de cette discussion est donc un avertissement contre I’intérét d’utiliser ces fonctions comme générateur de
nombres pseudo-aléatoires.

Les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques périodiques (Arcsin, Arccos, Atan) ont un comportement non
ambigu, reproduisant 1’état des suites auxquelles elles sont appliquées. En admettant le postulat que la nature des
fonctions réciproques est la méme que celle des fonctions initiales, puisqu’il ne s’agit en fait que d’une permutation des
axes x et y d’un graphe, nous obtenons une réponse définitive & la nature réelle des fonctions Sinus, Cosinus et
Tangente.
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3.7. Les zéros de la fonction Zéta de Riemann.
Les zéros de fonction Zéta de Riemann sont bien des nombres aléatoires au sens du Delta-2.
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4. Inconvénient de la méthode.

L’inconvénient principal décrit a plusieurs reprises dans les exemples, a savoir ’incidence répétée Xns2-2Xne1+X, = 0,
n’est pas vraiment un inconvénient pour répondre a la question « oui ou non la liste est aléatoire ? ». Par contre, pour
comparer le degré du comportement aléatoire entre deux listes, en utilisant par exemple les valeurs obtenues par 1’écart-
type entre les deux trajectoires de la premiére liste puis de la seconde liste, ces incidences sont effectivement trés
préjudisciables. Faut-il les prendre en compte ou les écarter du calcul ? La question est ouverte.
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5. Annexe 1.

\Rik}
Exemples de programmation avec P" | :
Exemple 1 :

Suite de Fibonacci : a, = Modulo(a,.1+a,», 19), a1 =€, a,=n

{default(realprecision, 30); \\ au choix

nb = 500; \\ au choix

nb = 2*(nb/2\1);

x = vector(nb,i,0); y = vector(nb/2,i,0); a = vector(nb,i,0); b = vector(nb,i,0);
X[1] = exp(1); x[2] = Pi;

for(n = 3, nb, x[n] = (x[n-1]+X[n-2])%19);
a = vecsort(x);

print("Liste initiale™);

for(i = 1, nb, print(a[i]));

for(c = 1, nb/2-1,

for(r = 1, nb-2*c,

den = a[r+2]-2*a[r+1]+a]r];

num = a[r+2]*a[r]-a[r+1]*a[r+1];

if(den == 0, b[r] = 0.0, b[r] = num/den));
ylc+1] = b[1];

a=b);

print("Liste finale");

for(i = 1, nb/2, print(y[i]))}

Exemple 2 :
Fonction Sinus appliquée a la liste des nombres premiers.

{nb =1000; \\ au choix

nb = 2*(nb/2\1);

x = vector(nb,i,0); y = vector(nb/2,i,0); a = vector(nb,i,0); b = vector(nb,i,0);
for(n = 1, nb, X[n] = sin(primes(nb)[n]));
a = vecsort(x);

print("Liste initiale");

for(i = 1, nb, print(a[i]));

for(c = 1, nb/2-1,

for(r = 1, nb-2*c,

den = a[r+2]-2*a[r+1]+a[r];

num = a[r+2]*a[r]-a[r+1]*a[r+1];

if(den == 0, b[r] =0, b[r] = num/den));
ylc+1] = b[1];

a=b);

print("Liste finale");

for(i = 1, nb/2, print(y[i]))}
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