Théorie des nombres / Number Theory

Invariance dans un systéeme triangulaire d’équations récursives et
matrices unitriangulaires.

Hubert Schaetzel

Résumé Nous étudions les systemes d’équations itératives, en forme de triangle tronqué, observés lors de I’étude du
crible d’Eratosthéne et notamment les conditions laissant invariants les résultats de I’aréte supérieure.

Invariance in a triangular system of recursive equations and unitriangular matrixes.

Abstract We study the systems of iterative equations, showing the shape of a truncated triangle, observed in the study
of the Eratosthenes sieve and in particular the conditions leaving invariant the results of the upper edge.
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1. Préambule.

Le crible d’Eratosthéne créé lors de son exécution des espaces entre nombres entiers, espaces que 1’on peut dénombrer
dans les cycles répétitifs de taille primorielle de p; ainsi générés. Le dénombrement de ces écarts résulte de systemes
d’équations itératives de parameétres et de données initiales. Nous avons observé qu’il était possible de trouver plusieurs
variantes de ces systemes en permutant les parametres et en changeant les données initiales. Nous revenons ici sur cette
observation dans un cadre plus général. Nous construisons les outils, sous forme de matrices unitriangulaires, permettant
de comprendre et gérer aisément ces evolutions.

2. Systeme d’équations itératives.

Nous étudions le systéme d’équations A(i,j) récursives formés suivant le schéma ci-dessous, le nombre de lignes du
tableau étant fini :

Xl X2 X3 X4
ry d; A(1,1) A(1,2) A(1,3) A(1,4)
r d, A(2,2) A(2,3) A(2,4) ..
rs ds A(3,3) A(3,4) (Tab 1)
ry d, A(4,4)
rs ds

et
A(iL) = (i) AGLJFD+AG+L)) - (D)

Nous proposons de permuter les coefficients r; et nous voulons obtenir, si elles existent, les conditions sur les nombres d;,
ces derniers jouant le r6le de conditions initiales, laissant I’aréte supérieure A(1,j) invariante (en premiére ligne x; exclus)
aprés permutation desdits r;.
Nous posons pour I’aréte inférieure du triangle tronqué :

Ai-1)=di (2

Les nombres (X, Xz, X3, X4, ... 1, I3, 3, Ig, ... dy, do, d3, dg, ...) sont quelconques, ni tous croissants ou décroissants 1’un
par rapport a I’autre, sont négatifs, nuls ou positifs, entiers, réels ou nombres complexes et peuvent étre égaux entre eux.

3. Permutation élémentaire voisine.

Considérons les lignes k et k+1 :
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.. Xj-1 Xj
M dl i A(llj_l) A(llJ)
Tab 2
e | O Ak,j-1) Ak,j) (Tab2)
M1 | Oins A(k+1,j)
ol nous avons :
AKJ) = KT AKJ-1)+A(K+1,)) ®)
Faisons une permutation de ry et . :
e Xj-1 Xj
r d, A(1,j-1) A(L,))
Tab 3
Mot | di A’(k,j-1) A’(k,)) ( )
M | Oy’ A’(k+1,))
ou nous avons sur les lignes k et k+1 :
A’(k,J) = (Ko Tern)- A (k-1 FA (kH 1)) (4)
et I’objectif est ici ’invariance des A(1,)).
Théoréme 1
La condition d’invariance est donnée par :
dk’ = dk
et 5)

Ois1” = disr+(Feea-Tie) A

Démonstration

Par construction, les données de la ligne i étant prises sur celles des lignes i et i+1, la permutation des r et r; n’a aucune
répercussion sur les lignes k+2 et suivantes. Fixons alors dans le tableau 2, les éléments de la ligne k & leurs valeurs
effectives en transformant les formules en des valeurs Ag(k,j) = A(k,j), j = k a +oo. De ce fait, la permutation de ry et
n’a plus aucun effet sur cette ligne, ni aucune de celles dessus d’elle. Ensuite, construisons la ligne k+1, grace a la formule
itérative :

A’(ktL)) = Kjea ). A’ (K j-D+A’ (k+2.) (6)

Du fait que les valeurs de la ligne k ont été fixées et que celles de la ligne k+1 sont inchangées, nous avons donc :
A’(kt1,j) = (Xjer-Ti) Ak J-1)+A(K+2,j) (@)
Il en résulte que A’(k+1,))-A(k+1,)) = ((Xjke1-1)-AKJ-1)+AK+2,)))-((Xj-ke1-Tke1) Ak j-1)+A(k+2,j)), soit encore :
A’(kt1,j) = Akt 1j) (1) AK,j-1) ®)
Nous avons alors, pour le premier élément de la ligne k+1 (qui inclus d;), j = k, soit dy+;” = A’(k+1,j) et donc
O’ = dis1+(Fies1-1i) e 9)
ce qui donne la seconde condition du théoréme.
Nous Vérifions ensuite que les valeurs obtenues de cette fagon sur la ligne k+1 laissent inchangées celles de la ligne k
lorsque nous les repassons sur la forme littérale en prenant cette fois ci ry.; au lieu de ry.
Nous avions ainsi :
AKJ) = KM AKJ-1)+A(K+1,)) (10)
Nous passons a :
A’(k,J) = Kjurr M) A (k-1 TA (k+ 1) (11)
Soit encore A’(k,j)-A(K,j) = ((Xjks1Tks1)-A’(KJ-1))-(Kjke1-1) - AK J-DHA’ (k+1,j)-A(k+1,).

Puis
A(kJ)-AK]) = KjarrrTier)- A (Kj=1)=(Kker17Ti0) - AK J-1)+(Niear 1) - A(K,J-1) 12)
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Choisissons di” = di , soit donc A’(kk-1) = A(k,k-1), d’ou il suit A’(kk)-A(K,K) = (Xg-Ter) - AKK-1)-(X1-r). A(K, k-
1)+(rea-r)-A(k,k-1) = 0. Reprenant A’(k.k) = A(kk) dans 1’équation (12), il vient A’(k.k+1) = A(kk+1) et nous
procédons ainsi par récurrence pour avoir :

A(kj) = Ak,j) (13)
ce qui achéve la démonstration.

Propriété 1
Les nombres di’ et dy.q’ sont indépendants ici des valeurs données aux abscisses x;. En conséquence, les nombres de

P’aréte inférieure resteront indépendants des valeurs données aux abscisses x; pour des permutations plus générales.
Nous passons a de tels cas.

4. Permutation élémentaire espacée.

Nous nous limitons ici aux formules pour une permutation simple entre les lignes k1 et k2 de ry et ry,, les autres ry restant
a leur place.

Considérons d’abord les lignes k et k+2. Ceci revient a permuter ry €t ry.; et ajuster dy,; €n dy.1’, puis permuter ry (Sur la
ligne k+1) et ry., et ajuster dy., en dys’, puis permuter ry,; (Sur la ligne K) et ry., et ajuster dy.;” en dys1”’. En posant
soigneusement les équations issues du théoréme précédent, nous obtenons 1’invariance pour :

Valeurs initiales
des paramétres
k (re, di)

k+1 (ree1 s dis1)
k+2 (rk+2 s dk+2)

Lignes Valeurs apres ajustement

(rk+2 ’ dk)
(e s Oiern” = s (Neep1) -0y
(i, A2’ = dicsot (MM - O H (e - (M=) - i)

(Tab 4)

Refaisons les calculs littéraux avec un espacement supplémentaire, nous trouvons :

. Valeurs initiales N
Lignes d X Valeurs apres ajustement
es parametres
K (re, dy) (rees , di)
k+1 (e s i) (ree s Airr” = i H(NeesMi) i)
k+2 () (ree2 , Aie2” = Aot (Miess=N) - dies H (Neaa=1ig) (M =Nie) i)
k+3 (rkes , iss) (re , dies’ = dieat(MierN)) - Aicsot (Neaa=1ig) - (Mier2~N) - Aict (N1 (MM - (Nee1-Tie) - i)

Avec un autre espacement, il vient :

. Valeurs initiales o
Lignes | . Valeurs aprés ajustement
es parametres
K (e, d) (Niera » did)
k+1 (PR (s Aiet” = diera+(Mesa~1i).di)
k+2 (P ) (Nier2 s Ak’ = diwot(NieeaTid) Qi+ (Mera=Tie) - (Newa 1) i)
k+3 (Nis3 » Oysa) (N3, Aies” = diaat (Mera=Tio) - Qierp (Miera~M) - (M2 M) - At (MM - (M2 M) - (M M) Ai)
k+4 (kv » Oies) (N » Oisa” = dicrat (MeraTi)-Aisat (NeraTi) - (M T) - dicsF (Niewa 1) - (Msa-T) - (M2
' i) Oice 1+ (Miera=11) - (Mera=T1) - (M1 - (M M) -
Pour finir :
. Valeurs initiales L
Lignes | | . Valeurs aprés ajustement
es parametres
K (e, di) (Niess , i)
k+1 (Mie1 » Gisa) (Nir1 s Aira” = disa+(Nieesrid) . Ai)
k+2 ("ke2 » isp) (Nir2 s A2’ = diesot(NiersTi)) Qe+ (Mers =) - (s =Ti0) - i)
k+3 ("ke3 , Oisa) (Nis3 , Aies” = disat (Mas=Ti0)- Qhero (MiersM) - (MM - At (MM - (Mo M) - (M M) Aig)
k+4 (e » isd) (N s Oisa” = dicrat (MesTie) - A+ (Meas 1) (M M) - dicsF (N5 1) - (M a-Ti) - (M2
' i) -Oicr1+ (M=) - (Mier=i) - (M) - (s Ti) - i)
(1 » diss” = dicasF (MieasTie) - Dicsa (Ners 1) - (Mesa=Ti) - Azt (NiersTi) - (Nera=Tie) - (M 3=
k+5 (rss » Oicsa) M) G2t (Mess=1) - (Nera=Ti)- (Mieaa=T) - (Nes2 i) - Aicea+ (M5 1) . (Fiera=T) - (NeraTi) - (M
o). (Micr1-Me) i)

Le lecteur peut aisément saisir la suite de ce type de construction :
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Valeurs initiales

Lignes des paramétres Valeurs apres ajustement
k (re, di) (Men » )
k+1 (rees s dis1) (rees s Aisr” = diwat (NN -dio)
k+2 (ree2 » dis2) (w2 Air” = dirot (Meen~T) - Qiera+ (Miean=ri0) - (e~ - i)
k+3 (rees + isa) (Nir3 s ke’ = dieaat(MieenTi) - Qo (M=) - (M2 M) - At (MernNi) - (M2 M) - (M1 =Tie) i)
k+4 (I’ d ) (rk ’ dk+4’ = dk+4+(rk+n'rk)-dk+3+(rk+n'rk)-(rk+3'rk)-dk+2+(rk+n'rk)-(rk+3'rk)-(rk+2'
k+4 » Uk+4

Mi)-Aicr1+ (M=) - (Mier3T1) - (Fiewoi) - (s 1) - i)

(rk ’ dk+n’ = dk+n+(rk+n'rk)-dk+n-1+(rk+n'rk)-(rk+n-1'rk)-dk+n-2+(rk+n'rk)-(rk+n-1'rk)-(rk+n-2'
k+n (Nen » dicen) 1)) O3+ (Meen=T1)- (Mern-17110) - (T2 - (Mean-3T) - Giern-a . F(Mern 1)+ (Mern-1710)- (Tern-2-
rk).(rk+n_3—rk). . .(rk+1—rk) dk)

Nota :

Les éléments A’(i,j) intérieurs au tableau obéissent aux mémes équations le long des paralléles a ’aréte inférieure (selon
la diagonale principale) que d’ .
Ainsi ici :

A’(k+n+i,k+n-1)

A(k+n+i, k+n-1)
+(reen-re) - A(k+n+i-1,k+n-2)
+(MernTk)- (Mern-171) - A(K+n+i-2,k+n-3) (14)
+(Mken 1) (Nern-1710) - (Nern-271i) A(K+n+i-3, k+n-4)
+(ken 1) (Nern-1710)- (Tkern-271) - (Neen-3T) Ak +n+i-4, k+n-5)
+...
F(NenT1)- (Nern-171)- (Mean-2711) - (Nen-3-T) - - (T 1) A(KH, K-1)

5. Interprétation matricielle.
A partir des relations élémentaires précédentes, il est possible de trouver les valeurs corrigées di’ des valeurs initiales dy
pour n’importe quelle permutation des ry. En donner une formule explicite peut cependant s’avérer extrémement

fastidieux. Aussi, a ce stade, une analyse matricielle nous intéresse au plus haut point.

Les relations précédentes ayant été établies, nous vérifions en premier lieu si elles correspondent a I’emploi de produits
matriciels donnant le méme résultat.

Pour une permutation entre les lignes k et k+1, I’opération matricielle suivante répond a la question :

dy’ 1 0 0 0 d;
6 |_| o .. 1 0 | d
dk+1’ - 0 P PR % 1 .. 0 dk+1 (15)
dy’ 0 0 0 1 d,

Pour une permutation entre les lignes k et k+2, nous reconstituons les différentes étapes élémentaires. Celles-ci se
présentent ci-dessous de la droite vers la gauche (pour répondre au sens des multiplications matricielles) :

<

Me2 | Teer | T Ik
fker | T2 Ik Mks1 (16)
Ik Ik fke2 | Tke2

A cet ensemble d’étapes de calcul correspond les multiplications de matrices suivantes (en se limitant sur la zone active,
les autres parties des matrices étant & compléter avec des 1 sur la diagonale principale) :

1 0 0 1 0 0 1 0 0
MNer2-Tes1 1 0 0 1 0 Mer1-Tk 1 0
0 0 1 0 Mes2-Tk 1 0 0 1
dont le produit donne :
1 0 0
Ik+2-Tk 1 0
(res2-1i0)-(res2-1i)) k2T 1

Le lecteur peut vérifier que ceci correspond bien au résultat du tableau 4.
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Ce type de procédé se généralise alors a des permutations quelconques. 11 suffit de poser d’abord la table des permutations
élémentaires dans le meilleur ordre possible (pour limiter les calculs) avant de procéder au produit de matrices.

Par exemple, si nous souhaitons passer de (F,Mke1, k2 a3 Mkeas Tkes) @ (Teaz, Mol e 1, Tkes: Tke), NOUS avons les permutations
élémentaires suivantes :

fks2 | Tka2 | Tke2 | Tie2 Ik Mk
Ik Ik Ik Ik M2 | Tkaa
Mkea | Tioa | Tt | Ter | Tier | T2 17)

Mksr | Tkot | Tkea | Tkes | Ties | Thes
Mkes | Tkes | Tke3 | Tkea | Tkea | Tkea
fkes | Tkes | Tkes | Tkes | Ties | Thes

Ceci correspond au produit

M = M5.M4.M3.M2.M1 (18)
ou:

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

— 0 Ier2Tre1 1 0 0 0

M1 B 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

Ma-Tk 1 0 0 0 0

_ 0 0 1 0 0 0

M2 - 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

_ 0 0 1 0 0 0

M3 - 0 0 0 1 0 0

0 0 0 Me+a-Tk+3 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

_ 0 0 1 0 0 0

M4 - 0 0 Merg=Ts1 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

_ 0 0 1 0 0 0

M>S - 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 Mes5-Tee3 1

Le produit M vaut ainsi :

1 0 0 0 0 0
Mer2-Tk 1 0 0 0 0
0 r'k+2'rk+1 1 O 0 0
0 (reea=Ticrn)-( Mies2Tice) Mera=Ti 1 0 0
0 0 0 MeraTk+3 1 0
0 0 0 (MiraTir3)-( TirsTie3) o 1

Nota :

Quelle que soit la permutation, la matrice finale sera toujours triangulaire inférieure avec un ensemble d’unités sur la
diagonale principale (et est donc une matrice unitriangulaire inférieure).
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Application numérigue :

Nous reprenons la permutation prise en exemple précédemment en nous placant a k = 3. La matrice carrée unitriangulaire
de conversion est donc inscrite ici entre les lignes 3 et 8 (axe x; exclus). Nous faisons le choix de paramétres initiaux dans

le tableau A(i,j) ci-dessous et il en résulte le tableau A’(i,j) aprés permutation des r; :

Alij)

Xi 3 3 0 -2 -3 -1 2 3 1 -2
rn=1|d,=1| 4 11 | -28 207 | -1571 | -348 |289729|-6095204|109728893|-2179687789
r,=3 d,=2| 3 -17 123 -743 | -3490 |290077|-6674662|109728893|-1850501110
r; =10 d;=3| -17 72 -128 | -7948 |276117|-6384585|109728893|-1631043324
ry=16 dy=4| -47 592 | -9484 |172793|-3347298| 58652213 | -862941073
rs=8 ds=5]| -19 -12 | 2081 | -64231 | 1748147 | -41810091
re =22 de=6 | -107 | 1985 | -43421 | 1041606 | -26076768
r,=11 d;=7| -48 249 -498 -36618
rg=21 dg=8| -135 2241 -43092
rg =24 dg=9 -189 3969
A’(iy)
rn=1|d’=1 4 11 | -28 207 | -1571 | -348 |289729|-6095204(109728893|-2179687789
r,=3 dy’=2| 3 -17 123 -743 | -3490 |290077|-6674662|109728893|-1850501110
rs =8 dy’ =3| -17 72 -128 | -7948 |276117|-6384585|109728893|-1631043324
r; =10 dy =-2| -13 448 | -9228 |188689|-3899532| 71421383 |-1082398859
r,=11 ds’ =-27| 357 -4748 | 77953 |-1446575| 28526531 | -511027795
r, =16 ds’ =141| -1892 | 25725 | -433186 | 8274481 | -168709423
rg =21 d;” =-59| 1129 | -21586 | 477133 | -11494284
re =22 dg’ =67| -1264 23827 -520225
rg =24 dy’ =9 -189 3969

La matrice de conversion est (M en encadré, k =3,r;3=10,r,=16,r5=8,r=22,r; =11, rg = 21) :
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 -2 1 0 0 0 0 0
MC = 0 0 0 -8 1 0 0 0 0
0 0 0 40 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 -11 1 0 0
0 0 0 0 0 11 -1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Les éléments A(i,j) se retrouvent ensuite par multiplication par MC suivant les diagonales principales.

1 1 4 4 11 11

2 2 3 3 -17 -17

3 3 -17 -17 72 72

-2 4 -13 -47 448 592

-27 |=(MC) 5 et 357 |=(MC)| -19 et -4748 |=(MC)| -12 etc.
171 6 -2006 -107 25653 1985
-59 7 1129 -48 -21586 249
67 8 -1264 -135 23827 2241
9 9 -189 -189 3969 3969
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