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Obstructions au principe de Hasse : une perspective différente.

Hubert Schaetzel

Résumé Répondre au principe de Hasse est la garantie de 1’existence ou non de solutions pour un systéme d’équations
diophantines. Il existe de nombreux cas d’obstruction a ce principe pour des équations qui ne sont ni linéaires,
ni quadratiques. Cependant, ce principe est appliqué habituellement a des variables formelles représentant des
nombres entiers. Nous élargissons ici ce cadre a des variables représentant des nombres premiers ce qui a pour
conséquence une large remise en cause de la notion méme d’obstruction. Nous observons ensuite que derriére
le probléeme d’existence de solutions associé a ce principe se découvrent les ingrédients, notamment le
remplacement des variables « globales » par des variables « locales », permettant de dénombrer les solutions

des branches asymptotiques des équations diophantines.

Obstructions to Hasse principe. Another point of view.

Abstract To answer to the Hasse principle is the same as to make sure about the existence or not of solutions for a
system of diophantine equations. There are numerous obstructions to this principle with non-linear and non-
quadratic equations. However, this principle is applied usually to formal variables representing integers. We
extend here this framework to prime numbers variables causing a deep modification of the obstruction
concept. We then observe that behind the existence problem associated with this principle, one can find the
ingredients, mainly by replacing "global™ variables by "local” variables, to enumerate the solutions of the

asymptotic branches of diophantine equations.
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(,) Plus grand commun diviseur de (, )

Si(X, Y, 2) Si x vrai alors y sinon z. La condition peut étre imbriquée : si(x,si(y, z, t),...)
n Signe d’exponentiation (x*n = x")

\ Tel que

v Quel que soit

€ Signe appartenance a un ensemble (n € N, p € P)

C Signe d’inclusion

SIGNES ET ABREVIATIONS

Nombre entier naturel

Ensemble des nombres entiers naturels
Ensemble des nombres entiers relatifs
Nombre premier quelconque
Ensemble des nombres premiers
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1 Partie | : Existence de solutions

1.1 Principe de Hasse local - global. Obstruction au principe.

Le principe local-global consiste a essayer de reconstituer une information sur un objet global a partir d'informations sur des
objets locaux associés (ses localisations en tous les idéaux premiers), plus faciles a obtenir [16].

Trivialement :
R(X1,Xz,...) =0 => VpeP, VkeN, R(Xy,Xy,...) = 0 mod p (1)

Le principe de Hasse est vérifié si ’implication dans le sens opposé est vraie également (avec de plus la condition
R(X1,X,,...) = 0 posséde une solution dans R, corps des réels).

Le théoréme de Hasse-Minkowski [3] porte sur les formes quadratiques (et donc également les formes linéaires) sur le corps
global des nombres rationnels. Il stipule qu'une telle forme prendra la valeur 0 si et seulement si la forme prend la valeur 0
en chacun des corps locaux associé au corps des nombres rationnels, c'est-a-dire en R, le corps des nombres réels, et en
chacun des Q,, pour p nombre premier, corps des nombres p-adiques. C'est donc un exemple ou le principe local-global est
parfaitement vérifié [16].

Sinon, il est d’usage de parler d’obstruction au principe de Hasse.
Dans un premier temps, nous allons nous attacher dans cet article a redéfinir le cadre de ces obstructions par une
redéfinition des tests locaux.

1.2 Variables locales
1.2.1 Théoréme de densité de Chebotarev

Gréace aux travaux préliminaires de Frobenius, Chebotarev [2] démontre ce qui suit :

Soit une extension galoisienne L/K de corps de nombres, de groupe de Galois G. Soit 8|p un idéal premier de L au-dessus
de p. Soit la classe de conjugaison de Frobenius (p,L/K) notée encore o,. Soit C une classe de conjugaison dans G. Alors
I'ensemble des idéaux premiers p de K, non ramifies dans L, et tels que o, = C, a pour densité naturelle |C|/|G|.

Ce théoréme prolonge le théoreme de Dirichlet sur l'infinité des nombres premiers en progression arithmétique par
application triviale a une extension cyclotomique de Q.

Il découle de ce théoréme ce qui suit :
1.2.2 Théoreme de densité des nombres premiers

Si ¢, a> 1 sont deux entiers premiers entre eux, la densité naturelle de I'ensemble des nombres premiers p = ¢ mod a vaut
1/¢(a).

1.2.3 Corollaire sur les variables de nombres premiers

Soit p un nombre premier.
Nous projetons ’ensemble P des nombres premiers sur les classes de congruences modulo p.

mod p
P — {0,1,2,...,p-1}
pi pi mod p

Cette application projette un unique nombre en 0. Il s’agit de p. Les autres classes sont images en méme densité de tous les
autres nombres premiers. En affectant une densité de probabilité aux quantités de nombres projetées sur chacune des
congruences 0, 1, 2, ..., p-1 et en sommant arbitrairement 1’ensemble des densités a p (soit une densité moyenne de 1 par
classe), nous obtenons la correspondance

Congruences 0 1 2 .. p-1
Densités de probabilité normalisées —0 — pl(p-1) | — p/(p-1) — pl(p-1)

Ceci signifie que modulo p, I’ensemble des nombres premiers est équivalent a la suite de classes appelée temporairement ici
représentant de P a la séquence p :

{1’27 7p-1} (2)
En effet, la densité de probabilité de 0 étant 0, nous pouvons ignorer cette valeur 0 et nous pouvons ensuite ignorer les poids

relatifs des autres congruences puisque de valeurs égales (1’intérét de la normalisation sera évoquée plus loin dans la partie
concernant le dénombrement).
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L’ensemble {1, 2, ..., p-1} n’est autre que le groupe de Galois (Z/pZ)*. Ce groupe est généré par une racine primitive g de
p.
{d’. ¢, ...¢""} @)
Nous pouvons réaliser des projections analogues sur n’importe quel ensemble de congruences modulo p~.
mod
P — {0,1,2,..p%“L}
pi pi mod p*

Alors, le tableau sera (avec toujours une valeur moyenne de 1 par classe) :

Congruences 0 mod p #0 mod p
Densités —0 — pl(p-1)

(4)

Le groupe correspondant (at avec o(p) = p*™?(p-1)) sera :
{d’g" ... e" (5)

1.2.4 Cas des variables de nombres entiers

Similairement et trivialement, les ensembles Z, N ou N se projettent de fagon équiprobable modulo p“sur
{0, 1,2, ..., p“1} (6)

Alors, le tableau de correspondance des densités aux congruences sera en prenant une densité moyenne de 1 par classe :

Congruences 0 mod p #0 mod p
Densités — 1 — 1

Y]

Nota : De plus ici, la valeur exacte des densités est obtenue & période p* lorsque I’on rajoute progressivement de nouveaux
entiers.

1.2.5 Définition des variables locales

Nous appellerons « représentant asymptotique » ou « variable locale » d’une variable a la séquence p et d’exposant k (terme
qui est sous-entendu lorsque k = 1), la projection équiprobable modulo p* des éléments & densité non nulle de cette variable.
Ceci peut étre vu aussi comme les classes de congruence modulo p* associées aux densités de probabilité de ces classes
(avant de faire un constat sur I’équidensité ou non des probabilités).

1.2.6 Deux présentations possibles : par classes de congruence ou par liste déployée

La variable locale (ou encore représentant asymptotique) est utilisable soit comme la suite finie des congruences affectée de
densités de probabilité, soit la suite infinie (dite déployée) également affectée de densités de probabiltié correspondant a
cette variable.

Par exemple, pour I’ensemble des nombres premiers P dans le cas le plus simple modulo p, il s’agit soit de la suite finie {1,
2, ..., p-1}, soit de la suite infinie (dite déployée) {1, 2, ..., p-1, p+1, pt2, ..., 2p-1, 2p+1, 2p+2, ..., 3p-1, ...} avec
équidensité, la liste pouvant étre déployée aussi a gauche vers les nombres négatifs.

Plus loin, lors de dénombrements asymptotiques, nous utilisons les variables sous forme déployée.

1.2.7 Notion essentielle de stabilité.

1.27.1 Généralités

Soit une variable X ou Y selon que 1’on soit en présence de nombres entiers ou de nombres premiers. Pour les représentants

de X" ou Y", nous utilisons la méme méthode de projection sur I’ensemble des congruences {0, 1, 2, ..., pk-l}
modulo
X" - {0,1,2,..p“1} (8)
X" x" mod p*

Ceci conduit de la méme maniére a des classes a densité nulle et des familles de classes a densités données. Lorsque K croit,
la répartition des densités entre classes évolue. Si au-dela d’un certain k, il n’y a plus d’évolution dans les proportions
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relatives entre deux classes c et c+p¥, pour tout c, le représentant est alors dit stable (et le bon représentant est ainsi obtenu)
ou stationnaire (terme qui I’on peut emprunter & des notions analogues qui se découvrent dans la théorie des corps p-adiques
et que le lecteur pourra retrouver en particulier dans [15] page 26).

Nous donnons ci-dessous ces représentants pour X" ou Y" avec la convention X est une variable de nombres entiers et Y est
une variable de nombres premiers.

En ajoutant des mondmes de degrés différents ou par imbrications plus complexes, nous obtenons des polynémes de
variables d’entiers et de variables de nombres premiers. Soit R(X,Y,...) un tel polynéme.

Nous effectuons ensuite la projection (avec o(p) = p*™(p-1)) :

modulo
R(X.Y,...) - {0, 1,2, ..., p1}
R(x,y,...) R(X,y,...) mod p 9)
X = Oap -1
y= g g,... gw(p)l

Les fréquences recueillies sur {0, 1,2, ..., pk-l} dépendent de la donnée R(X,Y,...) et des paramétres locaux p et k.

Fixons la séquence p et faisons croitre par incrément entier k a partir de 1. Eventuellement, les proportions relatives des
fréquences recueillies se stabilisent a partir d’un certain rang kp. Si ceci arrive, les proportions relatives resteront constantes
pour tout k > kp et nous appelerons kp le degré de stabilité¢ de R(x,y,...) a la séquence p.

L’ensemble des séquences est passé en revue de cette maniére en passant a la séquence suivante dés que des proportions
relatives stables sont constatées.

1.2.7.2  Degré de stabilité d’un mondme de nombres premiers

Soit 8b I’entier naturel & a partir duquel le plus grand commun diviseur de n et p®*(p-1) reste inchangé (n étant I’exposant
dans Y™ :
b(p,n) = min(3 \ d; = ds,; ¥ j € N*, d; = (n, p"*(p-1)))

Le degré de stabilité 5c d’un mondme est la valeur minimale & telle que le représentant normalisé du monéme modulo p°
n’évolue plus lorsque 1’exposant 3 augmente.
Considérons le mondme y".
Soit p la séquence et ds = (n, ®(8)) = (n, p>~.(p-1))
Nous avons alors :
SC(p =2, yn) = 1+m1n(5 \d; = d§+j VJ € N*) = 1+8b (10)
dc(p #2,y") =min(3 \ d; = ds; V j € N*) =8b (11)

Le lecteur trouvera en annexe 2 une illustration avec la variable de nombres premiers y°. Cet exemple met en lumiére la
démonstration des résultats (10) et (11) qui suit.
Démonstration

Soit g une racine primitive de p. Le représentant d’une Varlable y", a la séquence p # 2, g étant une prlmitive depetavecd=
(n, p“1 (p 1)), est {g°¢, g*9, ¢*¢, ..., g @D mod p’. Pour p = 2, le représentant est {5°¢, 59, ..., 5®@DAyyL(_5)0d
(-5)9, ..., (-5) @@/ d} oud= (n, ©(8)/2) = (n,2%2.(2-1)). D’ou le résultat.

Fonction « rho »
Le degré de stabilité coupe le comportement modulo p® d’une expression en deux zones : la zone & < 8¢ « non prévisible » &
reconnaitre au cas par cas et la zone d > dc ayant les caractéristiques observées en o = dc.

1.2.7.3  Degré de stabilité d’'un mondéme de nombres entiers

Le degré de stabilit¢ du mondme X" est infini en ce sens que les fréquences recueillie sur {0, 1, 2, ..., p*-1} évolue sur le
premier terme {0} par rapport aux autres termes {1, 2, ..., p*-1} en permanence lorsque k augmente (et tend vers I’infini).
Cependant, méme si ce représentant ne peut donc étre explicité complétement, il est possible d’étudier son évolution avec
I’augmentation de k (dans I’expression donnée au (8)) et en déduire selon le cas des caractéristiques utiles a I’infini.

Nous verrons, par de plus amples développements en partie Il, que cette non-stabilitté de {0} est a l’origine des
« obstructions » au principe de Hasse.

1.3 Obstruction au principe de Hasse dans une nouvelle perspective
1.3.1 Une piste a reconsidérer

Pour les formes de degrés supérieurs a 2, des contre-exemples ont été donnés, par différents auteurs, au principe de Hasse.
Ces contre-exemples sont appelés « obstructions » dans le langage consacré. Or, ces obstructions s’observent imprudem-
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ment uniquement pour des variables de nombres entiers. La variable locale (des classes de congruence) prend dans ce cas
successivement chacune des valeurs entre 0 et p*-1 et I’on observe en cas d’ « obstruction » des solutions modulo p*, (k >
kp) pour I’équation diophantine étudiée, a toutes les séquences p.

Or, si une équation diophantine, par exemple 3x*+4y*+5z° = 0, n’a aucune solution dans Z, hors la solution triviale (0,0,0),
elle n’en a donc pas non plus si les variables X, y et zZ ne prennent que des valeurs dans 1’ensemble des nombres premiers.
L’équation globale en nombres entiers ou en nombres premiers est formellement exactement la méme. Mais il n’en est rien
dans les situations locales correspondant a des nombres entiers d’une part et des nombres premiers d’autre part.

Ainsi, nous n’avons pu trouver d’obstruction au principe de Hasse aprés ce « changement de perspective » qui consiste a
remplacer les variables locales de nombres entiers par des variables locales de nombres premiers dans les exemples de la
littérature mathématique que nous avons testés. Nous appelons ci-dessous « interdictions » les séquences p qui entrainent le
démenti de 1’obstruction (en nombres premiers).

Dans le tableau ci-dessous, les interdictions ne se limitent pas nécessairement aux séquences données (méme si ces listes
sont a priori exhaustives), mais il suffit de trouver une seule valeur, comme nous 1’avons fait, pour démontrer 1’absence
d’obstruction au principe de Hasse (selon notre nouvelle perspective).

Tableau (1)
Références Equations Interdictions
(X, y, z et t variables de nombres premiers) p=

[6] Cassels et Guy (1968) 5x°>+9y°-102°-12t3 = 0 7
[10] 9%%-2X.y-7y*-27°+1 = 0 2

[5] A.Schinzler x*+17y*-2(4°+)* = 0 3
[7] E.S.Selmer 3x+4y*+57° = 0 3et7
(7] X>+3y*+202° = 0 7

(7] X>+4y*+157° = 0 7

(7] X>+5y°+127° = 0 7et13
[11], [7] X*+11y°+437° = 0 2,3et7
[6] V.A.Iskovskikh (1970) X2+y?+(z2°-3).(2%-2) = 0 2et3
[4] Xe+y?+(z°+1).(2%+3).(2°-3).(2*+23) = 0 2et3

Revenons brievement, pour la bonne compréhension du sujet, sur la facon d’obtenir ce tableau. Nous effectuons un calcul
en boucles imbriquées selon la routine de la relation (9). Pour I’équation de Cassels et Guy, ceci s’écrit par exemple :

Dep=2ap;

Dex=0ap*1

Si x/p = entier(x/p) passer au x suivant sinon
Dey=0ap*1

Si y/p = entier(y/p) passer au y suivant sinon
Dez=0apk1

Si z/p = entier(z/p) passer au z suivant sinon
Det=0ap*“1l

Si t/p = entier(t/p) passer au t suivant sinon
¢ = 5x3+9y*-10z°-12t° mod p

#(c) = #(c)+1

t suivant

z suivant

y suivant

X suivant

p suivant

déploiements des cardinaux # (duplications modulo p¥)

Nous en tirons, pour cette équation, les tableaux qui suivent :

Tableaux (2)

k=1
P c| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
3 8 4 4 8 4 4 T8 4 4 - 8 [ 4 4 08
5 64 48 48 48 48 64 48 48 48 48 64 48 48
7 0 243 324 81 81 324 243~ 0 243 324 81 81 324
Produit 0 #£0 #£0 #£0 #£0 #0 #£0 [ 0 #0 #£0 #£0 #£0 #£0
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k=2
p c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8 0 8
3 324 162 162 162 0 0 162 162 162 ~ 324 162 162 162
5 8000 6000 6000 6000 6000 8000 6000 6000 6000 6000 8000 6000 6000
7 0 83349 | 111132 | 27783 | 27783 | 111132 | 83349 0 83349 | 111132 | 27783 | 27783 | 111132
Produit 0 0 #0 0 0 0 #0 0 #0 0 #0 0 #0
k=3
p c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 64 0 64 0 64 0 64 0 " 64 0 64 0 64
3 8748 4374 4374 4374 0 0 4374 4374 4374 8748 4374 4374 4374
5 1000000 | 750000 | 750000 | 750000 | 750000 | 1000000 | 750000 | 750000 | 750000 | 750000 | 1000000 | 750000 | 750000
7 0 28588707|38118276| 9529569 | 9529569 [38118276|28588707 0 28588707|38118276| 9529569 | 9529569 |38118276
Produit 0 0 #0 0 0 0 #0 0 #0 0 #0 0 #0

Les cardinaux (nombres) de solutions #(c) sont a ’intérieur du double encadrement. Nous appelons, selon le besoin, ces
cardinaux les facteurs d’abondance de c. Les déploiements modulo p* sont indiqués par des bordures ondulées rouges.

Nous retrouvons bien pour ¢ = 0 une interdiction due a la séquence p = 7. Nous pouvons aussi visualiser la notion de
stabilité en regardant les rapports des cardinaux des cibles ¢ entre eux. Ainsi pour p = 2, 3 et 5, la stabilité est atteinte pour k
= 2. Pour p = 7, elle n’intervient méme dés k = 1 (du fait justement de la valeur #(c) = 0 pour ¢ = 0 modulo 7 et qu’en
général il y a stabilité pour ¢ # 0 modulo p dés k = 1 ce que nous verrons ultérieurement en partie I1).

Par ailleurs, revenant au tableau des exemples d’obstructions, nous pouvons noter qu’a priori toute équation ax>+by*+cz® =
0 avec atb+c # 0 a une interdiction pour le test des variables locales de nombres premiers et n’en comporte pas pour les
variables de nombres entiers.

L’absence provisoire d’ « obstruction en nombres premiers » dans la littérature ne signifie pas pour autant son absence quel
que soit le probléme diophantien chaisi.
Ainsi

X2 +2y*+37°+18t° = 0 (12)

qui n’a évidemment qu’une solution triviale (0,0,0,0) ne présente aucune interdiction, en utilisant des variables de nombres
premiers, quelle que soit la séquence p.

Cependant, x*+2y*+3z?+18t* = ¢ a un nombre fini de solutions (et souvent aucune) quelle que soit la cible c. Dans ce monde
de rareté ou d’absence de solutions, une solution méme unique comme (0,0,0,0) est a considérer comme une source
d’abondance. Il n’y a donc pas lieu a interdiction en ¢ = 0.

Cet exemple montre que si 1’on désire acquérir une certaine compréhension de ce qui nous intéresse ici, il est nécessaire de
prendre du recul pour avoir une vision d’ensemble, a savoir étudier non pas une équation mais une famille d’équations a la
fois. Nous introduisons ainsi la notion de cible qui est I’utilisation d’un paramétre c :

R(x,y,...)=c¢

Une information plus riche est obtenue en s’intéressant dans ce cadre au dénombrement des solutions ce que nous ferons
dans la seconde partie de I’article.

1.3.2 Redéfinion des obstructions

Au vu de ce qui précede, nous sommes amenés a définir une notion d’obstruction plus graduelle. Nous qualifions
d’obstruction faible celle observée avec des variables de nombres entiers et d’obstruction forte celle observée avec des
variables de nombres premiers. Il existe bien sir la possibilité de mélanger, dans une équation diophantine, des variables de
nombres entiers et des variables de nombres premiers. Dans ce cas, nous pouvons parler d’obstruction intermédiaire
lorsqu’elle survient, mais ce concept est bancal (du fait du nombre de variables de 1’une ou I’autre catégories sans
quantification avec la terminologie « intermédiaire ») et n’a certainement que peu d’intérét.

Types de variables globales et locales concernés
Obstruction forte Nombres premiers
Obstruction faible Nombres entiers
Obstruction intermédiaire Les deux types

Dans ce nouveau cadre, nous éclairons la notion de solutions triviales et de solutions non triviales en la banissant. Il n’existe
pas de solutions triviales. Il y a solution ou bien il n’y en a pas. Pour les équations homogeénes, la solution 0 est une solution
a part entiere et méme davantage. Nous verrons que, loin d’étre triviale, elle est au contraire d’une grande importance pour
la cohérence des résultats observés au sens du dénombrement des solutions. Par exemple, I’existence d’une seule solution
triviale permet de justifier la cohérence avec une formule de dénombrement générale prévoyant a priori une infinité de
solutions par attribution arbitraire d’une multiplicité adéquate car 0" = 0 pour tout n (analogue a la solution a I’infini dans un
espace projectif).
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1.3.3 Pertinence de ’obstruction faible : un domaine trés étroit

Comme nous ’avons signalé au paragraphe 1.2.7.3, le degré de stabilité d’une variable de nombres entiers peut étre infini
(en particulier pour les mondmes de degré supérieur a 1). Cependant, la non-stabilité ne touche que la cible ¢ = 0 dans
I’6quation locale P(x) = ¢ mod p* ol P(x) est un polyndme sans terme constant. Il s’agit de I’unique cas a origine du
phénomeéne obstruction faible. Ce point sera examiné avec plus de détails en partie Il de cet article.

Pour cette exception, I’obstruction faible peut ensuite étre « levée » en quelque sorte en étudiant ce qui se passe en
changeant de type de variable.

1.3.4 Pertinence de I’obstruction forte : un domaine a priori vide

Nous n’avons pas pu mettre en évidence d’obstruction forte a une variable faisant sens, c’est-a-dire avec en arriére plan les
remarques de ’exemple de 1’équation diophantine (12).

1.3.5 Stratégies d’évaluation

Nous avons deux options possibles.

Option 1: Chercher ’origine des obstructions par 1’étude des groupes de Bauer-Manin et autres objets bielliptiques en
tenant compte des différents types de variables (de nombres entiers et de nombres premiers pour commencer...).

Option 2 : Examiner I’équation diophantine choisie a I’intérieur d’une famille d’équations paramétrée par les cibles c
variant sur Z. Raisonner en dénombrements de concert (axe ¢ formant une dimension supplémentaire de ’espace affine
initial) comme nous 1’allons indiqué au paragraphe 1.3.2, tout en gardant en vue la possibilité de quelques exceptions
ponctuelles (ex p-q = 0 parmi p-g = 2n).

C’est la seconde option que nous avons retenue dans la suite car elle permet de donner une autre perspective a la notion d’
« obstruction », mais aussi de dévoiler une notion a 1’opposé de celle-ci, que nous avons appelée 1’ « affluence », puis de les
écarter toutes les deux de la maniére qui est proposée dans la partie 11.

2 Partie Il : Dénombrement des solutions

2.1 Introduction au dénombrement local - global

Nous reprenons dans ce titre la terminologie associée au principe de Hasse, mais en convertissant un probléme d’existence
en un exercice de dénombrement.

Nous allons découvrir que la notion d’obstructions est beaucoup moins tranchée qu’a I’habitude. Suivant le choix de
I’équation diophantine et suivant ce que nous avons appelé plus haut la cible, nous ne sommes pas devant une question de
tout ou rien, mais apparait toute une gradation d’exceptions aux résultats (dénombrements) a priori attendus, avec des
« obstructions », des valeurs basses, mais aussi des valeurs hautes, voire infinies.

Nous nous intéressons au dénombrement de solutions d’équations diophantines soit en nombres entiers, soit en hombres
premiers (ou un mélange des deux). Suivant les équations, nous aurons un nombre fini (éventuellement zéro) ou un nombre
infini de solutions. Notre objectif ultime est le dénombrement de la derniére catégorie d’équations. Pour celles-ci, les
formules connues (démontrées ou conjecturées) s’écrivent habituellement sous la forme d’un produit avec un facteur orienté
« densité des solutions » et un facteur orienté « volume disponible ».

#{(x,y,...) \R(x,y,...) = c} = fan(c).V’(c) (13)

C’est la forme que I’on retrouve, par exemple, par la « méthode du cercle », le facteur densité de solutions fan(c) étant
appelé série singuliére (fudge product en anglais) ou encore produit d’Euler. Les formules de cette méthode ne s’appliquent
cependant que lorsque le nombre de variables est grand devant le degré de 1’équation posée, ce qui exclus les cas les plus
« intéressant ». Nous allons réduire cette barriere du nombre de variables en prenant une autre voie en filtrant sur les
équations diophantines a une variable (mondmes et polyndémes) les incidences appropriées par simple division.

Ainsi, nous allons montrer progressivement comment arriver au type de relations (13) non pas par le haut (nombreuses
variables) mais par le bas (une variable) sans oublier au passage la notion d’ « obstructions » en vérifiant sa pertinence (ou
non).

2.1.1 Le facteur densité de solutions
Soit une équation diophantine et ¢ une cible donnée :
R(x,y,...)=c¢

Les variables en x, respectivement y, prennent des valeurs dans 1’ensemble des nombres entiers, respectivement des
nombres premiers.
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Alors, trivialement
R(x,y,...)=c¢c =>V peP,VkeN,R(x,y,...) =c mod p (14)

mais aussi, et ¢’est 1a 1a relation la plus utile (en rajoutant le signe produit),
R(xy,...)=c =>V p;eP, V kie N, R(x,y....) = ¢ mod II p;“ (15)
soit encore en rajoutant la notion de dénombrement
#{(x,y,..) \R(x,y,...) = ¢} =>#{(x,y,...)\V pie P, V ki € N, R(x,y....) = ¢ mod IT p;’} (16)

Notons que les variables dans le second membre sont des variables locales, autrement dit des classes de congruence. Il serait
plus correct d’écrire :

#{(x,y,..) \R(X,y,...) = ¢} =>#{(cx,cy,...)\V p;e P, V ki € N, R(cx,cy,...) = ¢ mod IT p;} (17)
ol cx appartient aux classes {0, 1, ..., I1 pi -1} et cy aux classes {g°, @', ..., g”V™'} avec o(t) = (I pi*) = I1 p{*.(pi-1).

Par la suite, lorsque qu’il n’y a pas ambiguité sur les choix préliminaires de p; et de k;, nous utiliserons éventuellement
I’écriture raccourcie #(c) pour :

#(c) = #{(cx,cy,..)\V pi € P, ¥ ki € N, R(cx,cy....) = ¢ mod IT p{} (18)

Le terme « facteur d’abondance » est également employé a cette occasion pour le cardinal #(c), ces facteurs étant des entiers
naturels.

Soit n le nombre de variables de nombres entiers (type X) et soit m le nombre de variables de nombres premiers (type y).
Lorsque les ki sont incrémentés, le nombre de classes augmente en présence de plusieurs variables. Pour ramener le terme a
une densité, nous divisons ’expression par le nombre total de classes. Nous appelons cette opération la normalisation.

Alors :

f o) = iki . #{(x,y,..)\V pi e P, VI’ kni eN, Ill(fri],y,...) =c¢ mod Hpiki}
ane. m) =p CRECCE) (19)

La multiplication par p{ raméne & une fréquence moyenne de 1 les instances fan(c, p;).

Pour I’instant, I’implication utilisée plus haut (relation17) a une signification assez floue. Elle dit essentiellement que s’ils
existent des solutions a 1’équation globale, elles se traduisent dans les équations locales. En d’autres termes, nous en
revenons a ce stade sans grand progrés a un probléme d’existence de solutions. Pour aller plus loin, nous allons examiner le
membre a droite de I’implication et déterminer si la fléche dans I’autre sens est licite et quelle peut étre sa signification du
point de vue du dénombrement.

Avant cela cependant, il nous est indispensable de disposer de résultats connexes basés en particulier sur le théoreme
chinois que nous aborderons apres le paragraphe « facteur volume disponible ».

2.1.2 Le facteur volume disponible
Ce deuxiéme ingrédient s’obtient comme suit. Posons a houveau :
R(x,y,...)=c¢

Considérons 1’espace affine (X,y,...) repéré par les axes X, y, ... que 1’on construit comme suit. Les coordonnées des axes
sont des entiers. Les coordonnées sont définis par les indices de x et y, & savoir pour x une variable d’entiers xo = 0, X; = 1,
X; = 2, ... et pour y une variable de nombres premiersy, =2,y; =3,¥,=5,y3 =7, y,= 11, ... (suivant le besoin les indices
et nombres peuvent étre aussi négatifs). Le volume de 1’espace affine est alors égal a toutes les solutions de R(x,y,...) =¢, C
décrivant tous les entiers (éventuellement négatifs). Pour un ¢ donné, le nombre de solutions de R(x,y,...) < ¢ et donné par
le volume d’une « tranche » de I’espace noté V(c). Pour la cible c¢+1 voisine, le nombre de solutions est donné par une
« tranche » voisine V(c+1). Si V(c) est une fonction suffisamment réguliere (tel un polynéme), le volume disponible entre
deux cibles est alors :

V’(c) = V(ct+1)-V(c) (20)
Notons qu’asymptotiquement, nous pourrons utiliser 1’égalité.
2.2 Théoreme des restes chinois

Le théoréme des restes chinois est un résultat d'arithmétique traitant la résolution de systemes de congruences. Ce résultat,
établi initialement pour Z/nZ et qui nous suffit ici, se généralise en théorie des anneaux. L’origine chinoise revient au
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mathématicien Qin Jiushao pour un livre publié en 1247, mais il existe aussi une version datant du 111° siécle par Sun Zi, le
Sunzi Suanjing [16].

2.2.1 Enoncé

Soient my, m,, ..., m, des nombres premiers entre eux et soit m leur produit. Pour toute suite X;, X, ..., X, d’entiers donnés, il
existe un unique entier x entre 0 et m-1 tel que x = x;, mod m; pouri=1ar.

En langage actuel, ceci se traduit par: Si my, m,, ..., m, sont des nombres premiers entre eux, m = m;.m,...m,, alors
I’anneau Z/myZ X ZImyZ x ... x Z/m, est isomorphe a I’anneau Z/mZ.

2.2.2 Application a des dénombrements

Soient m; et m, deux nombres premiers entre eux et m = my.m,. Soit R(Xy, X»,...) une expression polynomiale a une ou
plusieurs variables. Nous faisons varier X, X,, ... de 0 a m;-1, respectivement de 0 a my,-1, ... et recueillons le nombre
#(cm), respectivement #(cm;), respectivement #(cmy) de solutions (Xg, X,...) tel que R(x1, Xa,...) = ¢ mod m.
Alors

#(cm) = #(cmy).#(cm,) (21)

Démonstration

Le lecteur, peu familier avec le théoréme chinois, trouvera deux exemples en annexe 1 a titre d’illustrations.

L’expression R(x, X,,...) induit les valeurs ¢ tel que ¢ = R(x1, X»,...) dans la seconde colonne du type de tableau en annexe
qui peut s’écrire pour n’importe quels choix de m, m; et m, et expression polynomiale. Pour la colonne des valeurs modulo
my, les résultats des m;-eme premiéres lignes sont dupliqués m, fois. On procéde de méme dans la colonne correspondant a
m, avec permutations systématiques des indices 1 et 2. Alors a la cible cm mod m donné (seconde colonne) correspond un
couple distinct (cmy,cm,) modulo m; et modulo m, respectivement (troisieme et quatriéme colonnes). Du fait que m; et m,
sont premiers entre eux et par le théoréme chinois, nous avons égalité entre la « fréquence » m/#cm de cm et sa « fréquence
de coincidence » avec le couple précédent (cmy,cm,) et qui n’est autre que le produit (my/#cm;).(m,/#cm,). Comme m =
m;.m,, le résultat énoncé suit immédiatement.

Pour les équations contenant des variables de nombres premiers, nous réalisons d’abord une table de vérité (telle qu’a
I’annexe 1) en gardant provisoirement des variables de nombres entiers. Le passage aux nouvelles variables entraine une
simple suppression de certaines lignes dans cette table de vérité sans modification des lignes restantes (voir encore
I’exemple de I’annexe 1). Ainsi le résultat acquis reste inchangé.

Par récurrence, nous avons alors avec cx; et cy; les classes pertinentes correspondant soit aux variables de nombres entiers,
soit aux variables de nombres premiers (p; =2, ps =3, P4 =5, ps =7, pg = 11...) :

{#(cXe,....cy1,...) \R(CXy,..., cy1,...) =c mod 2%..p*} = 1k1 {#(cXy,....cy1, ..) \R(CXy, ....cy1,...) =c mod p,"}  (22)
m=2
2.3 Notions connexes indispensables au dénombrement
2.3.1 Notion de stabilité (ou de stationnarité)
Nous partons de
#{(x,y,...) \R(x,y,...) =c} =>#{(cx,cy,...)\V pie P, ¥ ki€ N, R(cx,cy,...) = ¢ mod I1 piki} (23)
Soit avec le théoréme chinois
#{(xy,..)\R(xy,...)=c} =>T1  #{(cx,cy,...)\ V ki € N, R(cx,cy,...) = ¢ mod p;} (24)

piCP

Le second membre ne peut donner d’informations exploitables ou pertinentes que si 1’évolution a k; croissant conduit a une
stabilité des proportions relatives des classes ou si la tendance de ces proportions peut étre déduite a I’infini.

La notion de stabilité est ainsi fondamentale.

2.3.2 Informations contenues dans les variables locales

Une variable locale est la projection d’un nombre infini de valeurs sur un ensemble fini. Retrouver la variable globale a
partir de ces ensembles finis suppose donc une infinité d’informations, c’est-a-dire toutes les séquences p; doivent étre

passées en revue. Cependant, méme en disposant de toutes ces données, rien de permet de dire que I’information initiale
peut étre retrouvée complétement ou de fagon utile. Nous procéderons donc par étape en partant des cas les plus
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élémentaires.
2.4 Dénombrement local-global a une variable
2.4.1 Généralités sur les mondmes

Les mondmes X" sont les briques élémentaires d’une équation diophantine. Leur comportement Vis-a-vis du principe de
Hasse soutient tout le reste. Si elles répondent d’une certaine maniére a tel principe, le dit principe se propagera de fagon
naturel a toute équation formée avec ces briques. Si elles n’y répondent pas, nous sommes par avance certain d’un échec.

Dénombrer le nombre de solutions entiéres d’une équation diophantine a une variable, notamment z" = ¢, est a priori simple.
Ceci est une opportunité qu’il faut exploiter. Ainsi, nous nous proposons de trouver le lien, en rapport avec le
dénombrement, entre I’équation globale z" = ¢ et I’ensemble des équations locales z" = ¢ mod p°, pour ¢ donné fini, et z une
variable soit de nombre entiers, soit de nombres premiers.

Si des résultats pertinents pour une variable sont mis en évidence et si les résultats démontrés de la littérature a trois
variables et plus (Vinogradov pour trois nombres premiers, Friendlander et lwaniec pour p = x*+y*, ...) se déduisent de la
méme construction, un pont est jeté alors pour asseoir les conjectures concernant deux variables (nombres jumeaux,
probléme de Goldbach...)

Nous allons chercher une expression sous la forme habituelle des dénombrements asymptotiques a savoir le produit d’une
série singuliere (produit d’Euler) par un volume :

p=x -
#c) = (11 %).V'm) (25)
pi=2

Ici §; est choisi suffisamment grand pour assurer la notion de stabilité, la constante a;, choisie correctement, assure de son
cbté ce que I’on peut appeler la normalisation et V’(¢c) = V(c)-V(c-1) est le volume disponible entre cibles voisines.

Obijectif principal

Dans ce qui suit, nous n’avons besoin que d’une information minimale sur le nombre de solutions de 1’équation diophantine
z" = ¢. A savoir a n fixé, ce nombre est égal a zéro si ¢ # a" et ¢ # 0, est constant si ¢ = a" et a # 0 (égal a 1 ou 2 selon la
parité de n) et est égal a 1 pour ¢ = 0. Cette derniére affirmation est discutable comme nous le verrons plus loin.
Ces nombres de solutions étant ainsi déterminés, notre objectif est de les retrouver en s’aidant de la relation 25.

2.4.2 L’exemple de x

L’équation x = ¢ a une solution unique pour tout ¢ (entier ou non).
Localement, x = ¢ mod p (ou mod p*) a une solution unique pour tout p.
Ainsi, trivialement, avec V’(c)=x"=1:

#H)\x=c}=I  #{cx)\cx=cmod p}.V’(c)=11=1 (26)
pie P

Ceci peut sembler bien simple, mais les choses sont moins triviales aux degrés supérieurs.
2.4.3 Les exemples de x2 et x*

Traitant le cas général plus loin, nous ne nous intéressons pour I’instant qu’aux exemples numériques pour nous familiariser
avec les notions a manipuler.

Nous commengons par x2. Nous cherchons I’évolution des valeurs #(c) mod p° avec 8, puis de V’(c) qui est déduit de ¢ = x2,
soit encore x = ¢*2, puis V’(¢) =x’ = (1/2).0’1/2. L’exemple numérique prenant de la place, nous I’avons reporté en annexe 3.
Nous y observons que le probléme posé est effectivement résolu pour les cibles ¢ = 1 & 64 en se limitant a la formule :

p=7
#c)=V'(c). 1
p=2

#(c) mod p°

’ (27)

Dans I’annexe 3, nous avons donné un tableau un peu plus large avec un examen des cardinaux pour une plage de séquences
p=2a29pourd<6etp=2a7pour6<3<9.Lorsque les séquences ultérieures sont examinées, le rapport multiplicatif
est 2/2 = 1 et ne change rien aux résultats pour chaque cible. Evidemment, lorsque ¢ est plus grand que 64, la plage des
séquences p et des puissances  est a prolonger. Sur la plage d’exemples exposée, nous voyons que nous aboutissons pour le
membre de droite a un cardinal de 2 lorsque ¢ est effectivement carré et a un cardinal de 0 sinon, ce qui correspond bien au
nombres de solutions. Notons cependant que le résultat en ¢ = 0 ne coincide pas avec une telle formule si nous considérons
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n’avoir qu’une solution unique.

Nous avons procédé de méme avec I’exemple du monéme x* que nous présentons ci-dessous. Nous avons la formellement ¢ = x*

soit encore x = ¢*, puis V’(c) = x* = (1/4).c ¥ = 1/(4.X°).

Tableau (3)

X 1 2 3 4 / / / / /

D =x* 1 16 81 256 2 3 4 5 6

2 8 64 8 512 0 0 0 0 0

3 2 2 54 2 0 0 2 0 0

5 4 4 4 4 0 0 0 0 4

7 2 2 2 2 2 0 2 0 0

11 2 2 2 2 0 2 2 2 0

13 4 4 4 4 0 4 0 0 0

17 4 4 4 4 0 0 4 0 0

19 2 2 2 2 0 0 2 2 2

23 2 2 2 2 2 2 2 0 2

29 4 4 4 4 0 0 0 0 0

31 2 2 2 2 2 0 2 2 0

Produit 131072 | 1048576 | 3538944 | 8388608 0 0 0 0 0
Produit/#(1) 1 8 27 64

dajust=1/V’(c)=4x]| 4 32 108 256 / / / / /
Produit/#(1)/ajust 1 1 1 1

Les résultats dans 1’encadré en rouge sont égaux a #(c) mod p° avec un & suffisamment grand (jusqu’a obtenir un terme
constant). Nous vérifions a nouveau que le procédé d’évaluation filtre les cibles sans solutions donnant une valeur nulle et
que le résultat des cibles avec solutions peut &tre mis sous la forme fan(c).V’(c) puisque la derniére ligne est une constante
(égale a 1). Pour arriver a ce résultat, nous notons pour les cas oli ¢ = x* les termes sont les mémes d’une cible a une autre
sauf lorsque les séquences p ne sont pas premiers avec la puissance de x (ici p = 2 et n = 4) ou avec les cibles ¢ (ici p = 3 et
¢ =3).

Nous allons maintenant examiné le cas général prenant en compte une cible quelconque, employant les séquences 2 a
I’infini et ceci pour une puissance n quelconque. Nous retrouvons la remarque concernant séquences p, puissance de X et
cibles c.
2.4.4 L’exemple de x"

24.4.1  Sériesinguliere

Soit a résoudre
x" = ¢ mod p°

Nous notons systématiquement par g, dans la suite du texte, une des racines primitives du nombre premier p.

2.4.41.1 Cas p impair

Soit d; = (n,d(8-i)) out D(3-i) = p>*.(p-1) et dn = ent((8-1)/n) la partie entiére de (5-1)/n.
Nous pouvons alors dresser le tableau suivant :
Tableau (4)
X ¢ =x" mod p° #(c) #(variantes de c) | Types
] 0 0 pB—Bn—l 1
PrAG gL g Y
p '{g!g>--~5g } g
ool {g g POt g
{g , g e gd)(b-bn)-l} pEn.nl{go.d[SnAn], gl.d[SnAn]’ o g(t'D(rS-EnAn) d[bnn]—l).d[bn,n]} s pSn .(n-I) (D(S'SI’I.II)/d&Ln g
pui{go, gl’ o g®(5—l)-l} pln {go d[i. n] ld[l.n]’ o g(<I>(«S—|.n)ld[|.n]—l).d[l.n]} |n p|(n 1) CD(S-In)/d,n (?-)
pl. {go, gl’ : ga>(5-1)-1 Od[n] 1d[n], . (@(E-nyd[n]-1).a[n] d, p [ 1) CD(Bl-.ri) /d;
po_{go, gl, o g(I)(b)-l} p {go d[O 1d[0], g((‘D(«S)Id[o d[O]} dO (D(B)/do Std
Les crochets [i] signifient que les entiers i sont en indice dans I’expression. De plus p'{g’, @*, ..., g®®""} se lit {p".¢°, p'.g",
-, plg"e

Nous rappelons par ailleurs que #(c) est le nombre de solutions correspondant a ¢ une cible donnée. Par exemple, pour la
premiére ligne (hors la ligne des titres), ¢ = 0 mod p° lorsque x prend une des valeurs de la premiére colonne et nous avons
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1+O(1)+DQ)+...+D(3-(3n+1)) = 1+p°.(p-1)+p.(p-1)+...4+p V2 (p-1) = p>*** valeurs de x distinctes.

L’équation x" = ¢ mod p° admet donc d;,.p"™™ solutions pour ¢ de la forme p*".g

0, sinon elle n’a pas de solution.

Démonstration

En remplacant x dans x" mod p°, le lecteur vérifie immédiatement la colonne 2 du tableau précédent. Tous les nombres dans
la premiére colonne sont distincts lorsque g est une racine primitive de p (par définition de la racine primitive). Il faut et il
suffit alors de montrer que toutes les cas x = 0 & p°’-1 sont décrits dans la premiére colonne. En effet, en comptant du haut
vers le bas, nous avons 1+<2D(1)+CD(2)+ HOE-(Bnt 1)) +D(E-5n)+ . +D(- |)+ + OE-1)1D() = pb onlyp® (L1+p)+...

Lp¥ it +p>tp+p® = p°, d’oul le résultat.

Bll

Evaluation de la famille {g

(-1+p)+...

+p(-1+p) =

8-on-1

rLp> e

odin] 1.dlin]

. g

5-6n . 8-6n

" p

(@@-i.nydfin-D) dlinly

Il'y a ®(8)/d, variantes (nombres distincts).
L’ensemble de la famille est décrit par :

{gO gn g2n

En particulier pour i =1

{go.d[O] gl.d[O] '

yeee s g g

Terminologie

Il sera utile dans la suite de cet article de distinguer certaines des cibles ¢ et leurs facteurs d’abondance #(c). Nous les

(@ ,0.d[0]

Y

1.d[0]

. ,}+i.p avec m =0 a ®(5-6n).

i.n Lidfin]

..., gtEHELAED 0@G)Y 4 m bl avec m = 0 & B(8-8n). O(8-i.n)/d; -1

I et i < &n, admet p

3-0n-1

solutions pour ¢ =

appelons « sur-numéraires ». Pour les mondmes, elles s’identifient aux objets indiqués ainsi dans le tableau (4).

2.4.4.1.2 Cas p pair (p=2)

Il n’y a pas de racine primitive g, mais nous pouvons utiliser le couple générateur (5,-5).

Soit d; =

(n,®(5-1)/2) ot D(8-i) = 2% et n = ent((8-1)/n).

Nous pouvons dresser a nouveau le tableau des cardinaux des résidus comme dans le cas des séquences impaires :

Tableau (5)

x" = c mod 2° #(c) | Types
26-2)11-1
25-1 50
252 50 51' 5001
225, (B . (5)°0
oonl {50 5t | SOE-(En+D)-L $
20n+1.{( 5) , ( 5) ( 5)(1)(5 (dn+1))- l} E
2 (50 5T, 5q>(5 ST 2 50 BT smam ! 2
25n-{(_5)0' (_5)1 (_S)Q(E—Sn)—l} 25nAn.{(_5)0, (_5)1 (_5)((D(5—5nAn)/d[En.n]—l)} E
5
' 7{5, 5%, , 5(1»(54)—1} 2 {50AAT ST 5((D(Ei—l.n)IdFl.n]—l)..d[l.n] . di.n-.z.l-'(n-l) 2
2I.{(_5)0’ (_5)1’ , (_5)(1)(54)-1} 2|n {( 5)0 .d[i.n] ( 5)1 d[i. n] o (_5)(<D(ES—|.n)/d[|.n]—1).d[|.n]}
21757 5 SOEIT P CEONCE U RNECCL O SR dnllz.(-n-l)
214(-5)", (_5)’1 ’ (-5)2 D1y 21 {(-5)°0 ( 5) d[n _5)(@@n)dn-D.din]
X {0 5L 500 X (5" a0] 5t T S EVAOFIA0] d

2°{(-5)" (-5)",

, (-5)*13

20 £(-5)°4 ( 5)* d[O o

’ (_5)@(5)/(1[0]-1).(1[0]}

A nouveau, les crochets [i] signifient que les entiers i sont en indice dans I’expression.

L’équation x" = ¢ mod 2° admet d;,.2"™ solutions pour ¢ de la forme 2"".5"" ¢t i < §n, admet 2°"* solutions pour ¢ = 0,

admet 2> solutions pour ¢ =

Soit ¢ un résidu mod 2° et soit m la multiplicité du facteur 2 dans n. Nous avons alors le tableau récapitulatif suivant (les
valeurs de la colonne x se vérifient par substitution dans x" = ¢ mod 2°) :
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Tableau (6)

X conditions sur ki et n c #{c} #{variantes de c}
2".(2K) k=0,1,.., 2501 0 SeonT 1
2 (1+2Kk) k=0,1,..,2"""1 2onn 200 1
2'.(1+2.(#{1)) k)" k=0, 1, ..., 2" /(#{1})-1 2'" (1+2.#{1} k) 2'0D (#{1}) 251 #{1})
+25H D1k i=0adn-1
kK’ =024 2" #{1})-1

La particularité du cas p = 2 se résume a la deuxiéme ligne de données du tableau précédent (#{2™"} = 2°°*%) qui n’existe
pas dans le cas p impair.

En résumé, dit de fagon légérement différente que plus haut, I’équation x" = ¢ mod 2° admet 2", (#{1}) solutions pour ¢
différent de 0 et 2°*", admet 2°°** solutions pour ¢ = 0 et ¢ = 2™, sinon elle n’a pas de solution.

Démonstration

En remplacant x dans x" mod 2°, le lecteur retrouve immédiatement les valeurs des cibles c. Tous les nombres dans la
premiére colonne sont distincts. Faisant alors la somme Y#{c}.#{variantes de c}, nous la trouvons égale a 2°, ce qui
démontre que toutes les solutions sont décrites.

2.4.4.1.3 Nombre de solutions de x" = ¢ mod 2°.[] p;®

Nous verrons au paragraphe suivant la raison de distinguer les cas ¢ =0 et ¢ # 0.

Casc#0,c#X"

Nous utilisons le théoréme chinois :
#{x" = c mod 2°.[ p"} = #{x" = c mod 2°} [[#{x" = c mod p{}  (28)

Comme ¢ # X" , ’un au moins des termes est nul (et d’ailleurs une infinité d’entre eux si toutes les séquences p; sont passées
en revue), donc le produit est nul. ) .
#Hx"=cmod 2°JIp’I=0  (29)

Casc#0,c=X"
Nous utilisons encore le théoréme chinois :
#{x" = c mod 2°.J] p*'} = #{x" = ¢ mod 2°}.JJ#{x" = ¢ mod p;"}

Le nombre de solutions de x" = ¢ mod p;” est donné par les tableaux présentés aux paragraphes 2.4.4.1.1 et 2.4.4.1.2. Si ¢ =
(2"p.p.*%...pM)", le dernier indice étant ici j (et non i), nous avons dy;,.p* ™" classes de solutions a chaque fois que p; est
égal a I’'un des nombres py, P, ... ou p; (avec dy, = 1 dans le cas du facteur 2), sinon nous avons d, classes de solutions
lorsque p; est différent de I’ensemble des nombres p;, p,, ... et p;.
Ainsi :

_#{X"=cmod p,”'} _ #{x" = cmod p,**} _

_ _#{x"=cmod p”}
Ao p ™Y g p2 D o

. G (30

et

1= #{x" = c mod p;"} 31)
do
Il est nécessaire dans la suite de passer en revue toutes les séquences p;. Cependant, seules les séquences qui divisent ¢ ont
une forme du type (30). Toutes les autres sont du type (31). _
Intéressons nous alors aux dy,. Nous avons d’abord do = #{x" = 1 mod p;"}, en nous référant toujours aux mémes tableaux,
qui est une constante a partir d’un &i supérieur a un certain 3s. Cette hypothese &i suffisamment grand est capitale et est
retenue systématiquement dans la suite. Nous simplifions I’écriture de #{x" = 1 mod p;°} en #{1} lorsqu’aucune confusion
n’en résultera. Nous avons ensuite : )

din = (n,@(3i-k.N)) = (n, p™"(p-1))

do = (n, p**(p-1))

Il est clair que, pour 5i suffisammant grand, d’une part p*, k entier positif quelconque, et d’autre part tous les facteurs de (p-
1) sont pris en compte dans 1’opération facteur commun (n, ... ) et ce facteur ne peut donc évoluer. Il en résulte ainsi

et en particulier

dkn=do
soit encore en rajoutant sa valeur effective

P 14/70



dyn = do = #{x" = 1 mod p;"} = #{1}

Ainsi pour 6i suffisant grand, les facteurs dy, sont des constantes (d’ou la stabilité locale).
Alors :

#{X" = c#ngjc.)(}jHZlB.H pi&} - 2r.(n-1).pkl.(n-l).pkz.(n-l) pkj.(n-l) = c(n-Dm (32)

Casc=0
#{x" =0 mod 2°JT pi°} = #{x" = 0 mod 2°} [[#{x" =0 mod p®} =2 ]I p®  (33)
2.4.42  Fonction volume et cardinal produit
Comme x" = ¢, il vient x = ¢, soit aussi :
V’(c) = x’(c) = (1/n).c¥™ = (1/n).c D
Nous assumons la généralité de I’emploi de cette formule méme lorsqu’elle ne fait pas grand sens.
Casc#0,c#X"
La série singuliere est nulle. Nous avons donc :

#H{x"=c}=0.V’(c)=0 (34)
C’est le résultat cherché.
Casc#0,c=X"
Nous avons
#{Xn =¢ mod 28.1—[ piBi} - 2r.(n-1)lpkl.(n-l)lpkz.(n-l) pkj.(n-l) - C(n-l)/n.#{l}jﬂ
Puis
#{x" = c} = ¢ 41V Vo (0) = MM 1Y (1n).cM = #{1Y N

C’est le résultat recherché puisque (1/n).#{1}** est une constante lorsque c est fixé d’avance.

Cas ¢ = 0 : Obstruction ou indétermination

#{x"=0mod 2°.[ pi"} = 2] pi*

Le produit, portant sur toutes les séquences de 2 a oo, diverge.
Le volume associé a lacible O est (n > 1) :

V’(c — 0) = (1/n).c’"! > 0 (35)

Puis, en assumant le produit :
#{x" — 0} = série singuliére . volume — o0 (36)

Or I’équation X" = 0 a une unique solution x = 0. Les résultats sont incompatibles.
Nous sommes en face d’une « obstruction ». Il s’agit de I’'unigue exception lorsque nous cherchons a résoudre 1’équation X"
= ¢, ¢ étant le paramétre par la méthode global-local.
Cependant, pour tout entier positif m,
0"=0 (37)

Donc la multiplicité attribuable a O est elle-méme tout & fait arbitraire. Ce qui rend d’une certaine maniére acceptable
I’exception observée.
Nous pouvons ainsi remplacer ici la notion d’obstruction au profit de la notion d’indétermination.

Nous pouvons d’ailleurs étayer cette indétermination en remarquant aussi que le calcul de V’(c) mené en (35) est tout a fait
cavalier et n’a pas de sens mathématique évident en ¢ = 0 car V(c) = ¢ (n > 1) n’est pas dérivable en ce point.

Nous reviendrons sur la bonne fagon de traiter ce cas en fin d’article au paragraphe 2.6.2.3.
2.4.5 Equations polynomiales du second degré

Soit I’équation diophantine (u et v non nuls)
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C = uX?+v.x
Les solutions de cette équation sont données par x = (-v+(v2+4uc)¥?)/2 dans le plan complexe. Dans Z, I’existence de
solutions est liée au discriminant Disc = v2+4u.c qui doit étre un carré d’entier pour que les solutions existent et dans ce cas,
nous avons 2 solutions (racine double si le discrimant est nul).
Nous allons retrouver ce point remarquable dans ce qui suit.
Fonction volume
Lorsque X croit, ¢ = u.x*v.x = u.x>, donc x = V(c) = (c/u)2 Puis :

V’(e) = (12).u™ @) (c#£0)  (38)

En toute rigueur c doit étre différent de zéro.
Le facteur (1/2).u™2 sans incidence sur I’équiprobabilité, peut éventuellement étre oublié.

Série singuliere

Soit a résoudre 1’équation locale
¢ = ux®v.x mod p°

p>2
Racine simple
Tableau (7)
Conditions #(c)
u=0mod p u #0 mod p° 1
k>dc | Disc = 0 mod p~ Selon le cas
Disc = ¢°.g".p" Disc # 0 mod p™* 2.p'
Disc = g".g"".p" Disc # 0 mod p™*" 0
k <8¢ — 77 : 2i+1
Disc = 0 mod p Disc # 0 mod p 0
Disc = 0 mod p* | Disc # 0 mod p” 0

Nous retrouvons bien I’importance du discriminant carré dans le calcul de la série singuliére. Ce seul point est déja
remarquable.

Démonstration

Soit g une racine primitive de p. L’entier 2 est inversible modulo p° et soit donc k2 tel que g**= 2* modulo p°.
Soit un réprésentant x des solutions de ¢ = u.x*+v.x mod p’, c’est-a-dire tel que u.x*+v.x = c+k.p° pour un certain entier k.
Alors formellement x = (-v(v2+4.u.c+4k.u.p)*?)/2.

Si Disc = 0 mod p* et Disc # 0 mod p®*, alors v2+4.u.c = m.p® pour un entier m donné avec m # 0 mod p. Nous avons alors
X = (-v£(m.p?+4k.u.p®)*?)/2, puis

X = -v.g%+p' g (m+4k.u.p®2) M2 (39)

Pour p #2 et u# 0 mod p, ’ensemble A = {m+4k.u.p>® mod p’, k = 0 & p>-1} est égal & I’ensemble B = {m+k.p®? k=02
p>?-1} avec mutiplicité p”. Comme m # 0 mod p, il existe une racine primitive g de p et un entier s tels que m = g* mod p°.

Si s est pair alors, pour tout k, il existe un entier ks tel que m+k.p>% = g mod p’. Les entiers s/2 et ks sont tous distincts,
sinon leurs carrés seraient égaux, ce qui serait en contradiction avec les éléments distincts de B. Ainsi ’extraction des
racines carrés de B fournit p®* nombres distincts distants de p>'. Ce qui nous importe ici n’est pas le cardinal des nombres
distincts mais I’intervalle p>? entre ces nombres. Nous réinjectons les valeurs trouvées dans la relation (39) ce qui donne x

= -v.g%+ pL.g.(g°+r.p>%), r = 0 & p>?-1. Soit encore x = -v.g*%p".g*"*+r.g°.p>", r = 0 & p>?-1. Modulo p’, nous avons des
valeurs redondantes que nous éliminons :

k2+s k2 8-

X = -v.g%p g S+r.gp* r=0ap-1 (40)

Nous aurons donc les deux alternatives :

i>doud=2i| p
i<detd#2i | 2.p'

Du fait de la recherche de la stabilité, § est suffisamment grand et ainsi seule la seconde alternative se présente dans les
faits.
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Si s est impair, m+k.p = g*+k.p n’admet pas de racine carré et le cas 5-2i = 0 étant rejeté pour impératif de stabilité, il n’y a
pas de solutions a I’équation examinée.

Si Disc = 0 mod p*** et Disc # 0 mod p?™™, alors v2+4.u.c = p.m.p®. Le facteur p est distinct de tout nombre du type g". Il
est impossible d’extraire une racine carré du discriminant et 1’équation locale n’a pas de solution.

Racine double :

Lorsque 1’équation choisie se met sous la forme u.(z-a)> = ¢, z étant I’indéterminée, nous faisons le changement de variable
X = z-a. Si u # 0 mod p, u & un inverse et il existe une bijection entre ¢ et u.c modulo p°. L’équation, au titre du
dénombrement, est alors la méme que le cas de base :

c=x?

p=2
Ce cas est a traiter a part du fait de ’absence de racine primitive. Cependant, les conclusions restent les mémes en utilisant

les deux racines 5 et -5. Pour ne pas encombrer ce texte avec cette digression, nous ne développons pas plus avant ce cas.

Discussion du tableau

Soit d’abord u = 0 mod p. Alors #(c) est constant et peut étre ignoré au titre de 1’équiprobabilité. _

Soit ensuite une cible ¢ donnée telle que, pour tout x, P(x) # c. Alors, il existe p tel que v2+4.u.c = m.p? oi m n’est pas un
carré (un cas sur deux en moyenne). Donc, de nombreux facteurs de la série singuliére correspondant a ¢ sont nuls et la série
singuliére de la cible c est nulle.

Finalement, considerons une cible c telle que P(x) = c. Alors trivialement, nous avons toujours localement au moins une
solution a 1’équation P(x) = ¢ mod p® (pour tous p et 8). Nous cherchons alors i tel que Disc = 0 mod p? et Disc # 0 mod
p?*! qui existe nécessairement. Retournant au tableau précédent, nous avons alors 2p' solutions a ’équation locale & la
séquence p. La cible c étant fixée, le discriminant Disc est une constante, la séquence p variant, nous avons 2 solutions aux
équations locales sauf pour un nombre fini de cas ou p coincide avec les éventuels carrés de Disc. Ainsi, lorsque ¢ croit,
Disc croit linéairement en ¢ (avec le facteur multiplicatif 4u), le nombre de solutions locales en ces cas particuliers croit
comme Disc'? et donc comme r.c*?, r une constante. Pour les autres séquences, nous prenons 2/2 = 1 solution pour éviter la
divergence de série singuliére tout en conservant 1’équiprobabilité.

Encore une fois, pour p donné, le degré de stabilité de la cible ¢ n’est pas le méme pour chaque cible c. Nous écrivons ce
nombre 8¢. Lors du dénombrement modulo p°, il est impératif de se placer dans les conditions & > 8¢ de telle maniére &

obtenir la bonne valeur locale de #(c) = #(x tel que ¢ = P(x) mod p°, x = 0 & p>-1).

Le lecteur intéressé par une vérification numérique prées de ’origine prendra soin de décaler celle-ci en utilisant non pas le
polynéme P(x) = u.x?+v.x mais P(x) = u.x+v.x+int(v3/4u) et posera I’équation générique :

P(X) = u.x2+v.x+int(v¥4u) = ¢

Dénombrement global

Revenons au produit
#(c) ~ série singuliére x volume =~ r.c"2.(1/2).u™.(c) Y2 = (1/2).r.u™? (enc+#0) (41)
Le résultat est donc une constante en tout point ¢ # 0.
En c =0, la valeur est indéterminée et nous pouvons envisager de la prolonger par continuité.
Ainsi, le dénombrement global-local est réalisable sans ambiguité pour toute équation du second degré.

Théoréme

Il n’y a pas d” « obstructions » au dénombrement global-local pour les équations du second degré hormis éventuellement en
un point origine, point unique ou I’indétermination peut étre levée par continuité.

2.4.6 Equations polynomiales du troisieme degré
2.4.6.1  Exposé de la situation générale
Le théoréme précédent rappelle et confirme le lemme de Hensel qui affirme 1’absence d’obstructions pour des équations du
second degré sous I’angle de I’existence de solutions (contexte de la partie I).
Au-dela de ce degré 2, des « ennuis » sont pressentis si nous nous référons a la littérature mathématique (puisque le fameux

lemme s’arréte au degré 2). Nous avons vu que, tant que nous nous limitons aux mondmes de degré 3, les manifestations
contraires se réduisent a la cible ¢ = 0. Pour les polyndmes, cela peut étre une autre affaire que nous abordons ici.
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Revenons d’abord a I’exemple numérique du mondéme avec 1’équation x*-c = 0 modulo p°.

Tableau (8)
p 2 3 5 7 11 13 17 19
) 19 11 8 5 3 3 3 3
p° 524288 | 177147 | 390625 16807 1331 2197 4913 6859
c #(c)
0 4096 2187 3125 343 121 169 289 361
1 1 3 1 3 1 3 1 3
8 4 3 1 3 1 3 1 3
27 1 27 1 3 1 3 1 3
64 16 3 1 3 1 3 1 3
125 1 3 25 3 1 3 1 3
216 4 27 1 3 1 3 1 3
343 1 3 1 147 1 3 1 3
512 64 3 1 3 1 3 1 3
729 1 243 1 3 1 3 1 3
1000 4 3 25 3 1 3 1 3
10648 4 3 1 3 121 3 1 3
32768 1024 3 1 3 1 3 1 3
74088 4 27 1 147 1 3 1 3

Dans ce tableau, nous ne retenons dans la premiere colonne du tableau que les valeurs ¢ qui sont des cubes. Pour tout autre
¢, il existe une séquence au moins (et d’ailleurs une infinité) pour laquelle #(c) sera nul et le produit [] #(c) sera donc nul.
Nous retrouvons un alignement vertical des cardinaux égaux a 3 conforme au cas général des mondmes que nous avons
étudiés plus haut. Au regard de la notion d’équiprobabilité modulo p® largement développé plus haut, il est équivalent de
diviser ces colonnes par 3, (I’intérét étant que les produits infinis selon les lignes ne divergent plus et peuvent étre comparés
entre eux) :

Tableau (9)
(déduit du précédent par abus d’écriture)
p 2 3 5 7 11 13 17 19
A 19 11 8 5 3 3 3 3
p° 524288 177147 390625 16807 1331 2197 4913 6859
c #(0) ([T#)™
0 4096 729 3125 114,33 121 56,3 289 120,33 — 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
8 4 1 1 1 1 1 1 1 8
27 1 9 1 1 1 1 1 1 27
64 16 1 1 1 1 1 1 1 64
125 1 1 25 1 1 1 1 1 125
216 4 9 1 1 1 1 1 1 216
343 1 1 1 49 1 1 1 1 343
512 64 1 1 1 1 1 1 1 512
729 1 81 1 1 1 1 1 1 729
1000 4 1 25 1 1 1 1 1 1000
10648 4 1 1 1 121 1 1 1 10648
32768 1024 1 1 1 1 1 1 1 32768
74088 4 9 1 49 1 1 1 1 74088

Comme nous I’avons vu plus haut (relation 32), nous obtenons bien un rapport constant (ramené a 1 ici) entre la valeur de la
cible c et le produit ([T#(c))" ™.
Par un exemple, comparons alors la situation d’un polynéme du troisieme degré a celle du mondme de méme degré. Nous
choisissons :

P(X) = x>+x*+x-C

Nous obtenons pour cette équation le tableau suivant :
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Tableau (10)

N

7

11

13

17

19
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5

5
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4913
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A nouveau, dans ce tableau, nous ne retenons que les valeurs ¢ qui sont de la forme n®+n%+n, n un nombre entier. Pour tout
autre c, il existe une séquence au moins (et d’ailleurs une infinité) pour laquelle #(c) sera nul et le produit [] #(c) sera donc

nul.

Pour que ce tableau soit exploitable, nous devons le compléter de I’ensemble des cardinaux sur-numéraires au degré 3 (en
rouge dans le tableau ci-dessus) aux séquences supérieures a 19. Nous donnons ceux-ci tout en rappelant les sur-numéraires

pour les séquences inférieures ou égales a 19 dans ce qui suit :
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Tableau (11)

Cibles | Séquences # sur Séquences # sur- Séquences # surs Disc Lignes
numeralires numerailres numeralres
0 / / / / / / 3 0
3 3 7 / / / / 372’ 1
14 17 35 / / / / 17°.19 1
39 17 35 / / / / 2%3%.17° 1
84 3 7 19 39 / / 32.19°.59 2
155 43 87 / / / / 2°43%11 1
258 11 243 / / / / 3.11%41 1
399 3 163 / / / / F2741 1
584 11 23 19 39 / / 11%2.19%211 2
819 131 263 / / / / 2°.3.11.1312 1
1110 3 7 107 215 / / 32.17.19.107° 2
1463 193 387 / / / / 2°.97.193° 1
1884 457 915 / / / / 3%17.457° 1
2379 3 7 89 179 / / 2°.32.67.89° 2
2954 617 1235 / / / / 617°.619 1
3615 353 707 / / / / 2%.3.59.353? 1
4368 3 19 89 179 / / 3%.11.73.89° 2
5219 11 23 41 83 / / 2°.11%.41%2.113 2
6174 1009 2019 / / / / 3.337.1009° 1
7239 3 7 11 23 17 35 2%3%11%.17°.281 3
8420 17 35 73 147 / / 11.17%2.73%113 2
9723 3 7 683 1367 / / 2°.32.19.6837 (3)
11154 3 7 499 999 / / 32.499%.1499 2
12719 19 39 43 87 / / 2°.19%.43%.409 2
14424 1777 3555 / / / / 3.593.1777° 1
16275 3 19 107 315 / / 2°.3%107%.241 2
18278 2081 4163 / / / / 20812.2083 1
20439 19 39 59 119 / / 2°3.11.17.19°59°| 2
22764 3 7 11 23 73 147 32.117.73%.2411 3
25259 1291 2583 / / / / 2°.17.19.1291° 1
27930 11 23 251 503 / / 32.11%.251%.307 2
30783 3 7 491 983 / / 2%.3%.11.67.491° 2
33824 3137 6275 / / / / 43.73.3137° 1
37059 1667 3335 / / / / 2°.3.139.1667° 1
40494 3 55 131 263 / / 3°.131%.3539 2
44135 1873 3747 / / / / 2.937.18737 1
47988 17 35 233 467 / / 3.17%2.2332.1321 2
52059 3 7 17 35 41 83 2°.3%.17°.41° 523 3
56354 4409 8819 / / / / 11.401.44097 1
60879 11 23 211 423 / / 2%.3%11°.43.2117 2
65640 3 7 1627 3255 / / 32.19.257.16277 2
70643 11 23 233 467 / / 2°.11%.233%.641 2
75894 19 39 283 567 / / 3.11.19%.163.283%| 2

Nous observons immédiatement le lien entre les sur-numéraires égaux 1+2p™# et les facteurs premiers p' du discriminant
(pour p impair). Nous y reviendrons plus loin pour expliquer la présence d’exception a ce lien (comme pour p = 2
systématiquement et pour p = 3 par exemple lorsque ¢ = 39, ¢ = 1884, ¢ = 27930 ou ¢ = 60879).

Revenons d’abord a I’avant dernier tableau. Le principal changement par rapport au cas du monéme x°-c est la perte de
I’alignement des cardinaux valant 3. Précédemment, nous pouvions aisément diviser les cardinaux sur-numéraires par la
valeur adéquate (1 ou 3) nous permettant d’atteindre le rapport constant qui constitue notre objectif ultime.

Ici, du fait de la perte d’alignement, nous ne pouvons trancher sans régle sur la position des cardinaux a 1 et des cardinaux a
3 (et & condition que le choix 1 ou 3 soit effectivement pertinent). Nous reviendrons sur ce point.

Admettant que la régle existe, il est nécessaire également, et ceci est le point le plus important, qu’il puisse exister une
équiprobabilité des cardinaux 3 (et des cardinaux 1) d’une cible a ’autre (c’est-a-dire dans chaque ligne du tableau). En
I’absence d’équiprobabilité, les produits des facteurs d’abondance locaux (produit d’Euler) divergeraient dans la
comparaison d’une cible a une autre et notre enreprise serait vouée a I’échec. Dans le cas du mondme, nous avions
alignement vertical des cardinaux valant 3 pour les séquences p = 1 modulo 6. Ici, mais cela est forfuit, nous avons la méme
régle en ¢ = 0 (d’ou une probabilité de 1/2 de tels cardinaux) et nous devons nous poser la question si cette équiprobabilité
est conservée pour les autres cibles. La démonstration de ce point suit.
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2.4.6.2 Démonstration de I’équiprobabilité en degré 3

Nous prenons le cas général d’un polynéme de degré 3 paramétré par la cible c. Soit P(x,c) = ag.x*+a,.x*+a;.x-C. Puisque les
seules cibles ¢ qui nous intéressent sont de la forme as.n*+a,.n*+a;.n, avec n un entier (les autre cas correspondant & une
impossibilité au niveau global et a des cas a cardinal nul localement), nous pouvons réécrire, par simple division
euclidienne, le polyndme sous la forme P(x,c) = P(x,n) = (x-n).Q(x,n) avec Q(x,n) un polynéme de degré 2 paramétré par n.
L’équation P(x,n) = 0 mod p° s’écrit alors :

x-n=0modp' et Q(x,n)=0mod p>

L’équation x-n = 0 modulo p®' se résout sans difficulté et a toujours une et une seule solution.

Considérons la seconde équation et soit A(n) le déterminant du polynome Q(x,n). Si A(n) est un carré non nul modulo p®
alors cette équation a deux solutions. Si A(n) n’est pas un carré modulo p® alors cette équation n’a pas de solution. Enfin si
A(n) est nul modulo p* alors cette équation a une seule solution (double).

Pour n fixé d’avance, nous cherchons la fréquence relative de ces trois cas en fonction de p. Nous notons d’abord que le
troisiéme cas est sans incidence sur la fréquence, puisque A(n) étant ﬁxé,_ces cas sont en nombre fini. Nous notons ensuite
que la propriété A(n) est un carré modulo p est hérité par A(n) modulo p' pour tout j. De méme, si A(n) n’est pas un carré
modulo p alors A(n) n’est pas un carré modulo p’ pour tout j. En effet, raisonnons par I’absurde. Soit g une racine prlmltlve
de p. Supposons que A(n) = g modulo p et A(n) = g®** modulo p'. Alors g***-g% = 0 modulo p, puis g*.(g**""-1) =
modulo p, soit encore g*" * = 1 modulo p. Or un non-carré (non-résidu quadratique) ne peut étre un carré (reS|du
quadratique) modulo la méme valeur p, d’ou contradiction. Le résultat est identique en prenant A(n) un non-carré modulo p
et A(n) un carré modulo p'.

Il nous reste donc uniquement & déterminer la fréquence de la propriété modulo p. La démonstration de ce point prenant
assez de place, nous I’avons reportée en annexe 7 page 64 en démonstrant que les solutions p sont de la forme

p = cl mod A(n) (42)

avec autant de classes cl d’un type que de 1’autre. D’ot1 ’on peut conclure grace a Dirichlet.
Revenant a P(x), a ¢ donné d’avance de la forme ag.n>+a,.n*+a;.n, nous avons donc soit 1 solution, soit 3 solutions avec
équiprobabilité de ces cas, soit un nombre fini d’exceptions. Nous reviendrons sur ces exceptions plus loin.

2.4.6.3 Etude des sur-numéraires

Nous avons ainsi établi I’essentiel pour ce qui concerne le degré 3. Nous pouvons comparer le produit des cardinaux
obtenus localement en divisant les incidences a cardinaux 3 par 3. Si, nous faisons cela sans nous préoccuper en méme
temps des cardinaux sur-numeéraires, nous obtenons une dispersion trés marquée vis-a-vis de notre objectif, cité plusieurs
fois, d’obtention d’un rapport constant.

Tracons par exemple, toujours pour P(x) = x*+x?*+x-c, [J#(c) en fonction de ¢ suivant des coordonnées linéaires, puis
logarithmiques (pour mieux montrer les valeurs prés de Iorigine), puis [J#(c)/c™™™ en fonction de c.

Graphiques (1)
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L’objectif du rapport constant est a rechercher, bien sir, dans le dernier graphique. Nous y observons trois candidats de
rapports « constants » du fait que nous n’avons pas encore divisé a ce stade les cardinaux sur-numéraires par des valeurs
appropriées comme dans le passage du tableau (8) au tableau (9). Il va de soi, que lorsque n augmente, le déterminant A(n)
peut contenir de nombreux facteurs multiples et de nouvelles lignes de points vont donc apparaitre. Un quatrieme candidat
correspond ici au point particulier ¢ = 9723 qui n’est pas, a priori, de méme nature que les autres points comme nous le
verrons ci-dessous.

L’aspect du graphique nous renseigne immédiatement sur une donnée importante. Les divisions appropriées ne sont pas
« monolithiques » comme dans le cas du mondme x> (a savoir 1 ou 3). En effet, si les points inférieurs sont relativement
bien alignés, les points au-dessus le sont moins bien (quant aux trois points d’aprés, offrant peu d’exemples, il est difficile
d’en commenter ’alignement). De fait pour aligner ces points, il est nécessaire de procéder 1’un aprés ’autre. A un facteur
sur-numéraire, il est nécessaire d’attribuer une division par une valeur intermédiaire entre 1 et 3 (trés grossiérement de
I’ordre de 2) pour tous les cas non particuliers (ici lorsque ¢ # 9723) pour aligner tous les points sur une ligne horizontale.
Nous pouvons cependant spéculer sur le comportement a I’infini (¢ — +w0) de ces points dont nous pensons que
I’alignement serait tout a fait remarquable (mais ce n’est pas essentiel).

Revenons sur le cas ¢ = 9723. Il a ceci de particulier que le facteur 2 dans le discriminant 2°.32.19.683° est actif
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contrairement a ce qui se passe ailleurs dans notre exemple numérique. Pour obtenir un alignement il est nécessaire de
recourir & une division d’environ 2%2,

Nous devons donc conclure ici qu’il n’existe pas de régles simples permettant 1’alignement suivant une constante (cte) qui
était notre objectif. Ce qui ne veut pas dire qu’il existe pas de moyen plus compliqué (que 1’on peut trouver a postériori par
simple division de cte par #(c)).

Maintenant, il faut se poser la question de notre objectif ultime : il s’agit du dénombrement d’équations diophantines
asymptotiques & plusieurs variables. Quelle est I’incidence pour une cible donnée des sur-numéraires (en nombre fini ce que
nous démontrons par ailleurs) hérités de chacune des variables par rapport aux non-sur-numéraires (en nombre infini) ? Pour
cela, le plus simple est d’examiner le cas a deux variables ¢ = X1H+X,° qui revient a s’intéresser localement & ¢; = x;2 modulo
p et c-C; = ¢, = X,° modulo p. Le croisement des possibilités de sur-numéraires reste en nombre fini. Seule compte la notion
d’équiprobabilité que nous avons pris la peine de démontrer en détail (voir & nouveau annexe 7). Les régles de division des
contributions sur-numéraires de chaque variable sont alors secondaires. Rien ne les impose vraiment et elles peuvent étre
choisies librement permettant toujours de retrouver une cohérence suffisante sinon satisfaisante.

L’équiprobabilité est au rendez-vous pour le degré 3. Qu’en est-il aux degrés supérieurs ?

2.4.7 Equations polynomiales de degrés supérieurs

2471  Décomposition dans ’anneau Z/p®Z[X]

Lorsque nous cherchons le nombre de solutions de P(x) = ¢ mod p®, nous posons de fait le probléme de la décomposition de
P(x) dans I’anneau K[X] ot K = Z/p°Z est un corps parfait (corps dont toutes Is extensions sont séparables). Bien que K soit
parfait, le corps présente la particularité de décompositions non uniques selon le cas. P(x) étant un polynéme de degré n,
1’équation P(x) = ¢ mod p° a selon le cas 0 solution, n solutions ou d’autres cardinaux inférieurs ou supérieurs a n.

Lorsque le nombre de solutions (X3, X,, ..., Xi) est inférieur ou égal a n, la décomposition est unique et est obtenue par
simple division euclidienne du polynéme P(x) par x-x; modulo p°. Lorsque le nombre de solutions est supérieur strictement
an, la décomposition ne peut étre unique.

Par exemple, avec K = Z/432Z, nous avons :

X+ +x%+x-62 mod 432 = (x-1723).(x*-125x>-890x%-648x+293) mod 432
= (x-1723).(x-2+43K). (x>-(123+43K)x*+(713-8.43k)x+778+2.43k) mod 432, k = 0 & 42

Iy a ainsi 1+43 = 44 solutions & cette équation de degré 5.
Les variantes se présentent comme des couples polynomiaux solutions avec coefficients polynomiaux d’indéterminée k de
degré 8-1. Dans I’exemple, ces couples sont (x-2+43k , x3-(123+43K)x*+(713-8.43K)x+778+2.43k) avec k = 0 & 42.
Notons que I’irréductibilité des polyndmes peut étre un facteur favorable a de nombreuses solutions (ce qui peut sembler
contradictoire), puisque si le polyndme était complétement réductible ici (jusqu’au premier degré), nous n’aurions que 5
solutions.
Ceci est un résultat classique dont les fondamentaux remonte a Lagrange, qui a démontré qu’un polyndéme de degré n admet
au plus n racines non congruentes mod p, a Kummer et a Dirichlet. Ici, il est pour nous essentiel de trouver une méthode liée
a tout ceci et susceptible de détecter le nombre de solutions locales.

2.4.7.2  Résolution directe
Soit & trouver les solutions entiéres de P(x) = ¢ mod p®, p > 2, P(x) distinct d’un monéme. Nous avons, a cette fin, réalisé
quelques essais numériques. Nous avons par exemples :

Ex1:P(x)=x*+x%+x,p=11,g=2,8=6

#(c) Rappro X Rapprochement
chement X
#(c)
1 1 0 r

0+mod(2%,11).11* k=12410
0+mod(2,11).m.11% k=1410,m=14a11
0+mod(2,11).m.112 k=1210,m=12a121
0+mod(211).m.11, k=12410,m=1241331

r+mod(g“,p).p*, k =1 ap-1

ri+mod(g ,p).p> k=14ap-1,m=14ap
ri+mod(g,p).p? k=1 4ap-1, m=1ap?
ri+mod(gX,p).pt, k=14ap-1, m=1ap°

5+11k+121m,k=0,2210 (k#1),m=04a11%1
16+121k+1331m, k=0,3,56 ou 7, m=04a 11%1
258+1331k+14641m, k=14a10,m=04a11%1
258+14641k, k = 2,4,5,6 ou 10
1+11k+121m, k=048, 10 (k#9), m=04a 111
221+121k+1331m, k=0,1,2,40u 7, m=04a 111
826+1331k+14641m, k=1410, m=04a11%1
826+14641k, k=0, 2,5,9 ou 10

(6,7 ou 10)+11.k, k=024 11%1

r+k.p+m.p?, certains k, m=0a p*-1
ry+k.p’+m.p?, certains k, m = 0 & p>-1
retkpi+mp k=1ap-1, m=0ap'1
rs+k.p’, certains k

r,’+k.p+m.p?, certains k, m =0 a p*-1
ry’+k.p?+m.p°, certains k, m = 0 & p>-1
ro+kp+mpt k=1ap-1, m=0ap*1
r’+k.p*, certains k

re+k.p, certains rg, k = 0 a p*-1
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#(c) Rappro X Rapprochement
chement X
#(c)
3 noul1+2p’ | 3+11k k=0a11"1 r+p.k k=0ap*1
23 1+2p 137+(mod(2***,11)-2).m.11%, rg+(mod(g™*,p)-g").m.p",
k=0a4,m=0a11%1 k=04 (p-1)/2-1, m=0ap*1
100+(mod(2%,11)-1).11%, ro+(mod(g®,p)-g°).p’,
k=044, m=11%1 k=04 (p-1)/2-1, m = p>-1
122 1+p° 14899, 44749 Mo, M1
243 1+2p° (258 ou 15467)+(271-2).11* k=024 o+ - gY).p%, k=04 (p-1)/2-1

Ex2:P(x) = x*x*+x*+x,p=13,g=2,8=6

#(c) Rapprochement X Rapprochement
#(c) X

1 1 (2,3,7,8,90u10)+13.k, k=04 13%1 | ri+p.k, k=04 p*1

2 2 4+13.k, k=04a13%1 r+p.k, k=04ap*1

4 n 0+13.k, k=04 13%1 rytp.k, k=0ap*1

26 2p 1110+(g*-1), k = 0 & p*.(p-1)/2-1 r+(g%1), k = 0ap”(p-1)/2-1
338 2p° 214388+(g"-1), k= 0 & (p-1)/2-1 rs+(g%-1), k = 0 a (p-1)/2-1
169 p’ 772 e

Les colonnes « rapprochement » sont de simples hypothéses de généralisation des colonnes associées qui les précédent.

En fait, les possibilités de solutions ne se limitent pas a ces deux types de résultats, loin de cela.

Nous voyons sur le premier exemple que la recherche directe donne des résultats relativement « touffus ». Il parait vain de
rechercher un resultat général a ce stade. Cependant les résultats se présentent sous une forme homogeéne sous un point de
vue : les solutions sont en progressions arithmétiques (par construction modulo p°) avec insertion de la progression sur-
numeraires en puissances carrés.

Lorsque c varie, il nous importe ici que les non-surnuméraires aient la propriété d’équiprobabilité.

2.4.7.3 Discriminant

2.4.7.3.1 Généralités

Les exemples du degré 2 et du degré 3 montrent I’'importance du discriminant du polyndme, ce qui ne peut plus nous
étonner. Il reste cependant a voir jusqu’a tel point sa connaissance peut nous étre effectivement utile.
Le discriminant d’un polyndme P(x) = a,.X™+a,.1.X"+....+a;.X+ao, &, # 0, est défini suivant la formule habituelle :

Disc = (-1)""Y" (1/a,).Res (43)
Ici n est le degré du polyndme P(x), a, est le coefficient dominant et Res est le résultant de P(x) et de sa dérivée P’(x). Dans
notre cas précis, nous parameétrons toujours nos équations par la cible c. Ainsi, nous remplagons P(x) en retirant la constante

ag et nous écrivons :
P(X) = an-Xn"-an-l-xn—l"'. . ..+al.X =C

Le discriminant, qui nous intéresse alors, est donc celui de P(X)-c et le résultant est une matrice de Sylvester Mg(c) =
Res(c), matrice carrée de taille 2n-1, défini par :

a, A1 ano .. a -C 0 0 0

0 a, an1 ano .. a -C 0 0

0 0 an an1 ano Q -C 0

) 0 0 0 0 0 an an.».l - : C

Ms(c) = n.a, (n-1).ap1 (n-2).a,- . a 0 0 0 0
0 n.a, (n-1).ah1 (n-2).a52 .. a 0 0 0

0 0 n.a, (n-1).ah1 (n-2).a52 a 0 0

0 0 0 0 0 n.a, (n-1).ah1  (n-2).a, =

Les coefficients de P(X) occupent les n-1 premiéres lignes et ceux de P’(X) occupent les n lignes suivantes.
Le déterminant de ce résultant est un polyndéme de degré n-1 par rapport au paramétre c.
Les aa; étant des entiers relatifs, nous avons alors :

Disc = (-1)™"Y2 (1/a,).(aan..C" +aa,..c" >+ . ... +aa;.C+aay) (44)
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2.4.7.3.2 Racines multiples
Le discriminant d’un polynéme est nul en présence de racines multiples.

Démonstration

Soit oy, ay, ..., a, les solutions scindées dans le corps des complexes du polyndme P(x) = c¢ de degré n. Nous avons le
résultat suivant [16] :
Disc = (-1)™"Y2a, 2" T (ai-05)? (45)
i<j

Ainsi, s’il existe i et j distincts tel que o; = oj, alors Disc = 0 et inversement si Disc = 0, il existe i et j tel que o; = o; (car a, #
0). Ce qui acheve la démonstration.

Plagons nous ensuite dans 1’extension K(i) du corps (local) parfait K = Z/p®Z pour pouvoir manipuler les racines complexes.
Dans ce corps local, considérant une racine primitive g, écrire g™ = t*¢ revient & résoudre g™ = t. Par ce procédé, nous

remontons a partir des racines globales o; aux racines locales B; de 1’équation étudiée. L’annulation du discriminant s’écrit
alors

Disc = 0 mod p° (46)

Soient By, Bo, ..., Bi les racines locales du polyndme P(x) - ¢ = 0 mod p°. Si B = i mod p¥, correspondant & des racines
multiples, alors

Disc = t.p%.(-1)" "2 a,.a, 2™V, [T (Bi-B;)2 = 0 mod p* (47)
1<le¢119J #12
Ici t correspond a la part de ’expression (45) pour laquelle la décomposition locale est impossible.
A des racines multiples correspond un discriminant local nul avec accroissement carré (en p?) pour chacune d’elles. Cette
évolution avec le carré peut étre vérifiée dans I’exemple du tableau (11).
La réciproque est cependant fausse car (aj-0j)? peut étre un entier sans que les racines a; ou o; soient elles-mémes des
nombres entiers (ce que nous avons vérifier dans le tableau déja évoqué a I’instant pour la séquence p = 3 et les cibles ¢ =
39, ¢ = 1884, ¢ = 27930 et ¢ = 60879). De méme, le discriminant peut étre soit multiple de p*, soit seulement multiple de
p?, avec i inférieur & k, écart qui se retrouvera dans I’expression du cardinal #(c) (mais cette possiblité n’est pas apparue
dans nos exemples numériques).
2.4.7.3.3 Nombre de solutions associé au discriminant

Nous nous intéressons alors aux relations entre les valeurs du discriminant et le nombre de solutions #(c) des équations
locales paramétrées par c :

P(x) = ¢ mod p°
Rappelons que Disc est analysé en chaque cible ¢ et chaque séquence p :

Disc = Disc(c,p)
Nous observons, pour une cible ¢ donnée, que le degré de stabilité & de c est égal a la séquence p a la multiplicité de p dans
Disc. Le degré de stabilité de ¢ n’est infini que si :

Disc=0

Le degré de stabilité est alors infini pour tout p et nous avons un bon candidat a 1’ « obstruction ».
Le discriminant détecte les racines doubles d’une équation globale ou locale. 11 est nul lorsque de telles racines existent. La
nullité signifie localement que

Disc = 0 mod p°
et donc que les séquences, pour lesquelles les sur-numéraires apparaisssent, sont parmi les diviseurs de Disc.
Lorsque enfin Disc # 0 mod p®, nous écrivons le discriminant sous la forme (i < 3)

Disc = g".p'

Nous observons alors systématiquement, pour les équations de degré 3 et 4, une dépendance des dénombrements a la parité
de metdei.
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Localement, nous distinguons donc les évenements concernant Disc = Disc(c,p) :

Cas Sous cas
Disc =0
Disc = 0 mod p°
Disc # 0 mod p° Disc = g".p' mod p°

Dans les tableaux qui suivent nous avons utilisé {&} pour signifier que la condition correspondante n’a pas été observée. Le
cas particulier p = 2 n’est pas traité ici. En entéte de chaque tableau, nous avons indiqué le nombre de racines entiéres de
P(x) dans I’ensemble Z. Comme P(X) est de la forme a,.x"+a,...x"*+....+a;.x, nous avons toujours au moins la racine x = 0.
Voici quelques résultats que nous avons observés alors :

247331 Degré3s

Il est essentiel de bien prendre en compte la notion de stabilité dans 1’étude. Ici 3 est la valeur qui permet de 1’atteindre.
Le cas particulier de p = 3, a cheval sur plusieurs tableaux, n’est pas traité ci-dessous.

Conditions #(c = P(x))
Coefficient dominant de P(X) = 0 mod p dCf Polynome
egré inférieur
Racines simples :
Conditions #(c = P(x))
Disc = 0 mod p°, Disc = g°.g° mod p* 3
Disc = 0 mod p°, Disc = g".g°™ mod p* 1
Disc=0modp',i>0 {2}
Racine double :
Conditions #(c = P(X))
i>8 Selon le cas
0 <i<3, Disc = 0 mod p?, Disc = g°.g° mod p*** 1+2.p'
0 <i<3, Disc =0 mod p”, Disc = g~.g° mod p*** 1
i<, Disc = p*t 1
i =0, Disc = p°, Disc = g°.g° mod p’ {2}
i = 0, Disc = p°, Disc = g*.g°™* mod p* 1
Racine triple :
Conditions #(c = P(x))
1>9 Selon le cas
0 <i<3, Disc =0 mod p, Disc = ¢’.g°* mod p>** {2}
0 <i< 3, Disc = 0 mod p*, Disc = g~.g*™ mod p>** (3,p-1).p'
0<i<d,j=1ouj=2, Disc=0mod p>"’ {2}
Disc = 0 mod p°, Disc # 0 mod p* {2}

Clairement, sans nécessité de démonstration, les dénombrements locaux sont liés a 1’existence ou non de racines multiples.

Pour le cas de la « racine simple », étant donné le résultat du paragraphe 2.4.6.2, nous démontrons 1’équiprobabilité, lorsque

la cible ¢ varie de -co & +o0, pour un polyndome P(X) fixé d’avance, des discrimants égaux & g°.g? mod p d’une part et &

g.g> mod p d’autre part.

2.4.73.3.2 Degré4

Tendances

Conditions #(c =P(x))
Cf Polyndme
degré inférieur

Coefficient dominant de P(X) = 0 mod p
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Racines simples :

1 racine double,

2 racines double

Racine triple :

Racine quadruple :

Conditions #(c = P(x))
i>9 Selon le cas
0 <i<3, Disc =0 mod p”, Disc = g°.g° mod p™** p (ou 4p ?)
0 <i<3, Disc =0 mod p”, Disc = g".g° mod p™** {@} (ou 2.p'?)
Disc = 0 mod p?, Disc # 0 mod p°, 2p
Disc = 0 mod p’, Disc # 0 mod p?, 2
Disc = 0 mod p°, Disc = certains g°.g° mod p’ 1
Disc = 0 mod p°, Disc = certains g°.g™ mod p, k impair 4
Disc = 0 mod p°, Disc = g".g°™ mod p* 2
Disc=0modp',i>0 {2}
Voir exemples numériques avec P(x) = X" +x>+x”+x en annexe 4.

2 racines simples :

Conditions #(c =P(x))
i>9 Selon le cas
0 <i<3, Disc = 0 mod p”, Disc # 0 mod p”**, Disc = g’.g° mod p 2.(1+p")

i <3, Disc = 0 mod p”, Disc # 0 mod p***, Disc = g*.g*™ mod p 2

i <3, Disc = p”" 2

i =0, Disc = p°, Disc = g°.g° mod p {2}
S:

Conditions #(c = P(x))
1> Selon le cas
0 < i<, Disc =0 mod p?, Disc = g°.g° mod p”** {2}

i <8, Disc = 0 mod p”, Disc = g*.g°* mod p”** 2.p'
i <3, Disc = p*! {2}
i =0, Disc = p°, Disc = g°.g°™* mod p* Selon le cas
i =0, Disc = p°, Disc = g".g°* mod p’ {2}

Conditions #(c = P(x))
1>9 Selon le cas
0 <i< 3, Disc = 0 mod p*, Disc = g°.g™ mod p>** 1
0 <i< 3, Disc = 0 mod p*, Disc = g~.g*™ mod p>** 1
0<i<d,j=1ouj=2, Disc=0mod p>"’ {2}
Disc = 0 mod p°, Disc = g°.g°* mod p* 1
Disc = 0 mod p°, Disc = g*.g°* mod p’ {2}

Conditions #(c = P(x))
1>9 Selon le cas
0 <i< 3, Disc = 0 mod p*, Disc = g°.g™ mod p*** (4,p-1).p'
0 <i<3, Disc =0 mod p”, Disc = g".g°* mod p*** {2}
0<i<d,j=1,j=20uj=3, Disc =0 mod p™ {2}
Disc = 0 mod p°, Disc # 0 mod p* {2}

Exemple numérigue

Le tableau suivant correspond au nombre de solutions de I’équation P(x) = ¢ mod p? avec P(x) = x*+x*+x*+x en faisant
varier x de 0 & p?-1 et la cible ¢ en conséquence. Un autre exemple numérique avec P(x) = x*+3x*+4x*+7x est donné en
annexe 8. Nous voyons que 1’équiprobabilité recherchée dans ce cas, relatif au quatrieme degré, et donnée a la fin du
tableau, parait difficile a établir a priori en étudiant nombre premier p aprés nombre premier p avec 1’objectif de trouver une
éventuelle régle de dénombrement. Les rapports #(i)/p non entiers correspondent aux contributions des sur-numéraires. Par

ailleurs, nous posons #(T) = Y #(i).
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Tableau (12)

p #(1) #(2) #(4) 6.H#(L)H(T) | 6.4(2)/H(T) | 6.4(4) YH#(T)
3 3 6 0 2 4 0
5 0 0 20 0 0 6
7 14 28 0 2 4 0
11 55 22 44 2,73 1,09 2,18
13 78 26 52 3 1 2
17 119 102 68 247 2,12 141
19 95 266 0 1,58 442 0
23 138 368 0 1,64 4,36 0
29 290 406 116 2,14 3 0,86
31 310 496 124 2 3.2 0.8
37 444 740 148 2 3,33 0,67
41 615 738 328 2,20 2,63 1,17
43 688 854 172 241 2,99 0,60
47 564 1598 0 157 443 0
53 848 1696 212 1,85 3,69 0,46
59 1180 1882 236 2,15 342 0,43
61 1220 1952 488 2 3.2 0.8
67 1809 1340 1340 242 1,79 1,79
71 1420 3266 284 1,71 3,94 0,34
73 1533 3504 292 1,73 3,95 0,33
79 2370 2212 1580 2,31 2,15 154
83 2573 2656 1660 2,24 2,31 145
89 2225 5340 356 1.69 4,04 0.27
97 3104 5232 776 2,04 3,45 0,51

101 4040 3232 2828 24 1,92 1,68

103 3708 4738 2060 2,12 2,71 1,18

107 3959 5350 2140 2,07 2,80 112

109 4360 4796 2616 2,22 2,44 1,33

113 4633 5424 2712 2,18 2,55 1,27

127 5334 8128 2540 2 3.05 0,95
131 5240 10474 1048 1,88 3,75 0,38

Etc.

>
Totaux 52969 76872 24240 154081
Moyenne 2,0233 2,9599 1,0168
Ratio 2,063 2,993 0,944 6
Valeu['atten~due a 2 3 1 6 2 3 1
I’infini
Ecart 3,13% -0,22% -5,61% 1,16% -1,34% 1,68%

Graphiques (2)
Evolution des proportions avec la séquence p

A .hﬂl\.m sl A pAd N
A PRI AW SRS

+

T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 p

-==6.#(2)/#(T) 6H#(1/#(T)  ——6.2(4)/#(T)

En supposant la loi de distribution des dénombrements comme un tirage aléatoire, nous esquissons une tendance vers une
répartition suivant les proportions (2,3,1), correspondant aux polynémes de degré 4 irréductibles ou a racines simples,
facilement lisible sur le graphique pour lequel nous avons prolongé ici les données jusqu’a la séquence p = 743. Plut6t que
par un phénoméne de moyenne (qui joue également), nous pensons que c’est par une tendance asymptotique (qui serait
selon nous la bonne piste d’une démonstration) vers les valeurs asymptotiques (2,3,1) que 1’ « équiprobabilité » est réalisée,
les valeurs aux petites séquences étant sans incidence car négligeable devant I’infini. Le résultat « produit » est réalisé pour
une cible donnée parce que le résultat est quasiment aligné avec la valeur attendue a chaque séquence p pourvu que p soit
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extrémement grand. Cette tendance asymptotique est cependant trés lente et seulement soupgonnée ici.
Nous allons voir dans la suite (paragraphe 2.4.7.4.2 et 2.4.7.5)une approche heuristique simple pour obtenir ces proportions
pour les polynémes sans racines doubles dans Z (ici, c¢’est bien le cas avec P(X) = X.(x+1).(x?+1)).

2.4.7.3.4 Degré supérieurs ou égaux a 5

L’expression du discriminant résulte d’un plus grand nombre de « degrés de liberté » pour les racines entiéres ou non
intervenant dans (-1)™™"%2.a, 2" ] (ai-05)2. La relation a la parité de la puissance de la racine primitive g n’est observé que
trés partiellement lorsque le degré du polyndme augmente. Quelques essais numériques permettent de proposer le tableau
suivant (la derniére ligne étant triviale) :

#(c = P(x)) Conditions
n Disc = g°.g° mod p ou Disc = 0 mod p
nl {2}
n-2 Disc = g'.g° mod p ou Disc = 0 mod p
n-3 Disc = g°.g° mod p ou Disc = 0 mod p
<n-3 Disc = g mod p ou Disc = 0 mod p

En I’absence d’intérét majeur immédiat, nous n’avons pas chercher une démonstration de ces lignes. Nous observons
simplement I’alternance des parités dés que P(x) = ¢ possede au moins n-3 solutions entiéres, n étant le degré de P(x). Pour
les cardinaux inférieurs, la parité de la puissance de g s’avére totalement aléatoire et d’autres suites arithmétiques (que
celles basées sur 2) seraient a rechercher. Sur un plan général (polyndme P(x) quelconque), ceci a ’air d’une difficulté
majeure.

Notons aussi que 1’alternance des parités entre n-2 et n solutions correspondrait logiquement a n-1 solutions, la solution
supplémentaire (pour arriver a n solutions) étant en quelque sorte gratuite.

Finalement, notre étude ne nous permet cependant pas de produire de résultats fondamentaux sur le nature de I’incidence
précise du déterminant & part bien sir de celle manifeste jusqu’a un certain point du carré (ou non) des racines primitives.
Pour une étude plus ambitieuse, notre outil & 14 chiffres significatifs n’est pas suffisant.

2474  Fréquences relatives des cardinaux

Nous I’avons déja dit. L’essentiel est d’avoir une fréquence relative des cardinaux qui ne dépend pas des cibles c.
Préalablement, revenons encore sur le cas fondamental qui suit. Si nous admettons qu’il y a autant de cas de type Disc =
9°.9% mod p que Disc = g*.g” mod p, nous retrouvons la cas de I’équiprobabilté au degré 3, ce que nous avons prouvé par
ailleurs. Par le méme argument, ceci se prolonge également au degré 4. Aux degrés supérieurs, nous n’avons pas
apparemment ce type de simplicité du fait qu’une régle sur les puissances de g a pu aboutir (et 1’étude du discriminant
devient d’ailleurs difficile sur notre logiciel qui n’a que 14 chiffres significatifs). Aussi, nous avons ci-dessous recours & une

approche plus rudimentaire.
2.4.7.4.1 Cas des monémes

Nous partons du tableau (4) dont une ligne représentative est :

X ¢ =x"mod p° #{c} #{variantes de c}
pl.{gO, gl’ o gcb(b—l)-l} pl.n.{go.dll.nj’ gl.d[LnJ’ e g(cb(b—l.n)/d[l.nj-l).d[l.n]} diln.pl.(n—l) (D(S—i.n)/di,n

Soit une équation diophantine x" = ¢ mod p°. La cible c, étant fixée d’avance, n’a qu’un nombre fini de facteurs p;. Il n’y a
donc qu’un nombre fini de solutions a I’équation proposée tel que #(c) = di,p"™™ et i > 0 (que nous appelons sur-
numéraires). Lorsque p varie de 2 a I’infini, les sur-numéraires sont donc de densité (ou fréquence) nulle. Les facteurs
d’abondance a fréquences non nulles dépendent uniquement de (n, p-1) # 1, c’est-a-dire répondent a la progression
arithmétique p = 1+kp; avec p; divise n.

Les alignements (bijections) entre les valeurs #(c) sont flagrant(e)s dans le cas des mondmes. Lorsque nous passons aux
polyndmes qui sont des regroupements de mondmes, le moteur des alignements (bijections) précédent(e)s est toujours en
action, mais la trace évidente des alignements est perdue.

Le tableau suivant, qui concerne les monémes de degré n, découle du tableau (4) :
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Tableau (13)

Degrée(m)| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |[10]11]12] 13 | 14 | 15
Nb
solutions Card(n,m) = Proportions solutions (avant rapport au total des proportions)
(m)
0 0 1 2 5 4 8 6 16 20 | 24 ] 10 | 27 | 12 48 56
1 1 0 3 0 15 0 35 21 27 | 0 | 99 | 12 | 143 0 45
2 1 0 2 0 3 0 0 0 |15 0 | O 0 35 0
3 1 0 0 0 0 8 6 0 0|0 0 0 15
4 1 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0
5 1 0 0 2 0 0 0|0 0 0 3
6 1 0 0 0 0 0 2 0 0 0
7 1 0 0 0 0|0 0 0 0
8 1 0 0 0|0 0 0 0
9 1 0 0|0 0 0 0
10 1 0|0 0 0 0
11 1 0 0 0 0
12 1 0 0 0
13 1 0 0
14 1 0
15 1
Total
. 1 2 6 8 20 12 42 48 54 | 40 | 110 | 48 | 156 | 84 | 120
proportions

Nous donnons dans la suite quelques formules générales pour les degrés supérieurs. Dans celles-ci, nous avons ramené les
proportions #( ) de telle fagon que leur somme soit égale & 1. Pour retrouver les valeurs du tableau précédent, il suffit de
multiplier chacune des proportions par 1/#(n).

Cas n = p, p un nombre premier (tableau (14)) :

i # 0 1 p Proportions |Progressions arithmétiques
p (p-1)/p 1/p 1/(p-1) 1 mod p
1 0 1 (p-2)/(p-1) |1 mod 1,# 1 modp
D’ou:
#0)=1/p

#(1) = (p-2)/(p-1)
#(p) = 1/(p.(p-1))
#(autres) =0

Cas n = 2p, p un nombre premier (tableau (15)) :

i 0 2 2p Proportions | Progressions arithmétiques
2p (2p-1)/(2p) 1/(2p) 1/(p-1) 1 mod 2p
2 1/2 1/2 (p-2)/(p-1) | 1 mod 2, # 1 mod 2p

D’ou:

#(0) = (p+1)/(2p)
#(2) = (p-2)/(2(p-1))
#(2p) = 1/(2p.(p-1))
#(autres) =0

Cas n = p?, p un nombre premier (tableau (16)) :

i # 0 1 p p’ Proportions |Progressions arithmétiques
p° [ (1P 1p® | U(p.(p-1)) |1 modp’
p (p-1)/p 1/p 1/p 1 mod p, # | mod p’
1 0 1 (p-2)/(p-1) |1 mod 1,# 1 mod p
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D’ou:

#(0) = (p*+1)/p°
#(1) = (p-2)/(p-1)
#(p) = 1/p?

#(p°) = 1/(p*.(p-1))
#(autres) =0

Cas n =p.q, q > p > 2 deux nombres premiers (tableau (17)) :

i 0 1]..!p|...|lq]...| pg | Proportions Progressions arithmétiques
p.a_|(p.9-1)/(p.q) 1/(p.9)| 1/((p-1)(a-1)) 1 mod p.q

q | (@Dl 17 (p-2((p-1)(GL) [mod g, # 1 modpg

b | (U 1p (@2((p-1)(GL) [ modp, # 1 modpg

T 0 1 (0-9-2.(0+9)+4)(p-1)(G-1)) |1 mod 1, % 1 mod p, 1 mod g

D’ou:

#(0) = ((p+9)-(p-q+2)-(p?+0?)-3p.q-1)/(p.q.(p-1).(9-1))
#(1) = (p.9-2(p+a)+4)/((p-1).(9-1))

#(p) = (-2)/(p.(p-1).(9-1))

#() = (p-2)/(9.(p-1).(9-1))

#(p.g) = 1/(p.q.(p-1).(9-1))

#(autres) =0

Cas n=p".q°, g > p > 2 deux nombres premiers :
Nous utilisons ici I'indicatrice d’Euler @. Nous avons ¢(p") = (p-1).p"%, o(@®) = (9-1).9°" et ¢(n) = (p-1).(9-1).p" 0"~

Posons les raccourcis d’écriture ¢r = o(p"), ¢s = ¢(q°) et en = (n).
Le tableau correspondant est alors (tableau (18)) :

i 0 1{...|p |...|q|.. n Proportions Progressions arithmétiques
n 1-1/n 1n | 1/en 1 modn
‘ois. 1-1/¢° 1/q° 1/9g-1/pn 1 mod g’,# 1 mod n
pr 1-1/p' 1/p' 1/pp-1/pn 1 mod p', # 1 mod n
1 0 1 T-Uop-Upq+lon |1 mod I, % 1 mod p, 2 1 mod ¢

D’ou:

#(0) = (1-1/p"op+(1-1/g°)/pg-(1+1/n-1/p"-1/g°)/en
#(1) = 1-1/pp-1leq+1/en

#(p") = (Uop-Lon)/p’

#(q°) = (Log-L/en)/q®

#(n) = 1/(n.pn)

#(autres) =0

Les formulations se compliquent ensuite avec la multiplication du nombre de facteurs de n. L’obtention d’une expression
générale (incluant aussi les facteurs pairs) a partir des exemples précédents est-elle accessible ? Si oui, elle demanderait
certainement encore plus d’un petit effort. Cependant, I’essentiel est ici d’avoir vu que ’existence de solutions suivant des
progressions arithmétiques pilote les cardinaux et les proportions obtenus. Dans le cas des polynémes (sous des conditions
de racines simples explicitées plus bas), a priori plus complexe, nous allons au contraire produire (sans valeur de
démonstration cependant) une telle expression générale.

2.4.7.4.2 Cas des polyndmes

Soit P un polynome donné de degré n. Soit #(c,p,8) le nombre de solutions entiéres de P(x) = ¢ mod p°. Nous cherchons la
fréquence relative freq(n, ve) de
#(c,p,0) = ve (48)

Nous avons d’abord un résultat fondamental. A savoir, le nombre de solutions entiéres de P(x) = ¢ mod p° est égal au
nombre de solutions entiéres de P(x) = ¢ mod p sauf pour un nombre fini de séquences p. En effet, les sur-numéraires se
produisent pour p divisant le discriminant de 1’équation (nous y reviendrons plus loin), discriminant qui est une constante
pour une cible ¢ donnée et ne posséde donc trivialement qu’un nombre fini de diviseurs. En dehors des sur-numeéraires, des
exceptions sont possibles pour p = 2 (1 seul cas) et pour p \ n, la encore en nombre fini. Soit g le nombre total de ces cas.
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Leur fréquence relative est donc g/oo = 0.

11 suffit donc d’étudier P(x) = ¢ mod p (8 = 1). Comme les sur-numéraires ont une fréquence relative nulle, il reste
uniquement a étudier lescas ve=0an.

Nous avons alors :

freq(n, m=n) = 1/m! = 1/n! (49)
freq(n,m=n-1) =0 (50)
1,1 1 1 (-1)"
fregn, m<n-1)= = (5 - 23 * 232 " “myr ) (51)

Démonstration trés partielle

Soit m le nombre de solutions de P(x)-c = 0 mod p. En I’absence de sur-numéraires, nous pouvons écrire de maniere unique
(et aux permutations pres) le polynéme sous la forme (X-S1).(X-52).(X-Sm).Q(X) = 0 mod p ou Q(X) est de degré n-m et ne peut
étre scindé davantage (dans Z/pZ).

A I’évidence, si P(x) = ¢ mod p a n-1 solutions, le polyndme se scinde alors totalement, donc fréq(n, n-1) = 0.

Le reste de notre approche repose sur un ensemble d’arguments heuristiques, procédé courant en présence de nombres
premiers. Supposons ainsi que trouver le nombre de solutions d’un polyndéme de degré n choisi au hasard revient a un tirage
a ’aveugle de cubes défaits ou collés de toutes les configurations admissibles a I’intérieur d’une bofite noire.

Nous avons I’injection suivante :

configuration initiale scindée configuration effective du polynéme
1L, | 1.1, 1)...]1 m-n 1]...]1 Degrés (total = n)
1]11(1(...]1 ? 1]...]11| #(m-n) 1.1 Longueurs

Nous faisons correspondre ici d’une part un cube de longueur 1 & une solution scindée (distincte ou non des autres) et
d’autre part une brique de longueur #(n-m) & la partie non scindée Q(x) de degré n-m. Les dimensions des briques, autres
que la longueur, sont identiques et sont donc ignorées. A chacune des configurations initiales, qui sont des permutations de
1;, i = 1 an et qui sont donc au nombre de n!, nous faisons correspondre une brique scindée ou non, le poids relatif des
briques non-scindées étant dans la longueur « adaptée » de celles-ci.

L’hypothése déterminante de cette évaluation heuristique est que la longueur #(n-m) ne dépend en aucune maniére de n
mais uniquement de la différence n-m. Il entraine, a droite de 1’égalité ci-dessous, le premier terme card(n-m). Tirer au
hasard la brique de longueur #(n-m) dépend aussi de la position de la brique, pour laquelle il y a n-m combinaisons parmi n.
D’ou le second terme ci-dessous.

Nous avons ainsi :

card(n,m) = card(n — m,0). (n ;m) (52)

Nous pouvons en déduire alors I’ensemble des cardinaux par la construction suivante :

Tableau (19)

Nb solutions \ Degré| 1 2 3 4

~N R
5
o

WIN || O

=N

Chacun des cardinaux sur une diagonale est obtenu a partir du cardinal de la premiére ligne en correspondance (ou de
I’élément antécédent par un rapport combinatoire). Les cardinaux aux degrés 1 et 2 sont connus (et démontrés). Nous
procédons alors pas a pas selon une diagonale, puis la suivante a sa droite. Au stade du degré n, il n’y a qu’une seule valeur
inconnue (ici marquée en rouge pour 1’étape au degré 3). Cette valeur s’obtient simplement par différence a la somme des
cardinaux selon la colonne courante, somme qui vaut nl.

L’obtention de la formule (51) demande quelques calculs supplémentaires que nous reportons apres le tableau numérique,
plus fourni, donné ci-dessous.
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Tableau (20)

Degrés (n) 112 3[4]s5] 6 | 7] 8 | 9 | 10 | 11 | 12c¢tc.
Nb solutions (m) Card(n,m) = Proportions solutions (avant rapport au total des proportions)
0 0 1 2 9 | 44 | 265 | 1854 | 14833 | 133496 | 1334961 | 14684570 | 176214841
1 1 0 3 8 | 45 | 264 | 1855 | 14832 | 133497 | 1334960 | 14684571 | 176214840
2 1 0 6 | 20 | 135 | 924 | 7420 | 66744 | 667485 | 7342280 | 88107426
3 1 0 | 10 | 40 | 315 | 2464 | 22260 | 222480 | 2447445 | 29369120
4 1 0 15 70 630 5544 55650 611820 7342335
5 1 0 21 112 1134 11088 122430 1468368
6 1 0 28 168 1890 20328 244860
7 1 0 36 240 2970 34848
8 1 0 45 330 4455
9 1 0 55 440
10 1 0 66
11 1 0
12 1
Total card. =n! | 1 2 6 | 24 | 120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800 | 39916800 | 479001600

Rappelons que, le polynéme choisi convenant effectivement & ce tableau (sans démonstration, la factorisation du polynéme
P(x) et le signe du discriminant de P(x)-c interviennent), un certain nombre de cibles continuera en général a faire
exceptions (et assez systématiquement la cible ¢ = 0).

Les essais numériques confirment 1’évaluation de ces fréquences relatives, aux incertitudes pres, car il faut noter de larges
variations en dents de scie de ces valeurs (dans la gamme des calculs accessibles sur un ordinateur standard). Ces essais
confirment également que 1’expression du polyndme n’intervient que par la présence de racines entiéres multiples, les
fréquences répondant soit au tableau 20 (racines simples ou irréductibilité), soit au tableau 13 (monbémes), soit encore
éventuellement & une autre forme (variant suivant décomposition en racines multiples).

Le tableau peut ensuite étre lu de différentes fagons :

- suivant les lignes,
- suivant la diagonale principale,
- suivant les colonnes.

Traitons le probléme successivement suivant ces approches.

Examinons d’abord la premiére ligne. L expression au degré n se déduit a la colonne précédente par la formule élémentaire :

card(n,0) = n.card(n-1,0)+(-1)" (53)

Supposons que ce soit le cas. Nous avons alors sous forme développée en rajoutant lescasn=1et n=2:

card(1,0)=0
card(2,0)=1 (54)
card(n > 2,0) = n.(n-1).(n-2)...3 - n.(n-1).(n-2)...4 + n.(n-1).(n-2)...5 + (-1)"".n+(-1)"
Examinons ensuite les différences finies selon quelques diagonales (non triviales) :
Tableaux (21)

#(diag 2) 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
difl 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dif2 1 1 1 1 1 1 1 1

#(diag 3) 2 8 20 40 70 112 168 240 330 440
difl 6 12 20 30 42 56 72 90 110
dif2 6 8 10 12 14 16 18 20
dif3 2 2 2 2 2 2 2

#(diag 4) 9 45 135 315 630 1134 1890 2970 4455 6435
difl 36 90 180 315 504 756 1080 1485 1980
dif2 54 90 135 189 252 324 405 495
dif3 36 45 54 63 72 81 90
dif4 9 9 9 9 9 9
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#(diag 5) 44 264 924 2464 5544 11088 20328 34848 56628 88088
difl 220 660 1540 3080 5544 9240 14520 21780 31460
dif2 440 880 1540 2464 3696 5280 7260 9680
dif3 440 660 924 1232 1584 1980 2420
dif4 220 264 308 352 396 440
dif5 44 44 44 44 44

Ceci montre que la proportion de solutions suivant les diagonales est représentée par un polynéme de degré n. Plus
précisément, en utilisant le choix de m éléments parmi n, il est de la forme mentionnée plus haut :
card(n + m,m) = card(n, 0).(7;) (55)
Soitpourn>2:
cardn+mm) = (n(n—1)(n—2)..3 — n(n— 1M —2) .4 + ..+ (=) Ln+ (=1)"). (’:ll)
Soit encore :

card(nm) = ((—m)(n—m—1)..3 —(n—m)(n—m—1) .4 +-+ (D" n-m)+D".(" ")

n

Au degré n, la fréquence pour m solutions est finalement obtenue en divisant le cardinal par tous les tirages possibles (ici
nl), soit :

(n-m)(n-m-1)...3 - (n-m)(n-m-1)...4+(n-m)(n-m-1)...5 - ...+ (-1)"(n-m) + (-1)"

freq(n,m) = (n-m)im!
ou sinon
1/mi (n-m)(n-m-1)...3 - (n-m)(n-m-1)...4+(n-m)(n-m-1)...5 - ...+ (-1)"*(n-m) + (-1)"
(n-m)!m!
Soit finalement (pour m < n-1) :
1= 11 1, @
freqm<n-)= - (% - 23 * 232 " emyr ) (56)
Notons également le cas limite :
freqn,m)y _ 1
n-m—o  em! (57)

2475  Application a I’équiprobabilité

Notons a nouveau, a I’instar d’une remarque pour les polynémes de degré 3 explicitée plus haut, que pour P(X,c) = a,.X"+a,.
X"+ +ag.x-c, les seules cibles ¢ qui nous intéressent sont de la forme a,.i"+a,...i"'+...+a.i, avec i un entier (les autre cas
correspondant aux cas a cardinal nul localement), nous pouvons réécrire, par simple division euclidienne, le polynéme sous
la forme P(x,c) = P(x,i) = (x-i).Q(x,i) avec Q(x,i) un polynédme de degré n-1.

Ceci suppose une simple translation (par rapport au degré du polyndéme) des données du tableau (20) et I’ajout de la solution
« gratuite » :

Tableau (22)

Degré (n) 2 3 4 5 6

n-1 1 2 3 4 5
Nb solutions (m) Card(n,m)

0+1 0 1 2 9 44
1+1 1 0 3 8 45
2+1 1 0 6 20
3+1 1 0 10
4+1 1 0
5+1 1

Bien sdr, comme nous I’avons déja indiqué, il existe des polynomes ne répondant pas a cette répartition des cardinaux. Nous
avons cité les monémes, mais toutes sortes de formes intermédiaires peuvent étre envisagées telles que x"'(x+a) ". Pour

autant, la conclusion essentielle sur 1’équiprobabilité subsiste dans ces cas intermédiaires (toujours en attente de
démonstration).

Ceci étant établi, nous pouvons éliminer en les ramenant a 1 par simple division (comme dans le cas de mondmes) tous les
facteurs d’abondance non sur-numeéraires.

Ainsi, le produit des facteurs locaux ne dépend que des sur-numéraires que nous étudions ci-dessous.
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2.47.6 Etude des sur-numéraires

Le discrimant d’une équation détecte les racines multiples d’une équation globale ou locale. Il est nul lorsque de telles
racines existent. La nullité signifie localement que
Disc = 0 mod p°

Mais la réciproque est fausse comme nous allons vu plus haut..
La difficulté principale dans le maniement des sur-numéraires est d’identifier les cardinaux standards qu’ils remplacent.

Ainsi méme si nous dominons completement le sujet des cardinaux pour les cibles standard et ceux des sur-numéraires,
cette impossibilité d’identifier le remplacement sous-jacent est insurmontable. Ce qui nous sauve en dernier recours est la
simple et consensuelle finiture des cas. Ceci permet d’une certaine maniére de forcer 1’expression « facteur x volume » a
répondre a notre exigence par simple adaptation au cas par cas. Cependant, nous devons observer que ces sur-numéraires
sont en nombres finis (densité nulle) et serons sans impact lors du passage a plusieurs variables. Le forgage cité devient
ainsi inutile.

Toutes ces considérations nous donne une base suffisante pour passer aux équations asymptotiques a plusieurs variables.

Avant cela, il est utile de considérer la deuxi¢me catégorie d’équations a une variable : les mondmes et les polyndémes d’une
variable de nombres premiers.

2.4.8 Reconstruction de ’ensemble des nombres premiers

2.4.8.1  Besoins mimimaux
Nous avons effectué des projections des nombres premiers sur les classes modulo p® au paragraphe 1.2.3. Nous voulons
maintenant faire ’opération inverse et reconstituer cet ensemble. C’est une étape essentielle sans laquelle parvenir a plus de
généralité serait impossible. Le constat d’équiprobabilité simplifie grandement les opérations.

2482  Mise en oeuvre
Soit € un réel positif. Construisons le tableau ci-dessous dans lequel nous considérons une variable « y » décrivant
I’ensemble des entiers naturels. Nous souhaitons en extraire I’ensemble des nombres premiers par un procédé multiplicatif
modulo p. Pour cela, a chaque fois que p divise y, nous effectuons une pondération € avec une puissance égale a la valuation

de p dans y, sinon nous effectuons une pondération de 1, sauf lorsque y = 1 et dans quel cas la pondération sera de 1-¢.

Tableau (23)

p\y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0
2 0 [ 1e | & 1 & 1 € 1 & 1 € 1
3 0 | 1e | 1 g 1 1 g 1 1 g 1 1
5 0 1-¢ 1 1 1 € 1 1 1 1 € 1
7 0 1-¢ 1 1 1 1 1 € 1 1 1 1
11 0 1-¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 €
p 0 1-¢ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Produit IT 0 (1-¢)' € € € € € € g € € €
/e 0 |(1-e)e 1 1 € 1 € 1 g € € 1

La pondération dans la colonne de I’élément 0 est nulle car p* divise 0 pour tout k et nous écrivons alors £ = 0 (pour 0 <
g << 1). Si t > 2Ln(g)/Ln(1-¢) alors (1-g)"e < &. Comme t tend vers I’infini, il en résulte que (1-€)7e tend vers O pour tout &
telque 0 <eg<<1.

Lorsque ¢ tend vers 0, la ligne du tableau correspondant a la séquence p tend vers la variable locale {1, 2, ..., p-1} par
affectation de O ou 1.

Apres multiplication des éléments des colonnes et division par €, la derniére ligne du tableau affiche 1 pour tout nombre
premier et une valeur quasi-nulle sinon quand & est quasi-nul. Nous avons ainsi réalisé notre objectif initial. De cette
maniére, nous pouvons obtenir la liste des nombres premiers avec un poids 1 et les autres nombres avec un poids résiduel
aussi petit que souhaité.
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2.4.8.3  Théoréme de reconstruction local - global des nombres premiers
La liste des nombres premiers est asymptotiquement le produit, aprés déploiement des composantes en correspondance, des
variables locales aux séquences 2 a o, a un coefficient de densité prés, densité identique pour toute la liste.

Nota :

Il faut garder en mémoire la nuance € — 0 (au lieu de &€ = 0) sinon ’ensemble P disparait en totalité lors du produit des
représentants. Cependant, en présence de variables supplémentaires, il n’est pas en genéral utile de conserver cette nuance
(et prendre alors simplement € = 0).

2.49 L’exemple dey"
2.49.1  Série singuliere
Soit a résoudre ]
y" = ¢ mod p°
2.4.9.1.1 Cas p impair

Soit d; = (n,d(8-1)) o D(8-i) = p>**.(p-1) et 5n = ent((5-1)/n) la partie entiére de (5-1)/n.
Nous pouvons alors dresser le tableau suivant :
Tableau (24)

y ¢ =y"mod p° #{c} #{variantes de c}

) 0 0 & po ol 1
PrAG g g
P -{g,g,...,g ¥

! {g g PO

{g , g e, gd)(b—bn)—l} pbn.n.{go.d[bn.n]’ gl.d[bn.n]’ o g(CD(b—bn.n) d[bn.n]—l).d[_bn.n]} Sem-dﬁn‘n-pbn'(n_l) CD(S-Sn.n)/dgn'n
pl.{gO’ 91’ e gd)(b-l)—l} pln {go d[i. nj ld[LnJ’ e g(cb(b—l.n)/d[l.nj—l).d[l.n]} gl.di.n.pl.(n—l) <I)(6-i.n)/di,n
plo{gO6 gli e gd)d():l:l} p {good:;n(J) glldtl;n(J)’ e g(CDc;:n/)[/jd([)nil)(.jdén]} Sl-dg-p(n-l) q)(a_n)/dn
p{d’ g, ... "} p"{g" ™, g, .., @O &g D(8)/do

11 s’agit d’une simple copie du tableau du paragraphe 2.4.4.1.1 en rajoutant pour #(c) la pondération &' ou i est la valuation
de p dans y. Nous avons, pour € non nul, € = 1. La signification de €™ dans la tableau précédent est ™ avec i > 1 et peu

importe en fait la valeur premse de i. Lorsque nous donnons a ¢ une pondération infinitésimale, la variable y tend alors vers
le représentant {g°, g*, ... , g”®*} ce qui est notre objectif.

2.4.9.1.2 Cas p pair (p=2)

Nous utilisons le couple générateur (5,-5).
Soit d; = (n,®(8-1)/2) ou ®(3-i) = 2> et 8n = ent((5-1)/n).

Nous pouvons dresser & nouveau le tableau des cardinaux des résidus comme dans le cas des séquences impaires :

Tableau (25)

y y"=c mod 2° #{c}
0 O 88n+. 28-8[1—1
25-1. 50
25-2.{50, 51 ) 5(1)(2)-1

IR

2°2{(-5)°, (-5), ..., (-5)*@"}

oo+ {50 5t SOE-(n+1)-L
27{(5)°, (5), .., (5)" Dy
81 {50, 51’ . 5 P50 1} oo {50 51 5 (@@ ayaGn ATy ROpYR
25n.{(_5)0, (_5)1’ o (_S)tD(B»Sn)»l} 25nn {( 5) ( 5) ( 5)((15(5 Sn.n)/d[én.n]- 1)}
2|.{5O, 51’ , 5(1)(54)»1} 2|n {50 Ld[i.n] 51 .d[i.n] 5((D(S»l.n)/d[|.n]-1).d[|.n]} 8I.dir'1:él'(n_1)

2i.{(_5)0, (_5)1’ o (_S)CD(B»i)-l} 2|n {( 5)0 .d[i.n] ( 5)1d|n] o (_5)((D(5»i.n)/d[i.n]-l).d[i.n]}
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21.{50’ 51’ o SfD(b-l)-l} 2n {50 drn] 51 d[nj ] 5((D(b n)d[n]-1). d[nj;} sl.dn.Z(n'l)
21.{(_5)0, (_5)1’ o (_5)(I>(5-1)—1} 2n {( 5)0 d[n] ( 5)ld ) ( 5)(@(8 n)/d[n]-1).d[n]

20.{50’ 51’ o 5@(6)—1 20 50 dl_OJ 51 d[OJ ] 5((D(b)/d[0] 1). d[OJ; So.do
20.{(_5)0, (_5)1’ o (_5)(I>(5)—1} 20 {( 5)0 d[o] ( 5)ld ( 5)(@(8)/(1 d[O]}

Soit ¢ un résidu mod 2° et soit m la multiplicité du facteur 2 dans n. Nous avons alors le tableau récapitulatif suivant (les
valeurs de la colonne y se vérifient par substitution dans y" = ¢ mod 2°) :

Tableau (26)

y conditions sur k,i et n c #{c} #{variantes de c}
2. (2k) k=0,1,..., 21 0 g™ 2%t 1
2 (1+2Kk) k=0,1,..., 21 20" g™ 2%t 1
2'.(1+2.(#{1}).k)™" k=0, 1, ..., 2°7"#{1})-1 2" 1+2.4#{1 k) | €2V #{1}) 2 (#{1})
+25H0 D@ ke i=0adn-1
k=04 2" #{1}-1
Lorsque nous donnons & € une pondération infinitésimale, la variable y tend alors vers le représentant {5°, 5%, ... , 5%®},

{(-5)°, (-5)%, ..., (-5)®®™} ce qui est notre objectif.
2.4.9.1.3 Nombre de solutions de y" = ¢ mod 2°.]T p;>.

Comme dans le cas de 1’équation a une variable d’entiers, nous verrons au paragraphe suivant la raison des différents cas ci-
dessous, notammentdec=1etc £1.

Casc#0,c#1,c#VY"

Nous utilisons le théoréeme chinois :
#{y" = ¢ mod 2°.]] p>} = #{y" = ¢ mod 2°}.J[#{y" = ¢ mod p;"}
Comme ¢ #Y", I’'un au moins des termes est nul donc le produit est nul.

Casc#0,c#1,c=V"

Nous utilisons encore le théoréme chinois :
#{y" = ¢ mod 2°.]] p>} = #{y" = ¢ mod 2°}.JJ#{y" = ¢ mod p;"}

Le nombre de solutions de y" = ¢ mod p;* est donné par les tableaux présentés aux paragraphes 2.4.9.1.1et 2.4.9.1.2. Si ¢ =
(2" p2%...pM9)", nous avons £".dyi,.p ™ classes de solutions & chaque fois que p; est égal a 1'un des nombres py, Pz, ...
ou p; (avec dyin = 1 dans le cas du facteur 2), sinon nous avons d, classes de solutions lorsque p; est différent de I’ensemble
des nombres p, P, ... et p;.

Ainsi :

#{y" = cmod p,"} _ #y" = c mod P}~ _#{y"=cmodp} _#{y"=c mod p"}

skld pkl(nl) T e d pKZ(nl) == kjd pkj(nl) Sdo

1=

Intéressons nous aux dy,. Nous avons d’abord do = #{y" = 1 mod p;"} qui est une constante & partir d*un i supérieur a un
certain ds. Cette hypothése i suffisamment grand est bien comprise désormais. Nous simplifions I’écriture de #{y" = 1 mod
pi'} en #{1} lorsqu’aucune confusion n’en résultera. Nous avons toujours :
kn = (0,@(3i-k.n)) = (n, p"*",(p-1))
do = (n, p**.(p-1))

Il est clair que, pour i suffisamment grand, p et les facteurs de (p-1) sont dans le pgcd donné par (n, ...), et donc & nouveau

et en particulier

din = do = #{y" = 1 mod p;°}
D’ou:

#{y" = c mod 2°. [1pi } I R Y pkl.(n»l) K2.(n-1)

K1) = r KL k2 K (0D
H £ p ... p € ...e0C (58)

€.

Casc=1

#{y" = 1 mod 2° [T pi®} = #{y" = 1 mod 2°} [[#{y" = 1 mod p®}  (59)
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Le produit est utilisé comme référence #(1). Sa valeur effective importe peu.
Casc=0
Le produit est nul.
2.4.9.2  Fonction volume et cardinal produit

A nouveau, comme au paragraphe 2.4.4.2, nous assumons la généralité de la formule qui suit, méme dans un domaine ou
cela ne fait pas grand sens. Ainsi comme y" = c, il vient y = ¢c™. Comme y est de type variable de nombres premiers, nous
avons la formule classique de dénombrement en y/In(y) donné par Gauss, soit :

V(c) = ¢ /In(c’™ = n.c*/In(c)
Puis, en négligeant le terme logarithmique au carré :

V’(c) =~ n.c”"YIn(c)

Ceci n’est évidemment applicable, en toute rigueur, que lorsque ¢ tend vers 1’infini (modéle asymptotique).

Casc#0,c#1,c#y"

La série singuliere est nulle. Nous avons donc :

#Hx"=c}=0.V’(c)=0 (60)
C’est le résultat cherché.

Casc#0,c#1,c=V"

Avec #{y" = ¢ mod 2°.]] pi}= €. 9.V 1V et V2 (c) = (1/n).c "M In(c), il suit :
#H{y" = c} = ¢ 9. (1) #H{ 1Y YIn(c)

Le membre droit de I’expression tend vers 0 lorsque ¢ est un infinitésimal sauf si r+k1+k2+...+kj = 0, c’est-a-dire si ¢ n’a
aucun facteur premier, c’est-a dire si ¢ = 1. Nous reportons la discussion de ce cas a 1’alinéa suivant.

L’expression n’a pas de sens non plus si ¢ = 0.
Les cas ¢ =0 ou ¢ = 1 étant éliminés, il reste la situation ou r+k1+k2+...+kj > 1, alors :

#{yn - C}/S - 8r+kl+k2+444+kj-ll(1/n).#{1}j+llcl/n-l/|n(c)

A présent, le second membre est différent d’un infinitésimal et est égal a une constante (1/n).#{1}" uniquement lorsque
r+k1+k2+...+kj = 1, c’est-a-dire lorsque ¢ est un nombre premier.

C’est le résultat constant recherché. Le procédé global-local filtre bien la variable y comme une variable de nombres premiers
avec equiprobabilité.

Casc=0

L’équation y" = 0 n’a pas de sens puisque y est un nombre premier.
En fait, le cas ¢ = 0 n’a rien de particulier dans I’exercice y" = c. Il s’agit simplement d’un cas sans solution comme bien
d’autres.

Casc=1

A I’image du cas ¢ = 0 pour I’équation x" = 0, le cas ¢ = 1 est une « obstruction » a la résolution de y" = c. La encore, cette
exception est unigue. Pour une part, la raison de cette exception est analogue a celle donnée plus haut et ce traduit par

1"=1

pour tout n. Il est donc impossible pour cette cible d’attribuer une multiplicité a I’opération en cours, cette multiplicité étant
arbitraire. Comme dit plus haut pour I’équation avec variable d’entiers, il n’y a pas obstruction mais indétermination. Pour
une autre part, elle vient également de 1’expression du volume qui montre In(c) = In(1) = 0 en dénominateur ce qui n’a pas
de sens.

Nous traiterons & nouveau de cette exception a la fin de ’article au paragraphe 2.6.2.3. Notons que dans la pratique, elle est
d’un intérét tout a fait marginal d’autant plus que 1 n’a pas le statut de nombre premier et nous pouvons donc aussi dire que
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I’équation n’a pas de solution.
2.4.10 Cas des polynémes.

Des études sur les polyndmes, analogues a celles des paragraphes 2.4.5, 2.4.6 et 2.4.7, pourraient étre menées ici pour les
variables de nombres premiers. Elles ne donnent pas lieu cependant a de nouvelles découvertes et sont donc de portée
mineure. Nous omettons donc allegrement ces esquisses pour alléger le texte (déja suffisamment long au demeurant).

Notre étude sur les équations diophantines a une variable se résume a deux points, quelque peu aux antipodes, concernant le
phénomeéne d’obstruction :

- Il est latent, ¢’est-a-dire qu’il se pose dés que la premiére variable est posée sur le papier.

- Il est marginal, méme dans ce cas (& une variable) ou les difficultés étaient pressenties comme générales (plus le
nombre de variables est important, plus les répartitions statistiques sont favorables aux dénombrements des
solutions et inversement).

2.5 Dénombrements local-global a deux ou plusieurs variables

Nous faisons le point dans un premier temps pour des cas dont le comportement est clairement établi de maniére a valider
I’applicabilité de la notion de variables locales.

2.5.1 Cas des suites arithmétiques

Retrouvons 1’équiprobabilité dans les suites arithmétiques a partir des variables locales. L’équation formelle a résoudre est :
p=anh+c (61)

Ici a est un entier naturel positif fixé d’avance, n est une variable prenant des valeurs dans I’ensemble des entiers naturels

N, p est une variable prenant des valeurs dans 1’ensemble des nombres premiers P. Nous cherchons donc 1’équivalent

arithmétique moyen de ¢ modulo a.

Soit p un nombre premier. Les classes de congruences formées a partir de a.n modulo p sont :

|aNmodp [ 0a | 1a | 2a | | (pDa |

Nous avons deux cas :

a=0mod p 0 0 0 0
a#0modp 0 1 2 p-1

Soit R, la variable locale representant P a la séquence p. R, ={1, 2,...,p-1}.
Soit ¢ un élément des classes modulo p obtenu par croisement soustractif de R, et a.N.

Alors, sia# 0 mod p
Tableau (27)

R,—a.N 0 1 p-1
mod p
1 1 0 2
2 2 1 3
p-2 p-2 p-3 1
p-1 p-1 p-2 0
soit
#{c) =p-1

c’est-a-dire équidensité des classes de congruence pout tout c.

Alors, sia =0 mod p
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Tableau (28)

R,—aN 0 0 0
mod p
1 1 1 1
2 2 2 2
p-2 p-2 p-2 p-2
p-1 p-1 p-1 p-1
soit
#{c=0)=0
#{c#0)=p

c’est-a-dire équidensité des classes de congruence hors ¢ = 0 a densité nulle.
Ce qui s’écrit aussi :

p P
#{c\R,—aN=cmodulo2.3...p} = IIq IIg-1 (62)
g\a q+a
ou:
P
#{c\R,—aN=cmodulo 2.3...p} = TIlq/(q-1]) IIg-1 (63)
g\a 2

Le second produit de la relation (63) est identique, & normalisation prés, pour tout c. A a fixé, nous trouvons a nouveau

l’fquidensité escomptée. Le premier produit permet par ailleurs de retrouver la densité 1/¢(a) en écrivant a = I1 g, ¢(a) =11
-1 -

q"".(9-1), puis a/p(a) = 1_Iq\a a/(g-1).

Nota : Il n’y a pas lieu d’examiner les cas modulo p¥, k > 1, le degré de stabilité étant k = 1.
2.5.2 Polignac, Vinogradov et apparentés

A ce stade de développement de nos outils, il faut peu d’efforts pour résoudre ce type d’exercices de degré 1.
Nous cherchons la série singuliere correspondant a :

pitpot...tpi=c  (64)
Ceci revient a établir les facteurs d’abondance normalisés des cibles ¢ générées dans un tableau & deux axes en croisant

pitpot...tpig €L P;:
Tableau (29)

#(pi) 1/(p-1) 1/(p-1) 1/(p-1) 1/(p-1)
#(p1+pat.. . +Pia) pit+pyt... mod p 1 2 " p-1
#(0) 0 1 2 p-1
#(1) 1 2 3 0
#(2) 2 3 4 1
#(p-2) p-2 p-1 0 p-3
#(p-1) p-1 0 1 p-2

Notons a nouveau que pour faire ce calcul, nous avons utilisé le fait que le degré de stabilité des variables py est 1.
Procédons alors par récurrence pour trouver ces occurrences.
Pour i = 1, nous avons deux cas pour les cibles :

c #(c)
c=0mod p 0
c#0modp p/(p-1)

Supposons i-1 croisements effectués et supposons toujours deux cas pour les cibles en notant que le cas i = 1 répond a
I’hypothese :

c #(c)
¢ =0mod p 1-(-1)"(p-1)"*
c#0modp 1-(-1)"/(p-1)'

Ceci veut dire que #(c # 0 mod p) = #(1).
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Notons ##(c) les nouvelles valeurs a 1’étape i et par #(c) les antécédents. Notons aussi pour simplifier #(c = 0 mod p) = #(0)
et #(c # 0 mod p) = #(1).
Nous aurons alors :
##(0) = #(0).(p-1)/(p-1)
_ ##(1) = #(0).1/(p-1)+#(1).(p-2)/(p-1)
Soit encore _ _
O #H0) = (D)"Y (1) -
##(1) = (1-(-1)"(p-1)"(p-1)+(2-(-1)'/(p-1)'.(p-2)/(p-1) = 1-(-1)"*/(p-1)™

Nous vérifions bien I’hypothése de récurrence. _
Ainsi, en tenant compte du volume disponible V’(c) = (1/c).(c/In(c))' pour la cible ¢ :

[ i-1 o
i #{(ps, P ) \Pu#Prr i = 0} = 1 (L) T (- ) ) (65)

c—® ptc p\c

11 s’agit bien de la formule de la littérature mathématique. Elle n’est vraie qu’asymptotiquement, les dénombrements pour ¢
fini et pour un petit nombre de variables étant trés éloignés de cette formule.

2.5.3 Cas de polynémes a plus de deux variables

Lorsque trois variables, ou plus, apparaissent dans une équation diophantienne a branches asymptotiques non symétriques,
les vérifications numériques échouent en général. En effet, dans I’approche numérique a trois variables ou plus, il y a de
multiples maniéres (une infinité) de définir le volume dans sa progression vers ’infini. Si la répartition des solutions n’est
pas homogéne suivant les différents axes (c’est-a-dire les différentes variables), tous les choix de volumes ne vont pas
convenir.

Le choix d’un volume donné pour la recherche du nombre de solutions revient a rajouter de nouvelles équations a 1’équation
initiale R(x,y,z,...) = ¢, d’ou le systéme d’équations :

Or, la méthode proposée n’est pas faite pour ces cas.

Nous avons mis au point, dans un autre article, des méthodes matricielles assez sophistiquées pour évaluer les séries
singuliéres en présence de plusieurs variables. 1l faut garder en mémoire la présente réserve sur le choix du volume en cas
d’échecs lors de vérifications numériques. De fait, nous pourrions ici prendre le probléme a I’envers et dire que les séries
singuliéres donnent les bonnes proportions et que le choix du volume est a faire sur cette base.

2.6 Obstructions au dénombrement

En partie | consacrée au probléme d’existence de solutions, nous n’avons pu mettre en évidence d’obstruction forte, faisant
sens en prenant en compte les solutions triviales, ni pour quelques exemples de la littérature mathématique, ni pour un cas
particulier de notre production.

A présent, nous allons a revenir sur les cas exposés au tableau (1) dans une optique de dénombrement de solutions.

2.6.1 Lesexemples aexclure

Les dénombrements, que nous effectuons, prennent en compte I’identification des variables avec des représentants par
projection d’un nombre infini de valeurs. Seules les équations a branches asymptotiques permettent de déployer la méthode
choisie. Les exemples & exclure sont donc déja :

Tableau (30)

a.x>+b.y*+e.z° = ¢ pour tout triplet d’entiers (a,b,e)
X2+y*+(2%-3).(2%-2) = ¢
X+y*+(Z°+1).(2°+3).(z%-3)".(Z+23) = ¢

X' +17y*-2(42°+t)° = ¢

2.6.2 Lesexemples restants

Il s’agit de :
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Tableau (31)

Equations
5x*+9y°-107°-12t° = ¢
OX*-2X.y-7y*-27°+1 = ¢

2.6.2.1  Equation de Cassels et Guy

Il s’agit de :
5X,3+9%,° = 10x5°+12x,°

Nous avons ici une équation a plus de deux variables. Pour étant, malgré la réserve du paragraphe 2.5.3, elle est
suffisamment simple pour se plier a une vérification numérique qui se montre cohérente.

Nous étudions donc les équations ¢ = 5x,>+9x,>-(10x3>+12x,%) paramétrées par la cible c. Nous en cherchons les facteurs
d’abondance approchés pour différentes valeurs de c ainsi que le nombre de solutions pour les quadruplets (X;, X, X3, X4)
limités au domaine de valeurs -u < x; <u, -u <X <u,-u<xz3<u, -u< X, <u.

Tableau (32)

cibles ¢
0 1 2 | 3 | 4 | s | & | 7 8 9
p ) nombre de solutions locales (nsl)
2 1 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
3 2 729 729 729 729 729 729 729 729 729 729
5 3 2265625 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125 | 1953125
7 2 76489 129654 151263 93639 93639 151263 129654 74088 129654 151263
11 1 1331 1331 1331 1331 1331 1331 1331 1331 1331 1331
13 2 4853173 | 4541199 | 4969614 | 4969614 | 4969614 | 4541199 | 4969614 | 4969614 | 4541199 | 4969614
17 1 4913 4913 4913 4913 4913 4913 4913 4913 4913 4913
19 1 6859 6726 6726 6726 7125 6726 7125 6726 6726 7125
23 1 12167 12167 12167 12167 12167 12167 12167 12167 12167 12167
29 1 24389 24389 24389 24389 24389 24389 24389 24389 24389 24389
31 1 27001 30132 30132 30783 30132 28737 30783 30783 30132 28737
37 1 50653 51060 49839 51060 51060 51060 51060 51060 51060 49839
41 1 68921 68921 68921 68921 68921 68921 68921 68921 68921 68921
43 1 74089 78948 78948 81657 78948 81657 81657 78303 78948 78303
47 1 103823 103823 103823 103823 103823 103823 103823 103823 103823 103823
53 1 148877 148877 148877 148877 148877 148877 148877 148877 148877 148877
p 5 proportions normalisées (pn = nsl/p?)
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 3 1,1600 1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 2 0,6501 1,1020 1,2857 0,7959 0,7959 1,2857 1,1020 0,6297 1,1020 1,2857
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
13 2 1,0055 0,9408 1,0296 1,0296 1,0296 0,9408 1,0296 1,0296 0,9408 1,0296
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
19 1 1 0,9806 0,9806 0,9806 1,0388 0,9806 1,0388 0,9806 0,9806 1,0388
23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
31 1 0,9063 1,0114 1,0114 1,0333 1,0114 0,9646 1,0333 1,0333 1,0114 0,9646
37 1 1 1,0080 0,9839 1,0080 1,0080 1,0080 1,0080 1,0080 1,0080 0,9839
41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
43 1 0,9319 0,9930 0,9930 1,0270 0,9930 1,0270 1,0270 0,9849 0,9930 0,9849
47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
53 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
série singuliére =[] pn
0,6404 1,0293 1,2828 0,8596 0,8618 1,1846 1,2609 0,6522 1,0293 1,2854
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donLalne #(solutions effectives)
1000 1 1398 1697 1142 1160 1592 1783 902 1445 1719
300 1 411 476 334 333 454 505 260 444 481
100 1 134 164 100 102 152 163 78 153 158
30 1 41 48 33 33 43 52 27 45 48
dor'rlljalne rapport série singuliére / #(solutions effectives)
1000 1,6 1358,2 | 13229 1328,5 13460 | 13439 | 14141 | 13830 | 14038 | 13374
300 1,6 2701 2440 268,7 2425 2727 2744 2438 286,6 259,8
100 1,6 130,2 1278 116,3 118,4 1283 129,3 1196 148,6 1229
30 1,6 39,8 37,4 38,4 38,3 36,3 41,2 41,4 437 373
En étendant la plage de valeurs de ¢ de 0 a 99, nous obtenons les deux graphiques qui suivent :
Graphiques (3)
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La dispersion des valeurs est liée a au moins trois raisons :
- I’échantillon (xy, X5, X3, X4) testé est fini (avec aucun espoir de le tester un jour dans sa globalité)
- lasérie singuliére est approchée (séquences p < 53 au lieu de p =2 a o)
- des degrés de stabilité s éventuellement non atteints pour certaines séquences (par exemple p = 5)

Lorsque le cardinal de 1’échantillon augmente et que la série singuliére est calculée avec plus de précision (le lecteur pourra
par exemple se reporter a notre article sur les dénombrements asymptotiques qui lui donnera tous les ingrédients pour
calculer celle-ci avec la précision voulue), la dispersion des écarts va se réduire (a priori vu la raison une).

La seule exception constatée au dénombrement attendu est ici la cible ¢ = 0. Or, nous pouvons alors écrire 5(x;>-2xs) =
3(3x,°-4x,°), ce que nous pouvons reformuler en un systéme de deux équations (homogeénes) :

X13-2%5° = 3r
3%,°-4x,° = 5r

Ainsi, I’équation initiale s’écrit d’une autre fagon ce qui est une explication de I’exception constatée. L’équation de Cassels
et Guy n’est pas isolé. On peut constater le méme phénoméne, par exemple, avec ¢ = a.x,*+9x,°-(2a.x3>+12x,%) olia = 5, 13,
19, 23, 31,41 ou 43, mais pas avec a = 7, 17, 29 ou 37 (ou la solution en ¢ n’est pas unique). Ces cas peuvent sembler peu
convaincants concernant la décomposition en plusieurs équations, mais 1’exemple qui suit, plus riche d’exceptions, va
alimenter notre argumentaire.

2.6.2.2  Equation de Borovoi

2.6.2.2.1 Variables de nombres entiers

L’équation proposée est extraite d’un article de Jean-Louis Colliot-Théléne et Fei Xu [10] et attribuée a Borovoi. Il s’agit de
1’équation diophantine -9x*+2x.y+7y?+2z%-1 = 0 qui n’a pas de solution entiére et qui, la encore, posséde plus de deux
variables. Il s’agit d’un exemple des plus intéressants comme nous allons le découvrir.

Pour cela, nous posons ¢ = -9x*+2x.y+7y*+2z°-1 et cherchons le nombre de solutions locales (modulo p°) suivant les cibles
¢. Nous obtenons le tableau suivant :
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Tableau (33)

p 2 3 5 7 11 13 17 19 23 2 3 5 7 11 13 17 19 23

) 6 5 3 2 2 2 2 2 2 6 5 3 2 2 2 2 2 2 ;% @ |2 *
35|82 |Qe
g=|55|g2

c nombre de solutions locales (nsl) proportions normalisées (pn = nsl/p*) ; Hag| s §’
\§ ¥ O® =

8192 |39366|12500| 2744 |13310|26364|88434|123462|292008 0,667| 0,8 |1,143(0,909|0,923|1,059|0,947|1,043|{1,071| O 0
8192 |78732|18750| 2744 |15972|30758|88434/137180/292008 1,333| 1,2 |1,143]1,091|1,077|1,059|1,053(1,043|4,997| 1148 | 230
0 |52488(18750| 2058 |13310|26364|78608|137180|292008 0,889| 1,2 |0,857|0,909|0,923/0,941|1,053|1,043| 0O 0

8192 |139366|12500| 2744 |13310|26364|88434|123462|292008
78732|15000( 2058 [13310{30758|78608|123462|267674
0 [52488]12500| 2058 |15972|30758|78608]123462|292008
8192 |139366|18750| 2352 |15972|30758|78608|123462|267674
8192 |78732|18750| 2744 [15972|30758|88434|137180{292008
8192 165610{12500| 2744 [13310|26364|88434|123462|292008

0,667| 0,8 [1,143]0,909(0,923|1,059|0,947]1,043{1,071| 130 | 121
1,333/0,960(0,857{0,909|1,077(0,941|0,947(0,957| O 0
0,889| 0,8 {0,857)1,091|1,077|0,941]|0,947|1,043] 0 0
0,667| 1,2 {0,980]1,091|1,077|0,941|0,947]0,957(1,570| 185 | 118
1,333| 1,2 [1,143|1,091|1,077|1,059|1,053|1,043|4,997| 1070 | 214
1,111| 0,8 [1,143{0,909|0,923|1,059|0,947]1,043|1,785| 346 | 194

0N |lwWN|FR|O
o
NINN|O(O|IN(OIN|N

Dans le tableau précédent, #(solutions effectives) sont les nombres de solutions de 1’équation proposée en se limitant pour
les triplets (x,y,z) & -2000/3 < x < 2000/3, -2000/7 <y < 2000/7 et -2000/2 < z < 2000/N2 ce qui est suffisant pour
exposer notre propos.

Les résultats, pour les cibles 0 a 81, sont plus parlant graphiquement (voir le tableau plus complet en annexe 5) :

Graphique (4)

Rapport du nombre de solutions en entiers
a la série singuliére pour
c = -D+2xy+7y*+27%-1
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¢ Type 1:général
M Type 2 : supplément avec c = 2t*-1 (ligne x = y)
Type 3 : supplément ou contrainte avec -9x%+ 2xy+7y2+222 = c+1 = (¢t)?

Si nous ne tenons pas compte du tri en trois types fait dans ce graphique, nous pouvons avoir 1’impression d’un « grand
n’importe quoi ». Or ce cas est intéressant justement parce que ce semblant de fatras trouve de bonnes raisons.

D’abord, nous repérons le type 1 (en losanges bleus). Il correspond a un résultat, a priori attendu, qui est un rapport
« #(solutions effectives) / série singuliére » fluctuant raisonnablement autour d’une constante (ici de ’ordre de 125, mais
cette valeur méme nous intéresse peu), les écarts a la moyenne étant dus, comme pour ’exemple de Cassels et Guy, au
calcul trés grossier utilisé (échantillon (x,y,z) testé fini, série singuliere approchée, degrés de stabilit¢ non atteints
éventuellement). Nous observons ce rapport constant pour une majorité de cibles.

Ensuite, nous trouvons aussi de nombreuses exceptions que nous avons repérées ci-dessus en indiquant sur le graphique les
valeurs d’abscisses c. Ces exceptions s’expliquent comme suit aprés la réécriture de 1’équation sous la forme :

C = -OX*+2x.y+7y*+27%-1 = (y-X)(9x+7y)+22°-1 (66)
Le premier type d’exceptions (en carrés rouges) correspond a :
c=2t1 (67)

Nous avons alors (y-x)(9x+7y)+2z%-1 = 2t2-1 et il existe un courant de solutions « triviales » de degré 1
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t=+z
et
{x=you9x+7y =0}

venant ainsi renforcer le courant « normal » de degré 2.

Le second type d’exceptions (en triangles verts) est un peu mieux dissimulé.
Il correspond aux cibles de la forme :

¢ = (1+2t)2-1 (68)

Nous écrivons alors (y-x)(9x+7y)+2z%-1 = (1+2t)2-1, soit (y-x)(9x+7y)+2z°-(1+2t)? = 0. Si z = ¥(1+2t), alors (x-y)(9x+7y) =
Z% = (z/r).(z.r). Dans ce dernier membre d’égalité, r est un diviseur quelconque de z. D’ou les nouvelles équations du
premier degré : x-y = (z/r) et 9x+7y = (z.r), soit le systéme d’équations en nombres entiers :

X = (7(z/r)+(z.r))/16
et
y = (-9(z/r)+(z.r))/16

Il y a contrainte du fait des divisions par r et 16, d’ot une possibilité de moindre quantité de solutions (méme par rapport a
I’équation du second degré).

Le premier type affiche systématiquement un excés de solutions. Mais, il est important de constater que la réduction au
degré inférieur (ici passage du degré 2 au degré 1) ne s’accompagne pas forcément d’un exédent comme le montre le second
type en ¢ = 0, ¢ = 48 et ¢ = 80. L’explication pour la cible ¢ = 0 sans solution a déja été donnée en partie | en considérant le
point de vue des variables de nombres premiers. Le cas de la cible ¢ = 48 se décrit de méme maniére. Cependant, si la cible
c est interdite pour les variables de nombres premiers, des solutions sont possibles (en hombres entiers) ce qui permet un cas
comme ¢ = 80 & nombre de solutions non nul.

Notons que d’autres exceptions peuvent étre présentes dont nous le soupgonnons pas ici la linéarisation.

La position a adopter, a la fois la plus simple et la plus adaptée, par rapport a toutes ces exceptions est en fait de dire que le
procédé global-local ne s’applique en aucune maniere, deés lors qu’une réduction de 1’équation initiale est possible :

- réduction en plusieurs équations (2 ou plus) de degrés plus faibles
- discriminant de 1’équation nul

2.6.2.2.2 Variables de nombres premiers

Nous pouvons confirmer cette approche en reprenant la méme équation diophantienne mais en considérant non plus des
variables de nombres entiers, mais des variables de nombres premiers. Nous avons encore étudié les cibles 0 a 81.

Elles se répartissent ici en quatre catégories :

- Cat. 1: celles, les plus nombreuses, pour lesquelles aucune solution n’est détectée et dont la série singuliére est
nulle(c=0,2,3,4,5,6,9, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 34, 35, 36,
37,38, 39, 41, 42, 43, 44, 47, 48, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 57, 58, 59, 60, 62, 63, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74,
75,76, 77, 78, 79 et 80),

- Cat. 2: celles pour lesquelles le nombre de solutions est faible et semble se réduire & ce petit nombre (donc en
quantité finie) et dont la série singuliére est nulle (c = 8, 16, 40, 46, 56 et 64),

- Cat. 3: celles pour lesquelles le nombre de solutions augmente avec le volume (donc a priori en quantité infinie) et
dont la série singuliere est non nulle (c = 1, 13, 33, 45, 49, 61 et 81),

- Cat. 4 : celles pour lesquelles le nombre de solutions augmente avec le volume et dont la série singuliére est nulle
(c=7etl?).

Le premiére catégorie est dans la logique des choses. Elle est majoritaire car le nombre de variables est faible par rapport au
degré de 1’équation.

Pour un nombre de solutions fini, il est attendu d’avoir une série singuliére nulle, ce qui s’exprime dans la deuxieme
catégorie de cibles.

La troisieme catégorie est le pendant de la premiere.

Nous examinons le cas trés particulier de la quatrieme catégorie de pres dans la suite.

Nous avons écarté les résultats triviaux (nulles) de la premiére catégorie dans le tableau ci-dessous représentant, pour les
cibles affichées, le nombre de solutions en rapport avec les séries singulieres :
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Tableau (34)

Cibles 1 7 8 13 16 17 33 40 45 46 49 56 61 64 81
Série singuliere 54,197 0 0 4,330 0 0 6,348 0 7,810 0 (21,679] O |16,559| O (13,021
Domaine de définition #.
solutions

2<x<229,2<y<263,
2<2<577 4 50 1 1 1 50 1 1 5 1 52 2 11 1 6

2 <x<983,2<y<1123,
2 <7<2381 21 166 1 4 1 166 3 1 10 1 172 2 19 1 18

2<x<3571,2<y<

4111,2<7 <8501 45 500 1 8 1 500 11 1 24 1 520 2 42 1 29

Ratio
25x5229,25y<263,) 7 w | 50|02 | 50| o | 016 | —>o0w| 064|240 | 0| 066 | —>w| 046
2<2<577
2 <x<983,2<y<1123,
S 039 | o | 500|002 50| © |047| 50128 | 50|70 | 50| 115 | 5w 138

2<x<3571,2<y<

4111,2 <7 <8501 0,83 o | —owo |18 | Do | 173 | 50 | 307 | 50 | 2399 | —» o | 254 | > | 2,23

L’annexe 6 donne plus de détails sur la fagon d’obtenir ce tableau.
Le report sur un graphique des résultats précédents donne en omettant la catégorie 2 :

Graphique (5)

Equation diophanienne c = -9x2+2xy+7y2+2z2-1
2€x<3571,2<y <4111, 2 <z < 8501
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Le cas de la quatrieme catégorie est incohérent. Ce n’est cependant pas ici un évenement de type « obstruction », a savoir
une absence de solutions avec une série singuliere non nulle, mais précisément le contraire, a savoir, un phénomene
d” « affluence » (une infinité de solutions avec une série singuliére nulle, ce que I’exemple numérique fait comprendre sans
le démontrer). Nous pouvons en donner & nouveau une « explication » simple puisque ces deux cibles correspondent a la
famille de type ¢ = 2t2-1 identifiée dans le cas des variables de nombres entiers et donc a rejeter dans I’emploi de la méthode
proposée en méme temps d’ailleurs que les cibles ¢ = 1 et ¢ = 49 qui sur notre graphique sont en positions soit trop basse
(pour ¢ = 1), soit trop haute (pour ¢ = 49).

Aprés élimination (des points en rouge), nous constatons que la position des cibles restantes (en vert) se rapprochent d’un
plateau horizontal, ce qui est attendu a priori. Par ailleurs, lorsque le volume choisi pour le calcul numérique augmente nous
constatons une évolution vers une moindre dispersion.

Notons encore, que le cas de ’équation de Borovoi n’est pas isolé parmi les équations du type ¢ = o.X*+p.x.y+y.y*+8.2% ol
de nombreux analogues s’obtiennent facilement (par exemple parmi les équations ¢ = (y-X)(9x+(7+16.a).y)+2z°-1 oU a est
un parametre entier (mais sans que tous les entiers conviennent pour a). Le principe de dénombrement précis de ces
équations est développé dans un autre de nos articles.

2.6.2.3  Réduction des équations
L’équation de Borovoi montre qu’hormis la réduction a des systémes particuliers d’équations, les points décrivant le
nombre de solutions se placent sur une horizontale dans les graphiques (ou, ce qui est la méme chose, obéissent a la relation
#(c) = série singuliére x volume disponible). Pour 1’équation de Borovoi, reprenant les exceptions, les deux types trouvés

appartiennent, d’aprés les relations (67) et (68), a des courbes du second degré, pour lesquelles nous avons vérifié au
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paragraphe 2.4.5 I’équivalent du lemme de Hensel appliqué au dénombrement (et donc telles que #(c) = série singuliére x
volume disponible).
Pour I’équation de Cassels et Guy, 1’alignement des points exception est trivial puisque nous avons un seul point.

Rappelons nous, avant de finir I’article, de I'imbroglio pour traiter aux paragraphes 2.4.4.2 et 2.4.9.2 les deux cas X" = ¢
avec ¢ = 0 pour la variable de nombres entiers x et y" = ¢ avec ¢ = 1 pour la variable de nombres premiers y. L’exemple de
Mikhail Borovoi donne pleinement la voie pour traiter « correctement » ces cas.
Ecrire
x"=c  (69)
c’est écrire un systéme d’équations
x=0,x=0,...,0ux=0 (70).
Ecrire
y'=1 (71)
c’est encore écrire un systéme d’équations
y=1y=1,..,0ouy=1 (72).

Selon notre exposé, il ne peut plus étre question de résoudre les équations initiales (69) et (71) puisqu’elles se décomposent
en des systémes d’équations et il ne peut étre question non plus de résoudre les systémes d’équations car nous ne savons pas
établir les séries singuliéres de systémes d’équations (ni les volumes d’ailleurs).
Le traitement correct conduit donc normalement a une impasse.
Par chance ici, les équations sont identiques et se résument a

x=0

d’une part et
y=1
d’autre part, ce qui permet cependant de finir le travail.

2.6.3 Obstruction ou affluence

Nos exemples ont mis en évidence tout un champ de résultats par rapport aux standards attendus qui va de I’obstruction a
I’affluence avec tous les intermédiaires possibles mais uniquement lorsque 1’équation diophantine étudiée peut ére réécrite
d’une facon différente. Les cas d’obstructions (fortes) ne sont manifestes, a priori, que dans les équations formées avec des
variables de nombres entiers, tandis que les cas d’affluences (faibles) ne le sont que dans celles formées avec des variables
de nombres premiers.

En dehors de ce contexte (c’est-a-dire pour des equations que nous dirons alors « irréductibles »), nous avons perdu la trace
de la moindre exception.

2.7 Conclusion et prélude

Notre démarche est & contre-courant d’une démarche courante. 1l semble naturel d’ériger 1’équation globale comme le centre
du probléme posé et de « pester » contre les obstructions que 1’on découvre dans les équations locales (tout en les étudiant
en profondeur). L’équation globale étant un absolu, le chemin est de fait a sens unique, sans retour et remise en cause de
I’hypothése.

Nous privilégions une autre voie. Nous partons toujours de 1’équation globale mais ce sont les équations locales, infiniment
plus nombreuses, qui forment notre centre de référence. Pour une cible donnée, elles indiquent si la fagon d’écrire 1’équation
globale est judicieuse ou non. De fait, les « obstructions » disparaissent puisque toute cible particuliére (et donc 1’équation
correspondante) décrétée localement comme non légitime est mise au « rebut » ou du moins classée dans des familles
particuliéres pour le dénombrement.

Plus précisément, il s’avére qu’il n’existe aucune obstruction aux équations diophantines & branches asymptotiques mais des
situations ou le choix de la cible ¢ réduit I’équation proposée a une ou plusieurs équations de degrés plus petits. Le probléme
est alors a reconsidérer dans cette nouvelle situation. La notion d’obstruction dans cette perspective n’a plus de sens. L’un
des exemples les plus simples est p-q = 2c¢ correspondant au probleme des nombres premiers jumeaux et apparentés. Si ¢ =
0, alors p = g, soit encore p = p, soit encore 0.p = 0. Donc, 1’équation n’est plus du premier degré mais de degré 0. Pour tout
autre entier ¢, nous ne pouvons faire cette réduction et le résultat est celui de Polignac.

Il 'y aurait lieu de poursuivre nos investigations dans une troisiéme partie en développant plus amplement les outils
d’évaluation du nombre de solutions des équations diophantines. Nous avons vu qu’a priori, suivant la piste choisie, seule la
résolution des branches asymptotiques d’équations diophantines offre un terrain fertile. Méme 13, il est habituel de penser
que chaque équation diophantine est un probleme spécifique. En fait, ce n’est pas le cas. Il est possible de construire des
briques élémentaires de résultats et de les assembler en s’appuyant sur des matrices particulieres. Les rangs et les termes de
ces matrices s’étudient dans un environnement de classes modulo p; et dépendent des degrés de stabilité des équations
choisies. Or, leur évolution avec k; est « facilement » décrite soit par les termes, soit par les valeurs et vecteurs propres des
dites matrices et est déduite a 'infini si nécessaire. L’agrégation de variables dans une équation diophantine se concrétise
par de simples produits de matrices. Ce jeu de construction est fascinant. Les produits d’Euler sont extraits de ces matrices
répondant ainsi & de nombreux types de problémes comme p = x*+x*+c avec ¢ quelconque généralisant le résultat trouvé par
Friendlander et Iwaniec pour ¢ = 0, comme p' = Yx "+ y,"+c ol les sommes portent sur un nombre quelconque de termes
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et les puissances entieres sont distinctes ou non, ou encore comme des expressions plus générales de polyndémes (avec plus
d’¢élaboration). Le lecteur intéressé pourra se reporter a notre article « Dénombrements asymptotiques. Méthode des
hypervolumes » & cette fin. Il est nécessaire bien sir de se rappeler que les formules ainsi trouvées ne sont exactes qu’
« hors réduction » de 1’équation proposée.
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Annexe 1

Produit de cardinaux relatif & des nombres entiers

Prenons un exemple pour la clarté de I’exposé : P(n) = n?, m; = 22, m; = 32,

Tableau 1 Table de vérité 1

n | P(n) mod 36 | P(n) mod 4 | P(n) mod 9 P(n) | #P(n) mod 36 | #P(n) mod 4 | #P(n) mod 9

0 0 0 0 0 6 2 3 Vrai
1 1 1 1 1 4 2 2 Vrai
2 4 0 4 2 0 0 0 Vrai
3 9 1 0 3 0 0 0 Vrai
4 16 0 7 4 4 2 2 Vrai
5 25 1 7 5 0 2 0 Vrai
6 0 0 0 6 0 0 0 Vrai
7 13 1 4 7 0 0 2 Vrai
8 28 0 1 8 0 2 0 Vrai
9 9 1 0 9 6 2 3 Vrai
10 28 0 1 10 0 0 2 Vrai
11 13 1 4 11 0 0 0 Vrai
12 0 0 0 12 0 2 0 Vrai
13 25 1 7 13 4 2 2 Vrai
14 16 0 7 14 0 0 0 Vrai
15 9 1 0 15 0 0 0 Vrai
16 4 0 4 16 4 2 2 Vrai
17 1 1 1 17 0 2 0 Vrai
18 0 0 0 18 0 0 3 Vrai
19 1 1 1 19 0 0 2 Vrai
20 4 0 4 20 0 2 0 Vrai
21 9 1 0 21 0 2 0 Vrai
22 16 0 7 22 0 0 2 Vrai
23 25 1 7 23 0 0 0 Vrai
24 0 0 0 24 0 2 0 Vrai
25 13 1 4 25 4 2 2 Vrai
26 28 0 1 26 0 0 0 Vrai
27 9 1 0 27 0 0 3 Vrai
28 28 0 1 28 4 2 2 Vrai
29 13 1 4 29 0 2 0 Vrai
30 0 0 0 30 0 0 0 Vrai
31 25 1 7 31 0 0 2 Vrai
32 16 0 7 32 0 2 0 Vrai
33 9 1 0 33 0 2 0 Vrai
34 4 0 4 34 0 0 2 Vrai
35 1 1 1 35 0 0 0 Vrai

Produit de cardinaux relatif & des nombres premiers

Reprenons I’exemple précédent en retirant les multiples des diviseurs de m; et m; (c’est-a-dire de 2 et 3).
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Table de vérité 2 (identique a 1 avec lignes sans objet (S.0.))

Tableau 2
P(n) mod 36 | P(n) mod 4 | P(n) mod 9
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Annexe 2

Stabilité de la variable de nombres premiers y°.

p=2

y =[1] mod 2

y® =[1] mod 2 Initial

y=[1,3] mod 4=[1] mod 2

y*=[1,1] mod 4 =[1] mod 4 Evolutionl

[1,3,5,7] mod 8 =[1] mod 2

y=1[1,
y*=[1,1,1,1]mod 8 =[1] mod 8 Evolution2
y=1[1,3,5,7,9,11,13,15] mod 16 =[1] mod 2

V¥ =[1,9,9,1,1,9,9,1] mod 16 = [1] mod 8 Stabilisé

y=1[1,3,5,...,2°-1] mod 2° = [1] mod 2

y®=[1]1mod 2%si 6 >3 = 1+2 (2* = max(6,2°?), 6b = 2)

p=3

y =[1,2] mod 3

y*=[1,11mod 3 =[1] mod 3 Initial
y=1[1,2,4,5,7,8] mod 9 =[1,2] mod 3

v =[1,1,1,1,1,1Tmod 9 =[1] mod 9 Evolution1

v=1[1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23 25,26] mod 27 = [1,2] mod 3

y°=14,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1] mod 27 =[1,10,19] mod 27 = [1] mod 9 | Stabilisé

y=1,2,4,5,...] mod 3 = [1,2] mod 3

y®=[1] mod 3%si § >2 = 2+0 (3.2 = max(6,3°%.(3-1)), 8b = 2)

p=5

y =[1,2,3,4] mod 5

V= [1,4,4,1]mod 5 = [1,4] mod 5 Initial

y=[1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18,19,21,22.23,24] mod 25 = [1,2,3,4] mod 5

Vo =1[1,14,421,6,24,19,16,11,9,9,11,16,19.24,6 21,4,14,1] mod 25 = [1,4,6,9,11,14,16,19,21,24] mod 25 = [1,4A] mod 5 | Stabilisé

y=[1234,. ]mod5 =[1,2,3,4] mod 5

v =[1,4 mod 5* § > 1 = 140 (5°.2 = max(6,5° %), b = 1)

Le signe d’équivalence est placé ici chaque fois que la proportion des occurrences de chaque élément reste la méme.
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=V'(0) = (1/2).c

01/2, X’(C)

On utilise x2=¢, x
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Annexe 4

Exemples numériques avec P(x) = X*+X3+x%+x :

p=3

p=19

P 56/70

Conditions #(c =P(x))
Disc = {1} mod 3 1
Disc = {2} mod 3 2
Disc = {J} 4
Disc = {(0)} mod 3 {2}
Conditions #(c = P(x))
Disc = {@} 1
Disc = {@} 2
Disc = {4} mod 5 4
Disc = {(0), 1, 2, 3} mod 5 {2}
Conditions #(c = P(x))
Disc = {4} mod 7 1
Disc = {5, 6} mod 7 2
Disc = {J} 4
Disc = {(0), 1, 2, 3} mod 7 {7}
Disc = {3, 5, 6} mod 7 14
Disc = {5} mod 7 49
Conditions #(c = P(x))
Disc ={1, 3,9} mod 11 1
Disc = {6} mod 11 2
Disc = {4} mod 11 4
Disc = {(0), 2, 5, 7, 8, 10} mod 11 {7}
Conditions #(c = P(x))
Disc = {3, 4, 10} mod 13 1
Disc = {7} mod 13 2
Disc = {10} mod 13 4
Disc ={(0), 1,2,5,6,8,9,11, 12} mod 13 {2}
Disc = {1} mod 13, k=3 13
Disc ={2,5,7,8,11} mod 13, k=2 26
Conditions #(c = P(x))
Disc = {2, 8,9, 13, 15} mod 17 1
Disc = {5, 6} mod 17 2
Disc = {1} mod 17 4
Disc = {(0), 3, 4, 7,10, 11, 12, 14, 16} mod 17 {2}
Conditions #(c = P(x))
Disc = {1, 6, 7, 9} mod 19 1
Disc = {3, 8, 14, 15, 18} mod 19 2
Disc = {d} mod 19 4
Disc ={(0), 1,2, 4,5,7,10, 11, 12,13, 16, 17} mod 19 {2}
Conditions #(c = P(x))
Disc ={2, 8,9, 12, 16} mod 23 1
Disc = {5, 7, 10, 15, 20, 21} mod 23 2
Disc = {d} mod 23 4
Disc ={(0), 1, 3,4, 6,11, 13, 14, 17, 18, 19, 22} mod 23 {2}
Disc = {6} mod 23 23
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Conditions #(c = P(x))
Disc = {4, 13, 16, 22, 23, 24, 28} mod 29 1
Disc = {2, 3, 10, 15, 17, 26, 27} mod 29 2
Disc = {13} mod 29 4
Disc = {(0), 1,5,6,7,8,9,11, 12, 14,17, 18, 19, 20, 21, 25} mod 29 {2}
Disc = {25} mod 29 29

Conditions #(c = P(x)
Disc = {1, 4, 7, 10, 16, 18, 20, 24, 28} mod 31 1
Disc = {3, 6, 15, 17, 21, 26, 29} mod 31 2
Disc = {1, 11} mod 31 4
Disc = {(0), 2, 5, 8, 9, 12, 13, 14, 19, 22, 23, 25, 27, 30} mod 31 {2}




Annexe 5

Equation de Borovoi. Cas des variables de nombres entiers
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2,811

319

113

N
hy]

4096

52488

18750

2058

13310

26364

78608

137180

292008

1,000

0,889

1,200

0,857

0,909

0,923

0,941

1,053

1,043

0,793

100

126
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48

8192

39366

12500

2695

13310

26364

88434

123462

292008

2,000

0,667

0,800

1,122

0,909

0,923

1,059

0,947

1,043

1,052

49

8192

78732

18750

2744

15972

30758

88434

137180

292008

2,000

1,333

1,200

1,143

1,001

1,077

1,059

1,053

1,043

4,997

222

50

52488

12500

2744

15972

26364

83232

137180

267674

0,000

0,889

0,800

1,143

1,001

0,923

0,997

1,053

0,957

0,000

51

39366

18750

2058

15972

28392

88434

137180

292008

0,000

0,667

1,200

0,857

1,001

0,994

1,059

1,053

1,043

0,000

52

78732

18750

2744

13310

26364

88434

137180

267674

0,000

1,333

1,200

1,143

0,909

0,923

1,059

1,053

0,957

0,000

53

69984

12500

2058

15972

30758

78608

123462

292008

0,000

1,185

0,800

0,857

1,091

1,077

0,941

0,947

1,043

0,000

54

8192

39366

15000

2058

14520

26364

88434

123462

292008

2,000

0,667

0,960

0,857

0,992

0,923

1,059

0,947

1,043

1,051

151

144

55

8192

78732

12500

2352

13310

26364

78608

137180

267674

2,000

1,333

0,800

0,980

0,909

0,923

0,941

1,053

0,957

1,662

217

131

56

8192

52488

18750

2744

15972

30758

78608

129960

267674

2,000

0,889

1,200

1,143

1,001

1,077

0,941

0,997

0,957

2,571

297

115

57

39366

18750

2744

13310

30758

78608

123462

292008

0,000

0,667

1,200

1,143

0,909

1,077

0,941

0,947

1,043

0,000

58

78732

12500

2058

13310

30758

88434

137180

292008

0,000

1,333

0,800

0,857

0,909

1,077

1,059

1,053

1,043

0,000

59

8192

52488

15000

2744

13310

30758

88434

137180

267674

2,000

0,889

0,960

1,143

0,909

1,077

1,059

1,053

0,957

2,036

232

114

60

39366

12500

2058

15972

26364

78608

123462

267674

0,000

0,667

0,800

0,857

1,001

0,923

0,941

0,947

0,957

0,000

61

8192

78732

18750

2058

15972

26364

78608

123462

292008

2,000

1,333

1,200

0,857

1,001

0,923

0,941

0,947

1,043

2,570

300

117

62

8192

65610

18750

2352

15972

30758

78608

123462

267674

2,000

1,111

1,200

0,980

1,091

1,077

0,941

0,947

0,957

2,617

317

121

63

4096

39366

12500

2744

13310

26364

88434

123462

292008

1,000

0,667

0,800

1,143

0,909

0,923

1,059

0,947

1,043

0,535

65

121

64

8192

78732

15000

2744

15972

28392

78608

137180

267674

2,000

1,333

0,960

1,143

1,001

0,994

0,941

1,053

0,957

3,007

344

114

65

8192

52488

12500

2058

14520

26364

88434

123462

267674

2,000

0,889

0,800

0,857

0,992

0,923

1,059

0,947

0,957

1,071

140

131

66

39366

18750

2744

13310

30758

88434

137180

267674

0,000

0,667

1,200

1,143

0,909

1,077

1,059

1,053

0,957

0,000

67

8192

78732

18750

2058

15972

26364

83232

123462

267674

2,000

1,333

1,200

0,857

1,091

0,923

0,997

0,947

0,957

2,494

300

120

68

52488

12500

2058

13310

26364

88434

137180

279312

0,000

0,889

0,800

0,857

0,909

0,923

1,059

1,053

0,998

0,000

69

39366

15000

2352

13310

30758

88434

137180

292008

0,000

0,667

0,960

0,980

0,909

1,077

1,059

1,053

1,043

0,000

70

8192

78732

12500

2744

13310

30758

78608

137180

292008

2,000

1,333

0,800

1,143

0,909

1,077

0,941

1,053

1,043

2,468

302

122

71

8192

78732

18750

2744

15972

30758

88434

137180

292008

2,000

1,333

1,200

1,143

1,091

1,077

1,059

1,053

1,043

4,997

1036

207

72

8192

39366

18750

2058

15972

30758

78608

123462

292008

2,000

0,667

1,200

0,857

1,091

1,077

0,941

0,947

1,043

1,499

198

132

73

78732

12500

2744

15972

26364

78608

123462

267674

0,000

1,333

0,800

1,143

1,091

0,923

0,941

0,947

0,957

0,000

74

52488

18750

2058

13310

26364

78608

137180

292008

0,000

0,889

1,200

0,857

0,909

0,923

0,941

1,053

1,043

0,000

75

39366

12500

2058

15972

30758

88434

129960

267674

0,000

0,667

0,800

0,857

1,091

1,077

1,059

0,997

0,957

0,000

76

78732

18750

2352

14520

26364

88434

123462

292008

0,000

1,333

1,200

0,980

0,992

0,923

1,059

0,947

1,043

0,000

77

8192

52488

18750

2744

13310

28392

78608

137180

292008

2,000

0,889

1,200

1,143

0,909

0,994

0,941

1,053

1,043

2,278

255

112

78

8192

39366

12500

2744

15972

26364

78608

137180

267674

2,000

0,667

0,800

1,143

1,091

0,923

0,941

1,053

0,957

1,163

162

139

79

4096

78732

15000

2058

13310

30758

78608

123462

267674

1,000

1,333

0,960

0,857

0,909

1,077

0,941

0,947

0,957

0,916

118

129

80

8192

74358

12500

2744

13310

26364

88434

123462

292008

2,000

1,259

0,800

1,143

0,909

0,923

1,059

0,947

1,043

2,023

116

57

81

8192

39366

18750

2058

13310

26364

78608

123462

292008

2,000

0,667

1,200

0,857

0,909

0,923

0,941

0,947

1,043

1,071

134

125
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Annexe 6

Equation de Borovoi. Cas des variables de nombres premiers

Cibles
p ) 1 7 8 13 16 17 33 40 45 46 49 56 61 64 81
abondance

2 8 65536 | O 0 |65536| 0O |65536(65536| O |[65536| O |65536| O |65536| O |65536
3 5 26244 | 26244 0 26244 | 26244 0 26244 | 26244 | 26244 | 26244 | 26244 0 26244 | 26244 | 26244
5 4 312500(312500|125000{125000|312500{312500|125000{125000|125000{312500|125000{312500|312500{125000|312500
7 3 76832 | 76832 | 76832 | 57624 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832 | 76832
11 2 12584 | 12584 | 9196 | 9196 | 12584 |12584| 9196 | 12584 |12584 | 9196 | 12584 | 12584 | 12584 | 12584 | 9196
13 2 25012 | 25012 | 20280 | 20280 | 20280 | 25012 | 25012 | 25012 | 25012 | 25012 | 25012 | 25012 | 20280 | 20280 | 20280
17 2 75140 | 75140 | 75140 | 64736 | 64736 | 75140 | 64736 | 64736 | 64736 | 75140 | 75140 | 64736 | 64736 | 64736 | 64736
19 2 118408(118408|103968(118408|103968(118408|118408(118408|118408|103968(118408|103968(103968|118408({103968
23 2 258152 (258152|258152(234876|234876(258152|234876(258152|209484(258152(258152|234876(258152|234876(258152
29 2 659344|659344|612248|659344(659344(659344(612248|659344(659344(659344(659344/612248|612248|612248|612248
31 1 904 | 904 | 904 | 904 | 840 | 904 | 840 | 904 | 840 | 904 | 904 | 840 | 840 | 840 | 904

37 1 1296 | 1296 | 1224 | 1296 | 1296 | 1296 | 1224 | 1224 | 1224 | 1224 | 1296 | 1296 | 1224 | 1224 | 1296
41 1 1604 | 1604 | 1604 | 1520 | 1520 | 1604 | 1520 | 1520 | 1604 | 1520 | 1604 | 1604 | 1604 | 1520 | 1520
43 1 1768 | 1768 | 1676 | 1676 | 1676 | 1768 | 1768 | 1676 | 1768 | 1676 | 1768 | 1676 | 1768 | 1768 | 1768
47 1 2120 | 2120 | 2120 | 2120 | 2120 | 2120 | 2120 | 2024 | 2024 | 2024 | 2120 | 2024 | 2024 | 2120 | 2024
53 1 2704 | 2704 | 2600 | 2704 | 2600 | 2704 | 2704 | 2704 | 2600 | 2600 | 2704 | 2600 | 2600 | 2704 | 2600
59 1 3368 | 3368 | 3248 | 3368 | 3248 | 3368 | 3368 | 3248 | 3248 | 3368 | 3368 | 3248 | 3248 | 3368 | 3368
61 1 3604 | 3604 | 3480 | 3480 | 3604 | 3604 | 3480 | 3480 | 3480 | 3480 | 3604 | 3480 | 3480 | 3480 | 3604
67 1 4360 | 4360 | 4220 | 4220 | 4220 | 4360 | 4360 | 4360 | 4360 | 4220 | 4360 | 4360 | 4220 | 4220 | 4220
71 1 4904 | 4904 | 4904 | 4764 | 4764 | 4904 | 4764 | 4764 | 4764 | 4764 | 4904 | 4904 | 4764 | 4764 | 4764
73 1 5188 | 5188 | 5188 | 5040 | 5040 | 5188 | 5040 | 5188 | 5188 | 5040 | 5188 | 5188 | 5040 | 5188 | 5188
79 1 6088 | 6088 | 6088 | 5932 | 5932 | 6088 | 5932 | 5932 | 6088 | 5932 | 6088 | 5932 | 6088 | 6088 | 5932
83 1 6728 | 6728 | 6560 | 6728 | 6560 | 6728 | 6728 | 6560 | 6728 | 6728 | 6728 | 6728 | 6728 | 6560 | 6728
89 1 7748 | 7748 | 7748 | 7568 | 7748 | 7748 | 7748 | 7568 | 7568 | 7748 | 7748 | 7748 | 7568 | 7568 | 7568
97 1 9220 | 9220 | 9220 | 9024 | 9024 | 9220 | 9024 | 9024 | 9024 | 9220 | 9220 | 9024 | 9220 | 9220 | 9024
101 1 10004 | 10004 | 9800 | 9800 | 9800 | 10004 | 10004 | 10004 | 10004 | 9800 | 10004 | 10004 | 10004 | 9800 | 9800
103 1 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10408 | 10200 | 10408 | 10200 | 10200 | 10200 | 10408
107 1 11240 | 1124011020 | 11020 | 11240| 11240 | 11020 | 11020 | 11240 | 11020 | 11240 | 11020 | 11020 | 11240 | 11240
109 1 11664 | 11664 | 11448 | 11664 | 11664 | 11664 | 11448 | 11664 | 11448 | 11664 | 11664 | 11664 | 11664 | 11664 | 11448
113 1 12552 | 12552 | 12552 | 12552 | 12320 | 12552 | 12320 | 12552 | 12320 | 12320 | 12552 | 12552 | 12552 | 12320 | 12552
127 1 15880 | 15880 | 15880 | 15628 | 15880 | 15880 | 15880 | 15880 | 15628 | 15880 | 15880 | 15628 | 15880 | 15628 | 15880
131 1 16904 | 16904 | 16640 | 16904 | 16904 | 16904 | 16640 | 16640 | 16640 | 16904 | 16904 | 16904 | 16640 | 16640 | 16904
137 1 18504 | 18504 | 18504 | 18504 | 18504 | 18504 | 18504 | 18224 | 18224 | 18224 | 18504 | 18224 | 18224 | 18504 | 18224
139 1 19048 | 19048 | 18768 | 19048 | 19048 | 19048 | 18768 | 18768 | 18768 | 18768 | 19048 | 18768 | 19048 | 18768 | 19048
149 1 21904 | 21904 | 21608 | 21904 | 21608 | 21904 | 21904 | 21904 | 21608 | 21608 | 21904 | 21904 | 21904 | 21904 | 21608
151 1 22504 | 22504 | 22504 | 22204 | 22504 | 22504 | 22504 | 22204 | 22204 | 22504 | 22504 | 22204 | 22504 | 22204 | 22204
157 1 24340 | 24340 | 24024 | 24024 | 24024 | 24340 | 24340 | 24340 | 24024 | 24024 | 24340 | 24024 | 24340 | 24340 | 24024
163 1 26248 | 26248 | 25916 | 25916 | 26248 | 26248 | 25916 | 25916 | 25916 | 25916 | 26248 | 25916 | 25916 | 25916 | 26248
167 1 27560 | 27560 | 27560 | 27560 | 27224 | 27560 | 27224 | 27224 | 27224 | 27560 | 27560 | 27560 | 27560 | 27560 | 27224
173 1 29588 | 29588 | 29240 | 29240 | 29588 | 29588 | 29240 | 29240 | 29588 | 29240 | 29588 | 29240 | 29588 | 29588 | 29588
179 1 31688 | 31688 | 31324 | 31324 | 31324 | 31688 | 31688 | 31688 | 31324 | 31324 | 31688 | 31324 | 31688 | 31324 | 31324
181 1 32404 | 32404 | 32040 | 32040 | 32404 | 32404 | 32040 | 32404 | 32040 | 32404 | 32404 | 32404 | 32040 | 32040 | 32040
191 1 36104 | 36104 | 36104 | 35724 | 36104 | 36104 | 36104 | 35724 | 36104 | 35724 | 36104 | 35724 | 35724 | 36104 | 35724
193 1 36872 | 36872 | 36872 | 36872 | 36480 | 36872 | 36480 | 36480 | 36872 | 36480 | 36872 | 36480 | 36872 | 36872 | 36480
197 1 38416 | 38416 | 38024 | 38416 | 38416 | 38416 | 38024 | 38024 | 38416 | 38024 | 38416 | 38416 | 38024 | 38024 | 38416
199 1 39208 | 39208 | 39208 | 39208 | 38808 | 39208 | 38808 | 38808 | 39208 | 39208 | 39208 | 39208 | 39208 | 39208 | 38808
211 1 44104 | 44104 | 43676 | 43676 | 44104 | 44104 | 43676 | 44104 | 43676 | 43676 | 44104 | 44104 | 43676 | 43676 | 43676
223 1 49288 | 49288 | 49288 | 49288 | 49288 | 49288 | 49288 | 49288 | 48840 | 49288 | 49288 | 48840 | 49288 | 49288 | 49288
227 1 51080 | 51080 | 50624 | 51080 | 51080 | 51080 | 50624 | 51080 | 51080 | 50624 | 51080 | 50624 | 50624 | 50624 | 50624
229 1 51988 | 51988 | 51528 | 51528 | 51528 | 51988 | 51988 | 51988 | 51528 | 51988 | 51988 | 51528 | 51528 | 51988 | 51528
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233 1 53832 | 53832 | 53832 | 53832 | 53360 | 53832 | 53360 | 53360 | 53832 | 53360 | 53832 | 53360 | 53832 | 53360 | 53360
239 1 56648 | 56648 | 56648 | 56172 | 56648 | 56648 | 56648 | 56172 | 56172 | 56172 | 56648 | 56172 | 56648 | 56172 | 56172
241 1 57604 | 57604 | 57604 | 57120 | 57120 | 57604 | 57120 | 57604 | 57120 | 57604 | 57604 | 57120 | 57120 | 57120 | 57604
251 1 62504 | 62504 | 62000 | 62504 | 62000 | 62504 | 62504 | 62000 | 62504 | 62504 | 62504 | 62504 | 62504 | 62000 | 62504
257 1 65540 | 65540 | 65540 | 65024 | 65540 | 65540 | 65540 | 65024 | 65540 | 65024 | 65540 | 65540 | 65540 | 65024 | 65024
263 1 68648 | 68648 | 68648 | 68124 | 68648 | 68648 | 68648 | 68124 | 68648 | 68124 | 68648 | 68124 | 68648 | 68124 | 68124
269 1 71828 | 71828 | 71288 | 71288 | 71828 | 71828 | 71288 | 71288 | 71828 | 71288 | 71828 | 71288 | 71288 | 71288 | 71828
271 1 72904 | 72904 | 72904 | 72904 | 72904 | 72904 | 72904 | 72904 | 72360 | 72360 | 72904 | 72904 | 72904 | 72360 | 72904
277 1 76176 | 76176 | 75624 | 76176 | 76176 | 76176 | 75624 | 75624 | 76176 | 75624 | 76176 | 75624 | 75624 | 76176 | 76176
281 1 78408 | 78408 | 78408 | 78408 | 78408 | 78408 | 78408 | 77840 | 77840 | 77840 | 78408 | 78408 | 78408 | 77840 | 77840
283 1 79528 | 79528 | 78960 | 79528 | 79528 | 79528 | 78960 | 78960 | 79528 | 79528 | 79528 | 78960 | 78960 | 79528 | 79528
293 1 85268 | 85268 | 84680 | 84680 | 84680 | 85268 | 85268 | 85268 | 84680 | 85268 | 85268 | 84680 | 85268 | 84680 | 84680
307 1 93640 | 93640 | 93024 | 93640 | 93024 | 93640 | 93640 | 93024 | 93024 | 93640 | 93640 | 93640 | 93024 | 93024 | 93640
311 1 96104 | 96104 | 96104 | 96104 | 95480 | 96104 | 95480 | 95480 | 95480 | 96104 | 96104 | 95480 | 95480 | 96104 | 95480
313 1 97348 | 97348 | 97348 | 96720 | 96720 | 97348 | 96720 | 96720 | 96720 | 96720 | 97348 | 97348 | 96720 | 96720 | 96720
317 1 99856 | 99856 | 99224 | 99856 | 99856 | 99856 | 99224 | 99856 | 99856 | 99856 | 99856 | 99224 | 99856 | 99224 | 99224
331 1 108904|108904|108236|108236(108236(108904{108904(108904(108236|108904|108904|108904|108904|108904(108236
337 1 112904|112904|112904(112904(112224(112904{112224(112904(112224{112904{112904|112224|112224(112224(112904
347 1 119720{119720|119020{119020|119720|119720(119020|119720{119020|119720{119720|119720|119720(119720|119020
349 1 121108{121108|120408|120408|120408|121108(121108|120408(121108|121108({121108|120408|121108(121108|121108
353 1 123908|123908|123908(123200(123908(123908(123908|123908|123908|123908|123908|123200|123200|123908|123908
359 1 128168|128168|128168(127452(128168(128168(128168|128168|128168|128168|128168|127452|127452|127452|128168
367 1 133960|133960|133960(133960(133224(133960(133224(133960|133960|133960|133960|133960|133960|133224(133960
373 1 138384|138384|137640(138384|137640(138384(138384(137640|137640|138384|138384|138384|138384(138384(138384
379 1 142888 (142888|142124(142124|142888|142888(142124|142124|142888|142888(142888|142888|142124(142888|142888
383 1 145928|145928|145928(145928(145928(145928(145928|145160|145928|145160|145928|145928|145928|145928|145160
389 1 150544 (150544|149768|150544(149768|150544(150544|149768|149768|150544{150544|150544(149768(149768|150544
397 1 156820|156820|156024(156024|156820(156820[156024(156820|156820|156024|156820|156024|156820|156024(156024
Cibles
p ) 1 7 8 13 16 17 33 40 45 46 49 56 61 64 81
i

2 8 8 0 0 8 0 8 8 0 8 0 8 0 8 0 8

3 5 15 15 0 15 15 0 15 15 15 15 15 0 15 15 15

5 4 1,5625(1,5625| 0,625 | 0,625 |1,5625|1,5625| 0,625 | 0,625 | 0,625 |1,5625| 0,625 {1,5625|1,5625| 0,625 |1,5625
7 3 1,037 | 1,037 | 1,037 | 0,778 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037 | 1,037
11 2 1,144 | 1,144 | 0,836 | 0,836 | 1,144 | 1,144 | 0,836 | 1,144 | 1,144 | 0,836 | 1,144 | 1,144 | 1,144 | 1,144 | 0,836
13 2 1,113 | 1,113 | 0,903 | 0,903 | 0,903 | 1,113 | 1,113 | 1,113 | 1,113 | 1,113 | 1,113 | 1,113 | 0,903 | 0,903 | 0,903
17 2 1,079 | 1,079 | 1,079 | 0,930 | 0,930 | 1,079 | 0,930 | 0,930 | 0,930 | 1,079 | 1,079 | 0,930 | 0,930 | 0,930 | 0,930
19 2 1,069 | 1,069 | 0,938 | 1,069 | 0,938 | 1,069 | 1,069 | 1,069 | 1,069 | 0,938 | 1,069 | 0,938 | 0,938 | 1,069 | 0,938
23 2 1,054 | 1,054 | 1,054 | 0,959 | 0,959 | 1,054 | 0,959 | 1,054 | 0,855 | 1,054 | 1,054 | 0,959 | 1,054 | 0,959 | 1,054
29 2 1,036 | 1,036 | 0,962 | 1,036 | 1,036 | 1,036 | 0,962 | 1,036 | 1,036 | 1,036 | 1,036 | 0,962 | 0,962 | 0,962 | 0,962
31 1 1,038 | 1,038 | 1,038 | 1,038 | 0,964 | 1,038 | 0,964 | 1,038 | 0,964 | 1,038 | 1,038 | 0,964 | 0,964 | 0,964 | 1,038
37 1 1,028 | 1,028 | 0,971 | 1,028 | 1,028 | 1,028 | 0,971 | 0,971 | 0,971 | 0,971 | 1,028 | 1,028 | 0,971 | 0,971 | 1,028
41 1 1,028 | 1,028 | 1,028 | 0,974 | 0,974 | 1,028 | 0,974 | 0,974 | 1,028 | 0,974 | 1,028 | 1,028 | 1,028 | 0,974 | 0,974
43 1 1,026 | 1,026 | 0,973 | 0,973 | 0,973 | 1,026 | 1,026 | 0,973 | 1,026 | 0,973 | 1,026 | 0,973 | 1,026 | 1,026 | 1,026
47 1 1,024 | 1,024 | 1,024 | 1,024 | 1,024 | 1,024 | 1,024 | 0,977 | 0,977 | 0,977 | 1,024 | 0,977 | 0,977 | 1,024 | 0,977
53 1 1,019 | 1,019 | 0,980 | 1,019 | 0,980 | 1,019 | 1,019 | 1,019 | 0,980 | 0,980 | 1,019 | 0,980 | 0,980 | 1,019 | 0,980
59 1 1,018 | 1,018 | 0,982 | 1,018 | 0,982 | 1,018 | 1,018 | 0,982 | 0,982 | 1,018 | 1,018 | 0,982 | 0,982 | 1,018 | 1,018
61 1 1,018 | 1,018 | 0,983 | 0,983 | 1,018 | 1,018 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 1,018 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 1,018
67 1 1,016 | 1,016 | 0,983 | 0,983 | 0,983 | 1,016 | 1,016 | 1,016 | 1,016 | 0,983 | 1,016 | 1,016 | 0,983 | 0,983 | 0,983
71 1 1,015 | 1,015 | 1,015 | 0,986 | 0,986 | 1,015 | 0,986 | 0,986 | 0,986 | 0,986 | 1,015 | 1,015 | 0,986 | 0,986 | 0,986
73 1 1,015 | 1,015 | 1,015 | 0,986 | 0,986 | 1,015 | 0,986 | 1,015 | 1,015 | 0,986 | 1,015 | 1,015 | 0,986 | 1,015 | 1,015
79 1 1,013 | 1,013 | 1,013 | 0,988 | 0,988 | 1,013 | 0,988 | 0,988 | 1,013 | 0,988 | 1,013 | 0,988 | 1,013 | 1,013 | 0,988
83 1 1,013 | 1,013 | 0,988 | 1,013 | 0,988 | 1,013 | 1,013 | 0,988 | 1,013 | 1,013 | 1,013 | 1,013 | 1,013 | 0,988 | 1,013
89 1 1,012 | 1,012 | 1,012 | 0,988 | 1,012 | 1,012 | 1,012 | 0,988 | 0,988 | 1,012 | 1,012 | 1,012 | 0,988 | 0,988 | 0,988
97 1 1,011 | 1,011 | 1,011 | 0,989 | 0,989 | 1,011 | 0,989 | 0,989 | 0,989 | 1,011 | 1,011 | 0,989 | 1,011 | 1,011 | 0,989
101 1 1,010 | 1,010 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 0,990 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 0,990 | 0,990
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103 1 1,010 | 1,010 | 1,020 | 1,020 | 1,020 | 1,020 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 0,990 | 1,010 | 0,990 | 0,990 | 0,990 | 1,010
107 1 1,010 | 1,010 | 0,990 | 0,990 | 1,010 | 1,010 | 0,990 | 0,990 | 1,010 | 0,990 | 1,010 | 0,990 | 0,990 | 1,010 | 1,010
109 1 1,009 | 1,009 | 0,991 | 1,009 | 1,009 | 1,009 | 0,991 | 1,009 | 0,991 | 1,009 | 1,009 | 1,009 | 1,009 | 1,009 | 0,991
113 1 1,010 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 0,991 | 1,010 | 0,991 | 1,010 | 0,991 | 0,991 | 1,010 | 1,010 | 1,010 | 0,991 | 1,010
127 1 1,008 | 1,008 | 1,008 | 0,992 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 0,992 | 1,008 | 1,008 | 0,992 | 1,008 | 0,992 | 1,008
131 1 1,008 | 1,008 | 0,992 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 0,992 | 0,992 | 0,992 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 0,992 | 0,992 | 1,008
137 1 1,008 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 1,008 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 1,008 | 0,993 | 0,993 | 1,008 | 0,993
139 1 1,007 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 0,993 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 0,993 | 1,007
149 1 1,007 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,993 | 0,993 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,993
151 1 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,993 | 0,993 | 1,007 | 1,007 | 0,993 | 1,007 | 0,993 | 0,993
157 1 1,007 | 1,007 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 1,007 | 1,007 | 1,007 | 0,994 | 0,994 | 1,007 | 0,994 | 1,007 | 1,007 | 0,994
163 1 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 1,006
167 1 1,006 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 0,994
173 1 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 1,006
179 1 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 0,994
181 1 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 0,994 | 1,006 | 1,006 | 1,006 | 0,994 | 0,994 | 0,994
191 1 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 0,995
193 1 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 0,995
197 1 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005
199 1 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995
211 1 1,005 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 0,995 | 0,995
223 1 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 0,995 | 1,005 | 1,005 | 1,005
227 1 1,005 | 1,005 | 0,996 | 1,005 | 1,005 | 1,005 | 0,996 | 1,005 | 1,005 | 0,996 | 1,005 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 0,996
229 1 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996
233 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996
239 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996
241 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 1,004
251 1 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004
257 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996
263 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996
269 1 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 1,004
271 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004
277 1 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004
281 1 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996
283 1 1,004 | 1,004 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004 | 1,004 | 0,996 | 0,996 | 1,004 | 1,004
293 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 0,997
307 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003
311 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 [ 0,997 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 0,997
313 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997
317 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 0,997
331 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997
337 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003
347 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997
349 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003
353 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003
350 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 0,997 | 1,003
367 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003
373 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003
379 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003
383 1 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997
389 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003
397 1 1,003 | 1,003 | 0,997 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 1,003 | 0,997 | 0,997
Cibles 1 7 8 | 13 16 | 17 | 33 | 40 | 45 | 46 | 490 | 56 | 61 | 64 | 81
p=2 [[facteurs | g g 1 g | g | 0| g8 | 8| o8| o8| ol|s]|o]s

normalisés
p=3 [ facteurs ;o | 45 | o | 15| 15| 0 | 15 | 15 | 15 | 1.5 | 15 | 0 | 15 | 15 | 15
normalisés

p=54a397 ﬂ)rmﬁf;gg‘“ 4516 | 4,516 | 0,494 | 0,361 | 1,349 | 4,516 | 0,529 | 0,787 | 0,651 | 1,435 | 1,807 | 1,535 | 1,380 | 0,563 | 1,085
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Se“e_sénfgg;’re P 54197| 0 0 |433]| o 0 |6348| 0 |7810| 0 |21,679] 0 |16559 0 [13021
Domaine de
définition
25x5229, # solutions
2 <y <263, o 4 | 50 | 1 1 1 |50 | 1 1 5 1 [ 52| 2 | 11| 1 6
2<2<577
2=x <983, # solutions
2<y<1123, o 21 | 166 | 1 4 1 | 166 | 3 1 10| 1 |12 2 | 19| 1| 18
2<2<2381
2=x=3571, # solutions
2<y<4lll, e 45 | 500 | 1 8 1 |50 | 12 | 1 | 24| 1 |520]| 2 | 4] 1|2
2<7<8501
Domaine de Ratio
définition
25x=5229, #(c)/série
2 <y <263, “ing 007 | @ | —>w|023|>w| o |016|—>w|064|—w|240| w066 | —w| 046
2<2<577
2Sx=983, 1y yrsérie
2<y<1123, ing 039 | @ |—>w|092|ow| o |047|—>w|128| —>w|793|—>w|115] w138
2<2<2381
2SxXS35TL 1y oy cerie
2<y<4lll, ing 083 | w | —>ow| 18 |—w| o |173| —>w|307 | —>w|2399| —w| 254 | w223
2<7<8501
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Annexe 7

Classes réciproques quadratiques

Nous posons la question
3? x entier \c = x* mod p
et cherchons une condition sur p
p€G(c) (oup€H(c)
équivalente a
¢ € carré(p) (ou c € non-carré(p))
Inventaire des classes

Nous observons (avant de le démontrer plus loin) les cas suivants pour 1’équation ¢ = x* mod p :

Cas G(c) H(c)
c=1 1mod1 vide
c=-1 1 mod 4 3 mod 4
c=2 {1,7} mod 8 {3,5} mod 8
U{gu”, 2c+0sc"'} mod 4c U{gsc”" ™, 2c+gsc” '3 mod 4c
¢ >0 premier 1 mod 4 = =
U{gs"} mod ¢ U{gs"""'} mod ¢
¢ > 0 premier 3 mod 4 U{g4'} mod 4c U{2c+g,'} mod 4c
c >0 carré 1mod1 vide
c=ap G(a.p) = U(N(G(a),G(B)), N(H(a),H(B)) | H(a.B) = U(N(G(a),H(B)), N(H(er),G(PB))
(o) =1 mod 4a.f3 mod 4a.f3

Lorsque la cible est formée de plus de deux facteurs premiers entre eux, la derniére relation se met sous la forme :

G(c) = U(N(G, ... H;, ...)) mod 4c, {i ....j ...} ={12,...t}, #{H,} pair
H(c) = UN(Gi, ... Hj, ...)) mod 4c, {i ..., j ...} ={1,2,...t}, #{H} impair

Cette écriture signifie que G, respectivement H, est I'union de I’ensemble des t combinaisons de classes a la fois du type G;
et H; a condition que le nombre de familles H; choisies soit pair, respectivement impair.

Les cas déduits de la décomposition ¢ = a.p avec pged(a,p) = 1 (en utilisant en particulier B = -1) sont en particulier :

Cas G(c) H(c)
¢ <0, premier 1 mod 4 U{g4'} mod 4c U{2c+g4'} mod 4c
¢ <0, premier 3 mod 4 U{gs"'} mod ¢ U{g.."""} mod ¢
c=of G(c/P) H(c/P)

Le premier tableau appelle plusieurs commentaires concernant 1’utilisation des opérateurs d’union (U), d’intersection (N) et
le terme & indice ggc.

L’intersection de deux familles de nombres G(a) modulo q et G(B) modulo r est obtenue comme suit. Soit t le plus grand
commun multiple a q et r. Nous exprimons alors G(a) et G() de facon équivalente modulo t. L’intersection est obtenue par
le choix des éléments communs & G(a) modulo t et G(B) modulo t. L union est réalisée sur le méme modéle sauf que tous
les éléments modulo t sont pris en compte.

Le tableau ci-dessous illustre le point.

3 G(3) ={1,11} mod 12 H(3) = {5,7} mod 12
={1,11,13,23,25,35,37,47,49,59} mod 60 ={5,7,17,19,29,31,41,43,53,55} mod 60
G(5) ={1,9} mod 10 H(5) = {3,7} mod 10
={1,9,11,19,21,29,31,39,41,49,51,59} mod 60 ={3,7,13,17,23,27,33,37,43,47,53,57} mod 60
N Partie G(3.5) = {1,11,49,59} mod 60 Partie G(3.5) = {7,17,43,53} mod 60
U G(15) = {1,7,11,17,43,49,53,59} mod 60

Expliquons a présent I’écriture g4.. Nous avons utilisé jusqu’a présent 1’écriture g pour une racine primitive d’un nombre
premier p. La propriété des racines primitives est de générer par exponentiation I’ensemble des classes modulo p non nulles
(de 1 a p-1). Dans le cas de gg, 0oU C est un nombre premier, nous sommes intéressés par un comportement modulo 4c, a
savoir (c nombre premier remplacé par la lettre p) les valeurs de g, mod 4p, i = 1 a 4p-1. Les racines primitives modulo 4p
sont celles qui engendrent p-1 classes distinctes dont 1 et 4p-1.
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Racines primitives modulo 4p
Définition

L’ensemble des racines primitives modulo 4p est I’ensemble des nombres formés par les racines primitives modulo p
portées a 3 modulo 4 pour ajouts successifs de pas p (mod 4p).

Propriétés

La famille {g4, } mod 4p est un groupe cyclique d’ordre p-1.

Nous avons gs,"" = 1mod 4p.

Si p =1 mod 4 alors g,,"™"" = -1+2p mod 4p.

Si p =3 mod 4 alors g,,"™"" = -1 mod 4p.

Seules les racines primitives modulo 4p ont I’ensemble de ces propriétés.

Prenons I’exemple de p = 31.

g 3 11 12 13 17 21 22 24
g+p 34 42 43 44 48 52 53 55
g+2p 65 73 74 75 79 83 84 86
g+3p 9% 104 105 106 110 114 115 117

Pour chacun des nombres précédents {3,11,43,75,79,83,115,55}, nous avons bien g,

exemple p=7) et g4pp'1 =1 lorsque p = 31.

Les nombres pairs de ce tableau ne peuvent, trivialement, générer 1 mod 4p.

Les nombres n = {65,73,105,13,17,21,53,117} sont tels que n"* = 1, mais n®*"2 = 2p-1 (pour p = 31).

Par ailleurs parmi {1,3,5,...,123}, nous trouvons eégalement la famille n = {7,19,51,59,71,103,107,111} telle que nPt=1,
mais n®"% = 2p+1.

Aprés remise dans 1’ordre croissant des nombres, seule la famille {3,11,43,55,75,79,83,115} convient.

Par exponentiation, I’ensemble des classes générées g4y, i = 1 a p-1 est identique a la précédente quel que soit le générateur
choisi dans la famille des racines primitives modulo 4p.

Ici avec ga, = 3, nous obtenons :

{3,9,27,81,119,109,79,113,91,25,75,101,55,41,123,121,115,97,43,5,15,45,11,33,99,49,23,69,83,1}

= 4p-1 (mais pas pour par

Soit dans I’ordre croissant :

G(31) =4{1,3,5,9,11,15,23,25,27,33,41,43,45,49,55,69,75,79,81,83,91,97,99,101,109,113,115,119,121,123}
Les autres classes modulo 4p premiers (qui sont toujours impair) avec 4p sont :

H(31) = {7,13,17,19,21,29,35,37,39,47,51,53,57,59,61,63,65,67,71,73,77,85,87,89,95,103,105,107,111,117}

Nota : Des notions de racines primitives sont envisageables modulo 2"p. Faute d’une utilité particuliére sur ce mode ici,
nous ne développons pas ce point ici. Cependant, il est utile de préciser que pour ce qui nous intéresse actuellement, nous
devons travailler modulo 4p et non modulo 2p.

Preuves

Démonstration 0

Commengons par montrer que : 7 7 7
U{gs.”, 2¢+g,.>'} mod 4c = U{g,”} mod ¢
U{ga""", 2c+94”*" mod 4c = U{gs” '} mod ¢

Trivialement U{gs”, 2c+gsc”} mod 4c = U{g,”} mod 2c. Les puissances de g, sont des nombres impairs puisque ce
nombre est 3 mod 4 et ne génére pas de nombres pairs. Donc U{gs.”'} mod 2¢ = U{g,>} mod c. Les mémes arguments
valent pour la deuxiéme expression.

Démonstration 1

Soit & démontrer si p = 1 mod 4 alors g4,®""* = -1+2p mod 4p, sinon si p = 3 mod 4, g4,"*"* = -1 mod 4p.

Nous avons g4pp'1 =1 mod 4p aussi bien si g4, = 1 mod 4 que si g4, = 3 mod 4. En effet, g4, = g+t.p oU t est un entier entre 0
et 3. Ainsi g4, = g mod p, donc g4,"* = g°* = 1 mod p ce qui entraine trivialement g,,”" = 1 mod 4p.

Par ailleurs g® = -1 mod p, d’ou g®*? = -1+m.p mod p, m entier compris entre 0 et 3.

Calculons gy, "2 = (3+4u)P12 = (-1)PD244n = (g+t.p) P2 = D24k p = -1+(k+m).p mod 4p

Alors si (p-1)/2 est impair, (k+m).p = -4n+r.4p = 4q, donc k+m est multiple de 4, d’ou g4,"™" = -1 mod 4p. Si (p-12/2 est
pair, 1+4n = -1+(k+m).p+r.4p, d’ou 2 = (k+m).p+4q. Seul k+m =2 mod 4 est une solution de cette équation. D’otl g4, P2 =
-1+2p mod 4p. ‘

Montrons ensuite que {gs, } mod 4p est cyclique d’ordre p-1 exactement.
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Nous avons Qap' = (3+4U)' = (-1)'+4n = (g+t.p)' = g'+k p mod 4p et g' # 1+m.p mod 4p si 0 < i < p-1 pour tout m.

D’ou ggp' # 1+(m+k).p mod 4p si 0 <i < p-1. Si & ce moment g, = 1 mod 4p, cela entraine 0 # (m+k).p mod 4p, soit m+k #
0 mod 4 pour tout m ce qui est faux. Donc g4,' # 1 mod 4p pour tout i, 0 < i <p-1. Comme g, ' =1 mod 4p, {g4p} mod 4p
est cyclique d’ordre p-1 exactement.

Démonstration 2

11 s’agit de répondre a I’existence (ou non) d’une solution & I’équation x* = ¢ mod p suivant la valeur c.

Lecasc=1est tr|V|aI puisque X = 1 est toujours solution, donc tout nombre p convient pour ¢ donné.

Le cas ¢ = -1 s’écrit x° = -1 = g®2 mod p qui a une solution si (p-1)/2 est un carré, d’oti p = 1 mod 4.

Le cas c = 2 est issu de Ia relation de Legendre (2/p) = (-1)®*"* mod p. Si p = 1 mod 8 ou p = 7 mod 8 alors (2/p) = 1 mod
p (existence d’un résidu), sinon si p = 3 mod 8 ou p =5 mod 8 alors (2/p) = -1 mod p (non-existence d’un résidu).

Si ¢ est un nombre premier impair, nous considérons deux cas. Nous vérifions les solutions proposées dans le tableau et
nous démontrons qu’il n’y en a pas d’autres ce qui suffit ici. Nous utilisons pour cela la notation de Legendre et la loi de la
réciprocité quadratique lorsque ¢ et p sont premiers entre eux :

(c-1) (p-1)

c 2 - 2
(D)= (D) mod p
Nous avons les équivalences :

c
pGG(c)@(E):lmodp

c
p € H(c) & (E) =-1mod p
Or, si ¢ =1 mod 4 et si G(c) = {ga”, 2c+gs>} mod 4c, nous pouvons &crire :

(c-1). (9 +k.4c-1)

_ _ 2 2 Qs +kAC | _ . (0+2n)t g40
()= (gogzg) = (D (P =0 )=1mod p
Ici comme (c-1)/2 est 0 mod 2 peu importe la valeur paire ou impaire de (ga.>-1)/2.
De méme : _
(c-1). (gacP+2c+k.4c-1) 7 7
2 2 Ga”+20+kAC | _ o\ (0+2n).(t+C)  Qas” | _
( )= (g—zm) (-1) ()= (=, ) =1modp

Ensuite, si ¢ =1 mod 4 et si H(c) = {g4C2i+l, 2C+g4c2i+l

} mod 4c, nous pouvons écrire :
(c-1). (9ac’ +k.4c-1)

Cc,_ c oy 2 2 ga>H+k.Ac
(p)—(m)—(l) O

(0+2n).t

)=(1) (%) = -1 mod p

Cette fois ci, en plus des remarques précédentes, nous utilisons la propriété fondamentale des racines primitives qui est :

(%) =-1 mod p
Comme g4 = g +t.C, t un entier, il vient de suite :

g4c+t-C - ﬂ - _
(FeT) = () =1

De méme :
(c-1). (ga2* +2c+k 4c-1)
()= (grtggag) =D 2 (S Rekde ) () O (G 2 g
Passons a ¢ = 3 mod 4.
Si G(c) = {g4;'} mod 4c, nous pouvons écrire :
(c-1). (gac+k.4c-1) |
Gzt =) ° 7 (R - ) (IR (8 g

En effet, la parité du produit (1+2n). (94c-1)/2 ne dépend que de la parité de (g4c-1)/2 La primitive g4 est 3 mod 4 par
définition. Donc si i est impair, (gs;'-1)/2 est impair et le symbole de Legendre (g4'/c) vaut -1. A I’opposé, si i est pair, (gsc-
1)/2 est pair tandis que le symbole de Legendre (gs/c) vaut 1. d’ou le résultat précédent.
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Si H(c) = {2c+g,'} mod 4c, nous pouvons écrire :

(c-1) . (ga+2c+k.4c-1) _ _
c.\_ c _ 2 2 Quc+2ctkdc, _ (1+2n).(c*+(9ac-1)12) , Qac + _
(p)_(_*g4c'+20+k.4c)_(l) -(7C )=(1) (—C )=

-1 mod p

W20 o ¢ est

En effet, par rapport a l’expression intéressant G(c), la derniére expression présente une multiplication par (-1)
3 mod 4, soit par (-1)***V¢ = -1. D’ou le résultat.

Ayant vérifié I’inclusion des familles pressenties respectivement dans G(c) et H(c), il nous reste a démontrer qu’il n’existe
pas d’autres solutions. Considérons le cas ¢ = 3 mod 4 (ou ¢ est un nombre premier) et la famille { g4c} mod 4c. Soit X = g’
mod 4c ety = g, mod 4c. Si x =y, alors g4C s mod 4c, puis g4c" =1 mod 4c. Il existe t entier tel que g, = g+t.c. Ainsi
(g+t.c)? = g7 +m.c = 1 mod 4c, m un entier. D’ot = g = 1 mod ¢. D’oti i = j mod p-1. La famille {g,'} mod 4c posséde
donc c-1 éléments distincts. De méme {2c+g,.'} mod 4c posséde c-1 éléments distincts. U{G(c), H(c)} rassemblant toutes
les classes premiers avec 4c, soit @(4c) = p(4)o(c) =2(c-1), il n’existe donc pas d’autres solutions. Dans le cas de ¢ = 1 mod
4, nous pouvons utiliser les mémes argumentaires sans difficultés nouvelles.

Si ¢ contient un carré, soit o.? sa décomposition non-carré et carré. L’équation devient x? = o.? mod p. L’existence d’une
solution & cette équation repose trivialement sur I’existence d’une solution suivant p pour I’équation (x/B)?> = a mod p
sachant que I’inverse existe toujours mod p (si le nombre est non nul), I’équation devient y> = oo mod p ce qui démontre la
simplification proposée plus haut.

Si ¢ est positif et est le produit de deux facteurs premiers entre eux ¢ = a.p. Soit 4 étudier 1’équation x? = a.p mod p pour
lequel nous cherchons la famille G(a.p) = {p} a résidu c. Nous supposons résolu I’équation x* = & mod p, soit G(c)) mod 4a
pour I’existence d’un résidu et H(o) mod 4a pour la non-existence. De méme pour x* = p mod p, nous avons les familles
G(P) mod 4B et H(B) mod 4p. Soit p un nombre premier. S’il existe x tel que x*> = o mod p, c¢’est-a-dire si a est un carré
modulo p, et si pour tout X, nous avons x> # p mod p, ¢’est-a-dire P n’est pas un carré modulo p alors clairement aff n’est pas
un carré modulo p et pour tout X, X? # aff mod p (ceci peut se démontrer rigoureusement en utilisant les racines primitives de

p). Le raisonnement est le méme en permutant le réle de a et B. D’autre part, trivialement, si a et p sont des carrés modulo p,
le produit af est un carre modulo p. Si a et B sont des non carrés modulo p, alors il existe une racine primitive g de p et un
entier i tels que o = g.g” mod p et une racine primitive g’ de p et un entier j tels que f = g’ g’21 mod p. Nous exprimons
ensuite g’ en fonction de g par % g mod D Une racine primitive s’ exprlme en fonction d’une autre avec k premier avec p-
1, donc k impair. Il vient f = = 9.g°™ mod p. Ainsi a.p = g™ mod p est un carré modulo p. Cet argumentaire se
résume suivant le tableau :

{3x\x*=amodpetIx\x*=p modp}
Ix\x*=oapmodp © ou

{VX, Xziamodpet VX, Xz;é[imod p}

{3 x\x*=amod p et ¥x, xX* £ p mod p}
vx, xX*#a.pmodp & ou

{vx, x*# o mod p et I x \ x* = mod p}

Comme 3 x \ x* = o mod p est équivalent p € G(a) et VX, X* # & mod p est équivalent & p € H(a), il vient immédiatement
avec nos conventions d’intersections et d’unions :

G(o.p) = U(N(G(a),G(B)),N(H(a),H(B))
H(o.p) = U(N(G(a),H(B)),N(H(a),G(B))

Par ailleurs, ces conventions sont issues de résultats modulo 4o et modulo 4f pour a et f premiers, résultats qui se
prolongent naturellement modulo 4of3 a I’ordre af.

Si ¢ est un nombre entier quelconque, nous retirons ’ensemble des facteurs carrés et obtenons une décomposition en
facteurs ¢’ =[] f;. Nous appliquons les routines sur les différents facteurs de ce nombre. Peu importe, sauf éventuellement
pour ’ampleur des calculs, de ’ordre et des signes utilisés (pourvu que le produit corresponde bien a c).

Abordons le passage de ¢ a -c lorsque ¢ est un nombre premier. Nous utilisons G(-¢) = U(N(G(c),G(-1)),N(H(c),H(-1)) mod
4c et H(-c) = U(N(G(c),H(-1)), N(H(c),G(-1)) mod 4c. Le tableau pour ces cas s’écrit sans peine en rappelant que g4 = 3
mod 4 :

G(c) H(c)
U{gs> mod 4c, 2c+g,.> mod 4c} U{gs>" mod 4c, 2c+ga” " mod 4c}
¢ >0 premier 1 mod 4 € €
U{1 mod 4, 3 mod 4} U{3 mod 4, 1 mod 4}
U{g.> mod 4c, g.” ! mod 4c} U{2c+gs> mod 4c, 2c+gs> - mod 4c}
¢ >0 premier 3 mod 4 € €
U{1 mod 4, 3 mod 4} U{3 mod 4, 1 mod 4}
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Alors : _ ‘ '
G('C (c=1mod 4)) = U{g402|: g4c2|+1_} = U{g4cl} mod 4c
H('C (c=1mod 4)) = U{2C+g4CZI1 20+g402|+1} = ,U{20+g4cl} mod 4c
G('C (c=3mod 4)) = U{g4_02|: 20+g4c2f} mod 4c
H('C (c =3 mod 4)) = U{g4c2|+lu 20+g4c2I+1} mod 4c

Ce qui démontre complétement notre propos.

Exemples de calcul

Nous illustrons notre étude par les exemples suivants.

Pour ¢ = 3, nombre premier nous avons une seule racine primitive modulo 3 qui est g = 2. Nous raisonnons ensuite modulo
12 (4c = 12). Alors g, = 2+3p = 11 est 3 mod 4, puis G(c) = {11°11'} = {1,11} mod 12. Les autres nombres premiers avec
12 sont alors H(c) = {5,7} mod 12. _ _

Pour ¢ = -3, deux possibilités se présentent. Soit la lecture directe du tableau ou G(-3) = U{g:,* mod 12,6+g:,” mod 12} =
{1,7} mod 12. Soit de considérer le produit 3.(-1). D’ou :

Pour G(-3)
3 G(3) = {1,11} mod 12 H(3) = {5,7} mod 12
-1 G(-1) = {1} mod 4 = {1,5,9} mod 12 H(-1) = {3} mod 4 = {3,7,11} mod 12
n Partie G(-3) = {1} mod 12 Partie G(-3) = {7} mod 12
U G(-3) = {1,7} mod 12
Pour H(-3)
3 G(3) ={1,11} mod 12 H({5,7} mod 12
-1 H(-1) = {3} mod 4 = {3,7,11} mod 12 G(-1) = {1} mod 4 = {1,5,9} mod 12
n Partie H(-3) = {11} mod 12 Partie H(-3) = {5} mod 12
V] H(-3) = {5,11} mod 12

Nous pouvons former de la méme fagon G(5) = {1,9,11,19} mod 20 = {1,9} mod 10 et G(-5) = {3,7,13,17} mod 20 = {3,7}
mod 10. Nous pouvons alors évaluer G(15) et H(15) soit en considérant que 15 = 3.5 ou que 15 = (-3).(-5). Adoptons cette
derniére piste.

Pour G(15)

3 G(-3) = {1,7} mod 12 H(-3) = {5,11} mod 12
={1,7,13,19,25,31,37,43,49,55} mod 60 = {5,11,17,23,29,35,41,47,53,59} mod 60
5 G(-5) = {1,3,7,9} mod 20 H(-5) = {11,13,17,19} mod 20
={1,3,7,9,21,23,27,29,41,43,47,49} mod 60 ={11,13,17,19,31,33,37,39,51,53,57,59} mod 60

n Partie G(-3.-5) = {1,7,43,49} mod 60 Partie G(-3.-5) = {11,17,53,59} mod 60
V] G(15) = {1,7,11,17,43,49,53 59} mod 60

Pour H(15)
3 G(-3) = {1,7,13,19,25,31,37,43,49,55} mod 60 H(-3) = {5,11,17,23,29,35,41,47,53,59} mod 60
-5 H(-5) = {11,13,17,19,31,33,37,39,51,53,57,59} mod 60 G(-5) = {1,3,7,9,21,23,27,29,41,43 47,49} mod 60
n Partie H(-3.-5) = {13,19,31,37} mod 60 Partie H(-3.-5) = {23,29,41,47} mod 60
V] H(15) = {13,19,23,29,31,37,41,47} mod 60

L’ensemble G(15) U H(15) contient bien I’ensemble des nombres premiers avec 15. Le lecteur pourra vérifier que nous
obtenons les mémes familles en utilisant telles autres décompositions dec =15 :15=3.5=-1.3.-5...

Si nous poursuivons ensuite au cas ¢ = 105 = 3.5.7, nous procédons a I’étape ¢ = (3.5).7 sachant que 3.5 et 7 sont premiers
entre eux, soit avec la formule générale d’intersections et d’unions :

G(105) = U(G(3)NG(5)NG(7),G(3)NH(5)NH(7),H(3)NG(5)NH(7),H(3)NH(5)NG(7)) mod 420
H(105) = U(G(3)NG(5)NH(7),G(3)NH(5)NG(7),H(3)NG(5)NG(7),H(3)NH(5)NH(7)) mod 420
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Annexe 8

Le tableau suivant correspond aux nombres de solutions de 1’équation P(x) = ¢ mod p® avec P(x) = x*+3x*+4x°+7x en
faisant varier x de 0 a p>1 et ¢ en conséquence. Les rapports #(i)/p non entiers correspondent aux contributions aux sur-
numéraires. Nous posons par ailleurs #(T) = #(1) + #(2) + #(4)

p #(1) #(2) #(4) B.H#(L)H(T) | 6.4#(2)H(T) |6.4#(4) )H#(T)
3 3 6 0 2,00 4,00 0,00
5 0 0 20 0,00 0,00 6,00
7 0 26 0 0,00 6,00 0,00
11 44 42 0 3,07 2,93 0,00
13 52 104 0 2,00 4,00 0,00
17 85 136 68 1,76 2,82 141
19 114 226 0 2,01 3.99 0,00
23 115 322 92 1,30 3,65 1,04
29 319 522 0 2,28 3,72 0,00
31 279 682 0 1,74 4,26 0,00
37 555 370 444 243 1,62 1,95
41 615 902 164 2,20 3,22 0,59
43 774 516 516 2,57 1,71 1,71
47 846 1128 188 2,35 313 0.52
53 1166 742 848 2,54 1,62 1,85
59 885 2360 236 1,53 4,07 0,41
61 1525 1708 488 2,46 2,75 0,79
67 1340 2546 536 1,82 3.45 0,73
71 1704 2698 568 2,06 3.26 0.69
73 1898 2774 584 2,17 3,17 0,67
79 2528 2368 1264 2,46 2,31 1,23
83 2406 3318 996 2,15 2,96 0.89
89 2492 3558 1780 191 2,73 1,36
97 3104 4266 1940 2,00 2,75 1,25
101 3434 4644 2020 2,04 2,76 1,20
103 3090 5768 1648 1,76 3.29 0.94
107 4494 4280 2568 2,38 2,26 1,36
109 3597 5668 2616 1,82 2,86 1,32
113 4972 4744 2712 2,40 2,29 131
127 5461 7112 3556 2,03 2,65 132
131 6419 8646 2096 2,24 3.02 0.73
137 6576 7670 4384 2,12 247 141
139 6116 8618 4448 191 2,70 1,39
149 7450 10430 4172 2,03 2,84 1,14
151 7701 12684 2416 2,03 3,34 0,64
157 8792 11302 4396 2,15 2,77 1,08
163 8476 12712 5216 1,93 2,89 1,19
167 10020 14024 3340 2.20 3.07 0.73
173 9861 14532 5536 1,98 291 111
179 11098 16466 4296 2,09 3,10 081
181 11946 14840 5792 2,20 2,73 1,07
191 12797 16044 7640 2,10 2,64 1,26
193 13896 17368 5404 2,27 2,84 0,88
197 12017 21276 5516 1,86 3,29 0,85
199 12935 21890 4776 1,96 3,32 0,72
211 14770 20256 9284 2,00 2,74 1,26
223 14718 29434 5352 1,78 3,57 0,65
227 15663 26786 9080 1,82 312 1,06
229 19465 21984 10992 2,23 2,52 1,26
233 17708 28890 7456 1,97 321 0.83
239 21032 25332 10516 2,22 2,67 111
>
Totaux 297353 424720 147960 870033
Moyenne 2,0062 2,9802 1,0136
Ratio 2,051 2,929 1,020 6
VaIeuE_atteqdue a 2 3 1 6 2 3 1
I’infini
Ecart 2,53% -2,37% 2,04% 0,31% -0,66% 1,36%

Nous avons la méme tendance vers une équi-répartition suivant les proportions (2,3,1) que pour 1’équation x*+x*+x*+x par
exemple que nous avons explicité plus haut dans le corps de texte.
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