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Les matrices de Collatz.

Hubert Schaetzel

Résumé Tout entier strictement positif aboutit 4 1 par 1’algorithme de Collatz. C’est la conclusion a laquelle nous
aboutissons ici en achevant I’étude de 1’équipe de Departamento de Matematica do Instituto Superior Técnico
de Lisbonne réalisée en 2004/2005 et reposant sur la formule de Jacobi pour les dérivées de matrices.

The Collatz matrices.

Abstract Any strictly positive integer results in 1 by Collatz algorithm. This is the conclusion we reach here by
completing the study of the team of Departamento de Matemaética do Instituto Superior Técnico in Lisbon
carried out in 2004/2005 and based on Jacobi’s formula for the derivative of a determinant.
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1 Introduction.

La conjecture de Collatz ou probleme de Syracuse, qui a de nombreuses autres appellations, est suffisamment connue pour
n’avoir a revenir longuement sur son expression et nous pourrions trouver dans la marge assez de place pour écrire notre
démonstration grace au travail déja mené par les auteurs cités en références [1] et [2]. Cependant, pour éviter au lecteur d’aller
fouiller plus loin, quelques développements en pleine page sont donnés ici. La conjecture affirme que tout nombre entier Xo
positif aboutit a x, = 1 par I’application répétée de 3x;+1 si X; est impair et xi/2 si X; est pair. L’équipe du Departamento de
Matematica do Instituto Superior Técnico de Lisbonne [1] a introduit la possibilité de résoudre ce probléme en démontrant
I’invariance du déterminant de matrices particulieres My, k > 2, idée reprise récemment par les auteurs de la référence [2],
sans aboutir totalement, et qui ont éveillé notre curiosité.

2 Deux théorémes.

Théoreme 1

Soit M = (m;) les matrices carrées de rang k définies par
. mi,izl,izlék,
e minz=Xsii=0mod2eti<Kk,
* MG+ = X, sii=1mod2 et (3i+1)/2 <Kk,
e m;;=0,sinon.
Alors si pour tout k > 2, det(Mx ) = 1-x?, la conjecture de Collatz est vraie.

Illustration

La matrice de Collatz est donnée ci-dessous au rang 8.

1 x 0 0 0 0 0O
x 1 0 0 0 0 0 O
0 01 0 x 0 00O
0 x 0100 00O
0 00 01 0 0 x
0 0x 00100
0 000 OO 10
0 00 x 00 01

Démonstration

La démonstration est en pages 279 a 280 de la référence [1].

Note

Les auteurs des deux références ont tenté la démonstration par 1’évaluation du déterminant de My a partir du déterminant de
Mi.1. Cependant, comme le montre ici ’exemple k = 8, dans les cas k = 2 modulo 6, nous ayons x simultanément sur la
derniere ligne et la derniére colonne. Ceci nécessite pour cette évaluation de retirer colonne ou ligne a I’intérieur de la matrice,
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ce qui progressivement pour des rangs de grande taille fait perdre le fil de I’examen. Nous proposons une alternative trés
simple évitant ces retraits.

Théoréme 2

Soit Mk = (mj;) une matrice de Collatz de rang au moins 2.
Alors le déterminant de la matrice est invariant et égal a 1-x? pour x fixé.

Démonstration

L’ajout a une colonne d’une combinaison linéaire des autres colonnes ne change pas la valeur du déterminant. Notre
démonstration s’appuie sur cette propriété d’invariance. La représentation de I’exemple au rang 23 ci-dessous permet de
visualiser facilement 1’évolution vers une matrice triangulaire inférieure de la matrice initiale. Les 0 ne sont pas affichés. Le
procédé est amorcé d’en bas et coté droit. Les nombres initiaux sont représentés en couleur noire et les fléches successives
indiquent les évolutions apres la réalisation d’une combinaison linéaire avec une ligne donnée. Lorsque la combinaison ne
change pas la valeur d’un élément, 1’évolution n’est pas indiquée. Ceci est le cas en général pour 1 — 1 et 0 — 0. Il est aisé
de vérifier que I’hypothése est vraie pour toutes matrices de rangs compris entre 2 et 7. Soit alors My une matrice jlonnée de
rang k supérieur a 8. Le premier élément de valeur x a examiner se trouve a la position (1+2n, 2+3n) ol n = l(k—2)/3 . Laligne
soumise a évolution est donc 1+42n et ligne avec laquelle nous réalisons la combinaison est la ligne 243n. La
soustraction de cette derniére multipliée par x donne -x2 en (1+2n, (24+3n)/2) si n est pair et laisse la valeur
précédente a 0 sinon. Notons ici que la position (1+2n, (2+3n)/2) est a gauche de (1+2n, 14+2n) et est donc bien dans
la partie triangulaire inférieure de la matrice. Cette procédure est appliquée a la ligne (1+2n)-2, puis (1+2n)-4, etc.
jusqu’a atteindre la ligne 3. Pour toutes matrices (de rang k >8) chaque x en partie triangulaire supérieure et en
colonne supérieure ou égale a 8 se transforme en 0 et les positions (4+3n, 5+4n) se garnissent de -x2 sur une ligne
comprise entre la ligne des x de la partie triangulaire inférieure et la ligne des 1 de la diagonale principale.

1-1—-x"2 x-0

x 1
>—x" 1 -x*-50 x>0
X 1
- —x"2 1 x—0
x 1
1 x—0
x 1
- —x"2 1 x—-0
x 1
1 x—0
x 1
- —x"2 1 x—0
X 1
1 x—0
x 1
1
X 1
1
X 1
1
x 1

Les seules irrégularités a ce schéma répétitif se situe dans la partie supérieure gauche que nous reproduisons ci-dessous :

1-1—x"2 x-0
T )
>—xMM 1 -x*-50 x-0

‘ X 1

- —x"2 1 x—->0

X 1
1
X 1

L’application du procédé a la ligne 5 en s’aidant de la ligne 8 est conforme a ce qui précédait donnant -x2, mais a la ligne 3,
nous obtenons ensuite dans un premier temps en (3, 4) la valeur 0-1.x.(-x?) = x® qui subsiste dans la partie triangulaire
supérieure. Un second traitement, s’aidant de la ligne 4, permet cependant de transférer la valeur 0-1.x.(x%) = -x* a la position
(3, 2), atterrissant bien cette fois dans la partie triangulaire inférieure, en ramenant la valeur précédente a 0. Pour finir, nous
traitons la premiére ligne et le passage de x a 0 en (1, 2) donne 1-x? en (1, 1). Nous aboutissons ainsi a une matrice triangulaire
inférieure avec 1 sur la diagonale principale partout sauf 1-x? & la premiere ligne. Le déterminant de la matrice initiale est
donc 1-x2,
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3 Conclusion.

L algorithme de Collatz dans N* aboutit systématiquement a 1.

La démonstration s’appuie sur les arguments d’autres auteurs ayant réalisé la partie difficile de 1’étude. Ce point est analogue
et fait suite a un autre article [4] de notre part menant exactement a la méme conclusion pour la conjecture (& savoir sa véracité)
le travail difficile ayant été a cette autre occasion celui de Riho Terras [3].
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