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1.Introduction. 
 

« Les mathématiques consistent à prouver la chose la plus évidente par des moyens complexes. » George Polyá. 

 

En effet, la littérature mathématique abonde d’indices et d’évidences en faveur de l’hypothèse de Riemann [1]. L’une de 

celles-ci est la stricte adhésion à l’hypothèse de milliards de zéros obtenus par évaluation numérique. Se limiter à la 

comptabilité des premiers zéros, quel que soit leur nombre, ne donne cependant aucune propriété générale permettant de 

déduire une règle pour les suivants. Aussi, nous élargissons l’étude en nous intéressant à tous les points de la bande critique 

et plus particulièrement la moitié inférieure de cette bande. Les résultats mis en lumière étant généraux s’appliquent aux 

zéros eux-mêmes.  

 

Notre investigation repose sur l’un des prolongements analytiques de la série de Riemann, la fonction Eta de Dirichlet. 

Elle établit l’existence d’une borne inférieure pour une fonction indicatrice de convexité (positive) déduite de celle-ci, 

entrainant l’impossibilité de zéros de Riemann symétriques de part et d’autre de la droite critique.  

 

S’adressant, à un large public, de nombreuses illustrations par graphiques sont données pour rendre le fil des idées aussi 

accessible et clair que possible. Malgré tous ces ajouts, l’article reste relativement court. Son contenu peut-il alors en valoir 

un million d’autres ? 

 

2.Prolongements analytiques. 
 

Soit s = a+i.b un nombre complexe.  

Les paramètres a, b et s sont repris dans le même contexte tout au long de cet exposé. 

La fonction Zêta de Riemann est définie pour Re(s) > 1 par la série entière : 

 

 ∞   

ζ(s) = ∑ 
1 

               (1) 
ms 

 m = 1   

 

La fonction diverge grossièrement sous forme d’une sinusoïde à croissance exponentielle pour Re(s) < 1 pour une valeur 

donnée a de la partie réelle de s, et les zéros de cette fonction, appelés ici zéros (non triviaux) de Riemann, correspondent 

à des nombres s tels que l’axe médian de cette sinusoïde s’aligne asymptotiquement avec l’axe y = 0.  

 

 
Graphique 1 

ζ(s) = C0+i.S0,  

s = 1/2+i. 14,347251 

 

Notons qu’il est impossible de trouver précisément numériquement les zéros de cette fonction en exploitant uniquement 

cette remarque. 

 

La fonction Zêta de Riemann admet cependant, pour Re(s) > 0, un prolongement analytique reposant sur la série entière 

Eta de Dirichlet η(s). 

η(s) = (1-21-s).ζ(s)           (2) 

 

Cette égalité montre que les zéros de la série entière Eta de Dirichlet sont l’union des zéros de 1-21-s et des zéros de la 

fonction Zêta de Riemann. Nous appelons les premiers nommés, les zéros de Dirichlet.  

Nous avons ainsi les ensembles de solutions : 

 

{zéros de la fonction Eta} = {zéros de Dirichlet} U {zéros de Riemann}          (3) 
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Les zéros de Dirichlet sont égaux à  

s = 1+i.2π.k/Ln(2)          (4) 

 

où k décrit les entiers relatifs Z.  

Ces zéros, à valeur réelle (a = 1) constante, sont de véritables frères siamois des zéros de Riemann comme nous l’avons 

montré dans un autre article (cf. référence [6]). Les premiers sont indissociables des seconds et permettent d’anticiper le 

comportement des zéros de Riemann. Ils sont l’image triviale de la véracité de l’hypothèse de Riemann. Nous les 

retrouverons sans surprise plus loin dans les illustrations numériques et ailleurs dans ce texte. 

 

Nous introduisons ensuite l’équation fonctionnelle (voir référence [2]) : 

 

ζ(s) = 2s.πs-1.sin(π.s/2).Γ(1-s).ζ(1-s)           (5) 

 

Ce nouveau prolongement analytique introduit, du fait du sinus, des zéros supplémentaires -2n, appelés zéros triviaux, 

pour tout n entier naturel (donc positif) qui sont absents dans les fonctions précédentes. Ce dernier prolongement est 

indispensable à notre argumentaire du fait que nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

 

Théorème 1  
 

Les zéros de Riemann non triviaux sont symétriques par rapport à l’axe s = 1/2 dans la bande critique. 

 

Démonstration 
 

Posons ξ(s) = (1/2).s.(1-s).π-s/2.Γ(s/2).ζ(s). Nous avons alors (référence [3]) immédiatement ξ(s) = ξ(1-s).  

D’où le théorème. 

 

Théorème 2  
 

Si l’ensemble des zéros de Riemann tel que 0 < a < 1/2 est vide , alors les zéros de Riemann sont tous sur l’axe 1/2.  

 

Démonstration 
 

C’est une conséquence triviale du théorème 1 .  

 

En 1896, Hadamard et La Vallée-Poussin [3] prouvèrent indépendamment qu'aucun zéro ne pouvait se trouver sur la ligne 

Re(s) = 1, et donc que tous les zéros non triviaux devaient se trouver dans l'intérieur de la bande critique 0 < Re(s) < 1. 

Pour cette raison, nous avons choisi d’écrire précédemment 0 < a < 1/2 au lieu de 0 ≤ a < 1/2, bien que cette seconde façon 

ne nous gêne pas ici, bien au contraire, puisqu’elle permet de confirmer les travaux des auteurs cités simplement en 

examinant le cas a = 0 (ce qui est d’ailleurs effectivement fait dans cet article). 

 

3.Equations explicites de la fonction Eta de Dirichlet et autres expressions. 
 

Soit Ln(x) le logarithme népérien de x. 

La fonction Eta s’écrit :  

 ∞   

η(s) = ∑ 
(-1)m-1 

         (6) 
ms 

 m = 1   

Nous avons ainsi :  

 

 ∞ ∞  

η(s) = ∑ (-1)m-1.m-a.cos(b.Ln(m))+i. ∑ (-1)m-1.m-a.sin(b.Ln(m))          (7) 

 m = 1 m = 1  

 

La recherche des zéros de η(s) revient donc à résoudre les deux équations : 

 

∞ 

∑ (-1)m-1.m-a.cos(b.Ln(m)) = 0        (8) 

m = 1 

et 

∞ 

∑ (-1)m-1.m-a.sin(b.Ln(m)) = 0        (9) 

m = 1 
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Posons  

 ∞ 

C0(a,b) = ∑ (-1)m-1.m-a.cos(b.Ln(m))         (10) 

 m = 1 

et 

 ∞ 

S0(a,b) = ∑ (-1)m-1.m-a.sin(b.Ln(m))         (11) 

 m = 1 

 

Alors l’annulation de η(s) est équivalente à l’annulation suivante : 

 

(C0(a,b))2+(S0(a,b))2 = 0          (12) 

 

Posons  

D0(a,b) = (1/2).(C0(a,b))2+(S0(a,b))2          (13) 

 

Théorème 3 
 

Si la dérivée seconde partielle de D0(a,b) par rapport à a est strictement positive pour 0 ≤ a ≤ 1/2, alors l’hypothèse de 

Riemann est exacte. 

 

Démonstration  
 

Soit b fixé. Plaçons-nous en a0 = 1/2. Par hypothèse, la dérivée seconde partielle par rapport à a est strictement positive en 

a0-ε, ε > 0. La fonction D0(a,b), positive ou nulle comme somme de carrés, est alors convexe (et donc la dérivée partielle 

première est de signe constant). Elle croit nécessairement sur la ligne b constant lorsque a décroit de a0 = 1/2 à a = 0. 

L’expression D0(a,b) ne peut alors être nulle qu’en a0 = 1/2. 

 

Nous notons les expressions des dérivées partielles successives de C0(a,b) et S0(a,b) par rapport à a : 

 

 ∞ 

Ck(a,b) = ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.cos(b.Ln(m))         (14) 

 m = 1 

et 

 ∞ 

Sk(a,b) = ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.sin(b.Ln(m))         (15) 

 m = 1 

 

Ceci nous permet d’écrire les dérivées partielles successives, par rapport à a, de D0(a,b) comme suit :  

 

D1(a,b) = C0(a,b).C1(a,b)+S0(a,b).S1(a,b)          (16) 

et 

D2(a,b) = C0(a,b).C2(a,b)+S0(a,b).S2(a,b)+(C1(a,b))2+(S1(a,b))2          (17) 

 

Notre objectif est de démontrer que D2(a,b) > 0 pour 0 ≤ a ≤ 1/2.  

 

L’expression D2(a,b) comporte une partie qui est trivialement positive P2(a,b) = (C1(a,b))2+(S1(a,b))2. Il convient de la 

comparer à la partie complémentaire Q(a,b) = C0(a,b).C2(a,b)+S0(a,b).S2(a,b). Tant que Q(a,b) est positif, tout va pour 

le mieux. Si Q(a,b) est négatif et si |Q(a,b)| < P(a,b), alors l’expression D2(a,b) est encore positive et l’hypothèse de 

Riemann en découle aussi. Il est donc avisé d’examiner l’évolution dans la bande critique inférieure du rapport : 

 

R2(a,b) = 
C0(a,b).C2(a,b)+S0(a,b).S2(a,b) 

                   (18) 
(C1(a,b))2+(S1(a,b))2 

 

De cette discussion, il résulte le théorème suivant équivalent au théorème 3 : 

 

Théorème 4 
 

Si R2(a,b) > -1 pour 0 ≤ a ≤ 1/2, b un réel donné quelconque, alors l’hypothèse de Riemann est vraie. 

 

Remarque  
 

Il s’agit d’une condition suffisante (et non nécessaire) : Un b contradictoire (donnant R2(a,b) ≤ -1) n’écarte le résultat 

recherché qu’en cette valeur b et son voisinage immédiat. Nous verrons ci-dessous, qu’en effet, il existe des valeurs b 
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telles que l’expression R2(a,b) est inférieure à la valeur -1, pour 0 ≤ a ≤ 1/2, près de l’origine à des abscisses plus petites 

que celle du premier zéro de Riemann (et du premier zéro de Dirichlet). 

 

Notons par ailleurs que du fait de la symétrie de l’équation fonctionnelle, nous examinons uniquement les valeurs b ≥ 0, 

les arguments étant en tout point identiques pour b ≤ 0. 

 

4.Illustrations numériques. 
 

Le lecteur se reportera à l’annexe 1 pour les conditions permettant de garantir la cohérence et la précision des évaluations 

numériques. Toutes les illustrations sont données avec un intervalle entre les points Δb = 1/10 lorsque non spécifiées 

autrement. 

 

L’étude concerne la demi-bande critique 0 ≤ a ≤ 1/2. Cependant, comme les zéros de Riemann, du moins pour ceux connus, 

sont tous sur la ligne critique a = 1/2, les expressions mises en évidence sont nécessairement à leur apogée et donc les plus 

saillantes sur cette ligne critique. Le lecteur ne s’étonnera donc pas si certains calculs se concentrent uniquement sur cette 

ligne. Sur une ligne parallèle a < 1/2 de la bande critique, la situation est analogue mais avec une plus faible ampleur. 

 

Le contenu de ce paragraphe 4, dit d’ « illustrations », ainsi que l’annexe 8, contient un ensemble de relations qui suffisent 

à montrer l’évidence de l’hypothèse. Cette évidence est écrasante, les zéros et le voisinage de ces zéros en offrant 

seulement un paroxysme. Cependant, la démonstration de ces relations, pour le paragraphe en cours hormis pour 

l’indispensable partie 4.1, serait sûrement un véritable « tour de force » et n’est pas entreprise ici. D’où la nécessité du 

paragraphe 5 qui suivra celui-ci.  

 

4.1 Echelonnement des sommes de carrés SCk(a,b). 

 

Nous comparons les fonctions sommes de carrés de Ck(a,b) et Sk(a,b), ces dernières étant définies à partir des relations 

(14) et (15) :  

SCk(a,b) = (Ck(a,b))2+(Sk(a,b))2                (19) 

 

Les représentations graphiques montrent clairement, qu’au-dessus de b ≈ 20, les courbes SCk+1(a,b) sont dessus des courbes 

SCk(a,b) dans des positions relatives d’emboitement.  

 

  
Graphique 2 

a = 1/2 

Graphique 3 

a = 1/2 

 

 
Graphique 4 

a = 1/2 
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Il suit immédiatement :  

 

Théorème 5  
 

Nous avons presque partout : 

SCk+1(a,b) > SCk(a,b)                 (20) 

 

Nota 1: 
 

Les courbes sont données avec un pas Δb de 1/10. Les pics vers le bas ne sont pas nécessairement totalement formés ici. 

Néanmoins, le pic de SC1(a,b) situé au niveau du zéro de Riemann correspondant à b ≈ 5010,9331981 se voit par exemple 

très nettement. L’emboitement n’empêche ainsi en rien d’avoir à proximité des zéros de Riemann des valeurs pour SCk(a,b) 

très petites, quel que soit k > 0, et ceci plus particulièrement pour SC1(a,b) = (C1(a,b))2+(S1(a,b))2. Ceci permet de trouver 

effectivement des valeurs R2(a,b) de plus en plus grandes ici ou là, puisque SC1(a,b) est au dénominateur de l’expression. 

 

Nota 2: 
 

La terminologie « presque partout » n’est pas celle de la théorie des probabilités. Le terme est choisi dans le sens de très 

souvent, sans notion rigoureuse de densité, l’étude n’étant pas terminée à ce stade.  

 

Pour améliorer la précision, deux paramètres sont à prendre en compte : 

- Le nombre de termes de la troncature 

- Le pas Δb 

 

Dans les graphes ci-dessous, au niveau des pics, Δb est ici pris égal à 1/10000. Pour SC0, au niveau des zéros de Riemann, 

les deux pics prennent des valeurs de plus en plus faibles (puisque la limite théorique est ici 0). Pour SC1, le pic progresse 

vers de plus faibles valeurs entre la troncature à 10000 et celle à 50000 termes. Cette progression s’arrête ensuite. Les 

relevés de la valeur minimale sont 0,00097147 à 10000 termes, 0,00053732 à 50000 termes, 0,00058222 à 150000 termes, 

rien n’interdisant en effet une valeur plus forte en dernière instance en faisant augmenter la précision du calcul. 

 

 
Graphique 5 

Troncature à 150000, a = 1/2 

 

Nous voyons ci-dessus l’attraction que constitue deux pics proches pour SCk(a=1/2,b) sur l’expression SCk+1(a=1/2,b) 

dans le cas k = 0 ici. Comme deux pics créent un pic au-dessus d’eux, le phénomène ne se produit a priori fréquemment 

que jusqu’au niveau de SC1(1/2,b). Un pic franc pour SC2(1/2,b) est certainement rare, requérant 3 zéros de Riemann très 

proches. Un pic significatif est sans aucun doute exceptionnel lorsque k > 2.  

 

Théorème 6  
 

Nous avons  

SCk+1(a,b) > SCk(a,b)                 (21) 

 

Démonstration 
 

L’étude numérique montre clairement que l’inégalité est vraie hormis éventuellement près des positions des pics et, de 

plus, le cas critique à examiner est celui de la position relative de SC0(a,b) et SC1(a,b), le cas des k supérieurs étant bien 

plus triviaux. Plaçons-nous au niveau d’un pic pour SC1(a,bpic). L’expression SC0(a,bpic) présente en cette position une 

dérivée partielle par rapport à b proche de 0. Celle-ci s’écrit, avec les notations du paragraphe 5.2, ∂b((C0(a,b))2+(S0(a,b))2) 

= 2(C0(a,b).S1(a,b)-S0(a,b).C1(a,b)) avec valeur à prendre en b = bpic. D’où il résulte l’égalité approximative 

C0(a,bpic).S1(a,bpic) ≈ S0(a,bpic).C1(a,bpic). Simplifions les écritures en omettant de répéter les coordonnées (a,bpic). Les 

fonctions C0 et S0 sont non nulles puisque non placées en un zéro de Riemann. Nous avons alors au niveau du pic de SC1, 
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la différence d’ordonnées entre SC1 et SC0 égale à C12+S12-(C02+S02) ≈ (C0.S1/S0)2+S12-(C02+S02) = ((S1/S0)2-

1).(C02+S02) et de même C12+S12-(C02+S02) ≈ (C12+(C1.S0/C0)2-(C02+S02) = ((C1/C0)2-1).(C02+S02). Cette expression, 

et la précédente, sommes de fonctions continues, sont continues. Ainsi, pour que la différence C12+S12-(C02+S02) 

devienne négative, il faut d’abord qu’elle devienne nulle. Le point de coordonnées (a,bpic) étant intermédiaire entre deux 

zéros de Riemann, nous avons C02+S02 ≠ 0. Ceci signifie que la nullité de C12+S12-(C02+S02) entraine la nullité conjointe 

de (C1/C0)2-1 et de (S1/S0)2-1, soit simultanément C1 → C0 et S1 → S0 près de l’abscisse du pic. Or C0 n’est en rien 

C1, ni S0 par rapport à S1 et le rapport de leurs valeurs numériques ne converge pas du fait de petites valeurs quasi-

aléatoires de C0, S0, C1 et S1. Valeurs faibles de C0, S0 vont de concert avec faible valeur de la différence C12+S12-

(C02+S02), créant une oscillation (et donc une divergence) de plus en plus importante. A la limite SC1 → SC0, l’oscillation 

tend vers l’infini rendant l’égalité impossible.  

 

Nous donnons l’exemple pour le pic à proximité de bpic ≈ 7005,08168, le phénomène d’oscillations étant reproductible 

avec tout autre exemple. Nous avons bien C12+S12-(C02+S02) → 0 (graphique 6). Mais (C1/C0)2-1 ≈ (S1/S0)2-1 ≈ 58 (ce 

qui est déjà un premier handicap) tant que nous prenons une troncature entre 800 et 2300 termes, cas où C12+S12-(C02+S02) 

ne converge pas encore vers 0. Lorsque finalement cette convergence s’amorce grâce au nombre suffisant de termes (ici 

au-delà de 2500), les ratios C1/C0 et S1/S0 entrent dans une phase instable du fait des faibles valeurs de C0, S0, C1 et S1 

(graphiques 7 et 8) en oscillant autour de la valeur précédente. Cette oscillation subsiste quel que soit le nombre de termes, 

et donc à l’infini, à savoir pour la valeur effective de C12+S12-(C02+S02).  

 

 
Graphique 6 

Troncature à 10000, a = 1/2, bpic ≈ 7005,08168 

Absence d’oscillations après m = 2500 de C12+S12-(C02+S02) 

 

  
Graphique 7 

Troncature à 10000,  

a = 1/2, bpic ≈ 7005,08168 

Présence d’oscillations après m = 2500 de C1/C0 

Graphique 8 

Troncature à 10000,  

a = 1/2, bpic ≈ 7005,08168 

Présence d’oscillations après m = 2500 de S1/S0 

 

Théorème 7  
 

Nous avons pour 0 ≤ a ≤ 1/2 et k > 0 : 

 

SCk(a,b) > 0                  (22) 

 

Démonstration 
 

Ceci découle immédiatement du théorème 6. 
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Nota : 
 

L’ordonnée SC0 à l’abscisse intermédiaire bpic est a priori d’autant plus faible statistiquement que deux zéros de Riemann 

sont plus proches. Nous revenons sur ce point au paragraphe 4.5. 

 

4.2 Valeurs courantes de R2(a,b). 

 

Nous représentons le rapport R2(a,b) en fonction du paramètre a pour b donné. La vue ci-dessous montre l’évolution à 

partir de a = 1/2 (fond de l’image) avec alternance de pics vers le bas et pics vers le haut. En a = 1/2, l’ordonnée est nulle 

pour les zéros de Riemann et de Dirichlet. La condition d’annulation de C0(a,b).C2(a,b)+S0(a,b).S2(a,b) est d’ailleurs 

plus étendue et peut éventuellement survenir sans la présence de ces deux types de zéros. Le cinquième pic vers le haut 

est moins marqué. Il correspond ici au voisinage du 166ième zéro de Dirichlet (166.2π/Ln(2) ≈ 1504,743567). 

 

 
Graphique 9 

a = [0, 1/2], b ∈ [1500, 1510] 

 

Dans les graphiques qui suivent, les valeurs b sont prises dans ℕ pour 100 valeurs consécutives. Certaines valeurs de b 

peuvent être proches des valeurs imaginaires des zéros de Riemann ou de Dirichlet. 

La gamme des valeurs de b est donnée dans la légende. Les valeurs min et max indiquées sont celles de R2(a,b) en a = 

1/2. Ce ne sont bien sûr ni les minimums, ni les maximums absolus si b ∈ ℜ.  
 

  
Graphique 10 

b = 14 à 100 

min ≈ -0,065923, max ≈ 2,582495 

Graphique 11 

b = 100001 à 100100 

min ≈ -0,128374, max ≈ 3,027709 

 

Il règne un certain chaos dans les variations de R2(a,b) lorsque a > 1/2, mais la tendance vers la valeur asymptotique R2(a 

→ -∞,b) → 1 s’active rapidement du côté a ≤ 1/2, d’où l’intérêt évident de choisir ce côté-ci de la bande critique. 

Les graphiques ci-dessous donnent les valeurs de R2(a = 1/2, b) des séries de nombres b précédents. Le premier graphique 

est pour b dans l’ordre croissant. Le second graphique sont les mêmes valeurs où R2(a,b) sont triés dans l’ordre croissant 

(l’axe des x devenant arbitraire). 
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Graphique 12 

a = 1/2 

Graphique 13 

a = 1/2 

 

Le dernier graphique montre bien que l’accroissement de b n’a pas de réelle incidence sur l’ordre des distributions des 

valeurs R2(1/2, b) et plus particulièrement sur sa valeur minimale. La dernière courbe de la légende, où b est dans 

l’intervalle de valeurs 100001 à 100100, est simplement intermédiaire aux autres distributions. Nous revenons sur l’allure 

de ce dernier graphique avec une précision accrue dans le paragraphe qui suit. 

 

4.3 Relevés aléatoires de R2(a,b). 

 

Nous faisons d’abord des relevés pour a = 1/2.  

Nous parlons ici de relevés aléatoires bien que b soit pris à espacement constant 1. En effet, la valeur que prend R2(a,b) 

en fonction b, à paramètre a fixé, n’est pas prédictible : les zéros de Riemann ont des abscisses br imaginaires que nous 

pouvons qualifier d’aléatoires et la valeur de R2(a,b) pour b à espacement constant se trouvera à une distance aléatoire 

d’un br et prend effectivement des valeurs R2(a,b) que nous pouvons considérer comme pris au hasard. Il en est de même 

des minima et des maxima de R2(a,b) ou de tout autre choix. Prendre b à distances aléatoires ou constantes revient ainsi 

au même si nous voulons analyser statistiquement la distribution de R2(a,b) à paramètre a fixé. 

 

Nous avons alors le tableau partiel suivant : 

Tableau 1 

 

b-k.10000 
R2(1/2, 0≤b<9999) 

k = 0 

R2(1/2, 10000≤b<19999) 

k = 1 

R2(1/2, 20000≤b<29999) 

k = 2 

0 -1,08934023 -0,05235938 0,53967998 

1 -1,22982782 -0,24315523 0,37783264 

2 -1,23743739 0,92023095 1,18166428 

3 -0,59258188 -0,00324345 0,43683645 

… … … … 

9997 1,10427165 0,91778738 0,51817126 

9998 -0,02703119 -0,11687438 0,83313405 

9999 0,26809106 1,49868353 2,16119046 

 

Ces valeurs sont ensuite classées dans l’ordre croissant, l’axe de référence devenant un simple indice.   

 

Tableau 2 

 

i R2(1/2, 0≤b<9999) R2(1/2, 10000≤b<19999) R2(1/2, 20000≤b<29999) 

0 -1,237437394 -0,367149358 -0,415532661 

1 -1,22982782 -0,336819688 -0,389586665 

2 -1,089340232 -0,319879054 -0,33263088 

3 -0,592581881 -0,314646353 -0,312157279 

… … … … 

9997 7,164445983 11,20934744 13,13029216 

9998 10,87793755 12,42906401 13,19809132 

9999 11,3992441 21,28605665 16,7790967 

 

Les courbes représentatives des distributions de valeurs obtenues ainsi sont les suivants : 
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Graphique 14 

xgraphique = i, a = 1/2, b ∈ [0, 29999] 

 

L’allure des courbes dans la partie centrale est la même pour les trois choix triés de données.  

Elle serait la même pour tout autre choix aléatoire d’abscisses pour peu que l’échantillon choisi comporte suffisamment 

d’éléments. Ce choix aléatoire peut être un espacement Δb différent de 1.  

 

Nous donnons ci-dessous les résultats R2(a,b) pour un plus petit domaine de valeurs (b ∈ [500, 750]) et un espacement 

plus petit Δb (Δb = 1/100). L’allure de la courbe pour a = 1/2 (en jaune) est la même. A nouveau, l’axe des x n’est pas 

réellement b puisque les valeurs de R2(a,b) ont été reprises par ordre croissant. 

 

  

Graphique 15 

a = 0 à 1, x ∈ [500, 750] 

Graphique 16 

a = 0 à 1, x ∈ [500, 750] 

 

Au fur et à mesure que le paramètre a diminue en se rapprochant de 0, l’ensemble des valeurs R2(a,b) se rapprochent de 

l’axe horizontal d’ordonnée 1. 
 

Le graphique ci-dessous fournit une vue rapprochée pour la partie qui nous intéresse plus particulièrement, c’est-à-dire 

quand R2(a,b) < 0. Les courbes se présentent bien l’une au-dessus de l’autre dans l’ordre décroissant de a. Ici, pour a = 

0,55, nous avons toujours R2(a,b) > -1, mais ce n’est plus le cas pour a = 0,6 (ce qui est sans préjudice aucun pour notre 

étude dont la preuve est nécessaire uniquement pour a ∈ [0, 1/2]).  

 

 
Graphique 17 

a = 0 à 1, x ∈ [500, 750] 
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4.4 Relations entre minimum et maximum locaux de R2(a,b). 

 

La fonction R(a = 1/2, b) évolue de minima en maxima locaux lorsque b augmente. Nous cherchons ici une ou des relations 

entre un maxima et les deux minima qui l’encadrent. 

 

Le graphique ci-dessous donne un échantillon des valeurs prises par R2(1/2, b) pour b ∈ [15000,15250]. Le lecteur averti 

pourra noter, bien que cela ne soit pas très visible, qu’à un pic (positif) correspond également des pointes de valeurs 

négatives de part et d’autre de ce pic. 

 

 
Graphique 18 

a = 1/2, b ∈ [15000,15250] 

 

Ceci est plus visible en faisant quelques agrandissements : 

 

 
Graphique 19 

a = 1/2, b ∈ [15000,15030] 
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Graphique 20 

a = 1/2, b ∈ [15131,15134] 

Graphique 21 

a = 1/2, b ∈ [15131,15134] 

 

  
Graphique 22 

a = 1/2, b ∈ [15051,15056] 

Graphique 23 

a = 1/2, b ∈ [15051,15056] 

 

Tout se passe comme si l’élancement vers les fortes valeurs rpic de R2(a,b) nécessite une force de ressort pris sous 

l’ordonnée 0. Effectivement, plus un pic est élevé et plus des valeurs négatives plus fortes rbas l’entourent.  

 

Le graphique 23 montre cependant des valeurs négatives « fortes » de part et d’autre n’entrainant pas nécessairement un 

fort pic (positif) lorsque leurs forces sont déjà affectées dans les pics se trouvant au voisinage.  

Ainsi, si nous représentons rpic en fonction de rM, où rpic est la valeur d’un pic donné, rM la moyenne entre les deux valeurs 

basses de part et d’autre, nous obtenons nécessairement une branche « parasite ».  

C’est ce qui est illustré dans les graphiques (24) ci-dessous.  

 

Le lecteur notera que ces deux graphiques (qui sont les mêmes données avec simplement une échelle logarithmique pour 

l’axe y dans le second graphique) ont été réalisés en agglomérant les données fournies dans les intervalles b ∈ [3000, 

3250], [6000, 6250], [9000, 9250], [12000, 12500], [15000,15250] avec un pas Δb = 1/100.  

 

 

Graphique 24 

rpic fonction de rM 

 

La branche « parasite » est celle s’étendant à l’horizontale. Elle ne donne pas d’information utile supplémentaire à celle 

fournie par la branche ascendante puisque liée à celle-ci. L’inconvénient est qu’elle peut donner l’illusion que l’abscisse 
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rM n’est pas bornée alors que ce qui la détermine est effectivement l’évolution de la branche ascendante. Au paragraphe 

4.5, nous précisons le critère à partir duquel le mélange des branches horizontale et ascendante prend un caractère 

prépondérant. 

 

L’illustration, basée sur le graphique 24, doit aussi faire l’objet d’une remarque importante. Le pas Δb = 1/100 reste trop 

grand pour obtenir une bonne précision des valeurs effectives des pics rpic. Il est impératif de faire une étude point par 

point. Nous fournissons ainsi en annexe 3 au tableau 7 les données complètes des graphiques ci-dessous (qui sont encore 

une fois les mêmes données avec simplement une échelle logarithmique pour l’axe y dans le second graphique). 

 

  
Graphique 25 

rpic fonction de rM 

Branche principale 

Graphique 26 

rpic fonction de rM 

Branche principale (rM < -0,1) 

 

Les points sur le premier graphique présentent une divergence de plus en plus rapide au-delà de l’abscisse rM ≈ -0,35. Le 

second graphique montre que cet accroissement est sur-exponentiel. Les données près de l’origine sont plus erratiques du 

fait de la combinaison des branches ascendante et horizontale du graphique (24).  

 

La fonction d’interpolation utilisée ici répond à la relation : 

 

rpic ≈  
1,4 

 -5                    (23) 
(0,5+rM)2,1 

 

Les paramètres d’ajustement sont très approximatifs (hormis 0,5 qui doit être relativement proche de la réalité). Nous 

penchons pour notre part pour un exposant au dénominateur égal à 2, mais nos données à ce jour indique l’ajustement 

proposé ici. Faute de mieux, nous l’avons pris ainsi. 

 

Le point important est que cette fonction d’approximation diverge en rM = -0,5 ce qui signifie une valeur butoir impossible 

à dépasser (dès -0,5 au lieu de -1) du fait de la continuité de R2(a,b) démontrée au paragraphe 5.1. Ceci confirme alors le 

théorème 4.  

 

Nota : The terme rM est une moyenne de 2 termes. Rien n’empêche l’un d’eux d’être plus petit que -0,5. Cependant les 

deux coordonnées rbas autour d’un pic étant à l’extérieur de part en d’autre des deux zéros de Riemann, et donc telles que 

rbas < 0, la limite rM > -0,5 signifie qu’aucun des deux rbas ne peut être inférieur à -1.   

 

4.5 Expression relative à l’écart entre zéros de Riemann et R2(a,b). 

 

Une recherche au hasard des pics de grande amplitude de R2(a,b) demanderait des ressources de calculs énormes sans 

l’existence d’un repérage suffisamment simple. Heureusement, un lien existe entre l’écart de deux zéros de Riemann 

consécutifs et la hauteur du pic intermédiaire à ceux-ci, lien qui rend alors ladite recherche tout à fait aisée grâce à la base 

de données référencée en [5].  

 

Il s’avère ainsi qu’un pic est en général d’autant plus ample que l’écart Δbr entre deux zéros de Riemann consécutifs (dont 

les abscisses sont notées zéro_R- et zéro_R+) est plus petit. Nous avons la relation approximative suivante, où br est 

l’abscisse du pic, Δbr l’écart entre deux zéros de Riemann, dont le lecteur trouvera les éléments numériques en annexe 5 : 

 

rpic ≈ 1 +  
5 

                     (24) 
Δbr

2.br
1/4 

 

Suivant cette relation, l’amplitude du pic tend vers l’infini lorsque l’écart tend vers zéro. Ces cas sont nécessairement de 

plus en plus fréquents pour des abscisses de très grandes valeurs puisque l’écart moyen entre zéros est asymptotiquement 
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en 2π/ln(abs_zéroR). La présence du logarithme rend cependant difficile de trouver numériquement de nombreux cas à 

valeurs très importantes. En particulier il n’y a aucun rpic > 10000 pour les 500000 premiers zéros de Riemann. 
 

Le premier graphique ci-dessous représente résultats numériques et évaluation par une formule d’interpolation sans tenir 

compte de l’abscisse du pic br (terme br
1/4 au dénominateur omis). Dans le second, ce facteur supplémentaire est introduit. 

 

  
Graphique 27 

rpic fonction de Δbr 

(cf. Annexe 5, tableau 8) 

Graphique 28 

rpic fonction de Δbr et br 

(cf. Annexe 5, tableau 8) 

 

Le lecteur trouvera en annexe 8 une étude plus exhaustive des fonctions d’approximation de rpic permettant de cerner de 

façon bien plus précise la valeur effective de ces extrema. 

 

Pour des pics de grande ampleur, nous pouvons négliger les constantes -5 et 1 dans les relations 23 et 24. Afin de 

compenser la puissance 2,1 que nous réduisons à 2, nous augmentons quelque peu la constante devant la fraction pour 

obtenir rpic ≈ 1,8/(0,5+rM)2 ≈ 5/Δbr
2.br

1/4. Il en découle : 

 

rM ≈ -(1/2).(1-1,2.Δbr.br
1/8)                        (25) 

 

Comme Δbr.br
1/8 > 0, le terme rM est supérieur à -0,5.  

Pour des valeurs proches de 0, exp(-x) ≈ 1-x, et ainsi :  

 

rM ≈ -(1/2).exp(-1,2.Δbr.br
1/8)                        (26) 

 

Dans la gamme des valeurs numériques examinées, nous avons aussi la formule alternative plus simple : 

 

rM ≈ -(1/2).exp(-5Δbr)                 (27) 

 

qui conduit aux graphiques suivants : 

 

  

Graphique 29 

rM fonction de Δbr 

(cf. Annexe 5, tableau 9) 

Graphique 30 

rM fonction de Δbr  

(cf. Annexe 5, tableau 8) 

 

L’alignement des points décroche nettement pour un écart entre zéros de Riemann supérieur à la valeur Δbr = 1/2 (et donc 

a priori indépendamment de l’abscisse de ces zéros). A partir de cette valeur critique, comme semble le montrer les données 

en annexe 5, l’ordre des abscisses abs_rbas (abscisse b de rM avant le pic), abs_zéro_R- (abscisse du zéro de Riemann 



p 15/64 

avant le pic), abs_pic (abscisse du pic), abs_zéro_R+ (abscisse du zéro de Riemann après le pic), abs_rhaut (abscisse de 

rM après le pic), n’est plus respecté (ce qui est parfaitement possible puisque l’annulation de R2(a,b) ne correspond pas à 

l’annulation de (C0(a,b))²+(S0(a,b))².  

 

Au-dessous de la valeur critique de l’écart, les points s’alignent parfaitement ici, le seul critère de sélection ayant été de 

prendre l’écart Δbr parmi les 100000 premiers zéros tels que Δbr est le plus proche par valeur supérieure de 0.05, 0.10, 

0.15, 0,20, 0.25, 0.30, 0.35, 0.40 et 0,45, (pour la construction du graphique 29), sélection qui ne donne qu’un espacement 

en abscisse quasi-uniforme mais aucunement une quelconque prédisposition sur la valeur des ordonnées. Nous avons 

rajouté en plus la solution de plus faible Δbr existant parmi les 500000 premiers zéros de Riemann.  

 

Notons que la valeur de l’abscisse abs_pic n’intervient pas dans la formule proposée (au contraire de la relation impliquant 

rpic). Près de l’origine (Δbr < 0.05), la relation 27 est quasi-linéaire en développant exp(x) au premier ordre et tend 

clairement (graphique 30) vers la limite rM =-1/2. 

 

4.6 Géodésiques de R2(a,b). 

 

Nous adoptons le mot « géodésique » par pure convenance. Il s’agit plus précisément des extrema locaux de la fonction 

R2(a,b). 

 

Théorème 8 
 

La valeur locale maximale de R2(a,b) est liée aux chemins des minima au voisinage de ce pic. 

 

Démonstration  
 

Les extremums de R2(a,b) sont déterminés par l’annulation des deux dérivées partielles ∂aR2 et ∂bR2. 

Ceci entraine en utilisant les relations établies plus loin en (30) et (31) : 

 

(C12+S12+2C0.C2+2S0.S2).(C1.C2+S1.S2)+(C12+S12).(C0.C3+S0.S3) = 0 

(C12+S12+2C0.C2+2S0.S2).(C1.S2-S1.C2)+(C12+S12).(S0.C3-C0.S3) = 0 

D’où  

(C1.C2+S1.S2).(S0.C3-C0.S3) = (C1.S2-S1.C2).(C0.C3+S0.S3)                         (28) 

 

Cette équation est commune au minima et au maxima locaux, d’où le lien.  

 

Remarque 1.  
 

L’équation commune explique le lien qui existe entre un pic de R2(a,b) et les deux minima de part et d’autre de ce pic 

observés dans les illustrations du paragraphe précédent. De fait, ce qui produit la valeur du pic n’est pas uniquement les 

deux valeurs de part et d’autre, où le paramètre a est fixé d’avance, mais l’ensemble du géodésique minimal « entourant » 

ce pic. Cependant la moyenne des deux valeurs examinées plus haut est déjà, lorsque le pic a une valeur significative au-

dessus de 1, une bonne représentation dudit voisinage et donc permet d’anticiper la valeur du pic. 

 

Remarque 2.  
 

Les deux minima de part et d’autre doivent avoir des valeurs comparables pour que l’équation d’approximation soit utile. 

Lorsque cela est le cas, pour un pic de forte intensité, la configuration des minima (en bleu foncé) est en forme de croix 

comme dans le graphique 31, tandis que les isoplèthes d’altitude tendent vers la verticale comme le montre l’exemple du 

graphique 32.  
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Graphique 31 

a = 0,4 à 0,6  

b ∈ [17143.66, 17143.96] 

Δb = 0.006 

Graphique 32 

 

Lorsque les valeurs des minima sont dissemblables, les deux ailes des minima sont au contraire orientées dans le sens 

opposé du côté de l’extremum à valeur proche de -0,5 et en général horizontales du côté de l’autre minimum. Les isoplèthes 

d’altitude tendent vers l’horizontale. Les graphiques qui illustrent ce point sont les graphiques 33 et 34. 

Ceci explique la branche « parasite ». 

De plus, le pic n’est que son ébauche en a = 0,5 et continue son accroissement du côté de a > 0,5 (ligne rose ci-dessous).  

 

 

 
Graphique 33 

a = 0,4 à 0,6 

b ∈ [17143.839, 17144.919]  
Δb = 0.03 

Graphique 34 

 

Remarque 3.  
 

Le lecteur intransigeant objectera qu’une équation telle la relation 28 peut être trouvée non seulement pour les géodésiques 

mais pour n’importe quelle valeur qu’on souhaite affubler à R2(a,b) et donc ne prouve rien. Nous ne disons pas le contraire 

pour la première partie de cet argumentaire. En effet, aucun point n’échappe aux équations de la nappe.  

Ce que nous disons ici est qu’il y a suffisamment d’information dans les minima pour déterminer le reste et l’argument 

soulevé suffit alors comme base initiale de la preuve. 

 

Tous les indicateurs étant au vert, il est temps de revenir à autre chose. 
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5.Retour aux théorèmes et démonstrations. 
 

5.1 Continuité de R2(a,b). 

 

Théorème 9 
 

La fonction R2(a,b) est continue dans l’intervalle 0 ≤ a ≤ 1/2.  

 

Démonstration  
 

Il suffit de montrer que le pôle de R2(a,b), c’est-à-dire son dénominateur SC1(a,b) = (C1(a,b))2+(S1(a,b))2 ne s’annule 

pas. Ceci est le théorème 7.  

 

La continuité est également vraie en dehors de l’intervalle indiqué. 

 

5.2 Calcul de dérivées partielles liées à R2(a,b). 

 

Convention d’écriture.  

 

Dans ce texte les fonctions sont en général dépendantes de deux variables a et b. La manipulation des objets est simplifiée 

en écrivant F(a,b) sous la forme F. La dérivée partielle de F, par rapport au paramètre a, ∂/∂a(F(a,b)) est simplifiée en ∂aF. 

De même pour b. Dans le corps de texte, nous avons défini les fonctions Ck(a,b) et Sk(a,b). Les écritures sans rappel des 

paramètres a et b sont équivalentes ainsi que l’indiçage k : Ck(a,b) = Ck(a,b) = Ck = Ck et Sk(a,b) = Sk(a,b) = Sk = Sk. 

 

Calcul des dérivées partielles de Ck(a,b) et Sk(a,b).  

 

D’après les relations (14) et (15), nous avons : 

 

 ∞ 

Ck = ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.cos(b.Ln(m)) 

 m = 1 

et 

 ∞ 

Sk = ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.sin(b.Ln(m)) 

 m = 1 

 

Nous en déduisons immédiatement  

 

 ∞ 

∂aCk = ∑ (-1)m+k.(Ln(m))k+1.m-a.cos(b.Ln(m)) 

 m = 1 

 

 ∞ 

∂aSk = ∑ (-1)m+k.(Ln(m))k+1.m-a.sin(b.Ln(m)) 

 m = 1 

 

 ∞ 

∂bCk = ∑ (-1)m+k.(Ln(m))k+1.m-a.sin(b.Ln(m)) 

 m = 1 

et 

 ∞ 

∂bSk = ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k+1.m-a.cos(b.Ln(m)) 

 m = 1 

 

En d’autres termes : 

∂aCk = Ck+1 

∂aSk = Sk+1 

∂bCk = Sk+1 

∂bSk = (-1).Ck+1 

                           (29) 

 

Toutes ces fonctions, comme sommes (finies ou infinies) de fonctions continues sont continues. 
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Calcul des dérivées partielles de R2(a,b).  

 

D’après la relation (18), nous avons : 

 

R2 =  
C0.C2+S0.S2 

     
C12+S12 

 

Il suit en utilisant l’identité (u/v)’ = (u’.v-u.v’)/v2 :  

 

∂aR2 = 
(C12+S12+2C0.C2+2S0.S2).(C1.C2+S1.S2)+(C12+S12).(C0.C3+S0.S3) 

                   (30) 
(C12+S12)2 

 

∂bR2 = 
(C12+S12+2C0.C2+2S0.S2).(C1.S2-S1.C2)+(C12+S12).(S0.C3-C0.S3) 

                   (31) 
(C12+S12)2 

 

Nota :  

 

Les deux dérivées partielles précédentes sont continues du fait que (C1(a,b))2+(S1(a,b))2 ne s’annule pas (cf. à nouveau 

théorèmes 7 et 9). 

 

5.3 L’impossibilité de R2(a,b) = -1. 

 

Lorsque nous parlons de l’impossibilité de R2 = -1, nous signifions en même temps l’impossibilité de R2 < -1 puisque 

R2(a,b) est continue suivant a et suivant b. De plus, nous nous plaçons dans les conditions a ∈ [0, 1/2] et b ∈ [3, +∞[.  

 

Cadre de la démonstration  
 

D’après la relation (18), nous avons par définition R2 = (C0.C2+S0.S2)/(C12+S12), soit encore (C0.C2+S0.S2) = 

R2.(C12+S12). La relation (31) devient alors : 

 

∂bR2 = 
(1+2R2).(C1.S2-S1.C2)+(S0.C3-C0.S3) 

               (32) 
(C12+S12) 

 

Nous cherchons les valeurs pour lesquelles l’expression R2 est minimale lorsque b varie, donc telles que ∂bR2 = 0, soit 

encore R2 = (1/2).((S0.C3-C0.S3)/(C1.S2-S1.C2)-1). Les solutions sont donc celles pour lesquelles nous avons 

simultanément : 
 

R2x = 
C0.C2+S0.S2 

                         (33) 
C12+S12 

et 

R2y = (1/2).( 
C0.S3-C3.S0 

- 1)         (34) 
C1.S2-C2.S1 

et 

R2 = R2x = R2y                                       (35) 

 

Les deux graphiques ci-dessous sont les mêmes, le second étant une vue rapprochée d’une zone particulière. Ils contiennent 

tous les points (R2x(a,b), R2y(a,b)) obtenus pour a = 1/2, b = 0 à 20000 et Δb = 1/4, les solutions effectives joignant ces 

points par continuité. Le point (R2x, R2y) ≈ (-0.5122, -0,5121) pour (a, b) = (1/2, 78974.87502), correspondant au seul 

exemple trouvé où R2(a,b) < -1/2, est également reporté sur le graphique. Les seules solutions à retenir sont sur l’axe R2x 

= R2y de ce graphique (la droite en pointillé bleu clair), mais l’utilité de repérer l’ensemble des points (R2x, R2y) est 

manifeste. Ceci permet de visualiser de façon aperte, voire criarde, l’abscisse minimale dans le cas des égalités 

simultanées. Nous constatons que les points sont concentrés, pour la partie au-dessous de l’abscisse R2x = 0, dans un 

triangle R2y = -1/2, R2x = 0, R2y = 1/2+2R2x (cadre vert). Le point bas de ce triangle est -1/2. Quelques points se situent 

légèrement à l’extérieur de ce triangle, mais ceci n’a pas d’incidence sur notre conclusion. Ceux-ci sont majoritairement 

au-dessus du triangle près de l’abscisse 0. 

 

Une telle figure avec des lignes frontières très nettes, quoique légèrement perméables, montrent l’absurdité de points 

s’étendant loin au-delà de R2x < -1/2, à savoir jusqu’à un hypothétique R2x = -1, pour a = 1/2, des compléments étant 

apportés pour a ∈ [0,1] à l’annexe 10 . 
 



p 19/64 

  
Graphique 35 

a = 1/2, b ∈ ]3, 20000] et Δb = 0.25 

Graphique 36 

a = 1/2, b ∈ ]3, 20000] et Δb = 0.25 

 

Le premier graphique ci-dessus montre une concentration des coordonnées (Rx,Ry) le long et en dessous de l’axe Ry = -

1/2 lorsque Rx tend vers l’infini. Or les solutions effectives sont celles placées sur l’axe Rx = Ry. Ceci signifie la 

raréfaction des fortes valeurs de pics aussi bien du fait de la raréfaction des points le long de l’axe Ry = -1/2 que de 

l’éloignement de la droite Rx = Ry de la dite droite. Une double peine en quelque sorte… 

 

Un encadrement un peu plus proche de la réalité peut être donné en reparamétrant la droite initiale R2y = 1/2+2R2x (droite 

supérieure en vert) sous la forme R2y = 1/2+2R2x+(1/12).tan(π.(R2x+1/2)), ce qui ne change rien à l’argumentaire 

cependant. 
 

 
Graphique 37 

a = 1/2, b ∈ ]3, 20000] et Δb = 0.25 

 

La pente de la courbe figurative R2y fonction de R2x est ∞ sur la droite R2y = R2x, bleue en pointillés, comme le 

montre l’exemple ci-dessous et ceux de l’annexe 11. Ceci découle de la construction de ce graphique qui utilise 

initialement la relation ∂bR2 = 0 (cf. page 18) et résulte donc en ∂bR2x = 0 précisément sur la ligne R2x = R2y. 

 

 
Graphique 38 

 

Cette pente est aussi infinie pour les divergences de R2y c’est-à-dire lorsque C1.S2-C2.S1 = 0 mais dans ce cas il n’y a 

bien sûr pas de point correspondant sur la courbe (voir encore l’annexe 11). 
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Les précédents graphiques confirment que les points ne peuvent atteindre l’abscisse -1 (restant le fait que des dépassements 

de -1/2 sont envisageables).  

 

La densité des populations de points relevée ici telle que |R2x-R2y| < s, s un seuil donné, est relativement constante quel 

que soit l’intervalle des b de type [10000k, 10000(k+1)[, k = 0 à 19, choisis dans nos relevés . Ceci est l’objet du graphique 

(39). 

 

Le graphique (40) quant à lui montre la densité des populations relative au paramètre R2x pour des intervalles de type 

[0.1k, 0.1(k+1)[, k = -10 à 25, croisés avec le critère |R2x-R2y| < s. Les pics de populations de points sont centrés sur les 

intervalles R2x ∈ [-0.1, 0] et R2x ∈ [1, 1.1] et s’effondrent très rapidement de chaque côté pour le premier pic. 

 

  
Graphique 39 

a = 0,5 et b ∈ [10000k, 10000(k+1)[, k = 0 à 19 

Graphique 40 

R2x ∈ [k/10, (k+1)/10[, k = -10 à 25 

 

Théorème 10 
 

La valeur minimale de R2(a,b) est -1 exclue.  

 

Démonstration 
 

Partant des relations (18) et (32), nous avons puisque ∂bR2 = 0, les deux équations à résoudre  : 

 

(C2).C0+(S2).S0-R2.(C12+S12) = 0 

(S3).C0-(C3).S0-(1+2R2).(C1.S2-S1.C2) = 0 

Soit encore : 

(
C0
S0

) = (
C2 S2
S3 −C3

)
−1

(
R2. (C12 + S12)

(1 + 2R2). (C1. S2 − S1. C2)
) 

Puis  

(
C0
S0

) = (
1

C2. C3 + S2. S3
). (

C3 S2
S3 −C2

) (
R2. (C12 + S12)

(1 + 2R2). (C1. S2 − S1. C2)
) 

Posons  

α = R2.(C12+S12) 

β = (1+2R2).(C1.S2-S1.C2) 

Alors : 

C0²+S0² = 
α².(C3²+S3²)+β².(C2²+S2²)+2α.β.(C3.S2-C2.S3) 

(C2.C3+S2.S3)² 

 

Posons le rapport : 
 

DSC(…) = 
α².(C3²+S3²)+β².(C2²+S2²)+2α.β.(C3.S2-C2.S3) 

                     (36) 
(C2.C3+S2.S3)².(C0²+S0²) 

et 

DL(…) = Ln(DSC(…)) 

 

La bonne compréhension de l’argumentaire nécessite comme précédemment la distinction des deux cas R2(a,b) = -1/2 et 

R2(a,b) = -1, sachant par ailleurs que la continuité donne des valeurs intermédiaires parfaitement accessibles si nécessaire 

entre ces deux cas. 

 

Si R2 = -1/2, nous posons DSC0 = DSC(-1/2), l’expression DSC(…) étant défini plus haut, soit encore : 
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DSC0 =  
(C1²+S1²)².(C3²+S3²) 

4.(C0²+S0²).(C2.C3+S2.S3)² 

et 

DL0 = Ln(DSC0) 

 

Le cas R(a,b) = -1/2 est atteint lorsque  

DSC0 = 1 

ou bien 

DL0 = 0 

 

Si R(a,b) = -1, nous posons DSC1 = DSC(-1), soit encore : 

 

DSC1 = 
(C2²+S2²).(C1.S2-C2.S1)²+(C1²+S1²).((C1²+S1²).(C3²+S3²)+2.(C1.S2-C2.S1)(C3.S2-C2.S3)) 

(C0²+S0²).(C2.C3+S2.S3)² 

et 

DL1 = Ln(DSC1) 

 

Le cas R(a,b) = -1 est atteint lorsque  

DSC1 = 1 

ou 

DL1 = 0 

 

Les graphiques de DSC0 et DSC1 ci-dessous sont, de fait, des variantes subissant une déformation continue des graphiques 

obtenus dans la première partie de cette démonstration. Ils montrent la même chose sous une forme un peu différente. 

 

  
Graphique 41 

a = 0,5 et b ∈ ]50, 5050] 

Ratio0 = DSC0 

Graphique 42 

a = 0,5 et b ∈ ]50, 5050] 

Ratio1 = DSC1 

 

Le premier graphique (graphique 41) montre bien le ventre des minima, du côté des R2 négatifs, aligné sur la ligne 

ln(DSC0) = 0. Pour le second graphique (graphique 42), le ventre est dévié vers le haut montrant l’impossibilité d’atteindre 

des valeurs R2 = -1. Sur la ligne ln(DSC1) = 0, où cet évènement R2 = -1 doit être effectif pour rejeter l’hypothèse de 

Riemann, l’intersection est rejetée non pas seulement au-dessus de -1/2, mais bien plus loin au-delà de 0+. 
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Graphique 43 

a = 0,5 et b ∈ ]50, 5050] 

Ratio1 = DSC1 

 

Pour finir, examinons la raison précise pour laquelle les évènements R2(a,b) = -1 ne sont pas atteints par des exemples 

locaux ponctuels. Pour cela, nous choisissons le cas pour lequel nous avons détecté le plus faible écart entre zéros de 

Riemann parmi les 500000 premiers d’entre eux et quelques autres.  

 

Le graphique ci-dessous montre en vis-à-vis simultanément l’évolution de R2 et de Ln(DSCl). Nous rappelons que 

Ln(DSC1) = 0 (ou DSC1 = 1) est la valeur cible au droit au-dessus des minima de R2.  

 

 
Graphique 44  

Ratio1 = DSC1, a = 0,5 et b ∈ [273192.5, 273195] 
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Graphique 45 

Zoom 1 : Ratio1 = DSC1 

Croisements extérieurs : ordonnées ≈ 0,68 et ≈ 0,695 

Graphique 46 

Zoom 2 : Ratio1 = DSC1 

Croisements intérieurs : ordonnées ≈ 4,3 et ≈ 4,15 

 

L’amorce d’une descente de R2 induit l’amorce d’une montée de Ln(DSC1) et inversement suivant les exemples ci-

dessous. Ce comportement est parfaitement reproductible, comme le montre les deux graphiques qui suivent. 

 

  
Graphique 47 

a = 0,5 et b ∈ [7004, 7006] 

Croisements extérieurs : ordonnées ≈ 0,16 et ≈ 0,1 

Croisements intérieurs : ordonnées ≈ 2,8 et ≈ 2,8 

Graphique 48 

a = 0,5 et b ∈ [78974.4, 78975.2] 

Croisements extérieurs : ordonnées ≈ 0,55 et ≈ 0,1 

Croisements intérieurs : ordonnées ≈ 2,8 et ≈ 2,85 

 

Le croissement des courbes R2 et Ln(DSC1) à l’approche d’une zone à faible R2 se fait à niveau de l’ordonnée 0 et 

Ln(DSC1) croit alors rapidement.  

Considérons les croisements des courbes R2 et Ln(DSC1). Nous appelons croisements intérieurs ceux dont les abscisses 

se trouvent entre les deux zéros de Riemann et croisements extérieurs les deux autres à droite et à gauche (du graphique 

45). L’expression Ln(DSC1) diverge nécessairement d’après la relation 36 puisque C0²+S0² = 0 pour tout zéro de Riemann 

(et de Dirichlet). Donc les croisements intérieurs sont trivialement au-dessus de l’ordonnée 0. Les croisements extérieurs 

le sont aussi, point qui cependant semble difficile à établir. Le plus simple est d’évaluer la valeur de DSC1 aux points qui 

nous importent, c’est-à-dire au niveau des minima de R2.  

 

Pour cela, nous reprenons des données servant à établir le graphique 29, avec le même critère de sélection choisi alors. Le 

tableau correspondant est en annexe 6 tableau 10. Se faisant, nous obtenons les graphiques ci-dessous (le second graphique 

étant un zoom du premier sur la zone des faibles valeurs des écarts entre zéros de Riemann Δbr) :  
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Graphique 49 

DSC1  

a = 1/2 

Graphique 50 

DSC1  

a = 1/2 

 

Nous avons noté DSC1- la valeur de DSC1 pour l’abscisse rM- avant le pic et DSC1+ la valeur pour l’abscisse rM+ venant 

après. Nous avons aussi reporté dans les graphiques la valeur moyenne DSC1 de ces deux valeurs, sachant que ce qui 

compte ici est la valeur minimale des deux valeurs DSC1+ et DSC1-. 

 

L’alignement des points décroche (ce qui alors n’offre aucun renseignement utile) pour un écart entre zéros de Riemann 

supérieur à l’ordre de grandeur Δbr = 1/2 exactement de la même manière nous l’avions constaté dans le cas du graphique 

29.  

 

Cependant, les points nous intéressant, c’est-à-dire les cas où le ratio R2 est susceptible de se rapprocher de la valeur -1, 

sont nécessairement des points collant à l’origine des abscisses (Δbr extrêmement petit). Cette zone correspond à l’envolée 

de DSC1 bien au-delà de la valeur critique DSC1 = 1. Cette envolée est due au simple fait que plus deux zéros de Riemann 

sont proches, plus le pic correspondant est prononcé et plus les flancs du pic, y compris jusqu’à l’abscisse des minima de 

R2, sont raides. Ainsi l’abscisse d’un minimum (rM- ou rM+) de R2 se rapproche de celui de son zéro correspondant, en 

d’autres termes, lorsque Δbr → 0, alors C0²+S0² → 0 aux abscisses rM- et rM+ aussi. Or C0²+S0² est au dénominateur de 

DSC1 et aucun terme en C0 ou S0 n’est au numérateur pour compensation. Le terme C1²+S1²,et plus encore C2²+S2², 

quant à eux vont tendre vers 0 avec de nombreuses décades de retard comme le montre l’exemple typique du graphique 5, 

le nombre de décades augmentant rapidement avec l’abaissement de Δbr. Les autres termes ne tendent en rien vers 0. La 

compensation reste effective dans DSC0 du fait du carré de C1²+S1² dans le numérateur de DSC0, mais il faudrait une 

puissance au moins égale à 4 affectée à C2²+S2² dans DSC1 (et de plus 3 très proches zéros au moins) pour obtenir celle-

ci. Ainsi DSC1 diverge nécessairement lorsque Δbr → 0 et de façon très marquée. 

 

Nous avons étendu l’étude au valeur intermédiaire de R2y = -0,5 à -1 par pas d’un dixième. L’annexe 6 tableau 11 donne 

les valeurs correspondant au graphique ci-dessous. Pour R2y = -0,5, nous avons collecté des points au-dessous de DSC(X) 

= 1 ce qui est bien sûr attendu et autorise ainsi l’existence de solution R2(a,b) < -0,5, dont nous avons trouvé un seul 

exemple (cf. annexe 5). La calibration grâce à ce graphique montre en même temps que la valeur limite est proche de 

celle-ci. L’existence de points à R2(a,b) < -0,6 sans être totalement inenvisageables (car les points représentés ne sont que 

l’image de nuages de points dans le cas de très nombreuses données) est certainement un évènement rare. 

 

 
Graphique 51 

DSC(X) 

a = 1/2 
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L’essor des points obtenue pour l’expression DSC1 près de l’origine (Δbr < ≈0,15) et leur alignement par ailleurs (Δbr < 

≈0,35) est indépendante de l’abscisse des zéros de Riemann (n’est dépendante que des écarts desdits zéros) complétant 

cette démonstration. 

 

Nota : 
 

Le lecteur notera que tous les exemples de cette démonstration sont construits avec a = 1/2. En effet, les pics de valeurs se 

trouvent (pour la partie de la bande critique a ≤ 1/2) sur la ligne critique. La présentation des résultats numériques n’est 

intéressante que pour cette ligne critique, les valeurs des extremums fléchissant très rapidement (pour a < 1/2) ne 

permettant pas de trouver de solutions supplémentaires pouvant contredire de façon pertinente notre présentation. 

 

Théorème 11 
 

La valeur asymptotique des minima de R2(a,b) est -1/2.  

 

Démonstration  
 

Par le terme « asymptotique », nous voulons dire les minima de R2(a,b) lorsque b tend vers l’infini (et le paramètre a est 

fixé). Dans ce cas, les zéros de Riemann se situent en moyenne à une distance Δbr de l’ordre de 2π/Ln(br), c’est-à-dire de 

plus en plus petite. D’après la relation (31), le numérateur de ∂bR2 est égal à (C12+S12+2C0.C2+2S0.S2).(C1.S2-

S1.C2)+(C12+S12).(S0.C3-C0.S3). L’annulation de ∂bR2 se produit pour (C0.C2+S0.S2)/ (C12+S12) = (1/2).((C0.S3-

S0.C3)/(C1.S2-S1.C2)-1), autrement dit quand : 
 

R2 = 
-1 

+ 
C0.S3-S0.C3 

                              (37) 
2 2.(C1.S2-S1.C2) 

 

Asymptotiquement, comme vu dans la dernière partie de la démonstration de l’impossibilité de R2 = -1, les termes C0 et 

S0 tendent vers 0 beaucoup plus vite que tous les termes de type Ck et Sk, k > 0. Il suit immédiatement R2 → -1/2. 

 

Nota 1 : 
 

Ce résultat rappelle que des dépassements négatifs de -0,5 sont possibles. Ceux-ci peuvent d’ailleurs être de plus en plus 

fréquents lorsque b augmente. Mais, asymptotiquement, ces dépassements seront aussi de plus en plus restreints au 

voisinage de -0,5 et donc sans possibilité de rejoindre -1 confirmant ainsi à nouveau le théorème 10. 

 

Nota 2 : 
 

Au niveau du pic de valeur rpic, l’expression C1.S2-S1.C2 prend nécessairement des valeurs très proches de 0, qui ne peut 

alors être l’apanage des deux autres extremums (les minimums). 

 

Exemples numériques. 
 

Les exemples ci-dessous sont réalisés grâce à l’application en ligne Pari gp. Ils utilisent le programme informatique donné 

en annexe 9.  

 

Il s’agit ici des trois cas à plus faibles écarts entre zéros de Riemann d’abscisses inférieurs à b = 2000000. Nous obtenons 

effectivement systématiquement des valeurs proches de -0,5 (entre -0,48 et -0,51). 

 

La valeur « théorique » du pic (troncature +∞) est obtenue à partir de la formule rpic ≈ 1+5/(Δbr
2.br

1/4). Il est difficile 

d’obtenir la valeur effective précise de ces pics numériquement (voir encore l’annexe 9). Certaines valeurs concernant les 

minimums rM- et rM+ de R2 à gauche et à droite des zéros de Riemann entourant un pic restent également imprécises si la 

troncature ne comprend pas suffisamment de termes.  

Le lecteur pourra comparer les troncatures finales utilisées aux nombres de termes m ≈ 1/(exp(π/b)-1) correspondant au 

dernier saut de valeurs des termes ∑(-1)m+k.(Ln(m))k+1.m-a.cos(b.Ln(m)) et ∑(-1)m+k.(Ln(m))k+1.m-a.sin(b.Ln(m)). Pour plus 

de renseignements, se référer à l’annexe 1 relation 38. 

 

Exemple 1 : 

1 115 578ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR- = 663318,508310486 

1 115 579ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR+ = 663318.511269140 

Ecart zéros = 0,002958654 

Nombre de termes au dernier saut de valeurs : 211200. 



p 26/64 

abs_rM- troncature rM- abs_rM+ troncature rM+ abs_pic troncature valeur_pic 

 

663318,493 

663318,493 

663318,493 

663318,493 

663318,493 

663318,493 

663318,492 

663318,493 

663318,494 

 

400000 

500000 

600000 

700000 

800000 

900000 

1000000 

1000000 

1000000 

 

-0,47470 

-0,48127 

-0,47625 

-0,48800 

-0,48891 

-0,48151 

-0,48170 

-0,48176 

-0,48161 

 

663318,531 

663318,531 

663318,531 

663318,531 

663318,531 

663318,531 

663318,530 

663318,531 

663318,532 

 

400000 

500000 

600000 

700000 

800000 

900000 

1000000 

1000000 

1000000 

 

-0,49702 

-0,48719 

-0,49116 

-0,49903 

-0,49867 

-0,49167 

-0,49245 

-0,49245 

-0,49234 

 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

663318,509792 

+∞ (th) 

2000000 

3000000 

4000000 

5000000 

6000000 

7000000 

8000000 

9000000 

10000000 

20016,79 

12083,47 

12857,79 

30072,08 

15770,54 

21286,54 

27207,50 

25831,65 

19475,39 

20324,01 

 

Exemple 2 : 

3 637 897ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR- = 1961773,9933561 

3 637 898ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR+ = 1961773,9966154 

Ecart zéros = 0,003259290 

Nombre de termes au dernier saut de valeurs : 634000. 

 

abs_rM- troncature rM- abs_rM+ troncature rM+ abs_pic troncature valeur_pic 

1961773,979 

1961773,979 

1961773,979 

1961773,979 

1961773,979 

1961773,979 

1961773,978 

1961773,979 

1961773,980 

1000000 

1500000 

2000000 

4000000 

6000000 

8000000 

10000000 

10000000 

10000000 

-0,49666 

-0,50639 

-0,49447 

-0,48805 

-0,49153 

-0,49178 

-0,49072 

-0,49081 

-0,49075 

1961774,010 

1961774,010 

1961774,010 

1961774,010 

1961774,010 

1961774,010 

1961774,009 

1961774,010 

1961774,011 

1000000 

1500000 

2000000 

4000000 

6000000 

8000000 

10000000 

10000000 

10000000 

-0,51715 

-0,50081 

-0,48523 

-0,48598 

-0,48904 

-0,48832 

-0,487921 

-0,487927 

-0,487741 

 

1961773,995 

1961773,995 

1961773,995 

1961773,9949 

1961773,9949 

1961773,99497 

1961773,99498 

1961773,99499 

+∞ (th) 

3000000 

4000000 

7000000 

10000000 

15000000 

20000000 

20000000 

20000000 

12577,56 

2476,21 

6172,31 

3971,08 

20729,31 

15082,05 

4659,89 

13634,89 

11987,72 

 

Exemple 3 : 

3271858ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR- = 1779292,80366586 

3271859ème zéro de Riemann, b = abs_zéroR+ = 1779292,80782699 

Ecart zéros = 0,00416113 

Nombre de termes au dernier saut de valeurs : 566400. 

 

abs_rM- troncature rM- abs_rM+ troncature rM+ abs_pic troncature valeur_pic 

 

1779292,7940 

1779292,7940 

1779292,7940 

1779292,7920 

1779292,7915 

1779292,7920 

1779292,7925 

 

1000000 

1500000 

3000000 

5000000 

7000000 

7000000 

7000000 

 

-0,41291 

-0,44111 

-0,47259 

-0,46615 

-0,46839 

-0,468493 

-0,468489 

 

1779292,830 

1779292,830 

1779292,835 

1779292,835 

1779292,830 

1779292,835 

1779292,840 

 

1500000 

3000000 

5000000 

7000000 

9000000 

9000000 

9000000 

 

-0,50279 

-0,51002 

-0,50784 

-0,50774 

-0,50774 

-0,50789 

-0,50647 

 

1779292,805757 

1779292,805757 

1779292,805757 

1779292,805756 

1779292,805746 

1779292,805747 

1779292,805748 

+∞ (th) 

3000000 

4000000 

5000000 

6000000 

7000000 

7000000 

7000000 

7907,52 

28888,16 

6634,78 

6030,39 

7235,79 

8360,63 

8361,39 

8301,65 

 

5.4 L’exception à la règle. 

 

Nous avons relevé une exception à la règle du minimum -1 très tôt dans ce texte (voir remarque du théorème 4). Il est 

essentiel de donner la raison de celle-ci car, bien que sans importance pratique puisque local et donc d’effet aisément 

vérifiable, elle est comme une épine au pied du point de vue théorique. 

 

Le cas très particulier b < br1  
 

Examinons ainsi le cas où l’abscisse b est inférieure à celle du premier zéro de Riemann et son développement à partir de 

cette zone. Les types de courbes et les couleurs sont les mêmes que précédemment. En particulier, la courbe en bleu foncé 

représente les points (R2x, R2y).   
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Graphique 52 

a = 0,5 et b ∈ ]0, 3.5] 

Graphique 53 

a = 0,5 et b ∈ ]0, 11.5] 

 

  
Graphique 54 

a = 0,5 et b ∈ ]0, 200]  
Graphique 55 

a = 0,5 et b ∈ ]0, 50] 

 

Le lecteur peut constater que dès que la courbe bleue traverse l’abscisse R2x = 0, elle est piégée dans les zones décrites 

précédemment malgré toute la fébrilité, et c’est peu dire, qui y reigne. 

 

Pourquoi R2x peut-il être inférieur à -1 pour les petites valeurs de b ? 

 

Une règle s’applique dans un contexte et seulement dans ce cas. Il n’en est pas autrement ici. 

En effet, nous notons les évolutions des valeurs de cos(b.ln(m)) et sin(b.ln(m)), dans les sommes Ck et Sk en fonction de 

m, pour la troncature m = 1 à 10000 et deux valeurs de b, à titre d’exemples ci-dessous : 

 

  
Graphique 56 

a = 0,5 et b = 1,55 

Graphique 57 

a = 0,5 et b = 14 

 

Prenons ces valeurs pour deux cas supplémentaires, d’autres exemples encore étant fournis en annexe 12. Listons les 

valeurs de ces deux expressions (intimement liées par ailleurs par la somme de leurs carrés). Puis relistons-les par valeurs 

croissantes. Nous obtenons les graphiques ci-dessous. Nous y observons que la distribution n’est pas selon un schéma figé 

pour les petites valeurs de b. Elle tend cependant progressivement, avec l’augmentation de b, vers une distribution 

sinusoïdale unique commune aux éléments de ∑cos(b.ln(m)) et ceux de ∑sin(b.ln(m)). La règle du minimum -1 est 

nécessairement assujetti à un certain cadre strict. Nous constatons que ce cadre exige l’existence d’une distribution 
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sinusoïdale. Ainsi, l’écart à la règle du minimum peut être licite jusqu’à la valeur très approximative b ≈ br1 (≈ 14). Au-

delà de cette région, une distribution de type cos(π.(m/mmax+1)) s’installe définitivement et restera unique jusqu’à b infini. 

Bien sûr, la troncature ne peut pas être limitée à mmax = 10000 termes lorsque b augmente. 

 

  

Graphique 58 

a = 0,5 et b = 0 

Graphique 59 

a = 0,5 et b = 1,55 

  
Graphique 60 

a = 0,5 et b = 14 

Graphique 61 

a = 0,5 et b = 100 

 

Bien sûr également, sauf pour b = 0, en prenant une troncature avec de plus nombreux termes (que 10000), nous pouvons 

retrouver un profil sinusoïdal pour les petites valeurs de b. Mais ceci a lieu alors que les termes additionnels n’ont qu’un 

effet négligeable sur la valeur asymptotique de R2x (c’est-à-dire R2), cette dernière se construisant essentiellement sur les 

premiers termes. Le profil de la distribution doit être « complet » dans la zone de troncature utile, où elle a un effet réel 

sur la valeur de R2x, sinon il est à proprement parler effectivement « incomplet ». 

 

La distribution asymptotique unique est-elle suffisante pour imposer R2x supérieur à -1 pour b > br1 ? 

 

En d’autres termes, combien de valeurs b sont à vérifier avant de conclure que la valeur minimale citée soit légitime à 

chaque fois (et que nous sommes en présence d’un théorème) ? 

 

Eh bien, à qui objectera qu’il ne s’agit ici que quelques calculs sur une partie infime des valeurs que peut prendre b, nous 

rappelons que le paramètre b est encapsulé dans les fonctions cosinus et sinus qui ne peuvent prendre que des valeurs entre 

-1 à 1. Le voisinage de toutes valeurs à l’intérieur de cet intervalle est atteint des milliers de fois (pour b < 20000 par 

exemple) et les fonctions sont continues. Bien sûr, toutes les possibilités ne sont pas couvertes, mais l’échantillon est tout 

à fait représentatif du système d’équations dans son ensemble. De plus, si les exemples sont ponctuels, les relations et les 

conclusions sont générales. 

 

Note : Nous ne disons pas cependant que donner des valeurs aléatoires à cos(b.ln(m)) entre -1 et 1 (avec valeurs 

correspondantes déduites pour sin(b.ln(m))) donneraient des résultats pour R2 supérieurs à -1 car de fait il n’en est rien. Il 

faut bien avoir (cos(b.ln(m)), sin(b.ln(m))) et m = 0, 1, 2, etc. dans cet ordre dans les équations pour que tout fonctionne 

suivant l’attente. 

 

6.Conclusion. 
 

Nous avons étudié une condition de convexité permettant de confirmer l’hypothèse de Riemann. Cette condition est une 

condition suffisante, à savoir une violation, en dehors de celle déjà citée, ne démentirait pas nécessairement l’hypothèse. 

La mise en oeuvre de la démonstration permet de calibrer la « distance » à un éventuel démenti et montre le très large gap 
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à cette possibilité. Plusieurs formules, telles les relations (23), (24), (27), (36), (44) ont été établies reliant des paramètres 

géométriques impliquant l’existence d’unique ligne critique, aucun zéros de Riemann s’en écartant. Nous avons utilisé 

une méthode approximative par troncature pour l’évaluation de ces paramètres, l’annexe 1 permettant de légitimer celle-

ci. Il serait cependant intéressant de trouver une méthode alternative analogue à celle utilisée pour l’évaluation des zéros 

de Riemann pour déterminer les relations, ou les nuages de points, à la fois beaucoup plus rapidement et avec une plus 

grande précision (cf. réserve faite à l’annexe 9). La forme particulière du graphique 14, l’ensemble des paramètres y 

menant et la relation entre eux méritent également une attention supplémentaire. 

 

Ceci fait et dit, dans mille ans, lorsqu’un autre éminent lecteur, que celui qui nous lit ici, se réveillera, son souhait sera 

d’autant plus satisfait. Sinon, on lui dira : « « Jeune homme », en mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s'y 

habitue. » John Von Neumann. 
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Annexe 1 : Troncature. Précision des évaluations. 
 

Les évaluations numériques du corps de texte sont tirées d’expressions à nombres de termes infinis. Elles reposent sur des 

approximations par troncature à partir d’un certain rang n. Les expressions sont des combinaisons de   

 

  n 

Ck(a,b) =  Lim ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.cos(b.Ln(m)) 

 n → +∞ m = 1 

et 

  n 

Sk(a,b) =  Lim ∑ (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.sin(b.Ln(m))    

 n → +∞ m = 1 

 

dont l’allure en fonction de n est typiquement la suivante  : 

 

 
Graphique 62 

 a = 1/2, b = 15300 

 

  

Graphique 63 Graphique 64 

 

L’allure particulière de ces graphiques peut donner au lecteur l’impression qu’il est impossible d’évaluer la valeur de 

l’expression à l’infini. En effet, des sauts de valeurs apparaissent à des abscisses qui peuvent paraître aléatoires. Quelle 

garantie avons-nous alors ici qu’un nouveau saut ne surgisse asymptotiquement ? Pour savoir ce qui en est, il est nécessaire 

de tracer l’origine de ces sauts. Les sommes dont il est question ici sont des sommes alternées. Un saut provient du fait 

qu’un terme donné est suivi d’un terme de même signe et ceci de « nombreuses » fois. Considérons donc ce qui produit le 

signe de deux termes qui se suivent. Dans (-1)m-1+k.(Ln(m))k.m-a.cos(b.Ln(m)), ni Ln(m) en général, ni m-a n’ont d’effet 

sur le changement de signe. Il reste donc (-1)m.cos(b.Ln(m)), k étant un terme constant pouvant être éliminé. Pour que 

deux termes successifs soient de même signe, il suffit asymptotiquement que (-1)m.cos(b.Ln(m)) ≈ (-1)m+1.cos(b.Ln(m+1)) 

puisque Ln(m) et Ln(m+1) sont de valeurs proches. Nous en déduisons cos(b.Ln(m+1)) ≈ -cos(b.Ln(m)), soit encore 

cos(b.Ln(m+1)) ≈ cos(π+b.Ln(m)), puis b.Ln(m+1) ≈ (1+2k).π+b.Ln(m), soit enfin : 
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b.Ln(1+1/m))/π ≈ 1+2k 

où k ∈ Z. 
Pour b > 0 et m > 0, k est nécessairement dans N.  

Lorsque m → +∞, et b est fixé, le produit b.Ln(1+1/m))/π → 0, donc les valeurs de m pour lesquelles b.Ln(1+1/m))/π ≈ 1 

sont les dernières pour lesquelles un saut se produit. L’expression initiale va converger après ce dernier saut qui intervient 

à l’abscisse : 

m ≈ 1/(exp(π/b)-1)                (38) 

 

Dans le cas de l’exemple des graphiques 62 à 64, m ≈ 1/(exp(π/15300)-1) ≈ 4870. 

Les autres sauts se produisent autour des abscisses m telles que : 

 

m ≈ 1/(exp((1+2k).π/b)-1) 

 

Soit dans l’exemple  
 

Tableau 3 

 

k m 

… … 

10 231 

9 256 

8 286 

7 324 

6 374 

5 442 

4 541 

3 695 

2 974 

1 1623 

0 4869 

 

Ce tableau explique le « chaos » près de l’origine des abscisses. 

 

L’expression trouvée permet aussi de donner approximativement le rang n suffisant en fonction de b pour avoir une bonne 

évaluation asymptotique malgré la troncature. Typiquement il suffit de se placer à 2 fois l’abscisse du dernier saut :  

 

n ≈ 2/(exp(π/b)-1) 

 

soit approximativement lorsque b est suffisant grand par rapport à π (ce qui est le cas en général) : 

 

n ≈ 2b/π 

 

Tableau 4 

 

Paramètre b Rang n 

100 63 

250 158 

500 317 

1000 636 

2500 1591 

5000 3182 

10000 6365 

25000 15914 

50000 31830 

100000 63661 

 

Grossièrement, la précision de l’évaluation asymptotique dépend donc d’une variation linéaire du nombre de termes de la 

troncature par rapport à b (n ≈ 0,6366198.b).  

 

Le graphique ci-dessous donne l’exemple de b = 100. 

Le lecteur notera ainsi que le simple calcul précédent ne s’applique pas pour les « petites » valeurs de b (b < 50) du fait de 

la présence d’oscillations importantes. Ces cas particuliers sont examinés en annexe 2. 
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Graphique 65 

a = 1/2, b = 100 

 

Par souci de précision, tous les calculs ont été menés avec 10000 termes sauf dans le cas où b > 100000 pour lequel nous 

avons utilisé 100000 termes et même davantage lorsque précisé.  

 

Lorsque au contraire, nous nous intéressons aux zones où la fonction étudiée n’est pas sujet à un saut mais se rapproche 

d’une pente nulle, l’équation à résoudre est (-1)m.cos(b.Ln(m)) ≈ -(-1)m+1.cos(b.Ln(m+1)) et donc : 

 

b.Ln(1+1/m))/π ≈ 2k 

 

Les abscisses correspondantes sont  

m ≈ 1/(exp(2.π.k/b)-1) 

 

Soit dans l’exemple  

Tableau 5 

 

k m 

… … 

10 243 

9 270 

8 304 

7 347 

6 405 

5 487 

4 608 

3 811 

2 1217 

1 2435 

0 +∞ 

 

Notons que pour le sinus, les expressions des abscisses recherchées aboutissent exactement aux mêmes. 

 

Pour finir, au vu du graphique 64, et en lien direct avec le fait d’avoir une somme alternée, la précision de l’évaluation est 

sujette à des oscillations. Aussi la somme ∑ relevée est corrigée de la moitié du dernier terme (ou de façon équivalente la 

moyenne de la somme aux rangs n-1 et n est faite). Eventuellement, lorsque nécessaire, la moyenne de plusieurs termes 

en nombre pair est faite (jusqu’à 100 termes lorsque b > 100000).  
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Annexe 2 : Cas des faibles valeurs de l’abscisse b. 
 

La plage concernée ici se situe avant les occurrences aussi bien du premier zéro de Riemann que du premier zéro de 

Dirichlet. Ceci n’a pas donc aucune incidence sur les conclusions quant à l’hypothèse de Riemann fait dans ce texte. Elle 

est étudiée cependant pour une raison simple : Elle fait exception à la règle R2(a,b) ≥ -1 de façon manifeste.  

 

Nous avons mentionné dans l’annexe précédente les vigoureuses oscillations des fonctions étudiées pour les faibles valeurs 

de b. Un exemple pour b ≈ 1,569 (a = 1/2), est donné ci-dessous. C’est d’ailleurs, comme le lecteur peut le constater, 

R2(a,b) qui est sujet aux plus grandes amplitudes.  

Notons aussi que l’exemple donné correspond à la valeur minimum de R2(a=1/2,b). 

 

 
Graphique 66 

a = 1/2, b = 1,569 

 

Le règle du rang n ≈ 2/(exp(π/b)-1) pour la troncature des sommes (cf. annexe 1) n’est plus adaptée. Cependant, bien que 

de fortes oscillations se perpétuent au-delà de n égal à 100000, voire 1000000 (au vu de recherches non reproduites ici), 

une bonne approximation de la valeur asymptotique peut être trouvée en utilisant moins de 1000 termes comme le montre 

les données ci-dessous simplement en corrigeant le dernier terme par la moitié de sa valeur. 

De fait, nos 10000 termes habituels sont plus que suffisant.  

 

Tableau 6 

 

       n 

b 
10 30 100 200 500 1000 10000 30000 

0 -0,85956 -1,05385 -1,09105 -1,09244 -1,09119 -1,09031 -1,08934 -1,08928 

0,5 -1,28557 -1,23779 -1,15162 -1,13482 -1,13032 -1,13101 -1,13309 -1,13322 

1 -1,46522 -1,10872 -1,16395 -1,21415 -1,23549 -1,23499 -1,22983 -1,22988 

1,5 -0,74064 -1,09805 -1,39187 -1,33224 -1,28549 -1,28649 -1,29483 -1,29435 

2 -0,27214 -1,64351 -1,17701 -1,17433 -1,24905 -1,24678 -1,23744 -1,23738 

2,5 -1,48644 -1,09573 -0,94321 -1,07924 -0,99159 -0,995 -1,00367 -1,00449 

3 -1,98609 -0,03799 -0,7605 -0,5338 -0,6039 -0,60031 -0,59258 -0,59259 

3,5 -0,68545 0,022304 0,090951 -0,06263 -0,03853 -0,04072 -0,04684 -0,04599 

4 0,892506 0,011444 0,568647 0,527649 0,556349 0,556195 0,559474 0,559301 

4,5 1,904682 1,073586 1,013366 1,193721 1,133629 1,136235 1,13581 1,135286 

5 2,096723 1,917201 1,70033 1,545182 1,605281 1,600985 1,599867 1,600158 

5,5 1,712557 1,933361 1,88094 1,9242 1,886159 1,891117 1,892714 1,892854 

6 1,547342 1,777149 1,932112 1,976638 1,990187 1,985294 1,983331 1,983066 

6,5 1,769115 1,876386 1,927718 1,864439 1,868721 1,873344 1,875756 1,875847 

7 1,762121 1,720717 1,59327 1,628834 1,61671 1,612395 1,609922 1,610079 

7,5 1,406636 1,249643 1,23055 1,235197 1,245458 1,249354 1,251331 1,251174 

8 0,936602 0,806794 0,902373 0,88496 0,88363 0,880682 0,879466 0,87945 

8,5 0,570413 0,548674 0,577347 0,579683 0,574039 0,575494 0,575958 0,576033 
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       n 

b 
10 30 100 200 500 1000 10000 30000 

9 0,412599 0,405027 0,400975 0,404862 0,407771 0,407947 0,408194 0,408146 

9,5 0,444887 0,421798 0,404804 0,4112 0,417511 0,416348 0,415433 0,415489 

10 0,584259 0,648408 0,607762 0,607423 0,597503 0,598429 0,599839 0,599811 

10,5 0,806697 0,968425 0,936422 0,918462 0,920861 0,921329 0,919697 0,919642 

11 1,145472 1,261794 1,271709 1,283515 1,291946 1,289679 1,291374 1,291465 

11,5 1,523251 1,546281 1,597019 1,609937 1,597047 1,600738 1,598947 1,598899 

12 1,736473 1,736638 1,731341 1,704849 1,716336 1,711668 1,713658 1,713612 

12,5 1,602475 1,580445 1,513442 1,537447 1,530961 1,536661 1,534524 1,534641 

13 1,097688 1,023908 1,051837 1,060742 1,05814 1,051752 1,053757 1,053705 

13,5 0,444616 0,366165 0,456156 0,425299 0,431911 0,436701 0,435334 0,435271 

14 0,067268 0,002344 0,027503 0,026967 0,026939 0,02624 0,026498 0,026525 

14,5 0,280177 0,105767 0,155764 0,141745 0,144891 0,143578 0,14431 0,14433 

15 0,920883 0,650266 0,713763 0,739415 0,729604 0,728874 0,727859 0,727941 

 

 
Graphique 67 

a = 1/2, b = 0 à 15 

 

Le passage R2(a=1/2,b) > -0,5 se produit vers b ≈ 3,093. 

 

 
Graphique 68 

a = 1/2, b = 3,093, n = 100 à 10000 
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Annexe 3 : Tableau des données (rM, rpic). 
a = 1/2. 

 

Tableau 7 

 

bpic rpic rpic calculé  bpic rpic rpic calculé 

bbas1 rbas1 rM  bbas1 rbas1 rM 

bbas2 rbas2 
(rpic calculé -rpic)/rpic 

en % 

 
bbas2 rbas2 

(rpic calculé -rpic)/rpic 

en % 
       

3002,618200 1,359173 4,01781474  6169,467230 27,345310 29,4536211 

3001,771300 -0,096865 -0,08811628  6169,334230 -0,256178 -0,28244545 

3003,417000 -0,079367 195,6%  6169,610730 -0,308713 7,7% 
       

3006,331500 1,634847 2,0509957  6221,504800 7,551661 8,35691952 

3005,786400 -0,004200 -0,03692003  6221,305800 -0,092370 -0,15838718 

3006,941200 -0,069640 25,5%  6221,719400 -0,224404 10,7% 
       

3129,626100 7,052130 7,51220619  6247,471100 2,924391 2,17021567 

3129,392300 -0,187105 -0,14759275  6247,173400 -0,071029 -0,04060265 

3129,850600 -0,108081 6,5%  6247,782000 -0,010177 -25,8% 
       

3210,503600 7,080494 7,27977773  7005,081792 340,003331 363,985697 

3210,276300 -0,195948 -0,14443203  7005,016468 -0,415558 -0,4296605 

3210,718400 -0,092916 2,8%  7005,154610 -0,443763 7,1% 
       

3230,167000 6,245951 6,14068648  9003,959300 16,217260 16,5248074 

3229,932700 -0,084404 -0,12756089  9003,799700 -0,292237 -0,22782277 

3230,411000 -0,170718 -1,7%  9004,100100 -0,163408 1,9% 
       

4108,734600 12,558510 12,6205689  9006,100700 1,710784 1,19891661 

4108,548300 -0,246659 -0,20060678  9005,625800 -0,010883 -0,00763005 

4108,907100 -0,154555 0,5%  9006,554200 -0,004378 -29,9% 
       

4474,251404 35,369779 39,0518577  9059,798700 12,578443 14,6135309 

4474,115304 -0,312496 -0,30647162  9059,631600 -0,211381 -0,21550016 

4474,386104 -0,300448 10,4%  9059,966900 -0,219620 16,2% 
       

4990,396680 51,082057 51,1197566  11705,671515 82,890826 78,4779095 

4990,270000 -0,372382 -0,32754631  11705,569200 -0,407862 -0,35725835 

4990,504780 -0,282711 0,1%  11705,754715 -0,306654 -5,3% 
       

6001,830700 2,203104 1,26225366  12000,173100 5,951227 6,4168697 

6001,478400 -0,011755 -0,01000773  11999,971300 -0,136701 -0,1318787 

6002,169100 -0,008260 -42,7%  12000,374600 -0,127057 7,8% 
       

6014,952800 3,517755 3,23003171  12000,943800 1,308211 3,36710657 

6014,662400 0,000667 -0,06979119  12000,374600 -0,127057 -0,07316187 

6015,230600 -0,140249 -8,2%  12001,847600 -0,019267 157,4% 
       

6093,237892 69,638348 72,1312585  12002,197000 2,014218 1,78808707 

6093,129592 -0,352250 -0,35178109  12001,847600 -0,019267 -0,02846429 

6093,345992 -0,351312 3,6%  12002,479600 -0,037661 -11,2% 
       

6139,700600 12,040684 11,9738615  12002,950400 1,757631 1,51715263 

6139,524900 -0,206133 -0,19522809  12002,479600 -0,037661 -0,01922911 

6139,871900 -0,184324 -0,6%  12003,318800 -0,000797 -13,7% 
       

6161,598900 4,713395 4,57029263  12003,695800 2,175975 1,5710824 

6161,351400 -0,194926 -0,09961525  12003,318800 -0,000797 -0,0211121 

6161,837200 -0,004304 -3,0%  12004,018900 -0,041427 -27,8% 
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bpic rpic rpic calculé  bpic rpic rpic calculé 

bbas1 rbas1 rM  bbas1 rbas1 rM 

bbas2 rbas2 
(rpic calculé -rpic)/rpic 

en % 

 
bbas2 rbas2 

(rpic calculé -rpic)/rpic 

en % 
       

12006,362900 3,555481 2,8667187  17144,469200 1,828259 17,1765337 

12006,110900 -0,117381 -0,0604418  17143,863100 -0,453107 -0,23166147 

12006,624500 -0,003503 -19,4%  17144,814700 -0,010216 839,5% 
       

12034,390500 4,290657 3,76902467  17366,547404 112,104669 108,875545 

12034,155500 -0,077290 -0,0825924  17366,464800 -0,385264 -0,37687899 

12034,626900 -0,087895 -12,2%  17366,626804 -0,368494 -2,9% 
       

12080,850300 19,415848 17,8938103  18017,866410 78,328211 78,0836037 

12080,718800 -0,216104 -0,23569829  18017,762400 -0,404163 -0,35693617 

12080,987400 -0,255292 -7,8%  18017,950110 -0,309709 -0,3% 
       

12139,152200 15,562344 15,0146792  25704,555998 101,538403 104,587834 

12139,021700 -0,135245 -0,21822987  25704,472400 -0,378628 -0,37460813 

12139,306200 -0,301215 -3,5%  25704,637798 -0,370589 3,0% 
       

12154,092800 5,518834 6,2277013  33179,383619 235,251553 259,985908 

12153,877600 -0,193953 -0,12893817  33179,325819 -0,392109 -0,41764894 

12154,298700 -0,063923 12,8%  33179,451000 -0,443189 10,5% 
       

12224,698400 62,781801 61,8836669  36510,181139 397,063404 426,909465 

12224,589100 -0,378055 -0,34137021  36510,123700 -0,440079 -0,43474168 

12224,793800 -0,304686 -1,4%  36510,236050 -0,429404 7,5% 
       

12232,205100 17,898485 19,3031213  50965,883362 308,438872 309,327147 

12232,055100 -0,281015 -0,24311088  50965,827610 -0,414817 -0,42408016 

12232,342700 -0,205207 7,8%  50965,942980 -0,433343 0,3% 
       

14334,247440 37,891963 37,9563388  57273,674907 473,483908 487,60865 

14334,131540 -0,319945 -0,30413684  57273,627600 -0,421399 -0,43870276 

14334,357740 -0,288329 0,2%  57273,729747 -0,456007 3,0% 
       

15032,366600 3,432032 1,97486777  63137,222002 721,842318 698,901883 

15032,118200 0,001073 -0,03452005  63137,182402 -0,425509 -0,4482838 

15032,601000 -0,070113 -42,5%  63137,272052 -0,471059 -3,2% 
       

15132,485400 18,420514 21,7803598  66678,085608 840,428101 805,983424 

15132,345400 -0,255724 -0,25471431  66678,041828 -0,454095 -0,45165618 

15132,625800 -0,253705 18,2%  66678,127951 -0,449217 -4,1% 
       

15471,584480 107,439301 108,07436  71732,908569 1454,109584 1437,89763 

15471,492480 -0,393990 -0,37646434  71732,872599 -0,455031 -0,46325596 

15471,669680 -0,358939 0,6%  71732,949009 -0,471481 -1,1% 
       

17143,298900 2,345076 20,9315022  85877,882424 402,544511 401,14131 

17143,017000 -0,071725 -0,25092307  85877,833720 -0,429200 -0,43280181 

17143,752800 -0,430121 792,6%  85877,932490 -0,436404 -0,3% 
       

17143,804309 366,725948 317,714636  139735,509308 553,753874 564,984215 

17143,745900 -0,408860 -0,42502625  139735,456808 -0,474679 -0,44281671 

17143,869200 -0,441192 -13,4%  139735,548398 -0,410954 2,0% 
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Annexe 4 : Fonctions Rk(a,b). 
 

Dans cette annexe, nous nous écartons quelque peu de notre but par le fait que nous ne nous focalisons pas uniquement 

sur R2(a,b), mais également des fonctions Rk = Rk(a,b) qui s’y apparentent : 

 

Rk(a,b) = 
Ck-2(a,b).Ck(a,b)+Sk-2(a,b).Sk(a,b) 

                   (39) 
(Ck-1(a,b))2+(Sk-1(a,b))2 

 

Nous avons ainsi : 

R2(a,b) = 
C0(a,b).C2(a,b)+S0(a,b).S2(a,b) 

                   (40) 
(C1(a,b))2+(S1(a,b))2 

 

R3(a,b) = 
C1(a,b).C3(a,b)+S1(a,b).S3(a,b) 

                   (41) 
(C2(a,b))2+(S2(a,b))2 

etc. 

 

Le lecteur se référera aux relations (14) et (15) pour la définition de Ck(a,b) et Sk(a,b). 

De fait, le cas k = 2 correspond aux études précédentes constituant une sorte de cas limite initial. Nous observons l’effet 

de l’augmentation de la puissance affectant le logarithme népérien dans l’expression de départ. 

 

Le but est bien sûr de vérifier si les fonctions Rk(a,b), et notamment aux valeurs négatives, peuvent nous instruire sur la 

fonction de référence R2(a,b). 

 

 

Graphique 69 

a = 1/2, b ∈ [0,50] 

 

Les ondulations des fonctions Rk(a,b), notamment du côté des valeurs négatives, sont beaucoup plus amples que celles de 

la fonction R2(a,b) dans la zone b < 20, rappelant que cette zone (près de l’origine et sans incidence préjudiciable sur 

l’étude) est également source de comportement exceptionnel pour R2(a,b). 

 

  
Graphique 70 Graphique 71 
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Graphique 72 

a = 1/2, b = 0 à 50 

 

Passée la zone des faibles valeurs de b, les fonctions Rk(a,b) se rapprochent de plus en plus de l’axe horizontale y = 1 au 

fur et à mesure que k augmente. Pour k suffisamment grand, il est donc probable qu’aucune valeur négative de Rk(a,b) 

n’existe au-delà de l’abscisse b = 20. 

 

  

Graphique 73 Graphique 74 

 

Ainsi de même que R2 présente un minimum (de l’ordre de -1/2 lorsque b > 5), le minima de la fonction R3 semble être 

de l’ordre de 0 (exclus dans les figures ci-dessous). 

 

  

Graphique 75 

a = 1/2, b = 7004.5 à 7005.5 

Graphique 76 

a = 1/2, b = 36509.5 à 36510.5 
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Annexe 5 : Données numériques rM et rpic. 
 

Le seul cas de dépassement de -0,5 pour R2(1/2,b) est indiqué en police rouge dans le tableau ci-dessous. 

La valeur des pics est donnée à titre indicatif (voir annexe 9). 

 

Tableau 8 

Troncature à 200000 termes. 

 

abs_rM- abs_zéroR- Δpr- abs_pic abs_zéroR+ abs_rM+ Δpr+ rM- rM+ rM écart zéros valeur_pic 

273193,64713 273193,66314 0,01601 273193,66600 273193,66884 273193,69030 0,02146 -0,47529 -0,49284 -0,48406 0,00570 9333 

270071,27520 270071,29406 0,01886 270071,29840 270071,30270 270071,33260 0,02990 -0,45654 -0,49562 -0,47608 0,00864 2910 

302700,28161 302700,30084 0,01923 302700,30563 302700,31040 302700,34210 0,03170 -0,45149 -0,49558 -0,47354 0,00956 2274 

234016,87060 234016,89498 0,02438 234016,90151 234016,90804 234016,93620 0,02816 -0,45482 -0,46989 -0,46236 0,01305 1528 

71732,87260 71732,90121 0,02861 71732,90857 71732,91591 71732,94901 0,03310 -0,45503 -0,47148 -0,46326 0,01470 1454 

66678,04183 66678,07586 0,03403 66678,08561 66678,09534 66678,12795 0,03261 -0,45409 -0,44922 -0,45166 0,01948 840 

63137,18240 63137,21153 0,02913 63137,22200 63137,23238 63137,27205 0,03967 -0,42551 -0,47106 -0,44828 0,02085 722 

139735,45681 139735,49829 0,04148 139735,50931 139735,52048 139735,54840 0,02792 -0,47468 -0,41095 -0,44282 0,02219 554 

57273,62760 57273,66193 0,03433 57273,67491 57273,68777 57273,72975 0,04198 -0,42140 -0,45601 -0,43870 0,02584 473 

123474,56761 123474,60963 0,04202 123474,62274 123474,63601 123474,66770 0,03169 -0,45895 -0,40894 -0,43394 0,02638 410 

85877,83372 85877,86915 0,03543 85877,88242 85877,89568 85877,93249 0,03681 -0,42920 -0,43640 -0,43280 0,02653 403 

135079,60050 135079,63490 0,03440 135079,64864 135079,66231 135079,70037 0,03806 -0,42005 -0,43887 -0,42946 0,02741 367 

109565,91390 109565,94581 0,03191 109565,95961 109565,97330 109566,01218 0,03888 -0,40796 -0,44458 -0,42627 0,02749 298 

78974,77310 78974,79335 0,02025 78974,80805 78974,82196 78974,87502 0,05306 -0,31586 -0,51209 -0,41397 0,02861 382 

123377,76550 123377,80717 0,04167 123377,82151 123377,83602 123377,86850 0,03248 -0,44950 -0,40157 -0,42554 0,02884 321 

122031,68080 122031,72052 0,03972 122031,73518 122031,74992 122031,78477 0,03485 -0,43828 -0,41194 -0,42511 0,02940 322 

36510,12370 36510,16639 0,04269 36510,18114 36510,19592 36510,23605 0,04013 -0,44008 -0,42940 -0,43474 0,02954 397 

116527,20102 116527,23373 0,03271 116527,24873 116527,26361 116527,30070 0,03709 -0,40259 -0,42944 -0,41601 0,02988 188 

91686,05548 91686,09871 0,04324 91686,11421 91686,12986 91686,16475 0,03489 -0,44486 -0,40254 -0,42370 0,03115 306 

99658,87400 99658,91664 0,04264 99658,93213 99658,94787 99658,98050 0,03263 -0,44706 -0,39077 -0,41892 0,03123 278 

107457,27870 107457,31325 0,03455 107457,32925 107457,34502 107457,39000 0,04498 -0,39677 -0,45003 -0,42340 0,03177 286 

50965,82761 50965,86687 0,03926 50965,88336 50965,89978 50965,94298 0,04320 -0,41482 -0,43334 -0,42408 0,03291 308 

105639,02740 105639,06546 0,03806 105639,08244 105639,09935 105639,13990 0,04055 -0,40893 -0,42340 -0,41616 0,03389 228 

139456,17730 139456,20826 0,03096 139456,22548 139456,24221 139456,29230 0,05009 -0,36418 -0,46784 -0,41601 0,03395 239 

130640,15568 130640,19831 0,04263 130640,21530 130640,23262 130640,26430 0,03168 -0,44057 -0,37428 -0,40742 0,03431 174 

56646,87565 56646,91430 0,03865 56646,93153 56646,94865 56646,99243 0,04378 -0,40679 -0,43228 -0,41954 0,03435 258 

104605,47909 104605,52221 0,04312 104605,53945 104605,55693 104605,59160 0,03467 -0,43549 -0,38764 -0,41157 0,03472 223 

106665,22879 106665,27119 0,04240 106665,28845 106665,30592 106665,33890 0,03298 -0,43689 -0,37882 -0,40785 0,03473 192 

118523,18580 118523,21930 0,03350 118523,23695 118523,25420 118523,30210 0,04790 -0,37555 -0,45410 -0,41483 0,03490 223 

72677,17939 72677,22772 0,04833 72677,24509 72677,26284 72677,29697 0,03413 -0,45277 -0,37826 -0,41552 0,03512 249 

17143,74590 17143,78654 0,04064 17143,80431 17143,82184 17143,86920 0,04736 -0,40886 -0,44119 -0,42503 0,03531 367 

113224,63253 113224,66735 0,03482 113224,68517 113224,70273 113224,74673 0,04400 -0,38537 -0,43546 -0,41042 0,03539 222 

70902,92790 70902,96757 0,03967 70902,98561 70903,00356 70903,04550 0,04193 -0,40738 -0,42031 -0,41385 0,03599 222 

33179,32582 33179,36529 0,03948 33179,38362 33179,40158 33179,45100 0,04942 -0,39211 -0,44319 -0,41765 0,03628 235 

118935,46690 118935,51144 0,04454 118935,52978 118935,54839 118935,58380 0,03541 -0,43305 -0,38251 -0,40778 0,03695 207 

134985,54371 134985,58931 0,04560 134985,60765 134985,62632 134985,66090 0,03458 -0,43848 -0,37598 -0,40723 0,03701 200 

91166,84014 91166,87802 0,03788 91166,89686 91166,91555 91166,95880 0,04325 -0,39255 -0,42196 -0,40726 0,03754 206 

7005,01647 7005,06287 0,04640 7005,08179 7005,10056 7005,15461 0,05405 -0,41556 -0,44376 -0,42966 0,03770 340 

104230,44079 104230,47771 0,03692 104230,49692 104230,51592 104230,55943 0,04351 -0,38567 -0,42341 -0,40454 0,03821 199 

73146,92828 73146,96705 0,03877 73146,98646 73147,00573 73147,04856 0,04283 -0,39373 -0,41702 -0,40537 0,03868 209 

52126,13432 52126,18544 0,05112 52126,20472 52126,22440 52126,26151 0,03711 -0,44741 -0,37682 -0,41212 0,03896 219 

42525,75198 42525,79594 0,04395 42525,81557 42525,83517 42525,87994 0,04477 -0,41109 -0,41558 -0,41333 0,03923 223 

40094,91230 40094,94904 0,03674 40094,96917 40094,98891 40095,03817 0,04927 -0,37307 -0,43906 -0,40606 0,03987 206 
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Tableau 9 

Troncature à 200000 termes 

 

abs_rM- abs_zéroR- Δpr- abs_pic abs_zéroR+ abs_rM+ Δpr+ rM- rM+ rM écart zéros valeur_pic 

273193,64713 273193,66314 0,01601 273193,66600 273193,66884 273193,69030 0,02146 -0,47529 -0,49284 -0,48406 0,00570 9333 

68398,90460 68398,95599 0,05139 68398,98100 68399,00662 68399,04519 0,03857 -0,41900 -0,34532 -0,38216 0,05063 122 

69035,15059 69035,20719 0,05660 69035,25610 69035,30735 69035,34845 0,04110 -0,33788 -0,24115 -0,28952 0,10015 30,88 

56666,98370 56667,04491 0,06121 56667,11754 56667,19497 56667,23917 0,04420 -0,28543 -0,18490 -0,23517 0,15006 15,60 

59404,67366 59404,71336 0,03970 59404,81787 59404,91338 59404,97320 0,05982 -0,12590 -0,23442 -0,18016 0,20002 9,243 

32417,35933 32417,39493 0,03560 32417,52684 32417,64496 32417,70526 0,06030 -0,08628 -0,19976 -0,14302 0,25003 6,884 

26041,07526 26041,12896 0,05370 26041,27057 26041,42897 26041,46147 0,03250 -0,15003 -0,06325 -0,10664 0,30001 5,237 

32907,10105 32907,12525 0,02420 32907,31255 32907,47525 32907,52535 0,05010 -0,03367 -0,12197 -0,07782 0,35000 4,123 

46217,24820 46217,28890 0,04070 46217,47501 46217,68893 46217,70752 0,01859 -0,08138 -0,01929 -0,05034 0,40003 3,311 

16183,81710 16183,84543 0,02833 16184,07443 16184,29543 16184,32783 0,03240 -0,03448 -0,04556 -0,04002 0,45000 3,293 

35015,36860 35015,41941 0,05081 35015,61128 35015,91942 35015,90230 -0,01712 -0,11123 -0,01760 -0,06442 0,50001 2,682 

71084,67160 71084,70208 0,03048 71084,92200 71085,25209 71085,25223 0,00014 -0,04840 -0,00004 -0,02422 0,55000 1,942 

29126,11340 29126,08620 -0,02720 29126,46100 29126,68621 29126,72951 0,04330 -0,04117 -0,07512 -0,05815 0,60000 2,294 

57478,81015 57478,85675 0,04660 57479,04785 57479,50675 57479,50135 -0,00540 -0,10261 -0,00166 -0,05214 0,65000 1,696 

61432,66359 61432,66409 0,00050 61433,01420 61433,36411 61433,36081 -0,00330 -0,00004 -0,00054 -0,00029 0,70002 1,758 

17205,58085 17205,58795 0,00710 17205,93718 17206,33796 17206,31526 -0,02270 -0,00202 -0,02515 -0,01359 0,75000 1,848 

67219,89461 67219,87721 -0,01740 67220,26660 67220,67721 67220,65411 -0,02310 -0,01546 -0,02771 -0,02158 0,80000 1,692 

61148,29712 61148,25912 -0,03800 61148,74032 61149,10913 61149,10746 -0,00167 -0,08215 -0,00014 -0,04114 0,85000 1,620 

6612,02748 6612,00798 -0,01950 6612,49020 6612,90798 6612,91678 0,00880 -0,01191 -0,00204 -0,00697 0,90000 1,835 

8875,18991 8875,17281 -0,01710 8875,69210 8876,12284 8876,12184 -0,00100 -0,00959 -0,00003 -0,00481 0,95002 1,649 

1512,59584 1512,58976 -0,00607 1513,04176 1513,58977 1513,60217 0,01240 -0,00092 -0,00355 -0,00223 1,00000 1,741 
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Annexe 6 : Données numériques DSC1 et DSC(X). 
 

Tableau 10 

 

abs_pic abs_zéroR- abs_zéroR+ abs_rM- DSC1- abs_rM+ DSC1+ Δbr Moy(DSC1) 

273193,66600 273193,66314 273193,66884 273193,64683 37,297 273193,69084 22,220 0,0057 29,758 

270071,29840 270071,29406 270071,30270 270071,27527 30,188 270071,33280 13,288 0,00864 21,738 

302700,30563 302700,30084 302700,31040 302700,28170 27,649 302700,34180 11,831 0,00956 19,740 

71732,90857 71732,90121 71732,91591 71732,87260 16,951 71732,94901 13,245 0,0147 15,098 

57273,67491 57273,66193 57273,68777 57273,62760 11,921 57273,72975 8,601 0,02584 10,261 

68398,98100 68398,95599 68399,00662 68398,90460 5,708 68399,04519 8,940 0,05063 7,324 

69035,25610 69035,20719 69035,30735 69035,15059 4,572 69035,34845 7,286 0,10016 5,929 

56667,11754 56667,04491 56667,19497 56666,98370 4,216 56667,23917 6,860 0,15006 5,538 

59404,81787 59404,71336 59404,91338 59404,67366 7,938 59404,97320 4,263 0,20002 6,101 

32417,52684 32417,39493 32417,64496 32417,35933 10,184 32417,70526 4,498 0,25003 7,341 

26041,27057 26041,12896 26041,42897 26041,07526 5,417 26041,46147 11,975 0,30001 8,696 

32907,31255 32907,12525 32907,47525 32907,10105 20,331 32907,52535 5,853 0,35 13,092 

46217,47501 46217,28890 46217,68893 46217,24820 7,749 46217,70752 31,905 0,40003 19,827 

16184,07443 16183,84543 16184,29543 16183,81710 17,891 16184,32783 14,070 0,45 15,980 

35015,61128 35015,41941 35015,91942 35015,36860 5,452 35015,90230 35,480 0,50001 20,466 

71084,92200 71084,70208 71085,25209 71084,67160 10,179 71085,25223 276451,850 0,55001 138231,015 

29126,46100 29126,08620 29126,68621 29126,11340 15,585 29126,72951 7,270 0,60001 11,427 

57479,04785 57478,85675 57479,50675 57478,81015 4,813 57479,50135 184,527 0,65 94,670 

61433,01420 61432,66409 61433,36411 61432,66359 34979,548 61433,36081 881,129 0,70002 17930,339 

17205,93718 17205,58795 17206,33796 17205,58085 203,069 17206,31526 24,982 0,75001 114,025 

67220,26660 67219,87721 67220,67721 67219,89461 33,764 67220,65411 19,667 0,8 26,715 

61148,74032 61148,25912 61149,10913 61148,29712 8,171 61149,10746 3385,101 0,85001 1696,636 

6612,49020 6612,00798 6612,90798 6612,02748 44,805 6612,91678 214,978 0,9 129,892 

8875,69210 8875,17281 8876,12284 8875,18991 43,426 8876,12184 14604,454 0,95003 7323,940 

1513,04176 1512,58976 1513,58977 1512,59584 586,860 1513,60217 70,703 1,00001 328,782 

 

 

Tableau 11 

DSC(R2y) 

 

rM rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ 

R2y -0,5 -0,5 -0,6 -0,6 -0,7 -0,7 -0,8 -0,8 -0,9 -0,9 -1 -1 

Δbr      DSC(…)       

0,0057 1,053 0,995 2,937 1,842 7,503 4,388 14,752 8,633 24,683 14,577 37,297 22,220 

0,00864 1,131 0,994 2,887 1,411 6,670 2,849 12,481 5,308 20,320 8,788 30,188 13,288 

0,00956 1,148 0,995 2,805 1,344 6,284 2,602 11,584 4,769 18,706 7,845 27,649 11,831 

0,02584 1,106 0,991 1,869 1,379 3,332 2,335 5,494 3,857 8,357 5,945 11,921 8,601 

0,05063 0,984 1,274 1,266 1,979 1,879 3,098 2,824 4,631 4,100 6,578 5,708 8,940 

0,10016 1,011 1,469 1,297 2,115 1,796 3,019 2,508 4,183 3,434 5,605 4,572 7,286 

0,15006 1,028 1,551 1,316 2,178 1,779 3,022 2,417 4,084 3,229 5,363 4,216 6,860 

0,20002 1,895 1,076 2,660 1,396 3,647 1,875 4,856 2,512 6,286 3,308 7,938 4,263 

0,25003 2,481 1,142 3,504 1,501 4,786 2,016 6,327 2,687 8,126 3,515 10,184 4,498 

0,30001 1,357 2,966 1,835 4,190 2,480 5,704 3,292 7,506 4,271 9,596 5,417 11,975 

0,35 5,054 1,481 7,204 2,015 9,807 2,720 12,863 3,594 16,370 4,639 20,331 5,853 

0,40003 1,952 7,957 2,706 11,383 3,663 15,491 4,822 20,281 6,184 25,752 7,749 31,905 

0,45 4,462 3,504 6,344 4,962 8,627 6,748 11,313 8,862 14,401 11,302 17,891 14,070 

0,50001 1,404 8,806 1,896 12,627 2,547 17,205 3,356 22,540 4,325 28,632 5,452 35,480 

0,55001 2,541 69129,5 3,571 99538,5 4,849 135475,2 6,376 176939,6 8,153 223931,9 10,179 276451,9 
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rM rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ rM- rM+ 

R2y -0,5 -0,5 -0,6 -0,6 -0,7 -0,7 -0,8 -0,8 -0,9 -0,9 -1 -1 

Δbr      DSC(…)       

0,60001 3,857 1,848 5,483 2,550 7,469 3,443 9,815 4,527 12,520 5,803 15,585 7,270 

0,65 1,233 46,381 1,656 66,588 2,225 90,507 2,941 118,136 3,804 149,476 4,813 184,527 

0,70002 8746,556 220,365 12594,147 317,202 17141,242 431,7 22387,840 563,850 28333,9 713,661 34979,5 881,129 

0,75001 51,062 6,245 73,308 8,908 99,632 12,113 130,033 15,860 164,512 20,150 203,069 24,982 

0,8 8,446 4,921 12,076 6,998 16,422 9,511 21,486 12,460 27,267 15,846 33,764 19,667 

0,85001 2,048 846,081 2,848 1218,370 3,861 1658,4 5,085 2166,2 6,522 2741,8 8,171 3385,1 

0,9 11,198 53,760 16,044 77,327 21,828 105,233 28,549 137,476 36,208 174,058 44,805 214,978 

0,95003 10,757 3651,7 15,455 5258,0 21,071 7156,5 27,604 9347,0 35,056 11829,7 43,426 14604,5 

1,00001 147,008 18,151 211,473 25,829 287,690 34,923 375,661 45,433 475,384 57,360 586,860 70,703 
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Annexe 7 : Annulation de R2(a,b). 
 

L’expression R2(a,b) est nulle pour les zéros de Riemann et de Dirichlet. Cependant, ce ne sont pas les seules solutions 

d’annulation puisque la condition à remplir n’est pas C0²+S0² = 0, mais C0.C2+S0.S2. Le but des graphiques ci-dessous 

est simplement d’illustrer le fait que les annulations aux abscisses critiques de cet article vont en général par paires, à 

savoir deux abscisses « proches » l’une de l’autre, l’un abscisse d’un zéro et l’autre pas. 

 

 

Graphique 77 

 

  
Graphique 78 Graphique 79 

 

  
Graphique 80 Graphique 81 
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Annexe 8 : Fonctions d’approximation de rpic. 
 

Une première fonction d’approximation relative à la hauteur des pics de valeurs de R2(1/2,b), conduisant à des différences 

en pourcentage entre les valeurs observées et ladite fonction de mesurage telles que relevées dans le graphique 82, répond 

à la relation : 
 

rpic ≈ 1+ 
5 

                    (42) 
(bpic)1/4.Δbr

2 

 

L’expression Δbr est l’écart entre les deux zéros consécutifs de Riemann entourant le pic de valeur rpic de R2(1/2,b). 
La hauteur du pic réagit ainsi d’une certaine manière comme l’inverse d’une température de rayonnement par rapport à 

l’abscisse du pic (loi de type Stefan-Boltzmann bpic ≈ α.(1/rpic)4) et comme une énergie pour le niveau atomique Δbr (loi 
en rpic ≈ β/Δbr²). 

 

Le graphique 82, où sont représentés par les lignes verticales les abscisses des zéros de Dirichlet, montre clairement que 

l’erreur est amplifiée du fait que l’existence de ces zéros n’est pas prise en compte pour l’instant. 

La modification ci-dessous introduite par une seconde fonction d’approximation, et correspondant au graphique 83, prend 

en compte ce point : 

 

rpic ≈ 1+ 
1 

( 
1,238 

+ 
-18,1295 

)           (43) 
(bpic)1/4 (bpic - abs_zéroR-).(abs_zéroR+ - bpic) (bpic - abs_zéroD-).(abs_zéroD+ - bpic) 

 

  
Graphique 82 

Avant correction 

Graphique 83 

Après correction  

 

Près de l’origine des b, la relation (43) présente encore des erreurs de l’ordre de 30 % voire davantage. La relation suivante, 

simple variante de la précédente, améliore ce point : 

 

rpic ≈ 1+ 
3 

+ 
1 

( 
1,238 

+ 
-18,1295 

)           (44) 
Ln(bpic) (bpic)1/4 (bpic - abs_zéroR-).(abs_zéroR+ - bpic) (bpic - abs_zéroD-).(abs_zéroD+ - bpic) 

 

Le graphique 83 présente toujours des erreurs entre les valeurs effectives des pics et l’approximation. Nous avons cherché 

une meilleure version sous la forme  

 

rpic ≈ 1+ 
γ 

+ 
1 

∑( 
αi 

+ 
βi 

)           (45) 
Ln(bpic) (bpic)1/4 (bpic - abs_zéroRi-).(abs_zéroRi+ - bpic) (bpic - abs_zéroDi-).(abs_zéroDi+ - bpic) 

 

prenant en compte les ièmes zéros de Riemann et de Dirichlet plus éloignés du pic. Pour notre part, cela ne semble pas 

diminuer significativement l’incertitude dans une application générale. 

 

Par ailleurs, une relation du type  

 

rpic ≈ 1+ 
1 

∑( 
αi 

 )           (46) 
(bpic)1/4 |bpic - abs_zéros|n 

 

c’est-à-dire sans association par paires des zéros, mais simplement en prenant en compte tous les écarts entre abscisse du 

pic et ceux des zéros (n étant une puissance à adapter) semble voué à l’échec. 
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Annexe 9 : Incertitude sur la valeur des pics de R2(a,b). 
 

L’erreur relative sur la valeur effective des pics R2 = (C0.C2+S0.S2)/(C1²+S1²) n’a pas été précisée jusqu’ici. Ces pics de 

valeurs correspondent aux situations où C1²+S1² tend vers 0 au dénominateur du ratio R2(a,b). Numériquement, la valeur 

de ce dénominateur peut être largement faussée en l’absence de précaution. Comme celle-ci est obtenue à l’aide d’une 

troncature de la fonction Eta de Dirichlet, il est nécessaire de veiller à un nombre suffisant de termes pour obtenir un 

résultat valide lorsque l’abscisse b augmente (cf. annexe 1 page 31). La répercussion est d’autant plus grande que C1²+S1² 

est petit. Les calculs doivent être menés avec une troncature adaptée. Pour la production des tableaux ci-dessous, avec 

l’outil Excel, nous avons prolongé l’investigation jusqu’à 300000 termes. Pour autant, certains résultats pour les pics de 

valeurs restent fluctuants de façon très importante. 

 

Les graphiques ci-dessous donne ainsi, à simple titre d’information, quelques données relatives à ces incertitudes 

d’évaluation. 

 
Troncatures à 

 
b 

30000 50000 70000 90000 110000 130000 150000 170000 

273193,666 0,79223436 0,79233452 0,79238882 -23,0571782 1066,88405 6938,16401 3040,68025 4688,02971 

270071,298 0,78701346 0,7865257 0,78655872 -93,6405373 4690,2529 2852,85517 2409,05929 3034,69195 

302700,306 0,84673934 0,75410234 0,75408475 0,75486075 696,780461 2444,2157 2780,2796 2248,68861 

234016,902 0,77122518 0,77121376 0,77159857 3320,92683 1408,7961 1340,67378 1357,42807 1521,02584 

71732,9086 807,012008 1260,06896 1543,56257 1659,75052 1463,47145 1477,5109 1328,09192 1311,98807 

 
Troncatures à 

 

b 

190000 200000 220000 240000 260000 280000 300000 

273193,666 6264,18214 9332,50484 4481,24146 4503,3149 6533,48089 4547,31808 4974,56835 

270071,298 3590,93864 2910,36473 2863,11206 3895,65609 3261,84607 2955,0297 3120,00748 

302700,306 2687,97803 2274,00819 2411,96066 2664,51978 2838,83817 2409,74561 2593,14038 

234016,902 1439,41531 1527,88393 1378,01132 1408,08006 1347,32708 1370,19658 1574,97404 

71732,9086 1369,65022 1454,10964 1521,62094 1461,61479 1550,77267 1496,18688 1501,541 

 

Lorsque le nombre de termes est insuffisant, la valeur obtenue est totalement fausse. Le cas à plus faible écart entre zéros 

de Riemann parmi les 500000 premiers d’entre eux figure alors ci-dessous et à la première ligne des deux tableaux 

précédents. L’ampleur des écarts en fonction de la troncature choisie est manifeste. A noter que dans nos reports 

numériques dans le texte principal, nous avons utilisé pour cet exemple la troncature à 200000 termes (qui n’est pas la 

meilleure).  

 

 
Graphique 84 

R2 en fonction de la troncature 

b = 273193,666 

 

La comparaison de ces données à celles obtenues avec l’outil Pari gp montre que les écarts ne sont pas dus à l’imprécision 

du tableur. Ils sont principalement liés au choix de la troncature. De fait, la limite de confiance, disons à 10 %, se manifeste 

déjà autour d’un pic de hauteur entre 100 et 200. Cela signifie qu’à 10000, nous sommes quasiment à la limite de toute 

espèce d’appréciation fiable (si nous voulons garder un temps de calcul raisonnable). Ceci ne remet pas en cause la nature 

des formules proposées dans le texte pour les pics de valeurs mais le lecteur doit rester vigilent sur ce point (qui a été 

rappelé dans notre conclusion dans le corps de texte). Notons cependant que pour ce qui concerne les minima de R2(a,b), 

les erreurs de calculs sont en général à moindre incidence. 

 



p 46/64 

Le lecteur pourra faire quelques essais à partir de la programmation en Pari gp ci-dessous. Il pourra apprécier par lui-

même les différences avec l’évaluation au tableur Excel ainsi que l’effet parfois sidérant de la troncature. Il peut 

notamment s’appuyer pour la comparaison sur l’annexe 5 (avec de gros écarts ici ou là). 

 

{a = -1/2; b = 273193.6;  

n =100000; \\troncature 

c0 = sum(i = 1, n, -((-1)^i)*(i^a)*cos(b*log(i)));  

c0 = c0-(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*cos(b*log(n)); 

c1 = sum(i = 1, n, ((-1)^i)*(i^a)*log(i)*cos(b*log(i)));  

c1 = c1+(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*log(n)*cos(b*log(n)); 

c2 = sum(i = 1, n, -((-1)^i)*(i^a)*log(i)*log(i)*cos(b*log(i)));  

c2 = c2-(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*log(n)*log(n)*cos(b*log(n)); 

s0 = sum(i = 1, n, -((-1)^i)*(i^a)*sin(b*log(i)));  

s0 = s0-(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*sin(b*log(n)); 

s1 = sum(i = 1, n, ((-1)^i)*(i^a)*log(i)*sin(b*log(i)));  

s1 = s1+(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*log(n)*sin(b*log(n)); 

s2 = sum(i = 1, n, -((-1)^i)*(i^a)*log(i)*log(i)*sin(b*log(i)));  

s2 = s2-(1/2)*((-1)^(n+1))*(n^a)*log(n)*log(n)*sin(b*log(n)); 

sc1 = c1*c1+s1*s1;  

sc2 = c0*c2+s0*s2; 

r2 = sc2/sc1; 

print(sc1); print(sc2); print(r2)} 

 

Lorsque la taille de la troncature est insuffisante, nous pouvons trouver des valeurs de R2 largement inférieures à -0,50 

comme le montre le premier calcul ci-dessous.   

 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =100000; print(r2)} 

-0.6166038284211750574916648100 
? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =150000; print(r2)} 

-0.4271955965872622470275834475 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =200000; print(r2)} 
-0.5261384266503698375318264730 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =300000; print(r2)} 

-0.4796643516828380156432379411 
? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =400000; print(r2)} 

-0.5016208422615278776668411402 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =500000; print(r2)} 
-0.4858750009077289531691875641 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =600000; print(r2)} 

-0.4919079569086871791624603385 
? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =700000; print(r2)} 

-0.4920769664916562265010777527 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =800000; print(r2)} 
-0.4929477589891854606600505430 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =900000; print(r2)} 

-0.4890131904821112999770340327 
? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =1000000; print(r2)} 

-0.4891392347130997219482404937 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =1100000; print(r2)} 
-0.4900429046216253353805337294 
 

? {a = -1/2; b = 273193.6895; n =1200000; print(r2)} 
-0.4933191008740246565228320951 

? {a = -1/2; b = 273193.6896; n =1200000; print(r2)} 

-0.4933198070145980866491230746 

? {a = -1/2; b = 273193.6897; n =1200000; print(r2)} 
-0.4933195499724307993347376930 

 

Quelques exemples de l’évaluation des pics sont donnés ci-dessous. La sensibilité à l’abscisse est bien sûr élevée.  

 

? {a = -1/2; b = 273193.66604; n =400000; print(r2)} 

785.5071969861662090556709993 

? {a = -1/2; b = 273193.66605; n =400000; print(r2)} 
948.7846204060245073619972671 

? {a = -1/2; b = 273193.66606; n =400000; print(r2)} 

786.5941885569144741261967395 
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? {a = -1/2; b = 273193.6659; n =500000; print(r2)} 

451.9076557548746838642199773 
? {a = -1/2; b = 273193.6660; n =500000; print(r2)} 

1388.883659477182565216224106 

? {a = -1/2; b = 273193.6661; n =500000; print(r2)} 
568.9349835885282105941885678 

 

? {a = -1/2; b = 273193.66597; n =1000000; print(r2)} 
2734.896713066479733916663927 

? {a = -1/2; b = 273193.66598; n =1000000; print(r2)} 

3014.980266456016987149571319 
? {a = -1/2; b = 273193.66599; n =1000000; print(r2)} 

2982.136999076174192240302201 

 
? {a = -1/2; b = 273193.665999; n =1500000; print(r2)} 

6605.220089261598424635464536 

? {a = -1/2; b = 273193.666; n =1500000; print(r2)} 
6693.600386554627615078116221 

? {a = -1/2; b = 273193.66601; n =1500000; print(r2)} 
6387.947689458093489083137371 

 

Lorsque le numérateur lui-même est petit, en plus du dénominateur, une inversion de signe du premier peut donner 

numériquement des résultats totalement aberrants R2 << -1 si la troncature n’est pas adaptée. Le lecteur doit y porter 

attention pour ces propres essais.  

 

? {a = -1/2; b = 1961773.995; n =2500000; print(sc1); print(sc2); print(r2)} 

3.110249269263937084318524225 E-6 

-0.001839150459807002223767082469 
-591.3193125650184433842679941 
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Annexe 10 : Lieux de (R2x(a,b), R2y(a,b)). 
 

Les graphiques ci-dessous représentent R2y en fonction de R2x. Pour chacun d’entre eux, le paramètre a est fixé et les 

points représensatifs sont (R2x(a,b), R2y(a,b)), b décrivant les 40000 positions entre 0 exclus et 10000 avec espacement 

1/4. Le but est de montrer l’évolution en fonction du choix de a qui est un décalage global vers la gauche lorsque a croit. 
 

Ce résultat est sans surprise, le point intéressant étant de montrer le cas particulier de a = 1/2 dont les lignes de démarcage 

R2x = 0 et R2y = -1/2, n’ont pas d’équivalents pour les autres valeurs de a, autres valeurs donnant des frontières de plus 

en plus floues.   

 

  

Graphique 85 

a = 0.45, b ∈ ]0, 10000] et Δb = 0.25 

Graphique 86 

a = 0.50, b ∈ ]0, 10000] et Δb = 0.25 

  

Graphique 87 

a = 0.525, b ∈ ]0, 10000] et Δb = 0.25 

Graphique 88 

a = 0.55, b ∈ ]0, 10000] et Δb = 0.25 

 

Nous pouvons remarquer que les points ne sont pas nécessairement toujours déportés à gauche dans la partie droite de la 

droite critique (a < 1/2) notamment dans la zone où les zéros de Riemann n’apparaissent pas encore (b < 4 < 14). Le mix 

des équations étant à base de sinusoïdes il n’ait pas étonnant de trouver des figures ondulantes pour certaines des valeurs 

de a (ici celle proches de 0) et des inversions de positions. 

 

  

Graphique 89 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

Graphique 90 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 
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Les graphiques ci-dessous montre l’évolution entre les minimas autour du pic se situant entre les 106073ème et 106074ème 

zéros de Riemann (b ≈ 78974,79335 et b ≈ 78974,82196). Notons avant que les intervalles pour b en fonction de a 

formant les minimums de R2 sont les suivants, les isoplèthes étant ici du type de celui du graphique 31 tout en montrant 

que cet exemple est plus complexe que le modèle de base : 

 

a b 

 

 abs_rM- abs_rM+ 

0 78974,685273 78974,995526 

0,1 78974,702881 78975,015107 

0,2 78974,707522 78975,020820 

0,3 78974,700331 78975,010600 

0,4 78974,656833 78974,986167 

0,41 78974,653390 78974,968362 

0,42 78974,650501 78974,961723 

0,43 78974,648114 78974,954352 

0,45 78974,753824 78974,936901 

0,47 78974,756795 78974,914576 

0,49 78974,767718 78974,885999 

0,5 78974,773018 78974,875051 

0,51 78974,767028 78974,880243 

0,53 78974,751497 78974,905664 

0,55 78974,745422 78974,926883 

0,6 78974,490328 78974,963988 

0,7 78974,448655 78975,004068 

0,8 78974,430485 78975,019176 

0,9 78974,433970 78975,014951 

 

  

Graphique 91 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

Graphique 92 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 
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Graphique 93 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

Graphique 94 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

  

Graphique 95 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

Graphique 96 

a = 0 à 1, Δa = 0.1, b ∈ ]0, 4], Δb = 0.005 

 

Comme à l’accoutumée, ce qui nous intéresse est la ligne R2x = R2y des solutions effectives de R2. Cette ligne correspond 

en même temps aux valeurs minimales de R2. Dans le présent cas, qui est celui correspondant à un pic de forte ampleur, 

lorsque a décrit l’intervalle 0 à 1, les solutions R2 se situent, globalement par valeurs décroissantes, dans l’intervalle 

approximatif [-1.184574789, 0.950381679]. La valeur R2 = -1 n’est enfin atteinte que lorsque le paramètre a dépasse 

0,9215, donc bien loin de a = 1/2. 
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Annexe 11 : Parcours R2(a,b). 
 

Ces graphiques représentent R2y en fonction de R2x entre un zéro de Riemann et son successeur. Comme (C0,S0) = (0,0) 

pour un zéro de Riemann, cela entraîne (R2x, Ryx) = (0,-1/2) en ces abscisses b = bR. La trajectoire entre deux zéros 

commence ainsi dans les graphiques ci-dessous en (0,-1/2) et finit en (0,-1/2). Le sens des abscisses b croissants est indiqué 

à chaque fois. Les seules solutions pertinentes, par construction (voir corps de texte) sont celles sur l’axe R2x = R2y ce 

qui n’empêche pas de s’intéresser aux courbes elles-mêmes. Les abscisses de Dirichlet bD = k.2π/Ln(2) sont représentés 

par des points en violet. Ces points sont en général proches de la droite R2x = R2y et sur une branche envoyant ensuite 

des points à l’infini (c’est-à-dire deux valeurs de b telles que C1.S2-C2.S1 = 0). 
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p 53/64 
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p 56/64 

  

  
 

Prenons maintenant une vue rapprochée de la zone triangulaire qui est la plus intéressante. 

Nous observons deux principaux types de graphiques entre deux zéros de Riemann:  

- Type 1 lorsque la trajectoire comprend un nombre pair de divergences dues à C1.S2-C2.S1 = 0. 

- Type 2 lorsque la trajectoire comprend un nombre impair de divergences dues à C1.S2-C2.S1 = 0. 

 

Note : 1 divergence correspond à un aller ±∞ plus un retour ∓∞. 

 

  

Type 1a : 2 divergences Type 2a : 1 divergence 

  

Type 1a : 2 divergences Type 2b : 1 divergence 
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Type 1a : 2 divergences Type 2a : 1 divergence 

  

Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 2b : 1 divergence Type 2a : 2 divergences 

  

Type 2b : 3 divergences Type 2a : 1 divergence 
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Type 2b : 1 divergence Type 1a : 2 divergences 

  

Type 1a : 2 divergences Type 2a : 1 divergence 

  

Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 2b : 1 divergence Type 1a : 2 divergences 
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Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 2a : 1 divergence Type 2b : 1 divergence 

  

Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 
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Type 2b : 3 divergences Type 2a : 1 divergence 

  

Type 1a : 2 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 2b : 3 divergences Type 1a : 2 divergences 

  

Type 2a : 1 divergence Type 2b : 3 divergences 
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Type 2a : 1 divergence Type 2c : 1 divergence 

  

Type 2c : 1 divergence Type 2c : 1 divergence 

  

Type 2d : 1 divergence Type 2b : 5 divergences 
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Annexe 12 : Distribution de Cos(b.Ln(m)) et Sin(b.Ln(m)). 
 

  

Graphique 97 

a = 0,5 et b = 0 

Graphique 98 

a = 0,5 et b = 0,10 

  

Graphique 99 

a = 0,5 et b = 0,20 

Graphique 100 

a = 0,5 et b = 0,30 

  

Graphique 101 

a = 0,5 et b = 0,40 

Graphique 102 

a = 0,5 et b = 0,50 

  

Graphique 103 

a = 0,5 et b = 0,60 

Graphique 104 

a = 0,5 et b = 0,70 
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Graphique 105 

a = 0,5 et b = 0,80 

Graphique 106 

a = 0,5 et b = 0,90 

  

Graphique 107 

a = 0,5 et b = 1 

Graphique 108 

a = 0,5 et b = 1,55 

  

Graphique 109 

a = 0,5 et b = 2 

Graphique 110 

a = 0,5 et b = 3 

  

Graphique 111 

a = 0,5 et b = 4 

Graphique 112 

a = 0,5 et b = 10 
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Graphique 113 

a = 0,5 et b = 20 

Graphique 114 

a = 0,5 et b = 50 

  

Graphique 115 

a = 0,5 et b = 100 

Graphique 116 

a = 0,5 et b = 200 

 


