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Résumé

Abstract

Statut
Date

La proposition de Birch et Swinnerton-Dyer est-elle le corollaire du troisieme théoréme de Mertens, de la
distribution de Sato-Tate et de sa consceur a multiplication complexe ou bien de la calibration faite par
Kolyvagin-Gross-Zagier ? La réponse a cette question est assurément que les trois résultats sont
indispensables. Nous proposons de nous appuyer sur ces remarquables outils pour confirmer I’intuition de
Bryan Birch et Peter Swinnerton-Dyer en commencant par une étude approfondie de sommes pondérées
par des variables aléatoires basees sur la distribution de Sato-Tate et sa distribution cousine. L’évaluation
de I’effet d’ensemble de ces distributions repose sur les épaules de Mertens en lien avec son théoréme.
Enfin, les derniers auteurs cités permettent 1’étalonnage des pas autorisés dans cet univers tout a fait
particulier. Nous n’utiliserons pas I’ensemble des deux millions et demi de courbes elliptiques répertoriées
dans la base de données de l’université of Warwick allié a d’extraordinaires moyens d’intelligence
artificielle mais cela ne signifie pas que les nuages de points ne délivreront pas ici un message tout aussi
clair et explicite.

Enquiry on the mainly stochastic nature of Birch and Swinnerton-Dyer's conjecture.

Is Birch and Swinnerton-Dyer proposal the corollary of Mertens third theorem, of the Sato-Tate
distribution and its complex multiplication colleague or of the standardization made by Kolyvagin-Gross-
Zagier ? The answer to this question is certainly that all three outcomes are essential. We propose to use
these remarkable tools to confirm Bryan Birch and Peter Swinnerton-Dyer intuition, starting with an in-
depth study of sums weighted by random variables based on the Sato-Tate and cousin distributions. The
overall effect of these distributions rests on Mertens' shoulders thanks to his theorem. Finally, the last
mentioned authors allow the calibration of the allowed steps in this very particular universe. We will not
use all of the two and a half million elliptic curves listed in the University of Warwick database combined
with extraordinary means of artificial intelligence, but that does not mean that the point clouds will not
deliver an equally clear and explicit message here.
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1. Cadre général.
Introduction

Le nombre de solutions locales, c’est-a-dire modulo p, d’une équation du type y?-(x3+a.x+b) = 0 suit une curieuse
propriété. 1l semblerait naturel d’avoir, en moyenne, p solutions pour cette équation en examinant le résultat des
opérations x = 0 a p-1 croisées avec y = 0 & p-1 et ceci en procédant & « toutes » les vérificationsp=2,p=3,p=5,p=
7,... jusqu’a I’infini. Curieusement, il y a pour chacune de ces équations soit effectivement ce résultat moyen de p
solutions, soit un exces a cette moyenne. Un déficit est exclu quel que soit le choix des valeurs et des signes des
coefficients a et b. La balance est soit équitable, soit penche toujours du méme coté. De plus, 1’écart, lorsqu’il se
manifeste, se concrétise toujours par sauts quantiques. Seules les « orbitales » a moyenne un nombre entier sont
autorisées. Plus étrange encore, a force de rester hors des sentiers battus, I’explication de ce phénoméne a donné lieu a
une redoutable mise a prix pour en extraire I’hermétique alchimie. L objet de cet article est de revenir sur ces troublantes
observations et de participer a la quéte entétante de ce nouveau type de Saint Graal.

Le caractére stochastique du résultat cherché est omniprésent et nécessite préalablement de prudents développements. En
réalité, ce caractére est une chance car il n’entraine que deux cas, a savoir deux distributions liées a 1’existence ou non
d’une multiplication dite complexe. Ce petit nombre permet de les visiter toutes longuement et la théorie (des
probabilités) permet de conclure a la probabilité nulle des contrevenants. Le point crucial dans le fil des idées est une
différence de 1/2 dans les puissances de deux groupes d’expressions, cette méme valeur réelle présente dans les zéros de
Riemann, ceci n’étant probablement pas ici seulement le fruit du hasard. Enfin, explorant plus avant, nous verrons que
les sauts observés dans le rang, une propriété associée a chaque courbe elliptique, n’ont rien de la curiosité des
phénomenes de la physique quantique, mais relévent plutdt de celle des copies de I’infini, incidence peut-étre encore
plus mystérieuse.

Dans la suite, les théorémes de la littérature mathématique, bien qu’omniprésents et essentiels ici, sont donnés sans en
réécrire les démonstrations. Le lecteur pourra s’en remettre aux références pour plus amples renseignements. De
nombreux graphiques sont donnés par éclairer les arguments et théoremes auxquels ils se rapportent.

Equation

Une courbe elliptique E est un cas particulier de courbes algébriques. Elle admet une équation cubique sous une forme
dite de Weierstrass [23] :
y2+a;.X.y+as.y = X3+a2.X2+as.X+as @

Nous nous plagons ici dans le corps de nombres rationnels Q.
Dans ce corps commutatif (de caractéristique 0), 1’équation de la courbe elliptigue E admet également une forme
simplifiée :

(E) y2 = x3+a.x+b 2

Nous utiliserons cette derniére équation pour tous les développements théoriques.
Par contre, I’identification des exemples numériques est faite par la forme plus générale [a1, a,, as, as, as].

Le discriminant de ’équation simplifiée, A = -16(4a%+27b?), est un indicateur des singularités sur la courbe. On ne parle
de courbes elliptiques que lorsque ce discriminant est différent de zéro, ce qui équivaut donc a I’absence de singularités.

Loi de groupe sur Q

La propriété essentielle des courbes elliptiques est I’existence d’une addition géométrique sur les points du graphe.
Considérant deux points rationnels sur la courbe, le troisiéme point, symétrique par rapport a I’axe des x de I’intersection
avec la courbe de la droite passant par les deux premiers points, est nécessairement un point rationnel. De méme, le tracé
de la tangente en un point rationnel, ce dernier considéré comme point double, permet d’obtenir un troisiéme point
rationnel, tandis qu’une droite verticale interceptant la courbe donne le troisiéme point a I’infini, pris comme point
neutre Og.

Nous disposons ainsi d’une loi de composition + avec élément neutre Og sur les courbes elliptiques et I’ensemble des
points de la courbe E, incluant le point a I’infini, forme un groupe commutatif.

En partant de deux points rationnels ou d’un point double rationnel, et en continuant les additions sur les deux points
précédents, deux possibilités se présentent ;

- Soit au bout d’un nombre fini d’opérations nous revenons sur les points initiaux,

- Soit le nombre d’opérations se poursuit a I’infini.
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Théoréme 1 : Théoréme de Mordell-Weil

Les points rationnels (& savoir ici appartenant a Q) de la courbe elliptique E(Q) forme un groupe abélien de type fini,
¢’est-a-dire le produit direct d'un nombre fini r de copies de Z et de groupes cycliques finis E(Q)®'" :

E(Q =7Z'® E(@"" ®3)

Définition 1 : Rang algébrigue

Le nombre r = ry est appelé le rang algébrique de la courbe elliptique.
Les sous-groupes finis E(Q)®" sont appelés groupes de torsion et leurs caractéristiques sont données par le théoreme de
Mazur.

Nota : L’existence des groupes de torsion est sans incidence sur la suite de ce texte. Nous ne sommes intéressés que par
le nombre de copies de Z qui sont solutions de 1’équation.

Loi de groupe sur [Fp

Plagons nous & présent dans le corps fini Fp =[0, 1, 2,..., p-1], p un nombre premier.

La loi de groupe est conservée (a savoir cette fois-ci modulo p).

Le nombre de solutions de I’équation E dans ce corps est noté #E(IFp). En comptant le point a I’infini, nous avons :
#HE(Fp) = 1+{#(x,y) € Fp x Fp \ y? = x3+a.x+b mod p} 4

Nous disposons alors de ce qui suit :

Théoréme 2 : Théoréme de Hasse [27]

L’encadrement de #E([Fp) répond & :
p+1-2p"? < #E(Fy) < p+1+2p*? (5)

Une des méthodes de recherche du nombre de solutions est celle utilisant le symbole de Legendre x(E*) = (%), ou E* est
le membre droit de 1’équation E donnée par la relation (2) :

-1 (x3+ax+b
HE(Fy) = preXly () ()
Définition 2
Nous définissons a, selon 1’usage :
ap = (-1).X7g X(E) = p+1-H#E(Fy) W

Le nombre a, est ’opposé de la « somme finie de Legendre » en utilisant la forme simplifiée de Weierstrass. Ce nombre
revenant réguliérement dans 1’article, pour des raisons pratiques, nous 1’appellerons ici I’ « opposé quadratique ». Nous
utilisons aussi celui de « terme d’erreur » dont il est souvent affublé.

Corollaire 1

L’encadrement de I’opposé quadratique ap répond a :
_2p1/2 < ap < 2p1/2 (8)
Définition 3
Soit L(E,s) le produit infini a paramétre la variable complexe s, appelé fonction L incompléte de E :

LEEs)= [T (L-an.p+p™*)* ©)
PRA

Les nombres premiers p qui divisent A sont en quantité finie. Ils n’ont pas d’incidence sur I’expression du rang de la
courbe elliptique. Nous n’en tenons donc pas compte dans notre article.
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Théoréme 3 : Théoréme de modularité

En 2001, Christophe Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond et Richard Taylor, étendant les travaux d'Andrew Wiles, ont
démontré que toutes les courbes elliptiques sur @ sont modulaires [28] [3].

2. Enoncés de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer s’exprime de plusieurs maniéres.

Enoncé 1
(selon la référence [1])

Soit I’expansion de la série de Taylor de L(E,s) au point s = 1, ot ¢ # 0 et r est un entier positif ou nul, de la forme :
L(C, s) =c.(s-1)" + termes d’ordres supérieurs (10)
alors le nombre r est égal au rang algébrique ra de la courbe elliptique (suivant la définition 1 donnée en page 4).

Définition 4 : Rang analytigue

Le nombre r, tel que défini dans la relation (10), est appelé rang analytique, noté ra,, de la courbe E dans le corps Q.

Enoncé 2
C’est I’énoncé initialement donné par B. Birch et P. Swinnerton-Dyer.
Soit
[T HE(Fp)-1)/p = C.In"(x) quand x— +o0 (11)
p=x
ou encore
[T (1-a/p) = C.In"(x) quand x— +o (12)
p<X

alors I’exposant r est égal au rang algébrique ra de la courbe elliptique.

Remarque :
L’expression de la fonction L est tres proche de la relation (12) puisque :

L(E, 1) =T (1-(-1)/p)* (13)

Lien entre les énoncés 1 et 2.

Théoreme 4 (Golfeld, 1982)

D’aprés [11] (chapitre IV, page 166) et [8], si E est modulaire, ce qui est le cas pour une courbe elliptique sur @ d’apres
le théoréme 3, et s’il existe une constante C et un nombre r tels que [[p<x (1-35/p) ~ C.In"(x) quand x— +oo, alors L(E.s)
~ C’.(s-1)" lorsque s — 1, C’ étant une constante.

Ainsi, nous avons I’implication :
Enoncé 2 = Enoncé 1 (14)

C’est sous la premiere forme plus forte, celle du produit d’Euler, que nous conduirons 1’exposé de cet article, et ceci en
utilisant une généralisation du théoréme de Mertens.

Les deux énoncés précédents se résument ainsi a ce qui suit.

Enoncé 3 :

Le rang analytique ra, et le rang algébrique ra d’une courbe elliptique E donnée sont identiques.

Remarque importante

La conjecture de Birch-Swinnerton va essentiellement dans un sens, c’est-a-dire si le rang algébrique est r alors le
facteur multiplicatif dans I’expression de 1’expansion de Taylor est r. Nous nous en tiendrons la dans cet article,
signifiant que souvent le lecteur trouvera des implications et non des équivalences, lesquelles en général vont de toute
facon de soi.
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3. Stratégie de démonstration.

L’argumentation nécessite de définir une troisiéme notion de rang que nous appelons rang arithmétique et notée r,.
Ce rang n’est autre que la moyenne asymptotique du terme d’erreur aj.

Il semble naturel qu’en 1’absence d’un biais forcé, cette moyenne soit nulle. Bien sdr, les valeurs locales de a, sont
strictement définies par les coefficients [ai1, a2, a3, as, as]. Par contre, a I’échelle globale, la moyenne du terme d’erreur
est centrée sur 0 si une marche au hasard est a I’ceuvre.

Or, les profils asymptotiques de distribution du nombre de solutions sur les corps Fp se réduit a un seul pour les courbes
a multiplication complexe (noté profil D1, plus loin) et a un autre, unique également, pour les courbes sans
multiplication complexe (profil D2.). Ces profils sont symétriques par rapport a ’origine. Ceci signifie que la moyenne
des valeurs du terme d’écart a,, que nous appellerons rang arithmétique, s’écarte d’une valeur finie de la valeur 0.

Un biais peut étre introduit par I’existence d’une infinité de solutions générée par I’opération d’addition de groupes pour
les points rationnels sur les courbes elliptiques par projections modulo py.

Avec un phénomeéne reproductible calibré par unité (r = 0 et r = 1 impliquant r = 2, r = 3, etc.) et un corollaire du
troisieme théoréme de Mertens capable de traduire le rang arithmétique en rang analytique, le lien cherché est réalisé.

D’ou il résulte la proposition de Birch Swinnerton-Dyer résumée dans la suite des implications déclinée ci-dessous :

Méthodes Résultats Pages Méthodes Reésultats Pages
ra=0(= ZO) ra=1(= Zl)
Théoreme 31 4 p 38 Théoréme 31 U p 38
fan=0 fan=1
Théoreme 27 4 p31 Théoreme 27 U p31l
rm =0 rh=1
Proposition Erreur ! Source du renvoi introuvable.
U
Ith = I'n +1 (= Z")
Théoreme 36 U p 39
lth=n
Théoréme 27 U p 31
fan =N
Théoréme 26 U p 29
fa=n

Ces implications n’ont pas ’obligation d’étre étudiées dans 1’ordre précédent et ne le sont pas.

4. Sommes & variables aléatoires.

Nous étudions ces sommes car les termes d’erreur a, prennent dans leur domaine de définition des valeurs dont le
comportement peut étre qualifié d’aléatoire. Le but des éléments réunis sous ce premier paragraphe sera de voir jusqu’a
quel point un tel comportement (aléatoire) suffirait a la réalisation de la conjecture de Birch Swinnerton-Dyer.

4.1. Variable aléatoire.

D’aprés la référence [17], la définition d’une variable aléatoire, définition qui s’étend aux fonctions de variables
aléatoires, est la suivante :

Définition 5 : Variable aléatoire

Soient (Q,F,IP) un espace probabilisé et (E,e) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire de Q vers E, toute
fonction mesurable X de Q vers E. La mesure Px est I'image, par I'application X, de la probabilité P définie sur (Q,F).

Il ne s’agit pas ici de faire un cours sur la théorie des probabilités. Nous n’allons donc pas reprendre 1’explication des
termes précédents. Le seul mot qui nous intéresse est celui de « mesurable » et notons d’abord a ce sujet que nos

mesures seront effectuées sur I’ensemble E = R.

Nous pouvons caractériser une variable aléatoire par des propriéteés.

p6/73



Caractéristique 1

Une variable aléatoire X possede des moments, ¢’est-a-dire des valeurs attendues, comme 1’espérance E(X), la variance
V(X), I’écart-type o(X), etc.

Caractéristique 2

Une variable aléatoire X, et de méme une fonction continue et dérivable d’une variable aléatoire, répond a des critéres de
reproductibilité de son image, c’est-a-dire des résultats de calculs, reproductibilité qui s’améliore avec la répétition des
expeériences.

Pour la réalisation de ces calculs, la variable aléatoire, objet abstrait, est remplacée par X un estimateur de X. (réf. [18]).
L’image obtenue a partir d’un estimateur non biaisée est fidéle a 1’image attendue, et ceci dans la limite des écarts
prévus, lorsque ceux-ci sont des données disponibles. Une variable aléatoire, et son estimateur, en dépit de I’adjectif
qualificatif utilisé, n’a donc rien d’imprévisible. Bien au contraire, sa nature aléatoire lui assigne des lois de régularité et
de symétrie remarquables.

Ainsi I’image d’une expérience a n étapes se rapproche asymptotiquement de données prédictibles. Les résultats de
plusieurs tests prennent des valeurs qui dévient de moins en moins d’un cadre donné au fur et a mesure que le nombre
d’expérimentations ou d’essais augmente. Le résultat d’une seule expérimentation est effectivement aléatoire (borné
selon le cas a un intervalle), mais le résultat de nombreux essais se rapprochent de plus en plus d’un cadre donné
parfaitement définissable et mesurable.

C’est la raison pour laquelle dans la suite, nous nous appuyons sur un nombre croissant de datas pour en déduire les
données asymptotiques de la variable ou de la fonction aléatoire étudiée.

Pour reconnaitre certaines caractéristiques, nous sommes amenés a utiliser un outil indispensable : le tri par valeurs
croissantes.

Définition 6 : Distribution

Nous appelons distribution les résultats vi de n expérimentations triés par valeurs croissantes.

Le monde des probabilités, étant par essence le monde de 1’aléatoire, rien ne pourrait étre dit sur quoi que ce soit, sans
partir d’un axiome minimal d’image (ou de distribution) attendue pour un grand nombre d’essais et de répétabilité de
cette image (ou distribution).

La répétition d’images d’essais aléatoires convergeant vers une distribution donnée est supposée la prémisse de ’image
asymptotique de cette distribution.

Définition 7

Selon la définition usuelle, nous disons qu’un événement est presque sir si sa probabilité est 1. Autrement dit aussi,
I’ensemble des cas ou I’événement ne se produit pas a une probabilité 0.

4.2. Variable aléatoire uniforme bornée.

Toutes les fonctions aléatoires dans ce texte sont construites a partir d’une variable uniforme bornée.

Définition 8 : Variable aléatoire uniforme bornée

Une variable aléatoire uniforme bornée est a la fois aléatoire, uniforme et admet des bornes inférieure et supérieure. Le
second terme signifie que sa fonction de répartition est linéaire. Sa densité de probabilité est donc une constante.

La fonction génératrice Mx des moments de cette variable permet de calculer tous les moments de cette variable (cf.
référence [19]).
Loi de Bates

La loi de Bates est la loi de probabilité de la moyenne arithmétique de n variables aléatoires us, Uy,... ,um, de loi uniforme
continue sur l'intervalle [0,1] (référence [20]).

Théoréme 5

La variance de la moyenne de m variables u; est égale a 1/(12m) (référence [20]).
L’écart-type est donc :
o({ui}m) = (1/12m)*?2 (15)
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Nous nous appuyons pour I’ensemble des données et graphiques de ce texte sur la variable pseudo-aléatoire uniforme
disponible sur tableur Excel. Celle-ci est bornée a [0,1]. Sa moyenne est 1/2, son écart type est (1/12)*2 et sa distribution
(qui est aussi sa fonction de répartition) est linéaire entre 0 et 1. Elle est dite « pseudo-aléatoire » puisque étant un objet
concret, et donc un estimateur, elle ne peut étre mise en ceuvre de fagon parfaitement aléatoire.

4.3. Croissance quasi-linéaire des nombres premiers.

Théoréme 6

La vitesse de croissance asymptotique de In(pi) est inférieure a i€, quel que soit le choix initial de € > 0.

. In(o:
lim n_g. -0 (16)

i— 4o j
Démonstration

Trés briévement, la fonction In(p;) est concave et la fonction i® est convexe. D’ou trivialement le résultat.
Un raisonnement plus long consiste a partir d’un résultat bien connu : le terme In(i) croit asymptotiquement moins vite
gue toute exponentielle, c’est-a-dire V € > 0, In(i)/i* — 0*. Bien s(r, cela signifie aussi que In(i)/i — 0* lorsque i — +oo.
Substituant au terme i le terme In(i), nous avons asymptotiquement In(In(i))/In(i) — 0%, puis In(In(In(i)))/In(In(i)) — 07,
etc. Au fur et a mesure que i tend vers I’infini chacun des termes In(In(In(i))...) devient négligeable devant son
prédécesseur In(In(i)...). La somme In(i)+In(In(i))+In(In(In(i)))+ ... + In(In(...In(In(pi))) s’accroit de termes de plus en
plus petit. 1l existe donc k > 0 tel que pour i > k, In(p;) < 2In(i). Une vérification numérique montre d’ailleurs que ce
résultat est exact pour tout i. Donc In(pi)/i¢/2 < In(i)/i* — 0%, lorsque i — +oo.
Théoréme 7
La vitesse de croissance asymptotique de p; est inférieure a i'*¢, quel que soit le choix initial de & > 0.

lim b 0

i— +oo je )

Démonstration

Asymptotiquement nous avons, d’aprés le théoréme de raréfaction de Legendre, p;i — i.In(pi). Il en résulte pi/i**® = pi/i/i®
— In(pi)/i® — 0*, lorsque i — +oo d’aprés le théoréme précédent.

Corollaire 2

Le théoréme est équivalent a dire que p; croit asymptotiquement a peine plus vite que i, et ainsi que V € > 0, il existe K tel
que pi < i'** pour tout i > k.

Nota :

L’inversion entre pj et i'** se produit vers € = 0,42 pour i = 10, & = 0,187 pour i = 100, £ = 0,128 pour i = 1000, € = 0,096
pour i = 10000, £ ~ 0,077 pour i = 100000, soit approximativement entre i = 10 et i = 100000, & ~ 13/30/In(In(i))-1/10.

4.4. Abscisses de convergence.

Théoreme 8
Soit n(s) la fonction Eta de Dirichlet définie sur le plan complexe
400
11
) =3 (D (18)
i=1
La fonction Eta de Dirichlet converge simplement pour les nombres réels s > 0 et diverge si s < 0 (référence [25]).

Il en est de méme si i est remplacé par p; du fait du théoréme 7. ‘

Ce qui nous intéressera par la suite est la position de ce rayon de convergence lorsque (-1)* est remplacé par une
variable aléatoire sans biais prenant des valeurs cette fois-ci dans tout I’intervalle [-1, 1] au lieu des bornes -1 et 1
seulement.
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4.5. Somme de nombres entiers.
Nous obtenons la somme alternée a partir de la somme non alternée. Nous commengons donc par celle-ci.

Théoreme 9

Soit la somme ou k est un nombre positif entier :

m
Skm)=Yy i (19)
i=1

Nous avons la relation de récurrence (référence [16]) :

k+1
(k+1).S(k,m) = (M+1)<*1-1- ¥ (1) S(k+1-i,m) (20)
i=2

Par exemple, a partir de S(0,m) = m, nous obtenons S(1,m) = m.(m+1)/2 et S(2,m) = m.(m+1).(2m+1)/6.
Tous calculs faits, nous avons d’apres [15] :

Kk
Skm) =Y '?T (k+k1!-i)! L (MH1)<T (21)

1=0

Les premiers termes de 1’expression sont ainsi donnés par :

S(k.m) :ﬁ{(mﬂ)k*l-%(k . 1)(m+1)k+%<k ; 1>(m+1)k'1—3—10(k . 1)(m+1)"'3+$(k . 1)(m+1)"'5-...} (22)

Ainsi, la somme du terme générique devient un terme avec une puissance augmentée de 1 :
S(k,m) = (1/(k+1)).m**1,(1+0(1)) (23)

Ceci se prolonge aux puissances non entiéres par sommation d’Abel.

4.6. Somme alternée des racines carrées.

La sommation d’Abel (cf. référence [14] chapitre 1.0) donne la transformation d’une somme en une intégrale plus un
terme d’erreur. Au premier ordre, nous avons :

VIV2+. . 4+Vm = (2/3).m32,(1+0(1)) (24)

Plusieurs encadrements de cette somme peuvent étre donnés :

pourm>1

(2/3).(m)¥2 < \1+...+Vm < (2/3).(m+1)32-1 (25)
pour m>0
(2/3).m.(M+5/4)Y2 < \1+...+Vm < (2/3).m.(m+3/2) 12 (26)
ou bien
(1/3).(m3¥2+(m+1)¥2-1) < V1+...+Vm < (2/3).m.(m+3/2)12 (27)

Ce dernier est de trés bonne qualité. Un meilleur choix encore est le développement suivant :
m
Y Vi = (2/3).m32 +(1/2).m¥2 +&(-1/2)+0(1) (28)
i=1

ol &(-1/2) = -0,2078862249773545660173067254 (cf. Pari gp).

Le lecteur pourra trouver un développement limité plus complet de cette expression en référence [29] page 22 et vérifier
que le terme d’erreur est inférieur a 1/(24Vm).

p9/73



Nous en déduisons alors, en prenant soin de nous arréter aux termes de méme rang m, la somme alternée V1-\2+3-
V4+.. 4(-1)™m en retranchant a V1+V2+V3...+Vm, la somme 2(N2+V4+\6+...+V(2.|m/2]). Soit encore \1-V2+-
o AED)™Nm = ((2/3).m32+(1/2). mY2+E(-1/2))-2v/2((2/3).|m/ 2|72 +(1/2) .| m /2 | ¥2+E(-1/2))+0(1).
D’ou il vient :

VI-N24+3-N4+- . +(-1)™Vm

si(lm =0 moad 2, (29)
-(1/2). mY2+(1-2%2) £(-1/2)+e,
mY2-(1/2).(m-1)Y2+(1-2%72).&(-1/2)+¢)
ou &€ — 0 lorsque m — +oo.

De fagon presque équivalente, nous avons aussi :

Théoréme 10

lim V1-V24V3-N4+-. . +(-1)™Nm = (-1)™1,(1/2). mY2+(1-2%2) £(-1/2)

m — +oo (30)

Apreés division par m, les relations 29 et 30 donnent les graphiques de convergence vers 0 ci-dessous.

005 A |

02 \ 0 1000 10000 100000

i Bl

1 10 100 1000 10000 100000 | | -015

Dans le premier cas, I’expression donne une approximation avec borne supérieure, dans le second avec oscillations
autour de 0.

4.7. Somme alternée de puissances de nombres entiers.

Théoreme 11

Soit :
m
sN(n,m)=(1/m) Yy  (-1)mLi (31)
i=0
Sin> 1, la somme diverge lorsque m — +oo.
Sin <1, la somme converge vers 0 lorsque m — +oo.

Sin =1, lasomme prend alternativement des valeurs proches de +1/2.

Démonstration

Ceci est la conséquence immédiate du théoréme 8, puisqu’il ne s’agit ici que d’une division par m et changement de
signe de la puissance.

Sin =1, ’expression se calcule facilement et vaut exactement :
sN(n =1, m) =si(m =0 mod 2, -1/2, 1/2+1/2m) (33)

Théoréme 12

La moyenne de la somme alternée des racines de nombres entiers tend vers 0.

Démonstration

Ici n = 1/2 est strictement inférieur a 1, d’ou le résultat.
Plus précisément, nous avons d’aprés la relation 29 :

sN(1/2, m = 0 mod 2) = (-1)™L(1/2)/mY2-(232-1).&(-1/2)/m  (34)
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4.8. Distributions.

Cadre général

Soit a; = alea() une variable uniforme aléatoire dans 1’intervalle [0,1].

Nous étudions les nuages de points Q issus de simulations numériques de trois types de distributions D0, D1 et D2 en
prenant des échantillons de tailles croissantes imax = 100, imax = 1000, imax = 10000 et éventuellement imax = 100000. Les
simulations a étudier portent sur les nombres premiers, mais il s’avére utile de mener d’abord une étude basée sur les
nombres entiers et d’en tirer des résultats & partir de comparaisons appropriées. Ainsi I’examen de la distribution D0-
linéaire du tableau ci-dessous est essentiel a la suite de I'article.

Tableau 1
Distributions Formules donnant le nuage Q Profils v;
DO0-linéaire (1/imax) Xisi(vi <0, [2."], [2.i"]).vi vi = 2ai-1
D0 (1/imax) Y si(vi <0, [2.pi"], [2.pi"]).vi vi = 2a;-1
D1 (1/imax) i si(vi <0, [2.p"], |2.pi"]) i Vi = sin(2m.a:).si(pi =3 mod 4, 0, 1)
D2 (1/imax) Yisi(ai <0, [2.p"], [2.p"]).vi vi = cos(n.f(ai)) oul f(ai) = ai-sin(2m.ai)/(2m)

Nota 1 : Au premier cas, nous pouvons aussi rajouter les distributions D1-linéaire et D2-linéaire en utilisant les profils
vi associés a D1 et D2.

Nota 2 : Il y a en fait deux distributions D1a et D1b a considérer, I’une avec la condition si(pi = 3 mod 4, 0, 1), ’autre
utilisant la condition si(pi =5 mod 6, 0, 1). Leur profil est cependant identique puisqu’asymptotiquement, il y a autant de
nombres premiers 1 modulo 4 et 3 modulo 4 d’une part que 1 modulo 6 et 5 modulo 6 d’autre part. Le choix de « si(p; =
3 mod 4, 0, 1) » est ainsi interchangeable avec « si(pi =5 mod 6, 0, 1) » sans probléme particulier et nous avons opté
systématiquement pour le premier cas.

Nota 3 : La somme de fonctions incluant des variables aléatoires présente nécessairement une certaine dispersion. Le
rapport d’une somme donnée lors d’un essai i, puis d’un essai i+1, n’est pas égal a 1. L’annexe 2 décrit les graphiques de
dispersion attendus lors de multiples essais sur des sommes a priori « identiques ».

Nota 4 : Pour les applications numériques concernant D2, nous avons utilisé un substitut approximatif de qualité

suffisante permettant de manier plus facilement les données. 11 s’agit de va; = cos(arcsin(c.((1-a;).a;)""©"®)) si(ai < 1/2, -
1, 1) La valeur de c est définie ici par :

J) (1 = 2. (x(1 = x))n@/m@). dx = 1/4 (35)

et vaut approximativement ¢ ~ 1,542107446 en utilisant Pari gp (voir programmation en annexe 8), d’ou aussi In(c)/In(4)
=~ 0,312451644 et In(c)/In(2) = 0,624903288. Le choix de la valeur de c est fait de telle fagon a avoir I’écart-type pour le
profil v; de la distribution D2 ci-dessous :

Théoréme 13 : Moyennes et variances

Les moyennes et variances asymptotiques des profils du tableau 1 sont données par :

Tableau 2
Distributions Profils v; Moyennes | Variances | Ecarts-types
D0, vi=2a;-1 0 1/3 113
D1, Vi = sin(2m.a)).si(pi = 3 mod 4, 0, 1) 0 1/4 1/2
D2, vi = cos(m.f1(a)) ol f(a) = ai-sin(2m.a)/(2m) 0 1/4 1/2
D2, approx | vi = cos(arcsin(c.((1-a;).a)"@"®)) si(a; < 1/2, -1, 1) 0 1/4 1/2

Nota : Nous avons rajouté 1’indice oo aux distributions pour signifier qu’il s’agit de celles obtenues lorsque 1’échantillon
est de taille infinie (imax — +o0).
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Démonstration

Chacune des formules est symétrique par rapport a I’ordonnée 0 (voir aussi graphique 1). Leur valeur moyenne est donc
0. La variance V est alors donnée par la limite asymptotique de > vi#/n pour i = 1 a n, ce qui revient ici & prendre
I’intégrale de 0 a 1 pour a; dans I’intervalle [0,1].

Pour D0, f01(2x —1)%.dx = 1/3. Nous pouvons aussi simplement déduire ceci de la loi de Bates (cf. relation 15).

Pour D1, le lecteur peut visualiser ’allure de la distribution sur le graphique 1 ci-dessous. La variance est égale a
17 sin?(2mx). dx + f31/4 sin2(2mx). dx = (1/4).(1/2)+(L/4).(1/2) = 1/4.

Pour D2, nous avons V = fol cos?(m. g(y)).dy ol x = g(y), soit y = f(x) = x-sin(2r.x)/(2n), d’ou encore dy = (1-
cos(2m.x)).dx. Alors, les valeurs des bornes d’intégration en passant de la variable y a la variable x restant inchangées, V
= [} cos?(m.x). (1 — cos(2m.x)).dx = (1/2)[](1 + cos(2m.x)). (1 — cos(2m.x)).dx = (1/2)[] sin’(2m.x)).dx =
(1/2).(1/2) = 1/4.

Pour D2, approx, la variance fol cos?(arcsin (c. (x(1 — x))"©M@®) dx = fol(l — 2 (x(1 = x))n@Mm) dx est donc
égale a 1/4 d’apreés la relation (35) définissant le parametre c.

Représentation graphique des profils

Les graphiques ci-dessous sont congus & partir de 10000 échantillons (imax = 10000) et un tri croissant des résultats.

Les distributions de types D1 et D2 n’ont pas été choisies de fagon arbitraire comme nous le verrons par la suite. Elles
sont liées aux courbes elliptiques. L’objet du profil de distribution de type D0, quant a lui, est de montrer le role
prépondérant du hasard, plutdt que des profils spécifiques D1 et D2 eux-mémes, sur les conditions de convergence des
expressions.

Nous noterons plus loin 1’observation de résultats analogues pour D1 et D2 bien que ces profils soient plus éloignés 1'un
de I’autre que DO I’est lui-méme de D2. La vertu spécifique qui les rapproche est bien siir ’identité des variances (en
plus des moyennes).

Graphique 1

Profils de distribution

0,8
0,6

0.4

=< i/imax >>

08 09 1

D0 —D1 —D2

Représentation graphique des distributions

Nous faisons référence maintenant aux nuages Q de points obtenus a partir des formules en colonne 2 du tableau 1 et
procédons a 10000 essais donnant 10000 valeurs différentes pour chacune de ces sommes pondérées (par 1/imax)-

Pour la distribution D1, les nuages Q des 10000 points ainsi obtenus pour respectivement n = 0, 25 et n = 0,5 sont
présentes ci-dessous, les distributions D0 et D2, quant a elles, ayant des nuages de points sensiblement identiques.

Lors de chaque simulation, comme le nombre d’essais est fini, un faible biais bk = (1/imax) i @i est présent. Un point du
nuage représente ici correspond en abscisse a la valeur de ce biais pour I’expérience numéro k et en ordonnée a la valeur
Q des sommes étudiées (cf. formules tableau 1).

Les nuages de points en couleur bleu péle correspondent aux données ou imax = 100, ceux en bleu clair a celles oU imax =

1000 et ceux en bleu foncé a celles oU imax = 10000. Lorsque les 100, 1000 ou 10000 essais sont renouvelés, les nuages
de points restent analogues.
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Graphiques 2 et 3

Distribution D1 Distribution D1

n=1/4 n=1/2
1.5 10

1

0.2 -0,15 -0,1 0,05 0,1 0,15 02 0.2 -0.15 -0.1 0.1 0.15 0.2

-10

1.5

imax = 100 imax = 1000 imax = 10000 imax = 100 imax = 1000 imax = 10000

Les résultats qui nous incombent ici sont ceux pour le biais nul (abscisse by = 0).

Nous observons que, pour n = 1/4, le nuage se contracte en ordonnée, au niveau du biais 0, lorsque imax augmente. Ceci
signifie que la somme étudiée tend effectivement en I’absence de biais vers 0 asymptotiquement. Le nuage converge
ainsi vers le point (0,0) lorsque le terme imax tend vers I’infini.

Pour n = 1/2, I’étendue des nuages selon les ordonnées reste du méme ordre de grandeur lorsque imax augmente.

Pour n = 3/4, que nous n’avons pas reporté ici, il n’y a une trés nette augmentation des nuages de points dans toutes les
directions avec 1I’augmentation de imax.

Grossiérement, nous avons donc identifié, prés de n = 1/2, ’existence d’un cas limite pour la convergence. Pour la
confirmer en cette valeur, nous pouvons, restant toujours pour ’instant dans le cadre d’essais numériques, vérifier
I’évolution de la dispersion (c’est-a-dire 1’écart-type) en fonction de n et de imax. Lorsque 1’évolution de imax (par décade
par exemple) n’a plus d’effet sur 1’évolution de n, la valeur du cas limite est atteinte.

Le lecteur trouvera ci-dessous ainsi 1’évolution en fonction de n de 1’écart-type ¢ de I’ensemble des ordonnées des points
de tout le nuage Q, ce qui donne une bonne évaluation de ce qui se passe a 1’abscisse 0 correspondant a I’absence de
biais.

Distribution D0-linéaire

N | iwex=100 | imex= 1000 | imac = 10000 | imee = 100000 _
0 0,0704 0,0224 0,0070 0,0022 Graphique 4
0.1 0,127 0,054 0,023 0,009 e e po g
0,2 0,207 0,110 0,057 0,030 Distribution D-lincaire.
0.3 0,327 0,214 0,139 0,089
0,4 0,505 0,417 0,337 0273
0,45 0,634 0,579 0,529 0,468
0475 | 0,702 0,691 0,650 0,616
0.5 0,779 0,806 0,806 0,814
0.6 1,196 1,531 1,057 2441
0.7 1,846 3,014 4,699 7,396
0.8 2,854 5,720 11,203 22,532
0,9 437 10,88 27,32 69,05 L
1 6,64 21,20 65,77 209,06
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Distribution ©0

N | imac=100 | imax=1000 | imec= 10000 |imax = 100000 _
0 0,0713 0,0224 0,0072 0,0022 Graphique 5
0.1 0,156 0,068 0,029 0,012 e po o
0,2 0,294 0,169 0,093 0,049 vpe pour (1fgao)-Eacy
03 0,538 0,401 0,282 0,194
0,4 0,974 0,935 0,852 0,731
0,45 1,324 1,445 1,478 1,447
0475 | 1524 1,799 1,953 2,067
05 1,740 2,190 2,565 2,898
0.6 3,124 5114 7,782 11,079
0.7 5,635 12,134 23,586 43,313
0.8 10,178 28,302 71,819 171,998
0,9 18,53 68,09 218,94 674,74 S
1 33,49 157,44 673,46 2661,30

Distribution D1

n imax =100 | imax = 1000 | imax = 10000 |imax = 100000
0 0,0559 0,0183 0,0057 0,0018
0,1 0,138 0,060 0,026 0,011 Graphique 6
0,2 0,253 0,147 0,081 0,044
0,3 0,456 0,354 0,245 0,166 Ecart-type pour (1) Facy
04 0,834 0,813 0,730 0,647
0,45 1,125 1,250 1,280 1,258
0,46 1,177 1,338 1,428 1,461
0,47 1,250 1,499 1,588 1,658
0,48 1,326 1,608 1,802 1,898
0,49 1,410 1,767 2,001 2,173
0,5 1,473 1,897 2,208 2,495
0,6 2,641 4,521 6,655 9,777
0,7 4,801 10,503 20,509 37,777
0,8 8,581 24,578 62,242 148,215 T T100 s ~1000 e - 10000 —iu 100000
0,9 15,48 57,84 188,89 581,29
1 28,18 140,24 588,67 2303,40

Distribution D2 (approx)

n imax = 100 | imax = 1000 | imax = 10000 | imax = 100000
0 0,0632 0,0202 0,0063 0,0020
0,1 0,135 0,059 0,025 0,011 Graphique 7
0,2 0,253 0,146 0,082 0,043
0,3 0,468 0,350 0,246 0,169 Ecart-type pour (1) Zacy
0,4 0,854 0,840 0,747 0,649 —_—
0,45 1,147 1,257 1,302 1,277
0,46 1,215 1,372 1,457 1,456
0,47 1,268 1,482 1,635 1,690
0,48 1,380 1,627 1,829 1,916
0,49 1,422 1,758 2,022 2,225
0,5 1,531 1,924 2,261 2,525
0,6 2,752 4,547 6,819 9,798
0,7 5,037 10,700 20,755 38,952
0,8 8,915 24,813 63,063 151,504 —imas 100 —mes 1000 —iman 10000 —ma - 000
0,9 16,12 58,53 190,30 592,21
1 29,35 138,68 592,36 2385,38

Les abscisses des intersections entre les courbes sont données ci-dessous. Nous avons rajouté a titre d’exemple un zoom
sur les valeurs pour la distribution D1.
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Tableau 3

Abscisses d’intersections iD-Iir?éaire iDnO £1 1;]2
Intersection 1 ; (imax = 100, imax = 1000) ~ 0,486 ~0,417 ~ 0,413 ~ 0,409
Intersection 2 : (imax = 1000, imax = 10000) ~ 0,500 ~ 0,450 ~ 0,440 ~ 0,438
Intersection 3 : (imax = 10000, imax = 100000) ~ 0,498 ~ 0,458 ~ 0,456 ~ 0,461

Graphiques 8 et 9

Intersections
Distribution D1

Intersection
Distribution D2

0.9

0,8

0,422
0424
0426
0,428
043
0,432
043
0,436
0,438
044
0,442
0,444
0,446
0,448
045
0,452
0,454
0,456
0,458
046"

—imax = 100 =——imax =1000 =—imax =10000 =——imax = 100000

—imax = 100 =——imax =1000 =—imax =10000 =——imax = 100000

Ces tableaux et graphiques donnent une idée approximative du rayon de convergence nc, puissance affectée a p;, pour un
nombre d’essais croissant et un choix croissant de nombres d’échantillons (m = imax). L’inversion du comportement vis-
a-vis de la convergence se situe prés de ces valeurs.

Pour un exposant n inférieur a cette abscisse ne, I’écart-type tend vers 0 asymptotiquement suivant I’exemple des nuages
de points donnés au graphique 2.

Ce dernier tableau montre 1’augmentation progressive du rayon de convergence vers la valeur limite n = 1/2 pour les
trois distributions D0, D1 et D2. Les valeurs sont comparables mais sujettes a des incertitudes de mesures.
L’évolution pour D0 ne semble pas réellement s’aligner vers 1/2, mais peu importe ici car il ne s’agit pas d’'un cas
utile plus tard. De méme I'évolution de n pour D1, dans une certaine mesure, est trop lente. Par contre, 'évolution
pour D2 semble au contraire orientée vers un dépassement de cette valeur. En prenant la moyenne des valeurs n
issues des distributions D1 et D2, nous pouvons proposer le tableau suivant, ce qui montre malgré les
incertitudes rencontrées, que la cible présumée est a priori la bonne.

Tableau 4
d’élei/l?liion Abscisses d’intersections D 11/1:02 An
Données Intersect!on 1: (!max =100, imfix =1000) ~ 0411
observées Intersection 2 : (imax = 1 000, imax = 10 000) ~ 0,439 +0,028
Intersection 3 : (imax = 10 000, imax = 100 000) ~0,4585 +0,0195
Intersection 4 : (imax = 100 000, imax = 1 000 000) ~0,4718 +0,01327
Intersection 5 : (imax = 1 000 000, imax = 10 000 000) ~ 0,4808 +0,00903
Simulation Intersection 6 : (imax = 10 000 000, imax = 100 000 000) ~ 0,4869 +0,00614
numérique Intersection 7 : (imax = 100 000 000, imax = 1 000 000 000) =~ 0,4911 +0,00418
plausible Intersection 8 : (imax = 1 000 000 000, imax = 10 000 000 000) | = 0,4940 +0,00284
~+00 — 0,5

L’exposant n = 1/2 étant celui de la formule de Hasse (cf. théoréme 2), il ne manque donc pas grand-chose pour avoir ici

une partie facile méme si elle n’est pas encore gagneée.
Il reste certes un pas a franchir, celle d’une démonstration, qui est donnée plus loin.

Définition 9

Nous appelons 1’événement intermédiaire entre la divergence et la convergence, la « situation de retournement ».
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Théoréme 14

La situation de retournement correspond nécessairement a une valeur ponctuelle de 1’offset.

Démonstration

Il s’agit d’un corollaire trivial du théoréme 11.
4.9. Domaine de convergence associé aux profils de distribution appliqués aux entiers.

Nous faisons d’abord ici une digression sur un probléme qui devrait étre a priori plus simple, a savoir celui ou nous
examinons les nombres entiers, avant de revenir sur le probléme qui nous incombe réellement, & savoir celui mettant en
jeu les nombres premiers.
Posons
m
NSN(n, m)=(1/m) ¥  wii" (36)
i=0

La variable vi = 2.ai-1 est a nouveau la variable aléatoire uniforme centrée sur 0, de domaine de définition [-1,1], donné
au tableau 1. Le facteur 2, utilisé dans ledit tableau, est omis ici, n’ayant pas d’incidence sur le résultat.

Nous cherchons le domaine n de convergence simple de cette expression lorsque m — +oo.

Soit ensuite le rapport :

m
(1/m) Z (_1)i—1.in+0ffset1 )

TN(n, m, offsetl) =—— @37)
@/m)yy " )
i=0
Théoréme 15
Le rapport TN(n, m, offsetl = 1) tend vers +(n+1)/2 lorsque m tend vers I’infini.
TN(n, m — +o0, 1) — (-1)™1,(n+1)/2 (38)

Démonstration

Posons le rapport TN(n, m, 1) sous forme de numérateur et de dénominateur TN(n, m, 1) = NTN(n, m, 1)/DTN(n, m).
Nous avons alors NTN(n, m, 1) = DTN(n+1, m)-2.2™*.DTN(n+1, [m/2]).

Ayant une somme alternée, nous prenons bien soin ici de développer numérateur et dénominateur au méme rang
i=m, d’ol un calcul restreint a la partie entiere de m/2 = si(m = 0 mod 2, m/2, (m-1)/2) pour le second terme a
droite de I'égalité.

Notons alors que DTN (n, m) n’est autre que (1/m).S(n, m) d’apres la relation (19).

Nous utilisons ensuite le développement (22) jusqu’au second terme, soit ainsi

DTN(n+1, m) = (1/m).((m+1)"+2/(n+2)).(1-(1/2).(n+2)/(m+1)).(1+0(1)).

Le lecteur notera bien ici que le premier facteur 1/m est un simple rapport multiplicatif. Il n’intervient pas dans le
calcul de S(n, m). Supposons que m soit impair pour faciliter I'écriture dans la suite des équations.

Nous avons alors m.NTN(n, m, 1) = m(DTN(n+1, m)-2"2.DTN(n+1, |[m/2])) =
(1+0(1)).(1/(m+2)).[(m+1)r+2,(1-(1/2).(n+2) /(m+1))-2"*2(Im/2|+1)r+2.(1-(1/2).(n+2) /(|lm/2|+1))] =
(1+0(1)).(1/(m+2)).[(m+1)n*2.(1-(1/2).(n+2) /(m+1))-2"2((m+1) /2)"+2.(1-(1/2).(n+2) /((m+1) /2))] =
(1+0(1)).(1/(m+2)).[(m+1)+2.(1-(1/2).(n+2) /(m+1))-(m+1)"+2.(1-(1/2).(n+2) /((m+1) /2))] =
(1+0(1)).(1/(n+2)).(m+1)**2.(-(1/2).(n+2) / (m+1)-(-(1/2).(n+2)/(m+1) /2))) =
(1+0(1)).(1/(n+2)).(m+1)"+2.(1/2).(n+2) /(m+1) = (1+0(1)).(1/2).(m+1)"+1,

Ceci donne alors en reprenant le développement (22) au premier terme :

TN(n, m, 1) = m.NTN(n, m, 1)/(m.DTN(n, m)) = (1/(n+1)).(m+1)"+Y/((14+0(1)).(1/2).(m+1)n+1) =
(1+0(1)).2/(n+1). Un calcul analogue donne le méme résultat avec signe opposé pour m pair.

D’ou le résultat.

Cette expression reste vraie pour n non entier (par sommation d’Abel).
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Théoréme 16

Le rapport TN(n, m, offsetl) diverge vers +oo si offsetl > 1 et converge vers 0 si offsetl < 1.

Démonstration

Nous revenons a S(n, m) = (1/(n+1)).m"*1,(1+0(1)), d’ou nous tirons S(n+¢, m)/S(n, m) = m#.(1+0(1)). Une variation de
I’offset] précédent 1 — 1+¢ au numérateur uniquement, fait donc varier le rapport TN(n, m, offsetl) comme me,
D’ou le résultat.

Sin =0, le dénominateur vaut 1. De plus, il est aisé de vérifier que, dans ce cas, le numérateur est égal a +1/2 et le terme
TN(n, m,offsetl = 1/2) est égal & +1/2 si offset]l = 1, diverge vers +oo si offsetl > 1 et converge vers 0 si offsetl < 1.

Sin =1, le dénominateur vaut (m+1)/2. De plus, il est aisé de vérifier que le numérateur est égal & £(m+1)/2 si offsetl =
1 et le terme TN(n, m, offsetl = 1) est égal a (-1)"*. Il y a alors divergence du rapport TN(n, m, offsetl) vers +o si
offsetl > 1 et converge vers 0 si offsetl < 1.

Théoréme 17

Le domaine de convergence n de la distribution asymptotique D0-linéaire est n € ]-o0,1/2[.

Démonstration

Considérons le rapport :

m

(I/m) Y v_aleii")
i=0
m

(1/m) 2 jnoffset0
i=0

RN(n, m, offset0) = (39)

Si vale; = 2.alea()-1, ce terme vale; prend une valeur moyenne égale a 0 avec un écart type 1/(3m)Y2 d’aprés la loi de
Bates. Cet écart-type suit ’évolution de m et se répercute « localement» en chaque i par une contribution
proportionnelle a 1/i¥2. Nous avons alors a la limite entre convergence et divergence un terme 1/iY? qui est
nécessairement proportionnel & i°™*C, d’ou offset0 = -1/2. L’expression RN(n, m, offset0) va alors tendre vers +oo si
offset0 < -1/2 et vers 0 si offset0 > -1/2 lorsque m — +oo et ceci Vn.

Examinons ensuite le rapport RN(n, m, offset0)/TN(n, m, offsetl) qui n’est autre que SN(n, m, offset = offset0+offsetl)
ol v_alti = (-1)"tet:

m

(/m) Y v_aleii” )
i=0
m

(U/m) Y v_altginroffset
i=0

SN(n, m, offset) = (40)

Utilisant les théorémes [15] et [16] et I’argument précédent sur offsetO, la situation de retournement, se situe donc en
offset = offsetl+offset0, soit offset = -1/2+1 = 1/2.

Théoréme 18

Le terme SN(n, m — +oo, offset = 1/2) est borné.

Démonstration

Si offset < 1/2, le terme tend vers 0. Si offset > 1/2, le terme diverge. Cependant le cas « offset = 1/2 » ne se solde pas
nécessairement par une situation intermédiaire. Tout résultat entre 0 et ’infini reste possible. Seule 1’étude effective du
cas, illustrée ci-dessous, peut permettre de conclure. Elle montre que le terme SN(n, m — +oo, offset = 1/2) est de la
forme c.arcsin(x). La fonction arcsin est bornée. La seule possibilité de divergence est alors que ¢ diverge ce qui n’est
possible que si la courbe représentée par le graphique 10 est la verticale en 0 (d’équation x = 0) ce qu’elle n’est
évidemment pas.

Ilustration du théoréme et autres résultats numérigues

Les graphiques représentatifs des distributions SN(n, m — oo, offset) se présentent comme suit pour n = 1/2 et offset =
1/2:
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Graphique 10

Distribution des rapports
SN(n = 1/2, m = imax, offset=1/2)

Distribution D0-linéaire

6000

7000 8000 9000 10000

Axe (rié des essais

—imax =100 —imax=1000 -—imax = 10000

Les profils sont quasiment identiques pour imax = 100, imax = 1000 et imax = 10000, c’est-a-dire le profil asymptotique des
distributions (imax — +o0) s’avére figé quasiment dés le départ. De plus les valeurs extrémes (celles qui pourraient
diverger) ne varient pas sensiblement. Dans le cas de ’expérience présente, les valeurs extrémes pour imax = 10000
(courbe verte) sont méme en diminution par rapport a imax = 1000 (courbe rouge). Le profil de la courbe verte est de fait
situé sur une plus grande distance plus prées de ’axe y = 0 (et affiche donc un rapport moindre entre les deux sommes)
d’apreés les graphiques 11 et 12. Au vu de telles courbes, I’hypothése d’un sursaut asymptotique (a savoir une prémisse
de divergence) semble déja hors de propos. Une proposition de formulation asymptotique (a base d’arcsinus) peut
d’ailleurs étre donnée, ce que nous faisons plus bas, confirmant en quelque sorte cette supposition.

Graphiques 11 et 12

Distribution des rapports Distribution des rapports
SN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2) SN(n= 1/2, m = imax, offset=1/2)
Distribmtion ‘D0-linéaire Distribution D0-linéaire
1.5 35
1.7 33
19 3.1
2.1 29
23 27
25 25
-2.7 23
29 2.1
3.1 19
3.3 17
Axe trié des essais Axe trié des essais
3.5 15
20 0 20 40 60 80 100 120 140 9880 9900 9920 9940 9960 9980 10000 10020
=imax = 100 =—imax = 1000 =—imax = 10000 =—imax = 100 =—imax = 1000 =—imax = 10000

Plus généralement, nous relevons les maximas en valeur absolue de SN(n, m, offset = 1/2) et tracons le profil de ces
maximas. Les courbes s’appuient toujours sur 10000 essais (& ne pas confondre avec imax = 10000 qui est le nombre de
termes de certaines des sommes). Les valeurs maximales sont représentées ci-dessous. La zone des valeurs qui nous
intéresse est celle autour de n = 1/2. Dans cette zone, le rapport des deux sommes est de I’ordre de 3.

Nous avons étendu nos relevés bien au-dela de la zone utile dans le but de nous « rassurer ». La zone de comparaison
problématique s’avere étre uniquement celle proche de n =-1/2. Ceci est bien naturel puisque la somme au dénominateur
varie alors alternativement entre 0 et 1. Selon le choix de imax pair ou impair, le rapport va diverger ou non. Ceci est
trivial et n’a rien de dramatique. Partout ailleurs (méme quand les sommes au dénominateur et/ou au numérateur
divergent) nous pouvons expliciter leur rapport grossiérement et 1’allure générale est une courbe en « cloche » (centrée
sur -1/2).
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Graphiques 13, 14 et 15

Evolution des maximas des rapports
|SN(n, m = imax, offset= 1/2)|

Distribution D0-linéaire
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Les faibles fluctuations des courbes pour n > 2 sont simplement dues au fait de n’avoir étudié qu’un petit nombre de cas
n, le tracé s’en trouvant automatiquement lissé.
L’annexe 6 donne les données numeriques effectivement relevées.

Revenant a n quelconque, la simple observation montre que 1’écart approprié a adopter est grossiérement la valeur offset
= 1/2. En effet, en s’en éloignant (offset = 1/4 et offset = 3/4), la distribution des résultats présentée ci-dessous fait
apparaitre des extremums qui évoluent avec les valeurs de imax (au lieu de se stabiliser).

Graphiques 16 et 17

Distribution des rapports
SN(n= 1/2, m = imax, offset= 1/4)

Distribution D0-linéaire

Distribution des rapports
SN(n = 1/2, m = imax, offset = 3/4)

Distribution D0-linéaire

9000 10000 1]
Axe trié des essais -0,2

7000 8000 9000 10000

Axe trié des essais

~=imax =100 =—imax =1000 =—imax = 10000 =—imax =100 =—imax =1000 =—imax = 10000

Lorsque offset << 1/2 (exemple du graphique 16), la courbe représentative du rapport SN(n = 1/2, m, offset) et ses
extremums augmentent avec 1’augmentation de m. Les valeurs extrémales divergent lorsque m — +oo. Inversement, les
valeurs extrémales convergent vers 0 lorsque offset >> 1/2 (exemple du graphique 17).

La valeur approximative de I’offset peut étre confirmée, moyennant quelques calculs supplémentaires. Un encadrement
resserré dans la gamme 0,49 a 0,51 s’obtient assez facilement. Au regard de ’allure des équations, le rayon de
convergence farfelu du type 1/2+¢, ou ¢ serait un petit nombre saugrenu, est d’ailleurs peu crédible. Par contre, il n’est
pas totalement inenvisageable a ce stade dans le cas de ’emploi des nombres premiers au lieu des nombres entiers, point
gue nous examinons plus loin.
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Retour sur le numérateur

Posons SN(n, m,offset) = NSN(n, m,offset)/DSN(n, m,offset) avec numérateur et dénominateur tels que définis par la
relation (40). Les graphiques en annexe 5 illustre le lien précédent relatif a la convergence lorsque offset = 1/2 (y
compris lorsque les sommes divergent) pour NSN(n, m, offset). Dans le cas ou la série alternée diverge, la somme
aléatoire correspondante peut cependant éventuellement revenir vers 0 dans la simulation numérique (de taille finie). Ces
graphiques sont des exemples et uniquement cela.

La variable v; étant aléatoire, nous n’avons de meilleur choix que celui de tester aléatoirement la somme cible NSN(n,
m) = (1/m).Y; vii" un grand nombre de fois (10000 essais a nouveau). En effet, si nous cherchons a évaluer les cas
limites des sommes finies en partant de I’approche binomiale, tous les résultats trouvés ainsi n’auront pas de sens dans
un rapprochement avec la réalité asymptotique. Une expérience asymptotique étant impossible a mener d’une maniére
ou une autre, la construction artificielle de cas limites fait partie de ceux & probabilité nulle.

Théoréme 19

Si DSN(n, m — +oo, offset = 1/2) converge vers 0 ou diverge vers +oo, alors de méme pour le terme NSN(n, m — +oo,
offset = 1/2). De méme, les deux expressions sont bornées si I’une est bornée.

Démonstration

C’est la conséquence immédiate du théoréme 18.

Théoréme 20
La situation de retournement pour les distributions D1, et D2, se concrétise en n = 1/2 pour 1’offset suivant :

offset = 1/2 (41)
Pour cette valeur, le rapport ne converge, ni ne diverge. 1l fluctue aléatoirement dans un intervalle borné.

Démonstration

Pour la valeur limite, il s’agit d’une simple redite de la démonstration utilisée au théoréme 17. En effet, ce dernier
théoréme le démontre pour la distribution D0... Or, le type de distribution D0, D1, ou D2, n’a pas d’effet sur le rayon
de convergence n = 1/2 car I’écart-type est, pour chacun de ces cas, proportionnel & 1/v/m, qui est justement le seul point
nécessaire a la conclusion (cf. démonstration du théoréme 17).

La situation de retournement ne se limite d’ailleurs pas uniquement a n = 1/2 mais s’applique a tout n.

Caractéristigues du retournement

L’allure du graphique 10 (auparavant représenté par la courbe jaune ocre dans le graphique 18) est modifiée pour
les distributions D1 et D2 (courbes bleue et verte ci-dessous quasi-confondues). Ceci peut étre surprenant en ne
considérant que 1’allure général des profils D0 et D2 a priori plus proches d’aprés le graphique 1. Mais nous voyons
bien ci-dessous que la valeur égale de la variance pour D1 et D2 rapproche ces derniéres entités bien plus siirement
que le fait précédent.

Graphique 18

Distribution des rapports
SN(n = 1/2, m = 10000, offset = 1/2)

(] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Axe trié des essais

DO-linéaire  —D1-linéaire D2-linéaire

Une approximation numérique de ces courbes est proposée ci-dessous.
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Tableau 5

Distributions | Courbes témoins Formules Constantes
D0 C-0 Co.Si(i < imax/2,-1,1).arcsin((2/m).arcsin(|2i/imax-1])) | co = n/2.(1+A4), A1 = 1/15
D1 -D2 C-1-2 C1.5i(i < imax/2,-1,1).arcsin((2/x).arcsin(|2i/imax-1])) c1=m/2.(1-A;), A, = 1/15
Graphiques 19 et 20
Distribution des rapports Distribution des rapports
SN(n = 1/2, m = 10000, offset= 1/2) . SN(n = 1/2, m = 10000, offset = 1/2)
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La méme courbe témoin, composition de deux arcsinus, fait 1’ « affaire » a un coefficient multiplicatif prés, les
coefficients co et ¢; semblant se situer a égale distance de part et d’autre de /2. L’arcsinus prenant lui-méme une valeur
maximale absolue égale a 7/2, le maximum asymptotique du rapport SN(n = 1/2, m — +) serait de I’ordre de 7n%/30 =
2,303 (pour D1 et D2.,).

Revenons ensuite au dénominateur de la relation (40) :
m

DSN(n, m, offset) = (1/m) ¥

(_1)m.1_in+offset (42

Pour n = 1/2 et offset = 1/2, cette expression vaut (d’aprés le théoréme 11):

DSN(n = 1/2, m, offset = 1/2) = silm=0mod 2, -1/ 2, 1/24+1/2m) (44)
Asymptotiquement, elle tend en valeur absolue vers 1/2 (avec alternance des signes).

Ainsi, asymptotiquement, le numérateur NSN(n = 1/2, m — -+o0) qui est le produit SN(n = 1/2, m — +00).DSN(n = 1/2,
m — +o0) tend en valeur absolue vers 7n%/60.

Rappelons avant de poursuivre, ce qui nous importe ici, c’est le fait que le numérateur soit borné, d’ou 1’absence de
recherche de démonstration pour les valeurs des bornes (et des profils en arcsinus).

4.10. Domaine de convergence associé aux profils de distributions appliqués aux nombres premiers.

Nous venons de voir que le cas limite pour la convergence est n = 1/2, seul enjeu de tout le paragraphe précédent, mais
enjeu essentiel.
Qu’en est-il pour le cas des nombres premiers ? Est-ce encore vrai ?

Soit valt; = (1)"* et le rapport :

m
@/m)>  v_ale.p” )
i=0
m

(Um) X
i=0

SP(n, m, offset) = (45)

v alti pin+offset

A nouveau vale; est a prendre parmi un des profils de distribution D1 ou D2 (la distribution D0 n’a pas été reprise ici).
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Théoréme 21 :

La situation de retournement, pour les distributions D1, et D2, est obtenue pour 1’offset = 1/2.

Démonstration

Ceci est la conséquence de la croissance quasi-linéaire des nombres premiers.

En effet, pour tout entier i > 1, nous définissons (i) = In(pi)/In(i)-1. Cette expression a bien un sens pour tout i
strictement supérieur a 1. Nous avons alors p; = i'**®, D aprés le théoréme 7, lorsque i croit, le nombre (i) tend vers 0.
En effet, comme p; — i.In(i) d’apres le théoréme des nombres premiers, nous avons en fait (i) — In(In(p;))/In(i) et en
remplagant @ nouveau p; par une estimation grossiére i, nous avons g(i) — In(In(i))/In(i). Une simple Vérification
numérique montre que In(In(i))/In(i) < e(i) < In(In(pi))/In(i) pour tout p; > 7 et que I’écart entre la borne supérieure et
inférieure diminue progressivement. Les termes &(i) et In(In(p;))/In(i) ne sont pas strictement décroissants, mais le terme
In(In(i))/In(i) I’est et nous avons (i) — In(In(i))/In(i) — 0* quand i — +oo.

Nous écrivons alors le rapport SP(n, m — +oo, offset) en remplagant, p; par i'"*® sous la forme :

m

sma(k)+(1/m) Y v_ale;.in(+®) )
i=k
m

smt(k)+(1/m) ¥ v_alt;.jnroffsed-(1+e)
i=k

SP(n, m — +oo, offset) =

Posons SP(n, m, offset) = NSP(n, m)/DSP(n, m, offset).

Supposons n > 1/2. Le numérateur de SP(n, m — +oo, offset) diverge et de méme le dénominateur si offset > 1/2 car
c’est le cas quand £(i) = 0. Donc les termes sma(k) et smt(k) sont négligeables devant les termes qui les suivent. Ceci
peut étre réalisé pour 0 < g(i) < €0 ou €0 est arbitrairement petit. Ainsi, le rapport SP(n, m — +oo, offset) se rapproche du
rapport SN(n, m — +oo, offset).

Ce qui s’applique au premier s applique a 1’autre pour n > 1/2, en particulier pour la situation de retournement, 1’offset
est égal a 1/2+¢’, ou ¢’ est arbitrairement petit.

Le raisonnement peut étre repris pour n < 1/2 en considérant 1/NSP(n, m) et 1/DSP(n, m, offset) et une situation de
retournement 1/2-¢’, ou ¢’ est arbitrairement petit.

Ceci signifie aussi que le rapport RPN(n, m — +oo, offset) = SP(n, m — +oo, offset)/SN(n, m — +oo, offset) est borné,
presque sirement, lorsque offset = 1/2.

D’ou le résultat.

Illustration du théoréme et autres résultats numériques

Nous présentons ci-dessous I’évolution du rapport RPN(n = 1/2, m = imay, 0Offset = 1/2) pour des valeurs croissantes imax
= 10, 100, 1000 et 10000. Pour cela, nous réalisons 10000 essais et nous reportons les valeurs obtenues en les triant de
facon croissante. Dans chacun de ces essais i, la valeur de la variable aléatoire qui est prise en compte pour le calcul de
SP(n, m — +oo, offset) est la méme valeur prise en i dans le calcul de SN(n, m — +oo, offset).

Graphiques 21 et 22

Ratio RPN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2) Ratio RPN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2)
Distribution D1 Distribution D2
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Le choix du profil de la distribution (D0, D1 ou D2) n’a aucune influence notable sur la dispersion lorsque imax est
suffisamment grand (ci-dessous imax = 10000).
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L’évolution de ces courbes se fait vers une droite horizontale et quelques points extrémaux a valeur absolue plus grande.
Les deux courbes ci-dessous sont ainsi les mémes, seule 1’échelle de I’axe des ordonnées a été changée pour montrer les
valeurs extrémales et la forme asymptotique du graphique.

Graphiques 23 et 24

Ratio RPN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2) Ratio RPN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2)
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Il en ressort que le pourcentage des valeurs extrémales diminue avec 1’accroissement de la valeur imax. La probabilité de
tels événements tombe a 0 a I’infini et I’écart-type diminue de méme avec imax cOmme le montre le tableau ci-dessous.

Tableau 6
Ecart-type des distributions
Distributions imax = 10 imax = 100 imax = 1000 imax = 10000 |
D0 1,3752 0,8487 0,3554 0,3199 i
D1 2,5218 1,2189 0,3445 0,2746 . [
D2 1,8506 1,2715 0,4171 0,2028 T e

L’approximation du ratio RPN(n = 1/2, m = imax, Offset = 1/2) est donnée par une courbe du type o+f.tan(m/2.(21/imax-1)).
Nous avons, par exemple pour la distribution D2, o~ 0,58 et f = 0.050 pour imax = 10, o~ 0,44 et B =~ 0.026 pour imax =
100, 0.~ 0,34 et B = 0.013 pour imax = 1000, o ~ 0,30 et p = 0.0085 pour imax = 10000. Le graphique ci-dessous représente
le cas imax = 10000, les autres cas s’ajustant de méme sans aucune difficulté. Ceci rappelle les graphiques de dispersion
donnés en annexe 2, marqueur typique de rapport de deux fonctions aléatoires de méme nature.

Ce qui est important ici est que le coefficient 3 est a I’extérieur du terme tangente. Lorsque B croit asymptotiquement, ce
gu’il fait effectivement ici, la courbe se rapproche nécessairement de la droite horizontale et donc la proportion de
valeurs extrémales décroit (vers 0) lorsque le choix d’imax augmente.

Graphiques 25

Ratio RPN(n = 1/2, m = imax, offset = 1/2)
Distribution D2 + approximation
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=—imax = 10000 =+« 0,3+0,0085.Tan(r/2.(i/imax-1))

Le résultat sur le rapport RPN(n = 1/2, m — +oo, offset = 1/2) étant confirmé, nous étudions quelques points particuliers
ci-dessous.

Soit n = 1/2 et offset = 1/2. Le dénominateur de SP(n, m, offset) vaut (1/m).(2-3+5-7+11-13+17-19+....pm). Un calcul

grossier de cette expression n’est pas difficile a réaliser. Nous partons de I’approximation asymptotique pi+1-pi = In(pi).
Alors la valeur absolue [IDSP(n, m, offset)| = (2+In(5)+In(11)+In(17)+...+In(p2enymrz)))/m en faisant les différences tous
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les deux termes. Puis, |DSP(n, m, offset)] = (1/m).(2+In(3)+In(5)+In(7)+In(11)+...In(pm))/2 en considérant que deux
nombres premiers successifs ont des valeurs similaires. D’ou alors |DSP(n, m, offset)| = (1/2m).In([Tpi) < (1/2m).In(pm™)
= (1/2).In(pm) — (1/2).pm/m.

Les nombres premiers augmentant, il y a nécessairement alternance de signes et compensation partielle par rapport a
I’étape de calcul précédente pour la somme DSP(n, m, offset). La borne supérieure fait office approximative de borne
inférieure au signe pres. Le calcul effectif montre qu’en effet DSP(n, m, offset) alterne en signe et vaut de 1’ordre de
+0,57.In(pm) pour pm = P1oooo-

Ainsi cette fois-ci DSP(n,m, offset) diverge (alors que pour les nombres entiers, il y avait « convergence » avec une
borne prenant alternativement les valeurs 1/2 et -1/2).

Pour notre argumentaire, il est nécessaire cependant que NSP(n = 1/2, m, offset = 1/2) ne diverge pas vers I’infini
lorsque m tend vers I’infini et donc que le rapport SP(n = 1/2, m, offset = 1/2) tend vers zéro aussi vite que 1/In(pm).

Les applications numériques qui suivent montrent qu’en fait ceci se réalise effectivement, ce que nous expliquons apres
I’exposé des graphiques.

Graphiques 26, 27, 28, 29, 30 et 31
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Nous constatons, a nouveau, une situation de retournement entre 1’offset 0,25 et I’offset 0,75. En effet, pour le premier
cas (offset 0,25), il y a divergence du rapport SP(n, m, offset) lorsque m = imax augmente puisque chaque graphique
représentatif d’un choix imax est de plus en plus éloigné de 1’axe x. Pour le second cas (offset 0,75), il y a convergence
vers I’axe et donc vers la valeur 0 puisque la valeur maximale suivant I’ordonné diminue progressivement.

Pour I’offset 0,5, nous observons que les courbes représentatives du rapport SP(n = 1/2, m, offset) se rapproche de I’axe
y =0 lorsque m = imax augmente ce qui signifie asymptotiquement une valeur se rapprochant de 0 (presque srement).
Ceci se réalise de la méme fagon pour les deux distributions D1 et D2, avec des courbes expérimentales trés similaires et
une situation de retournement pour I’offset approximatif 0,45. Nous avons Vérifié, ceci n’étant pas vraiment utile ici, que
D0 suit le méme chemin.

Le rapport SP(n = 1/2, imax = 10000, offset) suit au niveau de la situation de retournement, pour 1’offset égal a 0,45, &
nouveau la méme distribution de valeurs observée précédemment (cf. tableau 5 et graphique 20) avec des courbes
témoins composées de deux arcsinus.

Tableau 7
Distributions | Courbes témoins Formules Constantes
D1 CP-1 Cpa.Si(i < imax/2,-1,1).arcsin((2/x).arcsin(|2i/imax-1[)) cpi= 11/10
D2 CP-2 CP2.Si(i < imax/2,-1,1).arcsin((2/x).arcsin(|2i/imax-1[)) cp2 = 8/10

Graphique 32
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Ici a nouveau les constantes (parametres) sont a 1’extérieur des formules arcsinus, ces derniéres étant ainsi pures
expressions et ainsi quelque sorte la propre preuve de leur véracité.

Seul le coefficient multiplicateur change. De plus, il est différent pour D1 et D2 a présent, alors qu’il était le méme dans
I’exemple en nombres entiers (au lieu de nombres premiers). Ceci résulte certainement du décalage de 1’offset par
rapport a 0,5.

Avec de telles courbes, le maximum asymptotique attendu du rapport SP(n = 1/2, m — +o, 0ffset0) est donc de I’ordre
de 117/20 =~ 1,728 pour D1 et 2x/5 =~ 1,257 pour D2, en tout cas des rapports finis.
D’ou le théoreme précédemment énoncé.

L’annexe 7 donne I’évolution des sommes NSP(n, m, offset = 1/2) en partant d’une distribution ordonnée croissante et
appliquant progressivement 1’algorithme de Fisher-Yates [21] & cette distribution, répartissant ainsi un poids aléatoire a
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chacun des termes de numéros i.
Nous retrouvons dans ces exemples numériques les conclusions auxquelles nous sommes parvenues précédemment,
notamment les maximums guére supérieurs a 1 en valeur absolue.

4.11. Prédominance de I’aléatoire.

La formation des opposés quadratiques s’inscrit dans un cadre donné, a savoir des profils de distribution D1, et D2..
Mais une fois ce cadre posé, seule une marche au hasard semble nécessaire a l'accomplissement des
« évenements ». Si la distribution D0., avait été imposée par les équations elliptiques, nous aurions tout aussi bien
fait notre affaire de cette imposition avec le méme résultat.

C’estla prédominance de I'aléatoire.

5. Théoréme de Mertens.
5.1. Série de Riemann.

Théoréme 22 [24]
Le rayon de convergence Re(s) de la série de Riemann {(s) = X 1/n° est 1. Il y a convergence simple (et absolue) pour
Re(s) >1 et divergence pour Re(a) < 1

{(s) est aussi appelée fonction zéta de Riemann.

La série harmonique H = {(1) diverge en In(n). Plus précisément, la suite Hy-In(n) admet une limite finie y appelée
constante d’Euler-Mascheroni :

y=1lim (1+1/2+1/3+...1/n-In(n)) = 0,5772156649  (46)

p — to©
Sur le rayon de convergence ]1,+oo[, la fonction zéta est égal a son produit d’Euler :

&(s) =T 1/(1-p)
pe®P

Il en résulte la convergence de [],(1-1/p®) sur ce rayon.

Théoreme 23

Le rayon de convergence simple (et absolue) de []p(1+c/p®), ¢ une constante, est ]1,+oo[ Si ¢ # 0 et ]-00,+o0[ si ¢ = 0.

Démonstration

Le cas ¢ = 0 est trivial.

La démonstration générale est analogue, mais supposons pour simplifier s un nombre réel supérieur a 1.

Soit alors ¢ une constante quelconque différente de 0. Nous avons [],(1+c/p®) = (s).JTp(1+c/p%)(1-1/p%) = {(s).[Tp(1+(c-
1)/ps-c/p®) < {(s).] [o(1+(c-1+€)/p) pour tout £ > 0 puisque 1/p® est asymptotiquement négligeable devant 1/ps.

Répétant cette opération n fois, il vient []p(1+c/p®) < "(S).[1p (1+(c-ntn.€)/p®). Prenons par exemple € = 1/2. Comme ¢
est constante, il existe un entier naturel n tel que c-n+tn.g <0, ce qui entraine []p(1+c/p%) < £'(s). Si {(s) converge, '(S)
converge et ainsi []p(1+c/p®) converge également.

En utilisant formellement o (1+c/p®) = C(s).[Tp (1+c/ps)(1-1/p%) 2t = CX(S).J o (1+c/ps)(1+1/ps+clip®+...) > C(S).I o
(1+(c+1-¢)/p®) et en répétant I’opération n fois, nous pouvons montrer de méme que si {(s) diverge [, (1+c/p) diverge
également. Le rayon de convergence de []p(1-1/p%) est donc celui de []o(1+c/p%).

Nota : De ce qui précéde, il résulte que le rayon de convergence de []p(1+c/ps+c’/p*), lorsque Re(s’) > Re(s), est celui de
(s) et donc est égal a |1,+oo[, hors cas trivial c =¢’ = 0.

5.2. Le troisiéme théoréme de Mertens.

Théoréme 24

Le troisieme théoreme de Mertens [10] donne le produit d’Euler associé a (1-1/p).
Nous avons, y étant la constante d’Euler-Mascheroni, le résultat suivant (n>2) :
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[T (1-1/p) = e/In(n).(1+O(1/In(n))) 47
psn

Le terme d’arrondi n’étant pas utile ici, nous réécrivons le théoréme sous la forme simplifiée plus maniable :

I1 (1-1/p) = e/In(x) (48)
p<x
X — +o0

5.3. Généralisation du théoréme de Mertens.

Théoreme 25

Soita > 1 un entier, alors :

[1(1-a/p) = ca.e™/In¥(x), ca Une constante > 0 (49)
p=Xx
X — +oo

Démonstration

Soit a un entier naturel non nul.
Soit p un élément de ’ensemble des nombres premiers P, ensemble que nous séparons en deux parties (la premiére
éventuellement vide) : p<aetp>a.

Nous obtenons, en utilisant la formule du binbme de Newton, les coefficients c; étant des nombres entiers :

(1-1/p)? = 1+ca/p+calp?+.. . Acalp?
Nous avons bien sQr
Ci1=-a
Posons
ma= [](1-1/p)

p<a

On pose ma = 1 si I’ensemble p < a est vide.

Rappelant le théoréme de Mertens
IT (1-1/p) = eV/In(x) (50)
p=x
X — +oo

nous obtenons alors :

e/lnd(x) = ] (1-Up)?. [1(1-1/p)® =ma? [] (l-a/p+ca/p®+...+ca/p?) (51)
p=<a a<p<x a<ps<x
X — +oo X — +o0o

Ecrivons ensuite (pour a<p):
1-a/p+co/p>+.. . +calp? = (1-a/p).(1+(co/p®+. . +ca/p?)/(1-a/p))

Il vient en utilisant les premier et troisieme termes de la relation (51)

IT(1-alp) . TT (@+(cafp?+...+ca/p?)/(1-a/p)) = ma?.e?/In?(X)

a<p<x a<p<x

X — +o0 X — +oo
Nous avons pour 1 < a < p, le développement en série 1/(1-a/p) = 1+a/p+my/p?+ma/p®+... Alors (Co/p?+...+ca/p?)/(1-a/p)
= (Co/p?+.. . +calp?).(1+a/p+ma/p?+ma/pd...) = colp?+r/p® + termes d’ordres supérieurs. ..
Ainsi, [Tp—» (1+(C2/p?+.. . +ca/pd)/(1-a/p)) = [Tp—e (1+Calp?+r2lp3+...).
D’apres le théoréme 23, cette expression converge vers une constante quelle que soit la valeur de cy, r», etc.

Nous multiplions I’inverse de cette constante par ma™ et notons la nouvelle constante ainsi obtenue c’; (¢’a > 0).
D’ou :
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[T 1-alp) =c’ae@/n¥(X)
a<ps<x (52)

X — +oo
Pour une autre constante, nous avons alors finalement :

[T (@-alp) = cae™/IN?(x)
p<x (53)

X — +oo

Notons que ce résultat reste valable pour a non entier (>1), mais il n’est pas utile d’établir ce résultat ici.
Nous pouvons aussi écrire ceci, ¢ une constante dépendant de a :

[T (1-a/p)?t =c.In?(x)
p<x (54)

X — +o0
Ce résultat se vérifie facilement numériquement.

La généralisation du troisiéme théoréme de Mertens nous permet ainsi de disposer d’une relation entre le coefficient a
(constant) dans le produit d’Euler et la puissance affectée au logarithme.

Bien sdr, pour la conjecture de Birch Swinnerton-Dyer, le coefficient a, dans le rapport a,/p n’est pas une constante, et
d’ailleurs sa valeur évolue en divergeant vers ’infini (car \p — +o0). Cependant ap/p converge, et il est donc utile d’en
savoir plus sur ce rapport. C’est le propos de ce qui suit.

6. Rang arithmétique d’une courbe elliptique.

Nous introduisons une troisieme notion de rang qui viendra rejoindre les deux autres de cet article. Ce rang est appelé
arithmétique puisqu’issu d’une moyenne arithmeétique.

Commengons d’abord par sa définition.

6.1. Moyenne arithmétique.

Soit la courbe (E) définie par I’équation y2 = x3+a.x+b et soit a, I’opposé quadratique pour le nombre premier p.
Les coefficients a et b sont fixés.

Définition 10
Soit M(E,n) la moyenne arithmétique des termes d’erreur api, pi étant le i-eme nombre premier,i=1an:
n
M(E,n) = (1/n) > api (55)
i=1
Nous appelons rang arithmétique ri de la courbe E, la limite quand n tend vers ’infini de ’opposé de M(E,n).

ren = lim -M(E,n) (56)

n — +oo

Illustration numérique

Cet énoncé est illustré ci-dessous.

Les courbes correspondant & ces exemples sont données a I’annexe 1. En abscisse sont reportés les rangs algébriques et
en ordonnée figurent les rangs arithmétiques calculés a partir de la moyenne des coefficients -a, ou p est compris entre p;
= 2 et P1ooooo = 1299709. Comme ’intervalle choisi n’est qu’une petite partie du domaine de définition (qui va a I’infini),
des écarts parfois significatifs apparaissent sur cette figure (points représentatifs en bleu, courbe de tendance linéaire en
rouge).
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Graphique 33
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L’annexe 10 donne des exemples représentatifs de 1’évolution de cette moyenne qui est « chaotique ».
6.2. Corrélation avec le théoréme de Mertens.
Nous posons fa(i) = a,i et M = M(E,n — +o0) la moyenne de 1’opposé quadratique.

Théoreéme 26

La meilleure approximation asymptotique de [](1-fa(i)/pi) est presque slrement de la forme f.J]J(1-M/pi) ou f est une
constante non nulle.

Démonstration

Soit ¢ une constante positive (¢ > 0) et supposons M # 0.
Soit R(E,c) le rapport des produits d’Euler suivant :

H? (1-fa(i)/py)
_bE€E

REQ) =" (teMip)
pi € P

(57)

Il s’agit d’abord de démontrer que ¢ =1 est le seul cas ou il n’y a pas soit divergence certaine de R(E,c) vers I’infini, soit
convergence vers 0. Le produit qui suit porte sur les nombres premiers. Nous avons R(E,c) = [T(1-fa(i)/p;).(1-c.M/pi)* =
T Tpi < p(2-fa(i)/pi).(L-c.M/pi) 2 [ T pi > p (1-fa(i)/pi).(1-c.M/pi) . Nous choisissons p tel que la valeur absolue |rvi| = |c.M/pi| < 1
pour tout p; > p. Un tel p existe toujours puisque M est borné (et constant), ¢ est constant et p; diverge vers I’infini. Nous
posons rp = [[pi < p (1-fa(i)/pi).(1-c.M/pi)t (qui est donc simplement une constante). Nous avons R(E,c) = tp. [ pi > p(1-
fa(i)/pi).(1-c.M/pi)t = rp ] pi > p (1-fa(i)/pi).(1+(c.M/pi)*+ (c.M/pi)2+(c.M/pi)®+...). Nous développons deux & deux les
termes qui ont les mémes puissances de pi. 1l vient R(E,c) = rp.[ i > p(1-(fa(i)/pi)+(c.M/pi)*-(fa(i)/pi).(c.M/pi)*+(c.M/pi)?-
(fa(i)/pi).(c.M/pi)>+(c.M/pi)*+...), soit encore R(E,C) = rp.[]pi > p (1-(c.M-fa(i)).(1+(c.M/pi)*+(c.M/pi)?+(c.M/pi)3+...)/pi).
Comme rv; est borné par 1, il en résulte 1+(c.M/pi)*+ (c.M/pi)?+(c.M/pi)®+... = 1/(1-c.M/pi) en tant que somme
géométrique. 1l vient ainsi R(E,c) = rp.J] pi > p (1-(c.M-fa(i))/(pi.(1-c.M/pi))) = rp.I1 pi > p(1-(c.M-fa(i))/(pi-c.M)) = rp.I ] pi >
p(1-(c.M-fa(i))/qg;) ou gi = pi-c.M = pi.(1-rv;) et rvi — 0. D’ou R(E,C) = rp.] ] pi> p1-(c.M-fa(i))/qi. = rp.I ] pi > p(1-(c-1).M/q;-
(M-fa(i))/qs), puis R(E,c) = rp.I] pi> p((1-(c-1).M/q))(1-(M-fa(i))/qi)+(c-1).M.(M-fa(i))/q:?).

D’apres le théoréme 23, le rayon de convergence de []p(1+c/p®) est 1. Le terme fa(i) se situe dans ’intervalle de Hasse
]-2.pi*2, 2pi?[ et M est une constante. Le rapport (c-1).M.(M-fa(i))/qi? est donc équivalent a un terme en ¢’/pi®? et [] pi>p
(1+(c-1).M.(M-fa(i))/qi?) converge ainsi asymptotiquement. Ce terme va donc intervenir, dans le rapport R(E,c), par une
contribution constante multiplicative ¢, soit encore R(E,c) = rp.c’”.]] pi > p(1-(c-1).M/0i).(1-(M-fa(i))/di) = rp.c”’ I ] pi> p
(1-(c-1).M/qy).I T i > p(1-(M-fa(i))/cp).

Examinons lestroiscasc>1,c<letc=1.
Sic>1, comme M < 0, le terme [] pi > p(1-(c-1).M/q;) diverge d’apres le théoréme 25 en In©D-tM(p;), la différence entre
pi et gi étant marginale a 1’infini, et ainsi quel que soit le comportement précis (convergence ou divergence) de [] pi > p(1-
(M-fa(i))/qi), le terme global R(E,c) diverge.
Sic <1, comme M < 0, le terme [] pi > p (1-(c-1).M/q;) converge vers 0 & présent d’aprés le théoréme 25 comme
I’expression 1/In9-tM)(p;), la différence entre p; et g; étant encore marginale a I’infini, et quel que soit le comportement
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précis de []pi>p(1-(M-fa(i))/qi), le terme global R(E,c) converge vers 0.

Soit f une fonction continue telle que f(i) = fa(i) pour les entiers i et joignons les valeurs f(i) par morceaux de fagcon
linéaire. Une telle fonction existe nécessairement. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, le produit R(E,c) passe de
I’infini 2 0 en ¢ = 1. Si une valeur de ¢ convient pour donner le comportement asymptotique de 1’expression [](1-
fa(i)/pi), cela ne peut donc étre que ¢c = 1.

Le choix ¢ = 1 est donc la meilleure approximation possible du cas asymptotique. Comme les valeurs fa(i) sont
aléatoires, toute la gamme de valeurs de 0 a I’infini est a priori ouverte a R(E,1) comme le suggére le graphique 34 ou la
proportion de résultats R(E,1) supérieure a une valeur X suit grossiérement la courbe témoin exp(-3,25.x>¢) et ceci d’une
facon assez reproductible méme avec un échantillon aussi modeste que 1000 essais comme le confirme le tableau 8.
Avec un seul point en 0 et un seul point a I’infini et tous ces points intermédiaires, une probabilité nulle pour R(E,1) =0
et une probabilité nulle pour R(E,1) = +o releve d’une certaine fagon de la plus plate évidence. La solution attendue est
donc presque slrement strictement positive et bornée. L’allure des courbes est de type C.tan((n/2).(i/imax)) avec une
valeur maximale ne dépassant cependant guére 10 (graphique 35). Notons bien que I’approximation par la fonction
tangente ici, contrairement a celles obtenues par les fonction témoins des tableaux 5 et 7 ou du graphique 25, est
relativement grossiére.

Dans notre application numérique, nous suivons par ailleurs les couples de valeurs (M(E),R(E,1)). Ceci donne le
graphique 36 (échantillon 1000 tests en jaune, échantillon 10000 tests en vert clair, échantillon 100000 tests en vert
foncé). Dans le cas des courbes elliptiques, a priori, la courbe (E) n’a que des solutions M(E) entié¢res. Mais qu’importe
ici. Ce qui nous intéresse est ’allure générale de la diminution de R(E,1) fonction de M(E), diminution exponentielle au
demeurant, confirmant que I’expression est bornée. Accessoirement, des statistiques de diminution d’effectifs pourraient
étre instructives dans un autre cadre de recherche.

Concernant maintenant le cas M = 0, considérons d’abord le cas M arbitrairement petit. Nous avons nécessairement ¢ =
1 pour éviter toute situation soit de convergence vers 0, soit de divergence vers 1’infini de R(E,c). De proche en proche
M est ramené a 0. D’ou la conclusion précédente cette fois-ci a appliquer au numérateur de R(E,c) puisque le
dénominateur est alors égal a 1.

Le terme R(E,1) étant borné, il reste le probleme de la convergence vers une valeur constante. Celle-ci se fait de fagon
tres lente, la valeur finale étant essentiellement dépendante des valeurs prises pres de ’origine (voir les 2 graphiques
finaux de I’illustration ci-dessous montrant encore de grandes variations aprés 100000 termes). Asymptotiquement, les
termes génériques 1-fa(i)/pi et 1-M/p; sont assimilables chacun a 1, d’ot un rapport progressivement assimilable
totalement a 1, d’autant plus qu’un effet dans un sens de fa(i) induit un effet dans le méme sens sur M. Cette
compensation induit nécessairement la convergence vers une constante. Pour le lecteur septique au vue des graphiques
37 et 38, I’annexe 9 confirme pleinement cette absolue nécessiteé.

Illustration

L’illustration ci-dessous porte sur le produit au numérateur et au dénominateur de 100 000 termes. Pour le résultat ainsi
obtenu, qui évolue a chaque essai, il est réalisé 100, 1 000, 10 000, puis 100 000 tests afin d’en dégager les tendances.

Tableau 8

X Kmax = 100 Kmax = 1000 Kmax = 10000 | Kmax = 100000 | Courbe témoin
0,03125 71,00% 69,40% 67,48% 67,83% 66,61%
0,0625 57,00% 57,40% 55,97% 56,07% 54,02%
0,125 43,00% 42,30% 42,08% 41,61% 39,32%
0,25 24,00% 26,80% 26,77% 26,52% 24,30%
0,5 16,00% 13,40% 13,12% 12,86% 11,72%
1 7,00% 3,90% 4,03% 3,89% 3,88%
2 0,000% 0,500% 0,630% 0,613% 0,725%
4 0,000% 0,000% 0,060% 0,044% 0,057%
8 0,0000% 0,0000% 0,0100% 0,0010% 0,0012%
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Graphique 34, 35 et 36
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6.3. Egalité des rangs arithmétique et analytique.

Théoréme 27
Le rang arithmétique am et le rang analytique ray sont identiques.

Démonstration

Soit i I’opposé de la moyenne asymptotique des termes d’erreur ap.
D’aprés le théoréme 26, nous avons :

[T (1-ay/p) = C/In""(x) quand x— +oo (58)
p=x

D’autre part, d’apres le théoréme 4, Si [[p<x (1-8p/p) ~ C.IN"(x) quand x— 4o, alors L(E,s) ~ C’.(s-1)" lorsque s — 1. Or

ce dernier r n’est autre que le rang analytique ran. 1l est donc égal & ry. Rang arithmétique et rang analytique, lorsqu’ils
existent, ne peuvent étre qu’égaux.
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7. Distributions relatives a I’opposé quadratique.

7.1. Etat des lieux.

D’aprés le théoréme de Hasse, les ratios ap/(2p*?) sont tous dans I’intervalle ]-1,1[ et peuvent donc s’écrire sous la forme
cos(0p). Pour étudier les valeurs de cos(8p), les valeurs atteintes pour un échantillon p = 2 & p;, i tendant vers ’infini, sont
classées par valeurs croissantes et les profils de distributions sont examinés.

Théoréme 28

Pour les courbes elliptiques, il y a deux distributions limites D1, et D2, des valeurs cos(6y), ['une correspondant aux

courbes a multiplication complexe et I’autre correspondant aux courbes sans multiplication complexe.

Références de la démonstration

La distribution D1, pour laquelle E a une multiplication complexe repose sur les travaux de Hecke et dérive d’une
équirépartition sur le cercle unité (cf. référence [5]). Ce point est acquis.

La conjecture de Mikio Sato et John Tate s’intéresse a la distribution D2, pour laquelle E n'a pas de multiplication
complexe. Elle prédit que la mesure de probabilité de 0, est (2/rr).sin?(0,).d0, dans I’intervalle [0,n] (cf. référence [26]).
A la limite p; — +oo, nous disposons du théoréme de Richard Taylor et Michael Harris en collaboration avec Laurent
Clozel, Nick Shepherd-Barron (2006), T. Barnet-Lamb et D. Geraghty (2019) sur les représentations local et global de
Galois [2][5]. Ce point est donc acquis depuis récemment également.

Nota :
Le concept se généralise a d’autres courbes (y compris genres # 1, cf. [13]).

7.2. Hlustration numérique.

Les exemples choisis sont représentés pour un échantillon p; = 2 & pioooso = 1299709. Les représentations numériques
montrent nécessairement des écarts aux distributions théoriques. Nous avons choisi comme courbes « témoins » deux
courbes de rang algébrique 0, I'une pour les exemples a multiplication complexe (CM), I’autre pour les courbes qui en
sont dépourvues (CW). Pour des courbes de rangs supérieurs, les représentations s’écartent de plus en plus de I’
« idéal ». Cependant, asymptotiquement, il n’y a que deux formes limites, ceci quelque que soit le rang de la courbe
choisie.

Tableau 9
Ref Multiplication Coefficients Moyenne(-ap)
' complexe [a1, 2, a3, 84, @] | P < Pimax = P100000
COm Oui [0,0,0,0, 1] -0,455
COow Non [0,-1,1,0,0] -0,312

Graphique 39
Type 1 : Distribution triée de cos(6,) en présence de multiplication complexe

Distributions D1
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Graphiques 40
Type 2 : Distribution en I’absence de multiplication complexe

Distributions D2
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mcourbe exemple r= 0, E = [0,-1,1.0,0] (ici r = -0.312 sur domaine 1 < 100000)
-+ - ~courbe théorique : si(i<imax/2.-1,1).cos(arcsin(a.[(1-V/imax).(i/imax)]* {In(a)/In(4)}))

Pour les deux exemples témoin (de rang algébrique 0), I’écart aux courbes théoriques n’est pas visible. 1l y a parfaite
superposition.

7.3. Formulations explicites.
Nous avons choisi de donner les relations concernant les distributions d’une maniére explicite et non sous la forme de
mesure de probabilité afin de pouvoir entreprendre des calculs supplémentaires relativement aux écarts observés dans les

situations non asymptotiques.

Posons X = i/imax, si bien que x varie dans I’intervalle [0,1].
Nous obtenons :

Tableau 10
Multiplication , Rappel
complexe cos(0p) distributions
si(et(x > 1/4, x < 3/4), 0, 1).
Oui si(x>1/2, 1, -1). Dl

sin(r/2.(1-4x))
cos(m.(f1(x)-1))
Non ou0<x<l D2,
f(u) = u-sin(2w.u)/2x

Elaboration de I’expression explicite de la distribution de Sato-Tate.

Soit p; un nombre premier et soit a = 2\/pi.cos(6pi) le terme d’erreur et Oy I’angle d’erreur lui correspondant. La
distribution de Sato-Tate donne la proportion asymptotique des indices i qui ont un angle autour de la valeur donnée 6.
Cette proportion est, entre i et i +di, la quantité limite di = (2/m).sin(0).d0, avec 0 variant dans I’intervalle [0,7]. Sur
I’ensemble de cet intervalle, nous avons évidemment

2/m. [ sin?(6).d6 = 1 (59)

ce qui se vérifie sans difficulté en utilisant cos(2z) = cos?(z)-sin4(z) = 1-2sin%(z), puis sin(z) = (1-cos(2z))/2.
Utilisant la méme expression, nous obtenons aussi la proportion cumulée, entre 6 =0 et 0,

%i = (1/m).(0-5in(20))/2 (60)

Posons 6 = m.u de telle maniére que u soit dans I’intervalle [0,1] et notons la proportion cumulée v = %i.
Soit encore pour des axes (u,v) tous deux limités par [0,1] :

v = f(u) = u-sin(2r.u)/2x (61)

La dérivée f’(u) est égale a 1-cos(2m.u) et donc positive ou nulle. Elle est nulle en u =0 et u = 1 et maximale et égale a 1
en u =1/2. La fonction f est strictement croissante de 0 & 1 dans I’intervalle [0,1].

La fonction f-, fonction réciproque de f, se définit par simple permutation des axes u et v. Cette fonction est donc aussi
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strictement croissante de 0 a 1 dans I’intervalle [0,1]. Sa dérivée dans les axes renommeés (X,y) est égale a +oo en x = 0 et
enx=1etégalealenx=1/2

L’axe des x représente alors la proportion des i d’un certain angle réduit y = 6/n. Pour retrouver les données de la
distribution ©2 du tableau 10, il faut et il suffit d’utiliser :

0/m = f1(x) (62)
Soit encore
cos(0) = cos(m.f2(x)) (63)

Comme cette fonction est décroissante de 1 & -1 et que la représentation adoptée est croissante, la correction suivante
s’impose :
cos(0) = cos(m.(f1(x)-1)) (64)

Pour les applications numériques, ’utilisation d’une fonction réciproque non explicite n’est guere pratique. Aussi nous
avons remplacons la fonction cos(m.(f*(x)-1)) par la fonction de substitution, et approximation de treés bonne qualité, qui
suit :

si(x < 1/2, -1, 1).cos(arcsin(c.[(1-x).x]"C)/In4)) (65)

Celle-ci peut s’écrire aussi si(x < 1/2, -1, 1).(1-¢2.((1-x).x)""©/n)2) ainsi que si(x < 1/2, -1, 1).(1-
(sin(2.arcsinvx))2n©MN@)12 en ytilisant sin?(z)+cos(z) = 1 et sin(2z) = 2.sin(z).cos(2).
Le lecteur trouvera en annexe 8 des données comparatives.

Théoréme 29

Les distributions limites sont symétriques par rapport au point milieu (que nous pouvons appeler point origine).

Démonstration

C’est le cas des relations non asymptotiques et ceci reste donc vrai asymptotiquement.

7.4. Ecarts aux deux distributions limites.

Proposition 1

La déviation relative maximale dev/imax des distributions aux deux distributions asymptotiques est proportionnelle au
rang arithmétique de E.

Argumentaire

Pour le calcul concernant la distribution ©2 (sans multiplication complexe CW), nous utilisons la fonction de
substitution. La distribution obtenue pour un échantillon de nombres premiers allant jusqu’a p;i st noté D1pi ou D2pi
selon le cas.

Nous avons ayi = 2.pi*2.cos(0pi).
Envisageons d’abord que la déviation, par rapport a la courbe correspondant au rang 0, se propage d’une fagon
équiprobable a chaque instance i. Regardons le résultat sur les courbes de distribution en un certain nombre de points :

- casl:eni=imax/4eti=3.imax/4 pour la distribution D1y
- cas2:eni=imax/2 pour la distribution D2

Pour le premier cas, I’effet de passer de ap-0 & api-r permet d’écrire en i = 3imax/4 (par exemple), 1’égalité
approximative :
2.Paimaxia’’?.sin(n/2.(1-4(3.imax/4)/imax))-0

2.P3.imaxia+devt’2.SiN(/2.(1-4(3.imax/4+dev)/imax))-r

ou dev est la déviation du point d’intersection de la courbe de distribution cos(6yi) avec 1’axe des abscisses prés de
3.imax/4. Le premier terme est nul puisque nous avons choisi un rang 0.
Il vient :
I'= 2.paimaxa+dev’ 2.sin(m/2.(1-4(3.imax/4+dev)/imax))
= 2.p3Aimax/4+devl/2.Sil’l(‘ltlz.(1-3-4.dEV/imaX))
= 2.p3.imax/4+dev1/2.Sin(ZTE.deV/ imax)

Supposons dev/imax << 1 en premiére approximation.
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11 vient, en appliquant sin(e) = €, T = 4m.paimaxa+dev2.dev/iimax. En utilisant de plus paimaxia+dev = P3.imax/a, NOUS Obtenons
’expression de la déviation rapportée a la taille de I’échantillon dev/imax = (1/4m).pa.imaxa 2.1

Cependant, il faut se rappeler ici que la moitié¢ de 1’échantillon des ap; est « forcée » a 0, donc le report de la déviation ne
se fait que sur I’autre moitié et double ainsi celle-ci. L’expression corrigée est donc :

dev 1
imax - 211:.(p3,imax/4)1/2 r (66)
Un calcul analogue donne, en imax/4, I’expression corrigée suivante :
dev 1 67)

- ~ r
Imax 27T.(pimax/4)1/2
La déviation relative est ainsi proportionnelle au rang arithmétique de E (& imax COnstant).

Pour le second cas, la formule de substitution pour la distribution D2 s’écrit approximativement en utilisant
cos(arcsin(t)) = (1-t)Y2,0<t<1:

€08(0piss) = liM imax—oo Si(i < iMax/2, -1, 1).[1-c%.((1-i/imax).(i/imax))"n(©/n()]1/2 (68)
L’effet de passer de a,i-0 & api-r permet d’écrire alors en i = imax/2, 1’égalité approximative :

2. Pimaxi2*2.(1-¢2.((1-(imax/2)/imax).((imax/2)/imax))""©/n@)12_o

2. Pimaxiz+dev'’?. (1-€2.((1-(imax/2+dev)/imax).((imax/2+dev)/imax))"©n@)12.r

ou dev est la déviation du point d’intersection de la courbe de distribution cos(Bpi) avec ’axe des abscisses pres de
imax/2. Le premier terme est a nouveau nul.
Il vient :
r'= 2.pimaxiz+dev'’?.(1-C2.((1-(imax/2+dev)/imax).((imax/2+dev)/imax))n(©/n@)1/2
= 2.pimaxiz+devt’2.(1-¢2.((1/2-dev/imax).(1/2+dev/imax))n©/n)v2
= 2.Pimax2+devt’2.(1-C2.(1/4-(dev/imax)?)incyin)1/2
= 2.Pimax2+devt’?. (1-(1-(2.dev/imax)?)inc/in)1/2

Supposons dev/imax << 1 en premiére approximation.
I vient, en appliquant (1-¢)* = 1-a.€, r = 2.Pimaxiz+dev 2. (IN(C)/IN(2))Y2.(2.dev/imax).
D’ou, en utilisant de plus pimax2+dev = Pimax/2, 1’€Xpression de la déviation rapportée a la taille de 1’échantillon :

dev _ (In(2)/In(c))¥? ;
imax - 4-(pimax/2)1/2

(69)

La déviation relative est proportionnelle, & imax cOnstant, au rang arithmétique de E.

Notons que 1/2x = 0,15915 et (In(2)/In(c))¥?%/4 = 0,31625.

Avec le choix imax = 100000, nous avons VPimaxz = 782,274, Pimava = 535,833, Vpaimaws = 975,275, d’ou la déviation
approximative dev/r = 29,70 en imax/4 et dev/r = 16,32 en 3.imax/4 avec multiplication complexe et dev/r =~ 39,594
sans multiplication complexe.

Les résultats numériques pour notre échantillon de courbes sont les suivants.
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Avec multiplication complexe

Courbes Moy Farith Déviation Déviatign Ratio
P < P100000 attendue observée
COm -0,455 imax/4 -14 -70 5,2
3.imax/4 -7 -40 5,4
Clm 0,653 imax/4 19 125 6,4
3.imax/4 11 20 1,9
C2m 1,328 imax/4 39 -35 -0,9
3.imax/4 22 175 8,1
C3m 3,915 imax/4 116 220 1,9
3.imax/4 64 270 4.2
C4m 5,394 imax/4 160 240 15
3.imax/4 88 290 3,3
Cbm 4,860 imax/4 144 340 2,4
3.imax/4 79 380 4.8
Moyenne 3,7
Sans multiplication complexe
Courbes MOY rarith Déviation Déviatipn Ratio
p < p100000 attendue observée
Cow -0,312 -12 -150 (12,1)
Clw 1,472 58 0 0,0
C2w 2,537 100 320 3,2
C3w 4,39 174 430 2,5
Caw 3,039 120 330 2,7
C5w 4,87 193 480 2,5
Céw 6,549 259 340 1,3
C7w 7,406 293 750 2,6
C8w 6,532 259 530 2,0
Cow 7,395 293 650 2,2
C10w 10,754 426 900 2,1
Cliw (a) 14,463 573 990 1,7
Cliw (b) 11,354 450 910 2,0
Cl2w 11,784 467 1050 2,3
Cl3w (a) 6,963 276 790 2,9
C13w (b) 11,574 458 780 1,7
Cl4w 13,643 540 1260 2,3
C1l5w 16 634 1050 1,7
Cléw (a) 19,375 767 1530 2,0
C16w (b) 17,039 675 1250 1,9
Cl7w 18,135 718 1470 2,0
C18w 16,95 671 1480 2,2
C19w 18,972 751 1450 1,9
C20w 19,164 759 1650 2,2
C22w 25,129 995 1970 2,0
C24w 26,098 1033 1960 1,9
C27w 26,958 1067 2060 1,9
C28w 24,434 967 2010 2,1
Moyenne 2,1

tandis que, sans multiplication complexe, le rapport est de I’ordre de 2 fois.

Il va de soi qu’il ne peut y avoir de déviation aux valeurs extrémes -1 et 1 de cos(6,i). Nous pouvons nous attendre a une
distribution progressive, non forcément linéaire, de 1’écart depuis les valeurs ou cos(8pi) = 0 jusqu’a ces extrémités.

De fait, les déviations observées seront maximales aux coordonnées choisies. L’obtention d’une valeur double (le
rapport 4 restant fort ici mais reposant sur peu d’exemples) par rapport a une moyenne attendue sur I’ensemble de

I”échantillon po a pimax n’est donc pas étonnante a ces abscisses.

Pour une telle distribution, la déviation relative dev/imax s’écrirait sous la forme suivante en supposant par exemple un

profil linéaire
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dev _ deVuniforme
imax imax

.8i(CM vraie, 4, 2).si(i > imax/2, i/imax, (imax-i)/imax) (70)

ou en supposant par exemple un profil en sinus

dev - deVuniforme
imax imax

.81(CM vraie, 4, 2).(4/x).sin(n.i/imax) (71)

et reste encore proportionnelle a r a travers I’expression initiale.

Illustration

L’annexe 11 donne des exemples représentatifs des déviations pour les deux cas de distributions pour imax = 100000.

Théoreme 30

Il n’y a que deux distributions distinctes asymptotiques.

Démonstration

Revenons aux expressions obtenues précédemment, d’une part pour les courbes a multiplication complexe, a savoir les
relations (66) et (67) et d’autre part sans multiplication complexe, & savoir la relation (68). Pour toutes les trois, le
facteur de proportionnalité devant r est de 1’ordre de grandeur de (1/pimax)*? et donc tend vers 0 lorsque imax — +oo.
Donc la déviation relative tend vers 0 a I’infini.

Ceci est totalement attendu puisque a, = 2vp.cos(0) entraine ay*+r = 2v/p.cos(6+¢), pour un & d’autant plus petit que p est
grand.

Les graphiques 60 et 61 constituent une illustration en annexe 11 de ce rapprochement asymptotique.

8. Incidence des copies de Z.
8.1. Recouvrement des termes d’erreur.

Lemme 1

Soit P1 = (X3,y1), P2 = (X2,¥2), ..., Pi = (Xi,yi) des solutions distinctes dans Q de I'équation elliptique E. Alors la
probabilité d’avoir des solutions non distinctes dans le corps fini F, de I'équation E tend vers 0 lorsque p tend
vers l'infini.

Démonstration

Comme les points Py, P, ..., Pi sont distincts, une égalité modulo p est fortuite. Le premier choix d’un point étant fait
(par exemple P1), 1’égalité entre une coordonnée (par exemple 1’abscisse) de P; et une coordonnée P, est évitée p-1 fois,
puis 1’égalité entre une coordonnée de P3 et celles de (P; et Py) est évitée p-2 fois, etc. Ainsi, nous avons en principe au
moins (p-1).(p-2)....(p-i+1) cas sur p'* ou la situation d’un doublon est évitée. Pour qu’un point soit confondu avec lui-
méme, il faut qu’a la fois ’abscisse X; et I’ordonnée y; soient les mémes. Ceci signifie que 1’événement « i points
distincts » compte au moins une proportion de cas égale a ((p-1).(p-2)...(p-i+1)/p"%)2 La proportion des cas pour
lesquels au moins un point est non distinct d’un autre est alors égale, modulo p, a 1-((p-1).(p-2)...(p-i+1)/p"1)% Ce terme
est inférieur a ((i-1)!/p"*)2. Pour i donné, ce terme tend naturellement vers 0 lorsque p tend vers I’infini. D ou le résultat.

Remarque

L’effet sur ap s’explique « aisément » & partir de ce lemme.

Soit E une courbe elliptique de rang 1. Soit P4, P, ..., P ses points solutions sur E(Q). Ce sont des solutions gratuites
« imposées » par un biais dont 1’origine est dans le choix des valeurs des coefficients [ai, a2, as, as, as] de ’équation de la
courbe elliptique.

Nous construisons alors une injection entre chacun des P; et une solution supplémentaire imposée dans #E(IF,) pour
chacun des p en réalisant une projectioni E Nversp € P :

Pi — <Pimod p> (72)
Chaque projection augmente localement le nombre de solutions #E(IF,) d’une unité, ce qui fait diminuer ap d’une unité.

Cependant, cette affirmation n’a rien d’un résultat inévitable. Elle ne peut étre émise sans précaution. En effet, rien
n’impose a priori que ladite solution « gratuite » va effectivement s’ajouter a celles existantes. Elle pourrait trés bien
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simplement intervenir a la place de I’une « déja existante » et donc ne rien changer du tout.
Aussi, il nous faut un argument supplémentaire ici qui démontre ’existence réel de cet ajout ce que nous entreprenons a
présent.

8.2. Calibrage de I’effet réciproque d’une copie de Z et du rang 1.

Théoréme 31

Le rang analytique d’annulation de L(E,s) en s = 1 est égal a 0 si et seulement si la courbe elliptique correspondante n’a
pas de points d’ordre infini sur Q.

Théoreme 32

Le rang analytique d’annulation de L(E,s) en s = 1 est égal a 1 si et seulement si la courbe elliptique correspondante a 1
point d’ordre infini sur Q.

Référence de la démonstration des deux théorémes

La démonstration est due a Victor Kolyvagin, Benedict Gross et Don Zagier [28].

En 1983, Benedict Gross et Don Zagier ont montré que si une courbe elliptique modulaire posséde un zéro d'ordre 1 en s
= 1 alors elle possede un point rationnel d'ordre infini. En 1990, Victor Kolyvagin a montré qu'une courbe elliptique
modulaire E pour laquelle L(E,1) n'est pas zéro est de rang 0 et qu’une courbe elliptique modulaire E pour laquelle
L(E,1) posséde un zéro d'ordre 1 en s = 1 est de rang 1.

D’ou I’énoncé suivant :

Théoréme 33

Il 'y a équivalence entre I’absence de copie de Z et la moyenne du terme d’erreur, a savoir le rang arithmétique, est nul.
EQ=Z"@E@™ e rm=0 (73)

De plus, les termes d’erreurs réduits ay/v/p évoluent comme une variable pseudo-aléatoire v; (sans biais) lorsque ry = 0
de profil de distribution D1, ou D2..
Démonstration

D’aprés le théoréme 31, I’absence d’une copie de Z implique ici que le rang algébrique ra est égal & 0. Ensuite, il
découle du théoréme 27 1’égalité des rangs analytique et arithmétique, soit donc ry = 0.

De plus, le théoreme 28 achéve la démonstration.

Théoréme 34

Il y a équivalence entre I’existence d’une seule copie de Z et la moyenne du terme d’erreur, a savoir le rang
arithmétique, égale a 1.
EQ=Z'@EQ™ o rm=1 (74)

De plus, les termes d’erreurs réduits ap/\/p évoluent comme une variable pseudo-aléatoire avec un biais moyen ry = 1.

Démonstration

C’est la redite de la démonstrations du théoréme 33.
8.3. Généralisation a Z" et au rang n.

Théoréme 35
Il y a équivalence entre 1’existence de n copies de Z et la moyenne du terme d’erreur, a savoir le rang arithmétique, égal
an.

EQ=Z"®EQ)" " < rn=n (75)

Démonstration

Cela découle du calibrage du rang arithmétique qui montre 1’effet d’une copie de Z donne un biais moyen de 1 & ry.
Chaque copie supplémentaire donne un biais supplémentaire de 1 a rin. En effet, pour les petites valeurs de p; deux points
distincts peuvent donnés le méme point modulo p;, mais asymptotiquement d’apres le lemme 1, la probabilité d’un tel
événement tend vers 0. La probabilité asymptotique de non-superposition de n points, n fixé d’avance, est 1 et la
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proportion de nombres asymptotiques p; est 100% par rapport aux « petites » valeurs de pi (g/c0 = 0 %) puisqu’il y a une
infinité de nombres premiers. Chaque biais d’une unité est donc statistiquement transféré dans sa totalité. D’ou le
résultat.

Illustration

Les courbes en annexe 10 montrent 1’évolution de la moyenne en fonction de pi pour les exemple répertoriés dans
I’annexe 1. Nous donnons ci-dessous le calcul poussé beaucoup plus loin pour la courbe de rang 28 trouvée par Noam
Elkies. Le calcul est effectué systématiquement, mais le relevé de valeurs pour le graphique n’est fait que tous les 10000
pas (le dernier point relevé correspond a i = 105 090 000).

Cette courbe montre que I’ordre de grandeur attendu est respecté et que les copies de Z s’« enregistre » dans la moyenne
de I’opposé quadratique.

Graphique 41
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Théoréme 36

Il y a équivalence entre I’existence de n copies de Z et le rang analytique égal a n.
E@=Z"@E@" " er=n (76)

Démonstration

Cela découle alors, le point précédent validé, du théoréme de Mertens généralisé carrm=n=r=n.

9. Conclusion.

L’¢étude faite dans cet article confirme la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.
Ce résultat, il nous semble, est cependant sans réel secours.

En effet, I'implémentation de la démonstration repose sur la moyenne de 1’opposé quadratique. Or, I’illustation
précédente montre que la moyenne des termes d’erreur subit de trés larges écarts a la valeur attendue asymptotiquement
et ceci méme pour une recherche numérique poussée relativement loin correspondant a une demi-journée de calcul avec
I’outil Pari GP. Minimum et maximum relevés (pour un pas pour i de 100000), dans le cas de la courbe elliptique de
rang 28 et dans le domaine parcouru ici, présentent une différence égale approximativement a 8,5. Sans la connaissance
préalable du rang effectif de la courbe, Iutilisation de ce type de résultats numériques est donc trés loin de pouvoir
fournir une évaluation exacte.

Si le comportement erratique de api pourrait étre exploité en valeur relative pour un rang trés élevé, il est totalement
inopportun pour les rangs moindres. Le tableau ci-dessous montre sommairement I’incertitude sur la mesure (donnée par
max-min) qui rend le calcul inutilisable sur la gamme des rangs habituels :

Tableau 11
Référence courbe Cw Cl2w C28w
Rang 4 12 28
Gamme recherche p; < 1E+10 1E+9 2E+9
Min -0,3784 6,3458 20,7741
Max 8,0911 14,8806 29,3654
Max-Min 8,4695 8,5348 8,5913
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Graphiques 42 et 43
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Le bruit de fond de la mesure est de I’ordre de grandeur d’une décade lorsque 1’écart maximal envisageable est d’une
demi-unité pour une évaluation numérigue pausible. Il semble ici que le calcul doit étre prolongé a minima d’un facteur
100 voire bien plus.

Il nous est ainsi toujours indispensable de connaitre la liste des rationnels générateurs de chaque copie de Z pour
conclure quoi que ce soit sur la valeur du rang.
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11. Annexe 1 : Exemples de courbes elliptiques de rang 0 a 28.

Les courbes elliptiques a multiplication complexe sont référencées CXm, les autres sont notées en CXw, X étant le rang
analytique. La plupart des exemples sont extraits du site de Andrej Dujella de I’université of Zagreb [7]. Deux autres
sont issus du site de John Cremona de 1’université de Warwick [6].

Moy
Tal\r/llgcs Auteurs |Années(Coefficients [a:, az, as, a4, as] ré‘f'fg‘:se
P =< P100000
COm | Pari Gp [0,0,0,0,1] -0,455
COw | Cremona [0,-1,1,0,0] -0,312
Clm | Pari Gp [0, 0, 0, -36, 0] 0,653
Clw | Cremona [1,-1,1,0,0] 1,472
Com | Pari Gp [0, 0, 0, -56, 0] 1,328
C2w | PariGp [0,0,1,5,0] 2,537
Cam | Billing | 1938 |[0,0, 0, -82, 0] 3,915
Connel - [1, 0, 0, -15745932530829089880,
CW | pujella | 2°%° 14028219957095969426339278400] 4,390
Cam | Pari Gp [0, 0, 0, -856967076, 0] 5,394
Caw | Wiman | 1945 [0, -1, 0, -24649, 1355209] 3,039
C5m | Wikipédia [0, 0, 0, 0, 109858299531561] 4,860
[L, 0, 0, -35618654235280096 10395543810,
Cow | Mac Leod | 2012 lgy's54964639284157241813402084313871228100] 4,870
[L, 0, 0, -326034514850898538462143577535732108974101688866,
Céw |Klagsbrun| 2020 [1261398071774639160847457825241914450680292383384787858 6,549
79968870214064452]
Penney- [0, -1, 0, -1485019900716,
CW | bomerance| 2°7° 658252007072023716] 7,406
cow | Pel- | 2015 |k 0. 0, -74080202792053087257517366670840, .
Dujella 045162596325324791545535916283786496196278857792] !
[L, 0, 0, -801598222309406030167646512525,
Cow | Klagsbrun| 2020 |15,5518010187071010144873439749301626926500625] 7,395
Kulesz - [0, 1, 0, -1773535921942955477718336,

CIOW | bujella | 2% 1892419113191216158578012716419272964] 10,754
CIIW | £ o v | 2010 | 0. 0. -615411322204732283803288785027250860840, L4463
) 5538719221187301635372324416383813743465156669756429313600] !
CLiw [Khoshnam| " |[L, 0, 0, -83598958024587909464854346830766301770, 11 354
() | - Moody 004558475635028689022196236625520239031964650641823108900] !
Cl2w | Mestre | 1982 [0, 0, 1, -6349808647, 193146346911036] 11,784

13w | Elldis - [L, -1, 1, -184499078723795351292402856849265045735050014057471578105,
0" | Kiagtorun | 2020 86445313848956400975334530846721307405922051788309627997931772817 | 6,963
6086605791569407897]
130 | Elkies. [L, 1, 1, -62567866563741209951076219033072398452307404054845393938,
) | Kiagsorun| 2020 |190491265471364425314030862500734330699185709037646180838115059 | 11,574
b99563818726701936031]
Stahlke - [0, 0, 0, -1298028217576889081 1438819732,
Claw | “utesz | 2991 1116802985717915987899448766677826872704944] 13,643
[L, 0, 0, -209811944511283096494753999485,

Clow | Mestre | 1992 Bger3092551500286206010035905960909459942897] 16,000
C16W | 1 ciia | 2009 [ O: O 88871190402766374892305201263009054, L0375
) 3084685924354438849515723880588291198007040526340420] !
C16w | 1 ciia | 2000 L O: O, -L7849664414856321688532880703583668631426320, 17 035
(b) 20026120563785158608387957657788008917376822051452774506151718400] | -

: [L, 0, 1, -957089489055751752507625259831765957846101,
Cliw | Elkies | 2005 bo1598950070651757672333752869879740192822872602430248013582348] | 18190
[L, 0, 0, -26175960092705884096311701787701203903556438969515,
C18w | Elkies | 2006 510693814761314864897421771003737720897791032538905678483 16,950
06775119094885041]
Clow | Fermigier | 1902 |1 -1 1, -2063758701246626370773726978, 18,972

32838647793306133075103747085833809114881]
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Moy

E’a'\r}% Auteurs |Années(Coefficients [as, az, as, as, as] r(a;a'f;‘:se
P < P100000
Elkies - [1, -1, 1, -244537673336319601463803487168961769270757573821859853707,
C20W | jaasbrun | 2020 96171018205318303454622207925880681774327068202806443423895783098 | 19,164
0898438151121499931]
- [L, 0, 1, -940299517776391362903023121165864,
C22w | Fermigier | 1997 \/5707363070719743033425295515449274534651125011362] 25129
Conw | Martin— [ 71,0, 1, -120039822036992245303534619191166796374, 26,098
McMillen 504224992484910670010801799168082726759443756222911415116] ’
[L, 0, 0, - 55671146865244401916117773020296610079754015500970,
C27w | Elkies | 2016 [1619818953227885582209066530275196118380073216252142189917 26,958
19656790551905956]
[1, -1, 1, -20067762415575526585033208209338542750930230312178956502,
C28w | Elkies | 2006 [3448161179503055646703298569039072037485594435931918036126600829 | 24,434

6291939448732243429]
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12. Annexe 2 : Dispersion d’une somme aléatoire.

Les résultats suivants n’étant pas nécessaires aux autres preuves présentées dans cet article, cette annexe est uniquement
descriptive sans intention de démonstration.

Variable pseudo-aléatoire

Soit une variable pseudo-aléatoire v_ale; comprise dans I’intervalle [0, 1]. Le tirage est noté i.
v_ale; = alea() )

L’espérance de v_ale; est E(v_ale) = 1/2 et I’écart-type est égal a o(v_ale;) = (1/12)*2,

Soit la variable pseudo-aléatoire vc_alei centrée sur ’intervalle [-1,1].
vc_alej = 2.alea()-1 (78)

)1/2.

L’espérance de vc_alej est E(v_alej) = 0 et ’écart-type est égal a o(vc_ale;) = (1/3

Nous nous intéressons au rapport :

m
(1/m) Z vc_ale;
R_ale(m) = :n: 0 (79)
(I/m) Y vc_ale

i=0

La variance du numérateur tend vers 0 lorsque m tend vers ’infini (cf. théoréme 5).
De méme, bien sir, pour le dénominateur pris a part.

Notons que les fractions 1/m devant les sommes au numérateur et au dénominateur peuvent étre éventuellement
ignorées.

Evolution d’un échantillon

Le rapport R_ale(m) exhibe les mémes termes au numérateur et au dénominateur, sauf que la variable est aléatoire et le
résultat possede ainsi une dispersion par rapport a la valeur attendue 1. Le dénominateur peut avoir une valeur proche de
0 tandis que le numérateur peut étre de grande amplitude pour m croissant. Ainsi la dispersion peut recouvrir ]-oo, oo[.

Les graphiques ci-dessous constitue le méme exemple a une échelle différente de 1’évolution en fonction de 1’abscisse i
du rapport R_ale(i), ou i =1 & 10000. 11 s’agit d’un échantillon, chaque essai donnant une autre évolution. Le rapport est
égal souvent a une valeur proche de 1, mais s’en éloigne aussi trés nettement au hasard de la valeur prise par la variable
pseudo-aléatoire centrée vc_ale; a 1’étape i. La courbe en rouge représente les données brutes pour i croissant. La courbe
verte donne les données R_ale(i) triées de fagon croissante, i étant alors un indice réarrange.

Graphiques 44,45 et 46
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Ratio de sommes de variables pseudo-aléatoires
(1 échantillon)
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S1_ale(n=0)/S2_ale(n=0) trié

La valeur de R_ale(i) est ici comprise dans I’intervalle [0,2], intervalle centré sur 1 la valeur attendue, 9615 fois sur
10000, m = 10000 étant le nombre de termes de R_ale(m) utilisé dans 1’essai présenté ici. Le nombre de cas, hors cet
intervalle, est donc de I’ordre de 4% environ (2% en dessus de 2 et 2% au-dessous de 0).

Une formule approchée du rapport apres tri croissant s’appuie a priori sur la fonction tangente :
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-100

R_ale(i)_trié = 1+(1/20). Tan((/2). 2i/imax-1))

Ratio de sommes de variables pseudo-aléatoires
(1 échantillon)

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

$1_ale(n=0)/S2_ale(n=0) wi¢ == *1+(1/20).Tan((1/2).(2i/imax-1))

Comportement moyen de plusieurs échantillons

(80)

Graphique 47
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Nous avons étudié jusqu’a présent le comportement a priori d’un échantillon.

De fait, a chaque essai, les graphiques évoluent.
Nous devons donc nous intéresser & un comportement « moyen ».

Nous avons choisi de faire 10000 relevés de la somme R_ale(m) avec m = 10000 (également).

La dispersion relevée est tout a fait remarquable car elle se distingue a présent par ’absence de coefficient a « deviner »,

ce qui légitime en quelque sorte le choix de cette approximation.

Nous obtenons apres tri des valeurs, i étant un essai retrié suivant les R_ale(m) croissants, la relation et le graphique de

dispersion suivant :
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Graphique 48
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Introduisons ensuite la fonction sin(x) dans notre rapport.

m
(1/m) Z vc_aleisin(i)
R_ale(m) = :n: 0
(1/m) ¥ vc_aleisin(i)
i=0

Dans ce cas, le graphique de dispersion R_ale(m)_trié est le méme.
Il est également le méme pour cos(x) et donc pour une fonction continue quelconque.
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13. Annexe 3 : Algorithme de mélange de Fisher-Yates.

L’algorithme est le suivant [21] :

Fori=m-1tol
j < random integer between 0 and i
exchange a[j+1] and a[i+1]

Nous considérons le rapport :

m

(I/m) Y. v_alei” )
i=0
m

(Um) Y v_altgintoffset
i=0

SN(n, m,offset) = (83)

ol valt; = (-1)"2, offset = 1/2, n = 1/2.

Nous choisissons m = imax = 10000 et initialement vale; = -1+2i/m.
L’algorithme de mélange est appliqué a vale; et réalise 10000 permutations aléatoires (correspondant aux étapes 0 a
10000).

L’ordonnée des graphiques étant en échelle logarithmique, les rapports sont données en valeurs absolues. Pour
distinguer, les résultats positifs et négatifs, nous utilisons un code de couleur, bleu pour les premiers, rouge pour les
seconds. Initialement, sur des lignes distinctes, les données évoluent progressivement vers un mélange « homogéne ».

|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 112 m = 10000, offset = 12
100 100
10 S 10
-
14 1
1 10 100 1000 10§00 1 10 100 1000 00
i
01 H 0,1 !
:
001 0,01
0,001 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ §N(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) = 0
Etape 0,n =0 Etape 0, n =1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 112 m = 10000, offset = 12
100 100
10 10
14 1 R
1 10 100 1000 0000 1 10 100 1000 10000
01 | 0.1
0,01 0,01
0,001 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ §N(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) = 0
Etape O,n=1 Etape 0,n =3
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|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
100 100
10 10
14 1+
1 10 1 10 100 1000 10000
0,1 0,1
0,01 + 0,01 t
0,001 + 4 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offsef) <0« SN(n, m,offset) = 0
Etape 2000,n =0 Etape 2000, n =1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
100 100
10 10
i i
14 1+
1 10 100 1000 10000 1 10 100 1000 10000
0,1 + 0,1
001 | . 0,01 .
0,001 + 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 2000,n=1 Etape 2000, n =3
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
100 100
10 10
o
14 1+
1 10 100 1000 1000 1 10 100 1000 10000
0,1 + 0,1
0,01 0,01
0,001 el 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 3500, n =0 Etape 3500, n =1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 12 m = 10000, offset = 12
100 10
10
1 -
1 10 - 1000 10000
14
1 10 100 1000 10000
0.1
0,1 + H
! :
. 0.01 :
0,01
0,001 0,001
« SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0« SN(n, m,offset) >0
Etape 3500,n=1 Etape 3500, n =3
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0.1

0,01

0,001 +

|SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 112

+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) = 0

0,001

[SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 12

+ SN(n, m,offset) <0+ SNin, m,offset) > 0

Etape 10000, n =0

Etape 10000, n = 1/2

0,01

0,001 +

|SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 112

+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0

0,01

0,001

[SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 12

+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0

Etape 10000, n = 1

Etape 10000, n =3

Le lecteur peut voir clairement que les graphiques s’orientent aprés mélanges aléatoires vers une dispersion de ratio
entre 0,1 et 10 avec de trés nombreuses escapades vers des valeurs beaucoup plus basses, signifiant bien un rapport
asymptotique majoré (comme souhaité).

S’agissant de résultats aléatoires, chaque essai (étapes 0 & 10000) donne lieu a un autre nuage de points.
Les graphiques ci-dessous correspondent a divers exemples pour n = 1/2 (4 comparer aux précédents).
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+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0



Reprenant le dernier graphique (donc n = 1/2, m = 10000, offset = 1/2) et posant
SN(n, m, offset) = NSN(n, m, offset)/DSN(n, m, offset)
ou NSN(n, m, offset) est le numérateur et DSN(n, m, offset) le dénominateur de SN(n, m, offset) suivant la définition

adoptée plus haut (c’est-a-dire avec division par m), nous avons les graphiques représentatifs de m.NSN(n, m, offset) et
m.DSN(n, m, offset) d’une part de NSN(n, m, offset) et DSN(n, m, offset) d’autre part ci-dessous.

Comparaison NSN(n, m,offset) et DSN(n, m,offset) Comparaison NSN(n, m,offset) et DSN(n, m,offset)
n=1/2, m = 10000, offset = 1/2 n=1/2, m = 10000, offset = 1/2

-2000

-4000

6000 0.6
+ mNSN(n, m,offsef)  + m.DSN(n, m,offset) + NSN(n, m,offset) - DSN(n, m,offsef)

Le dénominateur forme des bornes inférieures et supérieures pour le numérateur rarement traversées.
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14. Annexe 4 : Algorithme de mélange modulo 3.

L’algorithme de mélange consiste ici a permuter I’ensemble des nombres vale; tels que définis dans 1’annexe 3, toujours
en partant initialement de vale; = -1+2i/m, en répétant cette fois-ci la routine :

| 1+int(3i+] mod m) —i=1tom |

Cet algorithme, bien qu’ayant un effet de mélange, n’assure pas un mélange pleinement aléatoire. Il laisse apparaitre des
figures particuliéres tout au long du procédé itératif.

Ceci est autant plus intéressant que cela permet de « voir » quun mélange n’est pas synonyme d’aléatoire, mais surtout
gue des modeéles trés différents apparaissent soudainement sans pour autant changer de fagcon notable la limitation
supérieure en valeur absolue du rapport étudié.

Pour les exemples numériques, nous n’avons repris ci-dessous que le cas n = 1/2.

|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset — 1/2 m = 10000, offset — 1/2
100 100
10
14
1 10
0,1 +
0,01 +
0,001 + 0,001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 1,n=1/2 Etape 2,n=1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset — 1/2 m = 10000, offset — 1/2
10 10
14 1
1 10 1 10
0.1 0.1
0.01 0.01
0001 | “ A 0,001 .
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 3,n=1/2 Etape 4,n=1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 172
10 10
1 1 -
1 10 1 O R ) 1000 10000
01 01 =
0.01 0.01
0,001 0,001
« SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0 - SN(n, m,offset) >0
Etape 5,n=1/2 Etape 6,n=1/2
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|SN(n, m,offset)| |SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
1 10
10 100 1000 10000
A L .
. ‘ w., -
01 | =0 S
01 .
' 001 :
0,01 +
0,001
0,001 + 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) = 0 + SN(n, m,offset) <0+ SNin, m,offset) > 0
Etape 7, n = 1/2 Etape 10, n =1/2
|SN(n, m,offset)| |SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
10 1
LD.
14 - .
0.1
01 |
0.01
0,01 +
0,001
0,001 +
0,0001 -+ 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0 + SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 16,n=1/2 Etape 20,n =1/2
|SN(n, m,offset)| |SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
10 10
1
01 |
0,01 +
0,001 N 0,001 " ‘ N
0,0001 -+ 0,0001 -
+ SN(n, m,offset) <0 + SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 100, n = 1/2 Etape 200, n = 1/2
|SN(n, m,offset)| |SN(n, m,offset)|
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
1 10
0.
-t 1
0.1 T
0.1 -
0,01
0,01
0,001
. 0,001
]
0,0001 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0 + SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0« SN(n, m,offset) >0
Etape 205, n = 1/2 Etape 210,n=1/2
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|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
10 1 T
10 - . 100 1000 10000
14
1 10 0.1
0.1
0,01
0,01
0,001
0,001 +
0,0001 -+ 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) = 0 + SN(n, m,offset) <0+ SNin, m,offset) > 0
Etape 211,n=1/2 Etape 212, n=1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
1 10
1 Lo 100 1000 10000
1
0.1 + 10%
0.1
0,01 1
0,01
0,001
0,001
0,0001 -+ 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0 + SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 213,n=1/2 Etape 214, n=1/2
|SN(n, m,offset)| [SN(n, m,offset)]
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset = 1/2
1 10
1 Lo e 100 1000 10000
1
0.1 10,
0.1
0,01 1
0,01
0,001
0,001
0,0001 -+ 0,0001
+ SN(n, m,offset) <0 + SN(n, m,offset) >0 + SN(n, m,offset) <0+ SN(n, m,offset) > 0
Etape 255, n =1/2 Etape 315,n=1/2

Tous ces essais, comme ceux de I’annexe 3, montrent I’existence d’une borne supérieure pour NS(n, m, offset) inférieure

a 10, ce qui est notre principal objectif de démonstration ici (et spécialement pour n = 1/2).

Revenant sur le principe de cet algorithme, il faut noter que les m! figures possibles de mélange ne sont certainement pas
toutes atteintes (un mélange par 1’algorithme de Fisher-Yates donnant en général des figures sans les aspects particuliers

rencontrés ici).

p 53/73




15. Annexe 5 : Comparaison de sommes aléatoires a des sommes alternées de nombres entiers.

Les graphiques ci-dessous représentent 1’évolution en fonction de m (en abscisse des graphiques) de :

lim

m — +oo

pour :

m
wmy v
i=0

(84)

- TR1:d’une part vi = 2.a-1 prenant des valeurs aléatoires uniformes dans ’intervalle [-1,1],

- TR2: d’autre part vi =(-1)"L.

Le premier cas est représenté par les graphiques de couleur verte (TR1) et leur évolution est nécessairement

« chaotique ».

Le second cas est représenté par les graphiques en couleur bleue (TR2). La somme passe a chaque étape m a une valeur
de signe opposé a la précédente, d’ou les deux tracés de part et d’autre de I’axe y = 0.

Les tracés TR2 sont uniques pour n donné a I’avance. Il n’en est rien pour les tracés TR1 qui peuvent avoir des formes
significativement différentes. A chaque fois, nous avons donné pour TR1 et pour n donné deux exemples : le premier
sortant de I’encadrement de TR2, le second restant « sagement » a I’intérieur. Aussi bien pour 1’un que pour I’autre, nous

pouvons trouver facilement soit pire, soit mieux.

Les comparaisons sont réalisées avec un offset 1/2 entre les puissance n choisies pour les deux tracés.

Comparaison des convergences

0,1
0,08 |

0,06 +

Comparaison des convergences

0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 $000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 636000
0,02
0,04
0.06
0,08
01 4
somme altemée (1=0,5) - somme aléatoire (n =0) somme altemée (n=0,5) - somme aléatoire (n=0)
TR1n=0 TR1n=0
TR2n=0,5 TR2n=0,5

Comparaison des convergences

i AH00. 2000 200

somme altemnée (n = 0,75) somme aléatoire (n = 0,25)

Comparaison des convergences

4000 S000  A00G— 2060 %00 10000

somme alternée (n = 0,75) somme aléatoire (n = 0,25)

TR1n=0,25
TR2n=0,75

TR1n=0,25
TR2n=0,75
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Comparaison des convergences Comparaison des convergences
4 4

05 +
0k 13 n
i}! ’1 2000 6 7 8000 9000 10000
0.5 ;E'i?
8]
-1 -1
1.5 1.5
- somme alternée (n = 1) somme aléatoire (n = 0,5) somme altenée (n = 1) - somme aléatoire (n = 0,5)

TR1n=0,5 TR1n=0,5
TR2n=1 TR2n=1

Comparaison des convergences Comparaison des convergences
4 4

8000 9000 10000

somme alternée (n = 1,25) somme aléatoire (n = 0,75) somme alternée (n = 1,25) somme aléatoire (n = 0,75)

TRIn=0,75 ' TRIn=0,75
TR2n=1,25 TR2n=1,25
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16. Annexe 6 : Extremums des sommes SN(nh,m,offset).

Le tableau ci-dessous est le relevé des extrémums des sommes SN(n,m,offset), offset = 1/2, imax = m. Il correspond aux
graphiques 13, 14 et 15 page 19. La ligne n = 1/2 qui nous intéresse plus particuliérement est mise en valeur en couleur

rouge.

n imax = 100 imax = 1000 | imax = 10000 imax =101 imax =1001 | imax =10001
-100 0,999997 0,999997 0,999997 0,999997 0,999997 0,999997
-10 1,0017 1,0017 1,0017 1,0017 1,0017 1,0017
-5 1,0698 1,0698 1,0698 1,0698 1,0698 1,0698
-2 1,8162 1,8153 1,8153 1,8138 1,8153 1,8153
-1,5 2,4365 2,4213 2,4191 2,4030 2,4178 2,4188
-1 4,3460 4,2325 4,2065 3,6999 4,0174 4,1374
-0,9 5,8133 5,4294 5,2526 4,4354 4,8736 5,0316
-0,8 6,6439 5,8860 5,9122 4,2096 4,7106 5,2863
-0,7 9,6003 8,9957 8,9187 4,4996 5,6193 6,6502
-0,6 21,4529 15,5279 14,6416 5,3532 5,4459 6,5652
-0,55 38,6347 30,9405 27,8464 4,9289 5,6343 6,5979
-0,51 226,6491 181,4476 142,3444 5,7834 6,6625 6,8648
-0,5 — 0 — © — © 5,0530 5,5991 6,8586
-0,49 198,4679 166,3879 159,3619 5,0036 6,1388 7,6857
-0,45 44,3201 36,5606 29,2279 5,5577 6,6312 6,9199
-0,4 20,7778 17,7747 14,1354 5,2037 6,2870 6,3649
-0,3 10,3032 8,8543 8,2375 4,7932 5,5222 6,1580
-0,2 7,8684 6,1053 6,1934 5,0836 4,9676 5,5606
-0,1 5,6482 5,1753 4,9325 4,4771 4,6629 4,7299
0 5,9506 5,5753 5,2768 5,1643 5,2891 5,1799
0,1 4,3633 4,7950 4,0256 4,0601 4,6708 3,9863
0,2 4,3467 3,7941 4,2058 4,1830 3,7534 4,1963
0,3 3,8411 3,9290 4,3080 3,7486 3,8979 4,3097
0,4 3,3384 3,3270 3,3044 3,3121 3,3229 3,3011
0,5 3,2685 3,3726 3,2147 3,1337 3,2884 2,9966
0,6 3,1046 2,8481 2,8662 2,9030 2,8282 2,7644
0,7 2,5353 3,3440 2,7954 2,5502 2,9401 3,1442
0,8 2,7294 2,5062 2,5401 2,8621 3,2066 3,0275
0,9 2,5822 2,8370 2,5541 2,4386 2,5995 2,5583
1 2,6340 2,4761 2,8728 2,3287 2,3434 2,4275
1,1 3,1114 2,5096 2,4488 2,2227 2,4573 2,6889
1,2 2,2842 2,2278 2,5598 2,3496 2,5383 2,2444
13 2,0528 2,7465 2,4720 2,1116 2,4144 2,2972
14 2,0675 2,1444 2,1465 2,1071 2,1853 2,1631
15 2,3914 2,1372 1,9381 2,2408 2,3153 2,5934
2,5 2,1669 1,8311 1,7609 1,9002 1,7010 2,0826
5 1,3727 1,2500 1,2456 1,2797 1,3416 1,4386
10 0,8551 1,0008 0,9946 0,9135 0,9812 1,0025
25 0,5298 0,6463 0,6131 0,5250 0,6345 0,6140
50 0,3241 0,4273 0,4047 0,3284 0,4235 0,4216
75 0,2496 0,3724 0,3229 0,2417 0,3069 0,3717
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17. Annexe 7 : Effet de ’algorithme de Fisher-Yates sur la somme des nombres premiers affectés de poids.

Distribution D20

Les courbes NSP(n, m, 1/2) et NSN(n, m, 1/2) relatives aux nombres premiers et aux nombres entiers se
superposent lorsque n = 0 de fagon triviale pour une distribution ordonnée identique sur les deux sommes.

Nous présentons ci-dessous I’évolution progressive de NSP(n, m, 1/2) par rapport a NSN(n, m, 1/2) en
augmentant n sans changer la distribution. Ceci montre que, dans ce cas, si [NSN(n, m, 1/2)| est borné alors
INSP(n, m, 1/2)| I'est aussi.

Deux séries d’essais (et donc deux graphiques par cases), parmi les 10000! possibles, sont présentées de maniére a
donner au lecteur une idée des différences d’évolution de I'une a 'autre.

La courbe initiale est évidemment la méme pour les deux séries d’essais. Les premieres figures sont celles de
I’étape 0 avant application de I'algorithme de Fisher-Yates.

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers

m = 10000, offset =1/2
LE+01

LE+00 £

1000 2000 3000 4000 5000

1LE-01

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers 1E-02

m = 10000, offset =1/2
1E+00

0 1000 3 0 6000 7000 8000 9000 10000
1.E-03

1.E-01
1,E-04

NSP(n, m,offset) - INSN(n, m,offset)|

1.E-02

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset =1/2

LE+02
1.E-03

1LE+01

JE-04
LE-0 LE+00

NSP(n, m.offset) - [NSN(n. m.offset)| O 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 100000
1,E-01
1,E-02
1.E-03
1.E-04
|NSP(n, m,offser)| NSN(n, m,offser)|
p -
D0 ordonnée, n=0 D0 ordonnée, n = 1/4
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Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2

1LE+03
LE+02
LE+01

LE+00 +

LE-01
LE-02
NSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)|
Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset =1/2
LE+04
LE+03
1E+02
LE+01
LE+00 - - - ! -
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 )OO0 90000 100000
1E-01 |
LE-02 |
LE-03

« INSP(n, m,offset)|

« INSN(n. m.offsef)|

Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2
LE+02
LE+01
LE+00 f
LE-01
LE-02
LE-03
NSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)|
Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset =1/2
LE+03
1LE+02
1,E+01
LE+00
0 10000 20000 30000 40000 50000 6O00O 70000 8O0Of] 90000 100000
LE-01
1.E-02 B
1.E-03
LE-04
« INSP(n, m,offset)| « INSN(n. m.offsef)|
74 -
D0 ordonnée, n =1/2

D0 ordonnée, n = 3/4

Nous réaffectons ensuite les poids (en gardant les mémes sur les mémes i) de la distribution en hasard. Nous procédons

pour n = 1/2 qui est le cas intéressant.

L’effet de la redistribution par 1’algorithme de Fisher-Yates est un léger rapprochement des courbes [NSN(n,m,1/2)| et

INSP(n,m,1/2)|. Ceci illustre encore que si [NSN(n,m,1/2)| est borné, alors [NSP(n,m,1/2)| I'est aussi.

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2

LE+01

LE+00 4
LE-01
1E-02
NSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)|
Sommes alternées
en nombies premiers of en nombres entiers
m = LM, ofTsen = 172
LE=G2
LE=0
LE=(x)
SRR L) JOG0 G000 TO)  SO0GS  PO0G0 10000
1o 4
1LE-03
i.E-03
WS PR, Ll + (NN, madfa

Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2
LE+01
LE+00
LE-01 &
LE-02 =
NSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)|
Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset =1/2
LE+02
LE+01
LE+00
10000 20000 30000 4008 50000 60000 70000 80000 90000 100000
LE-01 +
LE-02
.
LE-03 -
« INSP(n, m,offset)| « INSN(n. m.offsef)|
,
D0 mélange 5/10, n = 1/2

D0 mélange 6/10, n = 1/2
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LE+01

LE-01

1.E-03

1LE=00 {88

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2

1E-02

LE+01

LE+00 ¢

LE-01

1,E-02

1,E-03

Sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset =1/2

1LE-01

1,E-02

LE-03

1E+00 §

LE+00

1LE-01

1,E-02

LE-03

LE-04 o LE-04
- INSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)| - INSP(n, m,offset)| - [NSN(n, m.offset)|
Sommes alternées Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset =1/2 m = 100000, offset =1/2
LE+02 LE+01
1LE+01 1E+00 . . . .
/\\_\w‘-—_—.’-"\ 00 0000 00§ 1
LE+00 m m ‘ 101
10000 20008 /30000 40000 s0000 60000 70000 80000 90000 Y000
LE-0L LE-02
! i
1E-02 H 1E-03
} :
LE-03 LE-04 :
« INSP(n, m,offset)| + INSN(n, m.offset)| « INSP(n, m,offset)| + INSN(n, m.offset)|
D0 mélange 7/10, n = 1/2 D0 mélange 8/10, n = 1/2
Sommes alternées Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiel
m = 10000, offset =1/2 m = 10000, offset =1/2
1LE+01 1LE+01

« INSP(n, m,offset)| « [INSN(n, m,offset)|

LE-04 LE-04
+ [INSP(n, m,offset)| « [NSN(n, m,offset)| + [INSP(n, m,offset)| « [NSN(n, m,offset)|
Sommes alternées Sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 100000, offset = 1/2 m = 100000, offset = 1/2
LE+01 LE+01
LE+00 1LE+00
1E-01
LE-01
1,E-02
1E-02
; 1E-03
LE-03 =%
1E-04
LE-04 H LE-05 . B
LE-05 : LE-06

« INSP(n, m,offset)| « [INSN(n, m,offset)|

D0 mélange 9/10, n = 1/2

D0 mélange 10/10, n = 1/2
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Distribution D1

Nous avons observé pour la distribution D0 que les courbes NSP(n,m,1/2) et NSN(n,m,1/2) sont proches. Nous
préférons donc donner ci-dessous NSP(n,m,1/2) et le ratio NSP(n,m,1/2)/NSN(n,m,1/2). Si ce dernier est fini et
NSN(n,m,1/2) est borné, alors [NSP(n,m,1/2)| est nécessairement borné.

Nous avons représenté en couleur rouge les points |NSP(nm,1/2)] tel que le rapport
INSP(n,m,1/2)/NSN(n,m,1/2)| est supérieur a 10. Ceci permet de voir facilement qu'un rapport de grande taille
advient lorsque NSN(n,m,1/2) se rapproche de 0. Ainsi tous ces points sont « sans danger » concernant la valeur
bornée de [NSP(n,m,1/2)|.

Nous nous limitons & un exemple d’évolution parmi les 10000! possibles.

Ratio de sommes alternées Ratio de sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset =1/2
LE+01 1.E+02 T

LE+00

6000 7000 8000 9000 10000 L

EY N

et e

1,E-01 4
I 2000

. 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
1E-03 Y m W
1E-04 £ & 1 qF b E
: 210 | i
LE-05 . ) il
: 13 .
1E-04 . = : : -
LE-06
LE07 LE-05
- [NSP(n, m,off - NSP(n, m,offset)NSN(n, m,off
L (n, m,offset) (0, m.offsety (0, moffset) NSP(n, m,offset) - NSP(n, m,offset)NSN(n, m.offset) = |[Ratiol > 10
D1,n=0 DL, n=1/4
Ratio de sommes alternées Ratio de sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset =1/2
LE+02 T 1.E+02 R 5

LE+01 =
’ LE+O01 *

LE+00

(o4 5
1,E-01 4 LE+00

-02 ' .
LE02 LEor b

1.E-03
1E-02
LE-04 +
1LE-05 LE-03
NSP(n, m,offset) - NSP(n, m,offset)/NSN(n, m,offset) * [Ratiol > 10 NSP(n, m,offset) - NSP(n, m,offset)NSN(n, m.offset) = |[Ratiol > 10
D1, n=1/2 D1, n=3/4

Les graphiques ci-dessous donne deux autres exemples parmi les 10000! cas possibles ici pour n = 1/2.

Ratio de sommes alternées Ratio de sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset =1/2

LE+02 . . 1E+02

LE+01 LE+01

LE+00 LE+00 1

LE-01 £k LE-0L %
LE-02 | LE2 &
1E-03 "‘ . 1E-03
1.E-04 : 1,E-04
NSP(n, m,offset)| - NSP(n, m.offset) NSN(n, m.offset) * [Ratiol = 10 + [INSP(n, m,offset) - NSP(n, m.offset)/NSN(n, m.offset) = |Ratio > 10
D1, n=1/2 DL,n=1/2
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Distribution 22

Les remarques précédentes s’appliquent a la distribution D2.

Ratio de sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers

m = 10000, offset = 1/2
LE+01 ¢

LE+00

Ratio de sommes alternées

en nombres premiers et en nombres entiers

m = 10000, offset =1/2
1.E+02

LE+OL - . x
q ’|£_ 1

- [NSP(n, m,offset)

- NSP(n, m,offset)/NSN(n, m,offset) * [Ratiol > 10

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000  S000 9000 10000 i E i
1E-01 1E+00 A ,‘- — W !ﬁf-‘! A . . i
! gﬁ‘- 10007 2008 3000 4000 5000 6000 7000 8000, S000 10000
LE-02 Hf5 1E01 ,“[\ . : e
LE-03 LE-02 15 A
, i {s {
i ¥ ¢ [
1.E-04 1,E-03 Lyt g p
1E-05 LE-04 . .
LE-06 * LE-05
- [NSP(n, m,offset) - NSP(n, m,offset)/NSN(n, m,offset) * [Ratiol > 10 « [NSP(n, m,offset)| » NSP(n, m.offset) NSN(n, m,offser) = |[Ratiol > 10
D2,n=0 D2,n=1/4
Ratio de sommes alternées Ratio de sommes alternées
en nombres premiers et en nombres entiers en nombres premiers et en nombres entiers
m = 10000, offset = 1/2 m = 10000, offset =1/2
1LE+03 1.E+03
LE+02
LE+OL
1LE+00
1E-01
LE03 1E-02
LE-04 LE-03

« [NSP(n, m,offset)|

- NSP(n, m,offset)NSN(n, m.offset) = |[Ratiol > 10

D2,n=1/2

D2, n=3/4

Les graphiques ci-dessous donne deux autres exemples de parmi les 10000! cas possibles ici pour n = 1/2. La dispersion

est différente, mais les valeurs en borne supérieure, qui nous intéressent ici, changent peu.
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1LE-03 *
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LE+02 v

f LN

LE+01
1LE+00

LEOL +

LE-02

LE-03

« [NSP(n, m,offset)
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D2,n=1/2

p 61/73




18. Annexe 8 : Comparaison de la distribution D2 et de son approximation.

Il s’agit ici de comparer les valeurs obtenues en tragant la courbe de répartition réelle de la distribution D2, a savoir
cos(m.(f1(x)-1)), ou 0 < x < 1 et f(u) = u-sin(2n.u)/2x, avec la courbe de répartition alternative approximative définie par
si(x < 1/2, -1, 1).cos(arcsin(c.((1-x).x)"©A) oy ¢ est choisi de telle maniére que la variance de cette approximation est
la méme que celle de la courbe réelle (a savoir 1/4).

'H
Recherche de c. Programmation PM\ RI

Le calcul de ¢ s’obtient par le programme informatique suivant ou la solution ¢ doit donnery = 0.

{\ p 250} \\ précision du calcul ajustable (précision affichée ici trés supérieure a notre besoin)
{c1=23/2;c2=3.1/2; V = 1/4;\\ V ajustable

for(i = 1,10000, \\ ajustable

bl =log(cl)/log(4);

y1 =intnum(x = 0, 1, c1*c1*((x-x*x)(2*b1)))-(1-V); \\ méthode double-exponentielle de calcul d’intégrale
b2 = log(c2)/log(4);

y2 = inthum(x = 0, 1, c2*c2*((x-X*x)(2*b2)))-(1-V);

if(abs(y2) > 1E-200, ¢ = c1-y1*(c2-c1)/(y2-y1); c1 = c2; c2 =c, print("i = "i); break));

print("V ="V); print("c = "c2); print("y ="y2) }

i=11

vV =1/4

c = 1.54210744624138725479407564146789189851624581044607868460263491833070140504
39574124259838383646073973979191281412482929566736576897856674528727628144835460
25726294480890464757185320256871047925179056938069643713861742857691067772684359
035758954379903

y =0.E-250

Comparaison de la distribution D2 et de son approximation

A 1’échelle globale du graphique, les différences entre les deux courbes ne sont pas visibles.

Distribution D2
1
0,75
0,5
0,25
X
0 T T T !
0 0.25 0.5 0,75 1
== courbe exacte : cos(mt.(f réc(x)-1))
=+« courbe approximative : si(x < 1/2,-1,1).cos(arcsin(a.[(1-x).x]*{In(a)/In(4)}))

Quelques vues de plus prés montrent cependant qu’elles ne sont pas identiques. Entre x = 0 et x = 1/2, la courbe
approximative se confond d’abord avec la courbe réelle, puis passe légérement au-dessus (écart max 4/1000 en ordonnée
prés de I’abscisse 0,007), revient se confondre, puis passe Iégérement au-dessous (écart max 1/1000 en ordonnée sur une
large bande d’abscisses) et se confond a trés peu de choses prés a nouveau avec elle. De x = 1/2 a x = 1, ¢’est I’exact
symétrique.
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Distribution D2
0,25
0,2 /
0,15
0,1
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X
0 T T T T T T T 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
—courbe exacte : cos(m.(f_réc(x)-1))
—courbe approximative : si(x < 1/2.-1,1).cos(arcsin(a.[(1-x).x]"{In(a)/In(4)}))
Distribution D2
0,36
0,35
0,34 /
0,33 /
032 /
0,31 /
0.3 /
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—courbe exacte : cos(m.(f réc(x)-1))
—courbe approximative : si(x < 1/2,-1,1).cos(arcsin(a.[(1-x).x]"{In(a)/In(4)}))
Distribution D2
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0,41 /
0.4
0,39
0,38
X
0,37 T T T T T T 1
0,25 0,27 0,20 0,31 0,33 035 0,37 039
—courbe exacte : cos(m.(f_réc(x)-1))
—courbe approximative : si(x < 1/2.-1,1).cos(arcsin(a.[(1-x).x]"{In(a)/In(4)}))
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19. Annexe 9 : Accélération de I’effet de convergence.

Soit R(E,c=1) le rapport des produits d’Euler suivant :

[T (L-ai/pi)
pi € P

[T (1-M/pj)
pi € P

R(E,c) =

Ici M est la moyenne des ai. Le rapport R(E,c) tend vers sa limite de facon relativement lente comme le montrent les
graphiques 37 et 38. Nous proposons de visualiser le comportement a I’infini de ce rapport d’une maniére artificielle,
mais conforme a la réalité. Nous faisons cela tout en nous éloignant totalement des valeurs réelles des expressions. Le
seul but est ici de montrer que la progression a I’infini suit une parfaite horizontale.

Nous nous plagons dans le cas d’une distribution D1, c’est-a-dire a,; est de la forme a,; = sin(2mr.alea()).si(pi = 3 mod 4,
0, 1).Vpi. Nous simplifions d’abord cette écriture en remplacant ¢; = si(pi = 3 mod 4, 0, 1) par ¢; = ent(2.alea()), c’est-a-
dire ¢; prend la valeur 0 pour 50% des pi et 1 pour les autres 50% de facon totalement aléatoire. Ceci permet de
s’affranchir d’un lien a p;i qui est sans effet et inutile ici. Le résultat qui nous cherchons a établir serait d’ailleurs le méme
en prenant systématiquement ¢; = 1. Ce qui importe est que la valeur absolue |ayi/pi| < 1Vpi — 0 et donc 1-anilpi — 1.

Nous gardons ensuite le terme p; inchangé jusqu’a ’indice i = 100, mais nous remplacons artificiellement sa valeur a
partir de celui-ci :
pi+1 = pit(ent(In(pi)))’

Ceci permet d’obtenir de maniére accélérée des nombres p; de grande taille. Ce ne sont plus des nombres premiers mais
cela est absolument sans importance.

Chaque calcul donne un autre graphe et nous donnons ici deux échantillons pour chaque valeur de r.

Casr=1.
Celui-ci est « identique » au cas ouU p; représente effectivement 1’ensemble des nombres premiers.

L6 1.6
L4 14
1.2 1

1 1
0.8 0.8
0.6 0,6
0.4 04
0.2 0.2

Pi Pi
0 0
0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000 0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 1400000

L’abscisse maximale p; est multipliée d’un facteur 20 par rapport au cas r = 1.

18 3

L6
25

038

0.6 1

04

Pi Pi

o
5000000 10000000 15000000 20000000 25000000 ] 5000000 10000000 15000000 20000000 25000000

=3
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Casr=3.
L’abscisse maximale p; est multipliée d’un facteur 500 par rapport au casr= 1.

1.2 3
1 25
0.8 2
0.6 13
04 1
02 0.5
Pi P
0 0
0 100000000 200000000 300000000 400000000 500000000 600000000 700000000 0 100000000 200000000 300000000 400000000 500000000 600000000 700000000

L’abscisse maximale pi est multipliée d’un facteur 20 000 par rapport au cas r = 1.

0.8 0,8
0.6 0.6
0.4 04
0.2 0.2
P Pi
0 0+
0 SE+09 1E+10 1LSE+10 2E+10 2,5E+10 3E+10 o SE+09 1E+10 LSE+10 2E+10 2,5E+10 3E+10
Casr=5.
L’abscisse maximale pi est multipliée dun facteur 1 000 000 par rapport au casr = 1.
1.4 1.2
1.2
1
1
08
03 |
0.6
0.6
04
0.4
0.2 0.2
Pi P
0 1]
0 SE+11 1E+12 1L5E+12 o SE+11 1E+12 1,5E+12
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20. Annexe 10 : Evolution de la moyenne du terme d’erreur (ou opposé€ quadratique) ap.

Les courbes correspondent a la liste de I’annexe 1. L’abscisse est graduée par les nombres premiers pi. Leur indice varie
de 1 4100000 (p1 = 2, p1ooooo = 1299709).

Les graphiques montrent une tendance vers la valeur théorique des rangs algébriques, mais celle-ci est loin d’étre
stabilisée a ce stade de calcul.

Evolution de la moyenne de I'opposé quadratique a,

0 200000 400000 600000 800000 1000000 1200000 p

Evolution de la moyenne de l'opposé quadratique a
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e TS
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-5 Rl M, e M —_— r=4
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-10 ! A r=10
W —r=13
15 ﬂ,,h.'m S VAN i NP —r=16
m”‘hm ) —r=19
—r=22

-20 w —r=28
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21. Annexe 11 : Ecarts aux distributions.

Les courbes sont celles de la liste de 1’annexe 1. L’abscisse est graduée par I’indice i des nombres premiers p;. Leur
indice varie de 1 & 100000 (p1 = 2, p1ooooo = 1299709).

Graphiques 49, 50 et 51
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Graphiques 52, 53 et 54

Distributions D2
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Graphiques 55, 56 et 57

Distributions D2
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Graphiques 58 et 59

Distributions D2
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Les écarts a la courbe théorique sont visibles car i est fini. Ci-dessous le lecteur peut visualiser 1’évolution des écarts
entre i = 10000 et i = 100000 pour la distribution 2. L’effet est sensible.

Graphiques 60 et 61
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22. Annexe 12 : Evolution des rapports des produits d’Euler.

Les courbes elliptiques ci-dessous correspondent a celles de la liste de 1’annexe 1. L’abscisse est graduée par I’indice i
des nombres premiers pi. L’indice i varie de 1 a 100000 (p1 = 2, p1ooooo = 1299709)..

Soit M(E,n) la moyenne arithmétique des termes d’erreur ai (dont I’opposé tend vers le rang arithmétique).
Les graphiques montrent, pour i augmentant jusqu’a n = 100000, la variation du rapport :

I 1-M(E,100000)/pi
Pi < p10o0000
]_[ 1-api/ Pi

Pi < p10o0000

L’effet attendu est une convergence progressive vers une valeur constante. Le placement d’une courbe par rapport a une
autre est totalement arbitraire (et n’est pas dans 1’ordre du rang de la courbe).
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Rapport des produits d'Euler
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