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Dixieme probléme de Hilbert.
Dénombrement du nombre de solutions sur une courbe elliptique
par crible local / global.

Hubert Schaetzel

Résumé

Nous avons proposé, dans divers articles, une méthode de dénombrement des solutions entiéres
d’équations diophantines ayant une infinité de solutions comme par exemple 2n = p-q, n entier et p et q
nombres premiers. Nous avions vu que la précision des résultats augmentait avec la quantité de calculs
effectués. Cette méthode algorithmique permet de trouver I’ensemble des formules de la littérature
mathématique. Nous souhaitons voir ici si elle garde une part d’exactitude lorsqu’elle est appliquée & une
équation diophantine a nombre fini de solutions. Nous avons choisi principalement pour la discussion le
cas d’une courbe elliptique d’équation y* = x>+5x+c.

Hilbert’s tenth problem. Enumeration of the number of solutions on an elliptic curve by the
local/global sieve.

Abstract In various articles, we have proposed a method of counting integers solutions of an asymptotic branch
diophantine equation, i.e. an equation with an infinity of solutions such as for example 2n = p-q, n integer
and p and g prime numbers. We had seen that the accuracy of the results increased with the size of the
calculations made. This method makes it possible to find all the formulas of mathematical literature. We
want to see here whether it retains a part of accuracy when applied to a diophantine equation with a finite
number of solutions. We chose essentially for the purpose the case of an elliptic equation curve y* =
X3+5x+c.
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1. Préambule.

Une équation diophantine est une équation polynomiale a une ou plusieurs inconnues a coefficients entiers. Le dixiéeme
probléme de David Hilbert «De la possibilité de résoudre une équation diophantine» pose en 1900 la question de
I’existence d’une méthode algorithmique générale a nombres d’étapes fini permettant de décider, pour n'importe quelle
équation diophantine, si cette équation possede des solutions entieres.

Le théoreme de Yuri Matiyasevich répond en 1970 par la négative. Celui-ci établit que les ensembles diophantiens, qui
sont les ensembles de solutions entiéres d'une équation diophantine avec parameétres, sont exactement tous les ensembles
récursivement énumérables, ce qui entraine qu'un tel algorithme ne peut exister [1].

Dans le probléme de Hilbert, il n’est pas demandé de trouver explicitement les solutions, le probléme étant posé en
terme de « décision ». Ainsi, déterminer le nombre de solutions d’une équation diophantine donnée, ou d’un type donné,
doit étre considéré a priori comme un probléme spécifique. La suite de notre exposé vient en contradiction de cette
affirmation, sauf le fait d’utiliser un algorithme avec une infinité d’étapes de calculs.

Nous avons proposé, dans un autre article [2] et divers articles annexes qui s’y rattachent, une méthode de
dénombrement des solutions entiéres d’équations diophantines a branches asymptotiques, a savoir ayant une infinité de
solutions, comme par exemple 2n = p-g, n entier et p et g nombres premiers. Ladite méthode aboutit & I’ensemble des
formules de la littérature mathématique, comme celle de Goldbach, Vinogradov, Hardy-Littlewood, Iwaniec -
Friedlander, Waring, formes quadratiques, sans se limiter et de loin a celles-ci. La précision relative des résultats sur les
asymptotes augmente progressivement avec la taille des calculs effectués. Un de nos articles [3] se préoccupe également
du principe local global de Hasse et du probléme dérivé des obstructions, qui est en quelque sorte une premiére étape de
ce qui va suivre ici. Nous y avons montré la richesse de ce principe et qu’il y avait de fait toute une gamme de
comportements selon 1’équation diophantine choisie entre 1’obstruction et son contraire, I’affluence, et que toute cette
gamme émerge et s’explique grace au crible « local-global » ainsi mis en ceuvre.

Nous souhaitons dorénavant appliquer le méme algorithme au cas d’une équation diophantine a nombre fini de solutions
pour voir jusqu’a quel point, cet algorithme peut encore convenir. Nous avons choisi le cas d’une courbe elliptique
d’équation y* = x>+5x+c. Ici ¢ est un paramétre, appelé la cible, et en fonction de sa valeur, nous désirons savoir si
I’équation a une solution ou non, et plus précisément encore, si le nombre de solutions associé a chaque valeur du
paramétre peut étre trouvé indirectement.

L’objet n’est pas ici de réexpliquer I’ensemble de la méthode. Le lecteur se référera a notre site en ligne pour plus de
détails. Nous ne repréciserons que le minimum utile ici, d’autant plus que les outils matriciels de si grande importance
sont omis ici.

Soit donc I’équation elliptique :
y? = x3+5x+c 1)

Nous allons chercher les solutions entieres de cette équation par deux approches :

. directement en solutionnant : ¢ = y*-(*+5x)
e indirectement en solutionnant : ¢ = y*-(x*+5x) mod o

2. Evaluation directe.

Pour trouver le nombre de solutions de ¢ = y*(x*+5x), nous donnons & x et y des valeurs de plus en plus grandes et
recueillons les incidences c pour des valeurs comprises entre 0 et t.

0 < y*-(x3+5x) < t

¢’est-a-dire :

si(x < 0, 0, 03+5x)") < |y| < (*+5x+t)*2
La liste des solutions (c, X, y) pour t = 200 et -5 < x < 10™° est donnée en annexe 1. A x donné correspond deux solutions
qui sont y et -y. Pour ¢ = 0, nous avons considéré y = 0 comme solution simple (le cas solution double donnant de toute
facon peu ou prou la méme conclusion). Notons qu’il n’y a pas de solution pour 10" < x < 10" et si d’autres solutions
existent, elles sont a priori peu nombreuses.

Les nombres de solutions #c, fonction de c, sont les suivants (#(c =2 mod 3) = 0 et [[fac(c =2 mod 3) =0) :
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Tableau 1

c 0 1 3 4 6 7 9 10 12 13 15
#c 3 2 2 2 1 10 2 8 0 0 2
[Tfac(c) | 1,3423 1,0198 1,2429 1,2834 | 0,1967 | 33,7016 | 4,5730 9,5176 0,0203 0,0324 | 2,0750
c 16 18 19 21 22 24 25 27 28 30 31
#c 4 5 6 0 10 2 4 2 0 2 6
[Ifac(c) | 4,8373 1,9255 9,2034 0,3411 16,654 | 0,2621 1,9546 0,8933 0,0430 1,6910 | 11,192
c 33 34 36 37 39 40 42 43 45 46 48
#e 0 2 2 2 6 0 5 18 0 8 2
[Ifac(c) | 0,0410 | 0,5754 1,9298 0,3094 | 5,8117 0,0327 5,7569 | 105,335 0,1318 12,846 | 0,1558
c 49 51 52 54 55 57 58 60 61 63 64
#c 4 2 0 2 2 2 12 2 2 6 2
[Tfac(c) | 3,9765 | 0,4489 0,0475 0,3784 | 0,9427 0,1551 39,297 0,2505 0,1861 7,6791 | 0,4570
c 66 67 69 70 72 73 75 76 78 79 81
#e 2 8 0 2 0 2 6 0 4 2 2
[Tfac(c) | 0,1982 9,8458 0,1006 1,5641 0,0804 | 0,2013 12,463 0,1915 4,6440 1,3939 | 1,7551
c 82 84 85 87 88 90 91 93 94 96 97
#c 4 1 4 2 2 0 2 2 2 0 0
[Ifac(c) | 5,5830 | 0,6950 1,8116 0,4800 | 0,4111 0,0525 0,6344 0,5506 1,2290 | 0,1087 | 0,0263
c 99 100 102 103 105 106 108 109 111 112 114
#c 2 6 6 2 0 14 0 6 0 2 0
[Ifac(c) | 0,5702 7,2978 15,0028 0,6345 0,0796 | 45,1877 | 0,0997 2,1580 0,0631 0,4764 | 0,0427
Cc 115 117 118 120 121 123 124 126 127 129 130
#c 6 0 2 2 2 2 2 6 6 0 0
[Ifac(c) | 6,5510 | 0,2287 0,5266 0,5030 | 0,5807 0,4634 | 0,2938 5,6389 8,6671 0,1295 | 0,0409
c 132 133 135 136 138 139 141 142 144 145 147
#c 2 2 2 0 2 6 2 2 2 0 0
[Ifac(c) | 0,0838 2,0068 0,4178 0,0267 2,0486 5,7498 1,1714 0,8913 1,2303 0,1792 | 0,0661
c 148 150 151 153 154 156 157 159 160 162 163
#c 4 5 8 0 8 0 0 2 0 4 6
[Tfac(c) | 3,2223 8,9185 7,8917 0,0911 10,792 0,1392 0,1924 0,6675 0,1088 2,2782 | 17,2483
c 165 166 168 169 171 172 174 175 177 178 180
#c 2 4 0 2 0 2 2 10 2 2 2
[Ifac(c) | 0,9395 1,6488 0,0550 1,3497 0,2882 0,4390 | 2,5166 | 16,5386 0,6366 0,3705 | 0,7797
Cc 181 183 184 186 187 189 190 192 193 195 196
#c 2 2 4 8 4 0 2 0 0 4 4
[Ifac(c) | 0,2863 | 0,4629 1,2692 14,2421 | 1,8924 | 0,0808 1,9291 0,1503 0,1817 2,2700 | 1,7433
c 198
#C 2
[]fac(c) | 1,0794

Les représentations graphiques sont plus parlantes et nous privilégions la discussion de celles-ci

plut6t que de ce

tableau. Les facteurs de correction []fac(c), reflets des quantités de solutions, se manifestent dans la méthode indirecte
de détermination et sont expliqués ci-dessous.

3. Evaluation indirecte.

3.1. Modulo infini.

Nous nous proposons de résoudre paramétriquement ¢ = y*-(x*+5x). Cela revient a chercher le nombre de solutions de ¢
= y%-(x*+5x) mod n ot n — +oo. Si le nombre de solutions est fini alors, pour n assez grand, toutes les solutions sont
détectées.
A P’infini, nous avons donc toutes les solutions de 1’équation. Nous écrivons alors n sous la forme n =2"2.3™ 5" p"™ et
nous faisons diverger aussi bien i que les puissances np; (p; — +oo, np; — +0).
Sur fond de théoréme chinois, nous disons que résoudre :

revient a faire le produit des résultats obtenus pour k=0ai:

¢ = y*-(x*+5x) mod p"**

¢ = y*-(x*+5x) mod 2".3™ 5™ p"™

©)

2

Comme il s’agit de trouver, non pas ¢, mais le nombre de solutions pour ¢ donné, que nous notons #c, nous cherchons :
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{#tc \ ¢ = y*-(*+5x) mod p*<} (4)
en faisant varier x et y de 0 & p"™*-1.

Si nous admettons que nous pouvons recueillir ainsi de fagon équiprobable le nombre de solutions de 1’équation, il est
indispensable pour recueillir cette probabilité de « normaliser » le résultat car la plage de résultats [0, p™™*-1] comprend
pPk éléments, alors que nous effectuons p™ .p ™ essais. Une division par p™* rameéne donc le résultat & ladite
probabilité, ce qui est fait dans ’exécution du programme informatique mis en ceuvre.

3.2. Degré de stabilité.

Effectuer les calculs avec np; — +oo serait bien compliqué s’il fallait aller effectivement a I’infini. Nous appelons degré
de stabilité modulo p;, ’exposant np; a partir duquel les proportions respectives n’évoluent plus.

Ceci est illustré dans le programme ci-dessous (ou dgst est le degré de stabilité) :

{p =7, dgst = 4; pp = p"dgst;

nb =200; qc = vector(nb+1,i,0);
for(i =0, pp-1,

for(j =0, pp-1,

¢ = j"2-i"3-5%i; ¢ = ¢ % pp;
d=c+l;

if(d < nb, qc[d] = qc[d]+1)));
default(realprecision, 5);

for(i = 1, nb, print(qcli]/pp+0.0))

Ici % réalise I’opération modulo (sur I’application en ligne Pari gp). Le nombre de solutions #c est donné par qclc].
Comme les indices des vecteurs commencent a 1 dans ce langage informatique, nous avons rajouté 1 a ¢ pour
I’enregistrement des quantités.

Nous faisons nos opérations modulo pp, ce qui répartit les résultats dans pp cases. Le nombre d’opérations est pp>. Pour
donner aux résultats une valeur de type probabilité, nous les divisons donc par pp suivant la procédure de normalisation.

Tableau 2
pi kedgst» c=0]c=1]c=2]c=3[c=4[c=5[c=6[c=7[c=8]c=9[c=10]c=11]c=12[c=13
facyi(C)
2] 10 [ o5 o505 ] 15[ 05 o057 15 [ 15 [ 05 [ 05 [ 35 [ 15 [ 05 [ 05
3] 1 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
5| 2 18 1 1 1 1 0,8 1 1 1 1 08 1 1 1
7] 1 1 [1571[1143[0,714 [ 1,286 [ 0,857 [ 0429 | 1 | 1,571 [ 1,143 0,714 | 1,286 | 0,857 | 0,429
1] 1 1 [0,909[0,818]0,727 [ 0,636 | 1,546 | 0,455 | 1,364 | 1,273 [ 1,182 | 1,091 | 1 [ 0,909 | 0,818
13] 1 106920539 [ 1,077 | 1,308 [ 1,231 | 0,846 | 1,154 | 1,154 | 0,846 | 1,231 | 1,308 [ 1,077 | 0,539 | 0,692
17| 2 [1471] 1 [0824]0,765[0,882 | 1,177 | 0,647 | 1,294 [ 1,118 | 1,118 | 1,294 [ 0,647 | 1,176 | 0,882
19] 2 1 [o0790] 1 [1,263]0,895[ 1,421 [ 1,316 | 1,053 | 1,105 | 0,947 | 1,053 | 0,895 | 0,947 | 0,684
23| 2 1 [1,3040,870[0,957 | 0,826 [ 0,739 [ 0,913 | 0,739 | 1,348 | 1,044 | 1,087 | 0,739 | 1,261 | 0,913
29| 1

1,345 | 1,069 | 0,897 | 0,793 | 1,035 | 1,207 | 1,207 | 1,241 | 0,828 | 0,793 | 1,276 | 0,724 | 0,897 | 0,862

Les expressions comprenant uniquement des monémes ont des évolutions cohérentes et périodiques des facteurs fac(c).
L’ évaluation du degré de stabilité peut étre faite assez naturellement méme en I’absence de théorie solide. Pour les
expressions comprenant des polyndmes, le comportement peut s’avérer erratique pour certaines cibles. Ici, sur la base
d’observations, et certainement du fait de la présence de y?, le degré de stabilité semble étre inférieur a 2 en général. Le
cas po == 2 fait exception (comme il le fait en général). Nous n’avons observé la stabilisation qu’apreés la puissance 10.
Ici « dgst » est mis entre parenthéses pour dire qu’il s’agit d’un degré de stabilité estimé ou supposé.

A partir de pyo = 31, nous avons systématiquement faits les calculs avec dgst = 2 (méme si ce degré n’est éventuellement
que 1) jusqu’a pgs = 199. Au-deld, les calculs ont été menés en prenant dgst = 1. Ceci est fait de maniére & pouvoir avoir
de nombreux résultats (jusqu’a pggg = 7919). Il faut noter que de fait, le degré n’est pas réguliérement 1. Par contre,
Perreur relative induite, lorsqu’elle existe est égale & 1/p; et donc faible (inférieure a 0,5 % pour p; > 200) bien que
toujours de méme signe. Elle n’apparait pas sur les mémes colonnes et donc ne se cumule que rarement.

Ainsi, méme si les résultats sont éventuellement inexacts, en tout cas imprécis, les erreurs globales sont certainement
faibles.
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3.3. Produit des facteurs.

La suite de I’algorithme consiste ensuite a faire les produits [] facpi(c) de p; = 2 & pimax. Pour obtenir les facteurs, les
résultats précédents sont donc multipliés, suivant chaque colonne, ligne aprés ligne (par exemple pour ¢ = 0, nous avons
0,5=0,5,05=(05.1),09=(0,5.1.1,8),0,9=(0,5.1.1,8.1),0,9=(0,5.1.1,8.1.1), 0,623 = (0,5.1.1,8.1.1.0,692), etc.) :

Tableau 3

o] c=0]|c=1]|c=2|c=3|c=4|c=5|c=6|c=7|c=8|c=9|c=10|c=11|c=12|c=13

2 0,5 0,5 0,5 15 0,5 0,5 15 15 0,5 0,5 35 15 0,5 0,5

3 0,5 1 0 15 1 0 15 3 0 0,5 7 0 0,5 1

5 0,9 1 0 15 1 0 15 3 0 0,5 5,6 0 0,5 1

7 09 [1571 0 1,072 | 1,286 0 0,643 3 0 0,572 4 0 0,429 | 0,429

11 0,9 |1,429 0 0,779 | 0,818 0 0,292 | 4,091 0 0,675 | 4,364 0 0,390 | 0,351

13 0,623 | 0,769 0 1,019 | 1,007 0 0,337 | 4,720 0 0,831 | 5,706 0 0,210 | 0,243

17 0,916 | 0,769 0 0,779 | 0,889 0 0,218 | 6,108 0 0,929 | 7,385 0 0,247 | 0,214

19 0,916 | 0,607 0 0,984 | 0,795 0 0,287 | 6,429 0 0,880 | 7,773 0 0,234 | 0,147

23 0,916 | 0,792 0 0,942 | 0,657 0 0,262 | 4,752 0 0,918 | 8,449 0 0,295 | 0,134

29 1,232 | 0,847 0 0,747 | 0,679 0 0,316 | 5,899 0 0,728 | 10,78 0 0,264 | 0,115

41 1,036 | 0,860 0 0,709 | 0,650 0 0,329 | 8,307 0 1,000 | 12,82 0 0,154 | 0,106
7919 | 1,342 | 1,02 0 1,243 | 1,283 0 0,197 | 33,70 0 4,573 | 9,518 0 0,020 | 0,032

Les graphiques permettent de présenter facilement ces données tout en rajoutant d’autres cibles ¢. Ainsi les graphiques
comparatifs entre le nombre de solutions réelles et les prévisions approximatives issues du calcul, pour ¢ =0 a ¢ = 180,
s’alignent comme suit avec un facteur moyennant uniforme supplémentaire de 1,0404 pour les calculs conduits jusqu’a
pi = 41 ([ [facyi(c) est remplacé par 1,024 [[fac,i(c)) et de 0,477 pour les calculs conduits jusqu’a p; = 7919 ([ ]facy(c) est
remplacé par 0,477 []faci(c)).

Graphiques 1 et 2
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Graphiques 3 et 4

Nombre de solutions des Nombre de solutions des
courbes elliptiques y* = x'+3x+¢ courbes elliptiques y* = x*+3x+¢

g I
. §

) 200 ¢

S PORTINY IV VY | TR RN 13

e NI i solnOON #fTectives so v e ADOIOCRINO0N Wi Toayg pI =~ TOLS e N G0 20O EIOON #(Tectives so e ADOIOCRINO0N Wi taag P = TOLS

Ces graphiques montrent que les pics d’approximation sont surestimés lorsque le nombre de solutions est grand et sous-
estimés lorsque le nombre de solutions est faible, les pics moyens ayant été ajustés a dessein pour les nombres de
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solutions intermédiaires. Cette situation est de plus en plus marquée lorsque le rang p; des calculs est poursuivi plus loin.

Lorsque []facy(c) est remplacé par (2,4).(Hfacpi(c))°’46, les graphiques comparatifs pour p; = 7919 sont alors les suivants.
Malgré quelques écarts, le lecteur reconnaitra désormais ici une bonne corrélation.

Graphiques 5 et 6

Nombre de solutions des Nombre de solutions des
courbes elliptiques y* = x'+3x+¢ courbes elliptiques * = x'+3x+¢
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Nous donnons ci-dessous la maniére d’obtenir I’expression (2,4).(]Tfac,i(c))**°.

4. Discussion de la méthode.

4.1. Exactitude des résultats.

L’exactitude du nombre de solutions trouvé ici pour chacune des cibles analysées peut étre sujette a caution. L’existence
d’autres solutions ne peut étre totalement écartée. Cependant, la superposition des données mise en évidence par les
graphiques ne peut pas étre ignorée.

4.2. Discrimination entre absence et existence de solutions.

Lorsque faci(c) = 0 pour un certain p;, il n’y a nécessairement absence de solutions pour la cible c. Ceci est un résultat
bien connu. A contrario, lorsque le facteur de correction [] faci(c) est faible dans la gamme de calculs possible, il reste
une ambiguité du fait que ce facteur ne peut étre évalué a ’infini (et ceci en particulier en I’absence de formule littérale
comme c’est le cas ici). Cependant, nous constatons bien ici, pour tous les cas ou aucune solution n’a été identifiée, que
le facteur [] facyi(c) est inférieur a 1 (et le contraire sinon).

Pour I’algorithme proposé, il y a donc bien une discrimination entre les cibles ¢ ayant des solutions et celles qui n’en ont
pas.

4.3. Limitations.
Lorsqu’il s’agit de déterminer le nombre de solutions, le probléme peut étre plus épineux. Dans notre exemple, il y a (de
notre avis) une trés bonne corrélation. Les résultats sont tres satisfaisants, alors méme que les facteurs [] facyi(c)

subissent encore des variations notables (variations moins accentuées dans les cas d’équations a branches
asymptotiques) au stade ol nous avons conduit les calculs.
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Graphique 7

Evolution des séries singuliéres
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Dans le graphique précédent, les facteurs de correction semblent bien converger vers des valeurs stabilisées. Mais il faut
noter ici que ’axe des y est en coordonnées logarithmiques ce qui écrasent les pentes.
En coordonnées linéaires (ci-dessous a gauche), les errements sont bien plus visibles.

Graphiques 8 et 9
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Graphiques 10 et 11
Evolution de la serie singuliére Evolution de la série singuliére
i ) 1000 30 300 X0 S0 60 o0 s
— i) — i)
-1l -t =2l
——s =28 —s =l
— =) — )}
—eT A0 —t A0
—g A4S —g =48
——g =9y —gwil
—c el —c
-2 -——g e T2
—
-z =80
— 36
g =57
— — 018
0 — 8 bl |
° 10 UL w0 A 00 o) 00 LIl 008
v "

p7/15



Graphiques 12 et 13

Evolution de la série singuliere

Evolution de la serie singuliere

4.4, Notion de volume.
Généralités
Le point le plus important et nouveau est abordé & présent.

Rappelons d’abord la formule asymptotique dans le cas des nombres premiers d’écart 2n, dont 1’équation est p-q = 2n, et
dont le nombre (a priori infini) de solutions est donné asymptotiquement par :

Ton(x) = Cp.X/IN2(X) 5)

Cz2=2 [1p-(p-2)/(p-1)? (6)
p>3

Co=C2 [1(a-1)/(9-2) ()
g\n

Le facteur C, est parfois appelé série singuliére.

Nous voyons ici que le nombre de solutions évolue de la méme fagon, en x/In2(x), asymptotiquement au facteur correctif
C., prés. Le terme x/In2(x) peut étre considéré comme un volume V(x) dans lequel les solutions peuvent se positionner, et
suivant que la valeur de la cible ¢ = 2n donne un facteur C,, favorable, le nombre de solutions est plus dense dans ledit
volume, donnant ainsi m,,(X) = C,(X).V(X).

La question se pose ici maintenant pour I’équation ¢ = y*-(x*+5x), équation que nous écrirons ¢ = Q(y)-P(x). Pour la
série singuliere C, nous avons vu comment la calculer. Mais quel est le volume V(x,y,c) & prendre en compte ici ?

A D’évidence, il ne peut étre fonction de x" et y°, oli r et s sont des réels positifs, puisqu’il n’y a pas divergence des
solutions. De méme, r ou s négatifs ne conviennent pas, puisque cela signifierait de moins en moins de solutions en
étendant le champ de recherche, ce qui est absurde.

Pour autant, considérons quand méme P(x) et Q(y) et particulierement le degré de ces polyndmes. Lorsque x croit
asymptotiquement la valeur P(x)/x®9® tend vers 1, & savoir le terme de plus haut degré est prépondérant sur tous les
autres. Pour un parametre ¢ donné a ’avance, plus le degré de P(x) (respectivement de Q(y)) est élevé, plus le nombre de
solutions en x est faible et a priori dans un rapport z/*® (et de méme pour Q(y)). Le volume, ne pouvant étre
cependant mesuré par x ou y, nous définissons dans un premier temps une mesure alternative que nous notons z. Celle-ci
est donc & ajuster sous la forme z*, o1 1/d est intermédiaire entre 1/degré(P) et 1/degré(Q).

Le volume z dépend de c, ou plutdt, de la possibilité d’avoir des solutions pour la cible c. Or nous savons parfaitement
quel est le facteur synonyme de cette possibilite : il s’agit de [] facyi(c). Le paramétre z est ainsi relie linéairement a
(Hfacpi(c))“d et le facteur [] facyi(c) n’est plus un facteur multiplicatif du volume, comme dans le cas de 1’équation a
branche asymptotique précédente, mais est intégré au volume méme.

D’ou I’expression du hombre de solutions :

{#c\ ¢ = Q(y)-P(x)} = cte.([] fac,i(c))™ et d € [1/degré(P), 1/degré(Q)] (8)
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Un autre exemple

Prenons I’exemple de degrés de P(x) et Q(x) plus élevés.
Soit ainsi I’équation ¢ = Q(y)-P(x) ot P(x) = x>-x et Q(y) = y*.

La liste des solutions (c, X, y) pour 0 < ¢ < 100 et -2 < x < 10’ est donnée en annexe 2. A x donné correspond encore
deux solutions qui sont y et -y. Pour ¢ = 0, nous avons encore considéré y = 0 comme solution simple.

Ici 1/d est compris entre 1/5 et 1/4 et I’application numérique montre que les pics de [] fac,(c) grandissent beaucoup
plus vite que précédemment (cf. graphique a droite ci-dessous) et ’estimation de 1/d est de 1’ordre de 0,205.

Nous notons cependant a ce stade de nombreux « petits » pics comme le montre le graphique ci-dessous (a gauche).

Graphiques 14 et 15

Nombre de solutions des Evolution de la serie singuliere

courbes y* = x*-x+¢
p= 2ap =199 i

A
%
|

ST

Deux explications & ces petits pics parmi d’autres peuvent étre données.

Premiérement, la liste des solutions effectives est peut-étre incompléte et certains petits pics correspondent a des
solutions en (X,y) qui restent & trouver. L’image des solutions sur tableur, x selon I’horizontal et y en vertical, est donné

ci-dessous :
[ v, €)
/16 s
3 4 15
2 -3 111 -1 +3 81 0o 3 81 13 81 2 3 51
2 246 -1 216 0 -2 16 1 -2 16
2 <1 31 1 1 1 [ B S § 111
€Cc———3 0% -100 000 100
2 1 31 <111 o011 111
2 2 4 -1 2 16 0 2 16 12 16
2 3 11 -1 3 81 0 3 & 13 3 2 3 5
34 16

\

16 32 16

e

Coté fleche verte, il ne peut pas y avoir d’autres solutions, le compte est bon. Coté fléches rouges, la figure est déformée,
rapprochant ainsi les deux solutions (16, -32) et (16, 32) du reste des solutions qui forme un ensemble compact. Au-dela
a droite, rien ne permet de dire si d’autres solutions existent ou non.

Deuxiemement, les calculs de la série singuliére sont trop imprécis. En effet, nous avons fait des hypotheses sur les
degrés de stabilité proches des précédentes. Aprés avoir Vérifié que dgst = 4 pour py =2, 1 pour p; =3, 1 pour p, =5,1
pour p; = 7 et 3 pour ps = 11, nous avons systématiquement effectué les calculs avec dgst = 2 jusqu’a psg = 167. Au-dela,
les calculs ont été menés en prenant dgst = 1.

Or, rien ne garantie des degrés de stabilité aussi faibles. Bien au contraire, ceux-ci sont « attendus » en principe avec des
valeurs supérieures aux degrés des polyndmes, voire des valeurs infinies. Malheureusement, sans étre totalement hors de
portée pour les « petites » valeurs de p;, des calculs plus poussés deviennent vite fastidieux. L origine des écarts observés
est selon nous a chercher dans cette deuxieme explication. De plus, nous notons que la convergence vers O des pics
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(Hfacpi(c))l’d pour les cibles ¢ concernées, si cette convergence existe, est extrémement lente, car nous n’avons pas
relevé d’amélioration entre le stade p; = 167 et p; = 7919. Pour ces raisons, nous ne pouvons pas lever le doute ici.

Dans le cas de degrés « élevés », utiliser cette méthode pour s’assurer si une solution existe ou non pour une cible ¢, ne
semble donc malheureusement pas la panacée absolue.

Pour finir, notons ici que si nous considérons une équation ayant une infinité de solutions pour certaines cibles et un
nombre fini de solutions pour d’autres, les séries singuliéres (aprés normalisation) des premiéres cibles vont diverger
tandis que les autres non. La méthode permet ainsi de gérer une situation mixte comme ¢ = x®-y* sans difficulté
particuliere pour distinguer la cible ¢ = 0 des autres cibles.

4.5. Conclusion.

La corrélation entre le nombre de solutions d’une équation diophantine et I’approximation algorithmique proposée ici est
bonne lorsque le degré de 1’équation est petit (max = 3).

Pour des degrés plus élevés, seules les solutions « nombreuses » (quantités supérieures & 1) (ou 2 si la seconde solution
est triviale,...) sont discernables aisément du fait de la présence de petits pics, incombant a priori a 1’impossibilité
d’effectuer une « infinité » de calculs, et provoguant donc une ambiguite.

Cependant, méme si I’application concréte de 1’algorithme ne peut étre universelle d’un point de vue pratique, le
principe du crible sous-jacent, en soi, a tout pour répondre a cette universalité.

Bien siir, si I’on étend également 1’universalité a des équations plus élaborées comme celle contenant I’exponentiation,
la factorielle, la troncature, etc., I’algorithme proposé ne s’applique évidemment pas (mais il ne s’agit pas dans ce cas
d’équations classées comme équations diophantines).
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5. Annexe 1.

Liste des solutions de y*-(x*+5x)-c = 0 pour 0 < ¢ <200 et -5 <x < 10" (ety > 0).

c X y
0 0 0
0 20 90
1 0 1
3 1 3
4 0 2
6 1 0
7 1 1
7 2 5
7 3 7
7 18 77
7 139 1639
9 0 3
10 1 2
10 1 4
10 6 16
10 9 28
15 1 3
16 0 4
16 4 10
18 2 0
18 2 6
18 2446 120972
19 2 1
19 1 5
19 5 13
22 2 2
22 1 4
22 3 8
22 7 20
22 39 244
24 8 24
25 0 5
25 1640 66415
27 2 3
30 1 6
31 -1 5
31 2 7
31 15 59
34 2 4
36 0 6
37 4 11
39 3 9
39 10 33
39 23 111
42 3 0
42 -1 6
42 13 48
43 3 1
43 2 5
43 1 7
43 6 17
43 17 71
43 21 97
43 41 263
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43 262 4241
43 1726 71707
46 -3 2
46 2 8
46 5 14
46 70 586
48 208 3000
49 0 7
49 16 65
51 -3 3
54 -2 6
55 -1 7
57 48 333
58 -3 4
58 1 8
58 3 10
58 11 38
58 22 104
58 77 676
60 4 12
61 12 43
63 2 9
63 7 21
63 27 141
64 0 8
66 50 354
67 -3 5
67 -2 7
67 9 29
67 149 1819
70 -1 8
73 8 25
75 1 9
75 5 15
75 30 165
78 -3 6
78 6 18
79 3 11
81 0 9
82 -2 8
82 2 10
84 -4 0
85 -4 1
85 4 13
87 -1 9
88 -4 2
91 -3 7
93 -4 3
94 1 10
99 -2 9
100 -4 4
100 0 10
100 102560 32844830
102 3 12
102 14 54
102 19 84
103 2 11
106 -3 8
106 -1 10
106 5 16
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106 7 22
106 10 34
106 85 784
106 349 6520
109 -4 5
109 28 149
109 1988 88639
112 4 14
115 1 11
115 6 19
115 29 157
118 -2 10
120 -4 6
121 0 11
123 -3 9
124 8 26
126 2 12
126 9 30
126 25 126
127 -1 11
127 3 13
127 34 199
132 348 6492
133 -4 7
135 11 39
138 1 12
139 -2 11
139 5 17
139 13 49
141 4 15
142 -3 10
144 0 12
148 -4 8
148 12 44
150 -5 0
150 -1 12
150 15 60
151 -5 1
151 2 13
151 7 23
151 1610 64601
154 -5 2
154 3 14
154 6 20
154 410 8302
159 -5 3
162 -2 12
162 18 78
163 -3 11
163 1 13
163 38 235
165 -4 9
166 -5 4
166 110 1154
169 0 13
172 4 16
174 5 18
175 -5 5
175 -1 13
175 10 35
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175 74 637
175 2884419 4898775323
177 8 27
178 2 14
180 16 66
181 20 91
183 3 15
184 -4 10
184 8261596 23746298930
186 -5 6
186 -3 12
186 17 72
186 89 840
187 -2 13
187 9 31
190 1 14
195 6 21
195 166 2139
196 0 14
196 32 182
198 7 24
199 -5 7




6. Annexe 2.

Liste des solutions de y*-(x*-x)-c = 0 pour 0 < ¢ <100 et -2 <x < 10’ (et y > 0).
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c X y
0 -1 0
0 0 0
0 1 0
1 -1 1
1 0 1
1 1 1
16 -1 2
16 0 2
16 1 2
16 3 4
16 16 32
30 -2 0
31 -2 1
46 -2 2
51 2 3
81 -1 3
81 0 3
81 1 3
81 81 243




