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Théorie des nombres / Number Theory 

 

Argumentaire pour un théorème des nombres premiers jumeaux 

Paysages, panoramas et horizons du crible d’Eratosthène. 
 

 

Hubert Schaetzel 
 

 

Résumé  Nous étudions trois approches au problème des nombres premiers jumeaux. Nous commençons par les 

ensembles intermédiaires produits par l’exécution du crible d’Eratosthène. Les propriétés liées aux 

proportions de nombres entiers éliminés d’une part et aux espacements générés entre nombres entiers 

d’autre part permettent par deux fois de déduire l’infinité des nombres premiers, puis des nombres premiers 

jumeaux. Dans le premier cas, l’analyse des proportions permet également d’obtenir une évaluation 

asymptotique identique à la formule d’Hardy-Littlewood, mais sans pleine et entière démonstration. Dans le 

second cas, l’analyse des espacements entre nombres restants permet d’obtenir une réplique du Postulat de 

Bertrand avec un espacement de l’ordre de 2pi et l’évaluation asymptotique du maximum de la distance 

entre paires de nombres (d’écart 2), évaluation qui est équivalente à ∑i 2pk, permet de conclure à la 

divergence du cardinal des nombres premiers jumeaux en dessous de l’abscisse pi
2
. Enfin une méthode 

alternative aisément généralisable à de nombreuses équations diophantines est proposée en guise 

d’invitation à d’autres études. Nous en déduisons à nouveau le produit d’Euler suggéré par Hardy-

Littlewood. 
 

 

 

 

 Argument for a twin prime numbers’ theorem.  

 Eratosthenes sieve. Gcd sieve. 
 

Abstract  We explore three ways on the twin primes problem. We start with the intermediate sets produced by 

Eratosthenes sieve implementation. Properties related to the proportions of integers eliminated during 

process on one hand and the distances generated between integers on the other hand allow twice deducing 

the infinity of prime numbers and twin prime numbers. In the former case, the analysis of the proportions 

also allows getting an asymptotic evaluation similar to Hardy-Littlewood formula, but without fully valid 

proof. In the latter case, the analysis of the spacings between remaining integers yields a replica of 

Bertrand’s postulate with approximate 2pi spacing and the asymptotic evaluation of the maximum of the 

distances between pairs of numbers (of spacing 2), which is ranging around ∑i 2pk, enables to conclude to 

the divergence of twin prime numbers below abscissa pi
2
. Finally, an alternative method, that is readily 

generalizable to many Diophantine equations, is proposed as an invitation to new studies. Again, we infer 

the Euler product suggested by Hardy-Littlewood. 
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Paradoxe 

cf. [1] 

- aucun nombre premier n'est pair sauf un 

- aucun nombre premier n'est pair sauf deux 
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1. Préambule. 
 

La raréfaction des paires de nombres premiers distants d’une valeur donnée 2n est un processus simple basé sur le crible 

d’Eratosthène. Nous établissons nos théorèmes grâce aux lois arithmétiques qui régissent les suppressions des nombres 

entiers dans l’ensemble des nombres naturels N lorsque cet algorithme est implémenté. L’article ci-dessous n’a 

certainement rien de compliqué pour les spécialistes du sujet. 
 

Pour donner plus de clarté et de force à l’argumentation, nous l’appliquerons dans un premier temps au dénombrement 

des nombres premiers, à savoir nous chercherons à établir le théorème des nombres premiers (TNP).  
 

Le passage du cas des nombres premiers aux nombres premiers jumeaux reviendra simplement à remplacer une loi 

d’appauvrissement en (pi-1)/pi par une autre en (pi-2)/pi, pi étant le i
ème

 nombre premier impair. Bien que la formule de 

Hardy-Littlewood soit déduite, celle-ci n’est pas démontrée (ni d’ailleurs le TNP). Seule est démontrée, l’infinité des 

nombres premiers jumeaux (et des nombres premiers avant cela).  
 

Nous utilisons un encadrement (minorant et majorant) des quantités de solutions dans les deux cas, encadrement dont les 

bornes inférieures et supérieures se rejoignent asymptotiquement (en tendant vers l’infini). 
 

L’étude est ensuite enrichie pour nos deux groupes d’objets, nombres premiers et nombres premiers jumeaux, par 

l’évaluation des distances entre éléments, les fils conducteurs devenant alors, à peu de choses près, les expressions 2pi et 

∑i 2pk respectivement.  
 

Cependant, plus que les résultats dans l’intervalle pi à pi² qui permettent de conclure au problème posé, nous portons 

l’attention, lors de l’exécution de l’algorithme d’Eratosthène, sur l’existence de systèmes de formules récursives 

permettant d’évaluer asymptotiquement dans l’intervalle pi à pi+pi#, pi# = 2.3.5.7.11…pi désignant la primorielle de pi, les 

effectifs d’entiers d’espacement Δ = 2j (effectifs de nombres pseudo-premiers d’une part, effectifs de nombres pseudo-

premiers jumeaux ou apparentés d’autre part), connaissant moins de j/2+1 effectifs initiaux. (Les définitions des termes 

« pseudo » et « espacement » seront données non loin dans cet article). 
 

Ainsi l’intérêt de cet article est-il aussi devenu au fil des différentes versions, cet aspect ayant pris de plus en plus 

d’importance par rapport au but initialement visé, et devant l’apparente absence d’un tel corpus ailleurs, celui d’une étude 

approfondie du crible d’Eratosthène.  

 

Le lecteur serait sans doute déçu du manque de défi à prendre en compte s’il avait déjà trouvé ici l’ensemble de tous les 

énoncés démontrés. Au contraire, et heureusement pour lui, il pourra encore exercer toute sa perspicacité face à de hauts 

murs de difficultés, notamment en vue de s’approprier lesdits systèmes récursifs. Il y a un temps pour la découverte et un 

autre pour la domination d’un sujet.  

 

2. Une démonstration expéditive. 
 

Pour le lecteur qui n’a pas le temps, voici un encas pour sa satisfaction immédiate. 

 

Proposition 1  
 

Il existe une infinité de nombres premiers jumeaux. 

 

Démonstration 
 

Appliquons l’algorithme d’Eratosthène jusqu’à l’étape pi. Alors, au-delà de pi, les intervalles de taille #pi, la primorielle 

de pi, contiennent chacun ∏ (pi-2) paires de nombres d’écart 2. Ceci résout le problème d’existence de paires (non 

nécessairement premiers). Comme l’algorithme commence par l’enlèvement des plus petits diviseurs, la première paire est 

une paire de nombres premiers jumeaux (vous pouvez mettre au défi, qui que ce soit, de trouver un contre-exemple). Soit 

pj le plus grand nombre de cette paire. Continuons l’algorithme de déplétion jusqu’à pj. Au-delà de pj, les intervalles de 

taille #pj contiennent chacun ∏ (pj-2) paires de nombres d’écart 2, dont la première est une paire de nombre premiers 

jumeaux, et celle-ci est différente de la première paire trouvée. Nous obtenons ainsi une deuxième paire tant convoitée. Le 

raisonnement s’applique à l’infini par récurrence. 

 

3. Terminologie. 
 

Ecart et espacement : 
 

Des notions concernant la distance entre les objets de cette étude peuvent entrainées de pernicieuses confusions. Une 

terminologie précise est requise pour l’éviter. Nous sommes amenés à manipuler soit des nombres entiers isolés, soit des 

paires de nombres entiers. Nous appellerons « écart » la distance à l’intérieur d’une paire de nombres et nous appellerons 

« espacement » la distance entre les entités étudiés qui sont soit des nombres isolés, soit des paires de nombres entiers.  

Ainsi pour la paire de nombres premiers jumeaux (11, 13) considérée comme un objet, l’écart est de 2, tandis que pour les 

deux paires de nombres (11, 13) et (15, 17) considérées comme deux objets, l’espacement est de 4 et l’écart est de 2.  

 

Convention d’écriture : 
 

L’expression « Si(a,b,c) » signifie : si la condition a est vraie alors l’expression prend la valeur b, sinon l’expression prend 
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la valeur c. 

 

4. Théorèmes fondamentaux. 
 

En plus du TNP, deux autres résultats nous seront utiles et sont présentés ci-dessous (théorème 1 et généralisation du 

théorème de Mertens) auxquels nous rajoutons le calcul d’une intégrale. 

 

4.1. Trois théorèmes. 

 

Théorème 1  
 

Soient r et s deux nombres entiers premiers entre eux.  

Il existe alors une permutation entre les deux suites de nombres (0, 1, 2, …, s-1) et (0, r, 2r, …, (s-1).r) modulo s. 

 

Démonstration 
 

Le pas de la seconde suite est constant modulo s (et vaut r modulo s). Les nombres r et s étant premiers entre eux, aucun 

des nombres r à (s-1).r ne peut être nul modulo s (car ne comprenant aucun facteur égal à s). Les nombres (0, r, 2r, …, (s-

1).r) modulo s sont donc tous distincts et donc une permutation de (0, 1, 2, …, s-1). 

 

Illustration 
 

Nous nous intéressons plus loin aux couples de nombres premiers entre eux r = 2.3.5.7.11…p i = pi# et s = pi+1, pi+1 étant le 

nombre premier succédant à pi et en donnons ci-dessous les exemples s’y rattachant :  

 

Tableau 1 

 

pi  r = 2…pi s = pi+1 2…pi  

mod pi+1 

Suites 

2 2 3 2 (0, 2, 1) 

3 6 5 1 (0, 1, 2, 3, 4) 

5 30 7 2 (0, 2, 4, 6, 1, 3, 5) 

7 210 11 1 (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11) 

11 2310 13 9 (0, 9, 5, 1, 10, 6, 2, 11, 7, 3, 12, 8, 4) 

 

Théorème 2 (théorème des nombres premiers)  
 

D’après le TNP, l’effectif π(x) des nombres premiers inférieurs ou égaux à x est équivalent, lorsque le réel x tend vers +∞, 

au quotient de x par son logarithme népérien.  

Soit : 

π(x) ~  
x 

,     x → +∞                     (1) 
ln(x) 

 

Théorème 3 (théorème de Mertens)  
 

Le troisième théorème de Mertens donne le produit d’Euler associé à (1-1/p).  

Nous avons, γ étant la constante de Mascheroni (≈ 0,5772156649), le résultat suivant : 

 

П (1-1/p) ≡ e
-γ

/ln(x)                           (2) 
p ≤ x, x → +∞  

 

Le théorème des nombres premiers, démontré indépendamment par Hadamard et de la Vallée Poussin, est un des 

fondamentaux de la théorie des nombres [2]. Le théorème de Mertens relatif au produit d’Euler de 1-1/p est développé 

dans [5]. Nous en utilisons un corollaire que nous démontrons au paragraphe suivant.  
 

D’autres résultats, également utiles, sont suffisamment connus pour ne pas figurer dans la liste des théorèmes ci-dessus :  

- conditions de convergence de Пp (1-1/p
s
) et Пp (1-1/p

s
+c/p

s’>s
),  

- rapport i.ln(pi)/pi tendant vers 1, lorsque i croit, issu du théorème des nombres premiers 

- … 
 

Dans la suite, nous utiliserons les signes #(E) et π(E) pour désigner le cardinal d’un ensemble E. 

 

4.2. Généralisation du théorème de Mertens. 

 

Corollaire  
 

Soit a > 1 un entier, alors : 
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П (1-a/p) ≡ ca.e
-aγ

/ln
a
(x), ca une constante > 0                (3) 

a < p ≤ x, x → +∞  

 

Le cas a = 2 est celui qui nous sert effectivement : 

 

П (1-2/p) ≡ c2.e
-2γ

/ln
2
(x), c2 > 0                                   (4) 

2 < p ≤ x, x → +∞  

 

Démonstration  
 

Soit a un entier. Soit p un élément de l’ensemble des nombres premiers P, ensemble que nous séparons en deux parties (la 

première éventuellement vide) : p ≤ a et p > a.  

 

Nous obtenons, en utilisant la formule du binôme de Newton, les coefficients ci étant des nombres entiers : 

 

(1-1/p)
a
 = 1+c1/p+c2/p

2
+…+ca/p

a
 

Nous avons bien sûr  

c1 = -a 

Posons  

ma = П (1-1/p)  

 p ≤ a  

Ici ma = 1 si l’ensemble p ≤ a est vide. 

Rappelant le théorème de Mertens  
 

П (1-1/p) ≡ e
-γ

/ln(x)        (5) 
p ≤ x, x → +∞  

nous obtenons : 

  

e
-aγ

/ln
a
(x) ≡  П (1-1/p)

a 
. П (1-1/p)

a
   = ma

a
.  П (1-a/p+c2/p

2
+…+ca/p

a
)           (6) 

 p ≤ a 

 
a < p ≤ x,  

x → ∞ 
 

a < p ≤ x,  

x → ∞ 

 

Ecrivons ensuite pour a ≠ p (donc pour a < p) 

 

1-a/p+c2/p
2
+…+ca/p

a
 = (1-a/p).(1+(c2/p

2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p)) 

 

D’où, en utilisant les premier et troisième termes de la relation (6) 

 

П (1-a/p) . П(1+(c2/p
2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p)) ≡ ma

-a
.e

-aγ
/ln

a
(x) 

a < p ≤ x, x → ∞ a < p ≤ x, x → ∞ 
 

Soit s un nombre réel. Il est établit que ∑n 1/n
s
 converge vers une constante non nulle (supérieure strictement à 1) lorsque 

s > 1. Il en est de même de Пp (1-1/p
s
) puisque ζ(s) = ∑n 1/n

s
 = Пp (1-1/p

s
)

-1
 pour Re(s) > 1.  

 

Nous avons pour 1 < a < p, le développement en série 1/(1-a/p) = 1+a/p+m2/p
2
+m3/p

3
+… 

Alors (c2/p
2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p) = (c2/p

2
+…+ca/p

a
).(1+a/p+m2/p

2
+m3/p

3
…) = c2/p

2
+r2/p

3
 + termes d’ordres supérieurs… 

Ainsi, Пp→∞ (1+(c2/p
2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p)) ≡ Пp→∞ (1+c2/p

2
+r2/p

3
+…) et ce dernier produit converge puisque 1-1/p

2-ε
 < 

1+c2/p
2
+r2/p

3
+… < 1+1/p

1-ε
 quels que soient les coefficients c2, r2,… pour p suffisamment grand et 0 < ε un infinitésimal. 

Le produit est donc une constante non nulle. Nous multiplions l’inverse de cette constante par ma
-a

 et notons la nouvelle 

constante ainsi obtenue ca (ca > 0).  

D’où : 

П (1-a/p) ≡ ca.e
-aγ

/ln
a
(x)       

                  (7) 
a < p ≤ x, x → ∞  

 

Notons que ce résultat reste valable pour a non entier (>1), mais il n’est pas utile d’établir ce résultat ici. 

 

4.3. Sommes pondérées par le logarithme. 

 

Nous nous intéressons à la valeur asymptotique de la somme Σ pi
n
/ln

m
(pi) portant sur les nombres premiers (n≥0, m≠0). 

Nous utilisons π(x) → x/ln(x), quand x → +∞ que nous écrivons sous la forme  

 

π(x) = (1+o(1)).x/ln(x)                                        (8) 

 

La fonction π(x) est une fonction en escalier. Sa dérivée est 1 pour les valeurs x =  pi et 0 ailleurs 

Ainsi : 
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                       y   

  ∫ (π(t))’.v(t).dt =  Σ v(pi)                                        (9) 

                      2  pi ≤ y 

 

Par dérivation partielle, nous écrivons  

 

                       y  y    

  ∫ u’(t).v(t).dt = u(y).v(y) -  ∫ u(t).v’(t).dt                 (10)  

                      2  2    

 

Posons u(t) = π(t) et v(t) = t
n
/ln

m
(t).  

Alors : 

v’(t) = t
n-1

.(n-m/ln(t))/ln
m
(t)                             (11) 

 

et donc asymptotiquement : 

 

v’(t) = (1+o(1)).n.t
n-1

/ln
m
(t)                              (12) 

 

c’est-à-dire asymptotiquement : 

v/v’(t) = (1+o(1)).t/n                                        (13) 

 

Ainsi, asymptotiquement, la dérivation se fait par multiplication par n/t et par conséquent l’intégration se fait par 

multiplication par t/n si n ≠ 0.  

Puis : 

                        y 

Σ pi
n
/ln

m
(pi)  = π(y).y

n
/ln

m
(y) -  ∫ π(t).t

n-1
.(n-m/ln(t))/ln

m
(t).dt 

pi ≤ y                       2 

D’où : 

                        y 

Σ pi
n
/ln

m
(pi)  = (1+o(1)).y/ln(y).y

n
/ln

m
(y) -  ∫ (1+o(1)).t/ln(t).t

n-1
.n.(1+o(1))/ln

m
(t).dt 

pi ≤ y                       2 

et : 

                        y 

Σ pi
n
/ln

m
(pi)  = (1+o(1)).(y

n+1
/ln

m+1
(y) -n.  ∫ t

n
/ln

m+1
(t).dt ) 

pi ≤ y                       2 

 

Or l’intégration est « transparente » asymptotiquement au logarithme comme nous l’avons observé à la relation (13), d’où 

∫t
n
/ln

m+1
(t).dt ≈ 1/ln

m+1
(y).∫ t

n
.dt.  

Puis :  

Σ pi
n
/ln

m
(pi)  = (1+o(1)).y

n+1
/ln

m+1
 (y).(1-n/(n+1)).                           (14) 

pi ≤ y                        

 

Enfin : 

Σ pi
n
/ln

m
 (pi)  = (1+o(1)).(1/(n+1)).y

n+1
/ln

m+1
(y)                                (15) 

pi ≤ y                        

 

Donc : 

 

Lim 

y → +∞ 

Σ pi
n
/ln

m
(pi)   

 

 =1/(n+1)                                                (16) 

 
pi ≤ y                      

y
n+1

/ln
m+1

(y)                       

 

Cette relation se vérifie bien numériquement (pour n positif ou nul) et converge d’autant plus rapidement que n est grand. 

En particulier nous aurons besoin plus tard de : 

 

Σ 1/ln(pi)  → y/ln²(y)                                                                   (17) 

pi ≤ y                        

 

Σ pi/ln(pi)  → (1/2).y²/ln²(y)                                                        (18) 

pi ≤ y                        

 

Σ 1/ln²(pi)  → y/ln
3
(y)                                                                  (19) 

pi ≤ y                        
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5. Crible d’Eratosthène.  
 

5.1. Algorithme de déplétion. 

 

Ce crible d’origine antique est décrit à nouveau. Il consiste simplement à retirer progressivement les multiples de nombres 

premiers en commençant par les plus petits. 

Nous obtenons ainsi des nombres sans petits diviseurs. Pour les décrire, nous adoptons le terme suivant  

 

Définition 1 
 

Les nombres entiers restant après retrait des multiples de pk, k = 0 à i, sont appelés nombres d’Eratosthène au rang i, en 

raccourci Eras_pseudo_premier(i) et forment la liste infinie Eras(i). En raccourci, nous parlerons aussi de pseudo-premiers 

sans toujours préciser le rang i. Le « s » de Eras(i) vient de « start » liste ou liste du cycle 1. 

 

Nous posons également p0 = 2, p1 = 3, etc. 

 

Le procédé est réalisé ici entre 2 et le nombre entier N. Nous avons donc initialement N-1 nombres entiers. Nous retirons 

les multiples de 2 :   
 

Tableau 2 

 

Etape 0 : Liste Era(0) - Retrait des multiples de 2 (hors 2) 

 

E
n

tr
ée

 

C
y
cl

e 
1
 

C
y
cl

e 
2
 

C
y
cl

e 
3
 

C
y
cl

e 
4
 

C
y
cl

e 
5
 

C
y
cl

e 
6
 

C
y
cl

e 
7
 

C
y
cl

e 
8
 

C
y
cl

e 
9
 

C
y
cl

e 
1
0
 

C
y
cl

e 
1
1
 

C
y
cl

e 
1
2
 

C
y
cl

e 
1
3
 

C
y
cl

e 
1
4
 

C
y
cl

e 
1
5
 

C
y
cl

e 
1
6
 

C
y
cl

e 
1
7
 

C
y
cl

e 
1
8
 

C
y
cl

e 
1
9
 

C
y
cl

e 
2
0
 

C
y
cl

e 
2
1
 

C
y
cl

e 
2
2
 

C
y
cl

e 
2
3
 

C
y
cl

e 
2
4
 

C
y
cl

e 
2
5
 

C
y
cl

e 
2
6
 

C
y
cl

e 
2
7
 

C
y
cl

e 
2
8
 

C
y
cl

e 
2
9
 

C
y
cl

e 
3
0
 

C
y
cl

e 
3
1
 

C
y
cl

e 
3
2
 

C
y
cl

e 
3
3
 

C
y
cl

e 
3
4
 

2 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 

 

Dans un cycle, tel qu’énoncé dans le tableau ci-dessus, de longueur 2, il manque 1 élément (#A0 = 1) par rapport à l’étape 

précédente (à savoir le nombre pair), donc une proportion #RE0 = 1/2 des nombres entiers.  

 

Etape 1 : Liste Era(1) -Retrait des multiples de 3 (hors 3) 

 

E
n

tr
ée

 

C
y
cl

e 
1
 

C
y
cl

e 
2
 

C
y
cl

e 
3
 

C
y
cl

e 
4
 

C
y
cl

e 
5
 

C
y
cl

e 
6
 

C
y
cl

e 
7
 

C
y
cl

e 
8
 

C
y
cl

e 
9
 

C
y
cl

e 
1
0
 

C
y
cl

e 
1
1
 

2 3 5 7 
 

11 13 
 

17 19 
 

23 25 
 

29 31 
 

35 37 
 

41 43 
 

47 49 
 

53 55 
 

59 61 
 

65 67  

 

Dans un cycle de longueur 2*3, il manque 1 élément (#A1 = 1) par rapport à l’étape précédente, donc #RE1 = (2-1)/(2.3) = 

1/6 des nombres entiers.  

 

Etape 2 : Liste Era(2) -Retrait des multiples de 5 (hors 5) 

 

Entrée Cycle 1 Cycle 2 … 

2 3 5 7 
 

11 13 
 

17 19 
 

23 
  

29 31 
  

37 
 

41 43 
 

47 49 
 

53 
  

59 61 
  

67  

 

Cycle 3 Cycle 4 Cycle 5 

71 73 
 

77 79 
 

83 
  

89 91 
  

97 
 

101 103 
 

107 109 
 

113 
  

119 121 
  

127 
 

131 133 
 

137 139 

 

 Cycle 6 Cycle 7 

 
143 

  
149 151 

  
157 

 
161 163 

 
167 169 

 
173 

  
179 181 

  
187  191 193 

 
197 199 

 
203 

  
209 

 

 Cycle 8 Cycle 9  

211 
  

217 
 

221 223 
 

227 229 
 

233 
  

239 241   247  251 253  257 259  263   269 271   277  

 

Dans un cycle de longueur 2*3*5, il manque 2 éléments (25 et 35 dans le premier cycle, #A2 = 2) par rapport à l’étape 

précédente, donc #RE2 = (2-1).(3-1)/(2.3.5) = 1/15 des nombres entiers.  

 

Etape 3 : Liste Era(3) - Retrait des multiples de 7 (hors 7) 

 

Entrée Cycle 1 

2 3 5 7 
 

11 13 
 

17 19 
 

23 
  

29 31 
  

37 
 

41 43 
 

47   53 
  

59 61 
  

67  
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Cycle 1 

71 73 
  

79 
 

83 
  

89 
   

97 
 

101 103 
 

107 109 
 

113 
  

 121 
  

127 
 

131 
  

137 139 

 

Cycle 1 

 
143 

  
149 151 

  
157 

  
163 

 
167 169 

 
173 

  
179 181 

  
187  191 193 

 
197 199 

    
209 

 

Cycle 1 Cycle 2 

211 
    

221 223 
 

227 229 
 

233 
  

239 241   247  251 253  257   263   269 271   277  

 

Dans un cycle de longueur 2*3*5*7, il manque 8 éléments (49, 77, 91, 119, 133, 161, 203 et 217 dans le premier cycle, 

#A3 = 8) par rapport à l’étape précédente, donc #RE3 = (2-1).(3-1).(5-1)/(2.3.5.7) = 4/105 des nombres entiers. 

 

Nous observons alors un processus de type « rho » : nous avons une première partie de nombres, que nous appelons la 

partie « entrée », qui a une structure non répétitive et des parties que nous nommons « cycles », à motifs répétitifs. 

Les amplitudes de ces motifs sont égales à 2.3.5…pi, pi étant le dernier nombre premier dont les multiples ont été retirés 

(le nombre pi étant quant à lui conservé). Ainsi les nombres du cycle m+1 sont ceux du cycle m en ajoutant 2.3.5…pi. 

Le cycle 1 commence à pi+2 (sauf à l’étape 0 où il faut prendre pi+1 = 3). 

 

Nous évaluons à présent les quantités de nombre disparaissant à chaque étape.  

A l’étape 0, nous avons A0 = 1 disparition. A l’étape 1, #A1 = 1.  

 

Théorème 4  
 

Le nombre de disparitions #Ai+1 et la proportion de déplétion #REi+1 dans un cycle à l’étape i+1 sont donnés par rapport 

aux cardinaux dans un cycle à l’étape i par (p0 = 2) :  
 

  i 

#Ai+1 = #Ai.(pi-1) = ∏ (pk-1)                                        (20) 

 k = 0 

et 

  i 

#REi+1 = #REi.(pi-1)/pi+1 = (1/pi+1). ∏ ((pk-1)/pk)         (21) 

 k = 0 

où #A0 = 1. 

 

Démonstration  
 

Faisons cette démonstration par un exemple représentatif. Un cycle 1 de l’étape i+1 se construit à partir d’un cycle 1 de 

l’étape i par ajouts de 2.3.5…pi. Ainsi : 

Tableau 3 

 

7  37 67 97 127 157 187 217  217 = 7.31 

11  41 71 101 131 161 191 221  49 = 7.7 

13  43 73 103 133 163 193 223  133 = 7.19 

17 => 47 77 107 137 167 197 227  77 = 7.11 

19  49 79 109 139 169 199 229  49 = 7.7 

23  53 83 113 143 173 203 233  203 = 7.29 

31  61 91 121 151 181 211 241  91 = 7.13 

 

Comme 2…pi mod pi+1 est un nombre différent de 0 et premier avec pi+1 (ici 2.3.5 mod 7 = 2), chaque ligne précédente 

contient, d’après le théorème 1, un et un seul nombre 0 modulo pi+1 (celui qui disparait) et donc 1 parmi pi+1 nombres (ici 

la proportion de 1 parmi 7). Nous illustrons ceci en redonnant le tableau ci-dessus modulo pi+1 (pi+1 = 7) : 

 

7  2 4 6 1 3 5 0  7 = 0 mod 7 

11  6 1 3 5 0 2 4  11 = 4 mod 7 

13  1 3 5 0 2 4 6  13 = 6 mod 7 

17 => 5 0 2 4 6 1 3  17 = 3 mod 7 

19  0 2 4 6 1 3 5  19 = 5 mod 7 

23  4 6 1 3 5 0 2  23 = 2 mod 7 

31  5 0 2 4 6 1 3  31 = 3 mod 7 

 

D’où le résultat. 
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Théorème 5  
 

Considérons l’ensemble des nombres entiers 1 à N. 

Posons : 
 

                    +∞ 

πs(c,N) = M -(1/c) Σ #REk.MCk                                                     (22) 

  k = 0 

 

M = N-1 (23) 

M0 = N-(2+1)+1 = N-2 (24) 

Mk = N-(pk+2)+1 = N-pk-1     k ≥ 1 (25) 

MCk = si(Mk < 0, 0, Mk) (26) 

et 

#RE0 = 1/2                                                                                       (27) 
 

                 i                        i-1 

#REi =#Ai.∏(1/pk) = (1/pi).∏(pk-1/pk)       i ≥ 1                              (28) 

               k = 0                   k = 0 

 

Alors, le cardinal des nombres premiers est minoré à l’abscisse pi, à partir d’un certain rang i (qui peut être i = 1), par : 

 

πs(c = 1,N)               (29) 

 

Démonstration  
 

Il s’agit de la simple transcription des retraits par le crible d’Eratosthène en utilisant les rapports de déplétion. 

L’appauvrissement du cardinal des cycles à l’étape i+1 est réglé par le théorème 4. 

Ces retraits débutent au premier cycle en pi+2 au plus tôt sauf pour l’étape 0 (en pi+1 = 2+1 = 3). Ceci entraîne donc un 

excès sur le dénombrement des effectifs lorsque le comptage est anticipé à cette borne. 

Par ailleurs, comme on ne peut enlever à un ensemble que ce qui lui appartient, lorsque Mi devient négatif, ce terme et 

tous les suivants sont nuls (d’où la relation 26). 

D’où le résultat. 

 

Nous donnons alors ci-dessous la valeur de c permettant de faire coïncider le cardinal des nombres premiers avec le calcul 

numérique approché. Nous nous attendons à ce que cette valeur tende vers 1. C’est bien ce qui est observé lors d’un  

calcul près de l’origine représenté par le graphique ci-dessous : 

 

Graphique 1 

 

 
 

Pour majorer le cardinal, le choix alternatif suivant, où la borne est prise près de pi
2
 au lieu de pi,  

 

MC0 = si(N-4 < 0, 0, N-4)                                (30) 

MCi = si(N-pi
2
-1 < 0, 0, N-pi

2
-1)                       (31) 

 

montre une plus rapide convergence (ci-dessus). 

 

Théorème 6  
 

Posons en utilisant les mêmes notations : 

 

                    +∞ 

πs(1, +∞) = lim         M - Σ #REk.MCk                (32) 

 N → +∞      k = 0 
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Alors, le choix de l’abscisse indicé par pi donne un minorant du cardinal de nombres premiers et celui de pi² en donne un 

majorant. 

 

Démonstration  
 

Pour pi, c’est immédiat, puisque les multiples de pi sont après pi.  

Pour pi², c’est du fait de l’existence (a priori) de nombre premiers entre p i et pi². Ces derniers n’étant pas retirés du 

cardinal lors des soustractions le calcul donne un excès de nombres pris en compte. 

 

Par ailleurs, comme les nombres premiers ont une densité 0 dans N, nous avons la relation :  

 

+∞ 

Σ #REi = 1/2+1/6+1/15+4/105+8/385+… = 1      (33) 

i = 0 

 

Nous appellerons #REi les coefficients de déplétion du Crible d’Eratosthène (CE) et nous donnerons la démonstration de 

l’égalité à 1 plus loin. En attendant, nous illustrons ce point par le graphique ci-dessous : 

 

Graphique 2 

 

 
 

Théorème 7  
 

Le cardinal des nombres premiers, inférieur à x, diverge.  

 

Démonstration  
 

Revenons à la relation 33 et faisons nos calculs en ignorant la somme unité et écrivons plutôt :   

 

+∞ 

Σ #REi. = 1-ε     (34) 

i = 0 

 

Comme on ne peut soustraire à un ensemble plus d’éléments qu’il ne contient, nous avons nécessairement dans la relation 

précédente ε ≥ 0. 

Il vient alors en utilisant la relation 32 : 

 

                         +∞ +∞ 

πs(1, +∞) = lim      (ε + Σ#REi).M - Σ#REi.Mi                        (35) 

 N → +∞          i = 0 i = 0 

Soit : 

  +∞ 

πs(1, +∞) = lim      ε.M + Σ #REi.(M-Mi)                                (36) 

 N → +∞   i = 0 

D’où : 

  +∞ 

πs(1, +∞) = lim       ε.M+#RE0+ Σ #REi.pi                                (37) 

 N → +∞          i = 1 

 

Puis en développant #REi : 
  

                          +∞ i-1 

πs(1, +∞) = lim     ε.M+#RE0+       Σ ∏(pk-1)/pk                      (38) 

 N → +∞          i = 1   k = 0 
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Ainsi : 

πs(1, +∞) = ε.M+1/2+(2-1)/2+(2-1).(3-1)/(2.3)+(2-1).(3-1).(5-1)/(2.3.5)+ 

(2-1).(3-1).(5-1).(7-1)/(2.3.5.7)+  

(2-1).(3-1).(5-1).(7-1).(11-1)/(2.3.5.7.11)+… 

            (39) 

 

D’après le théorème 3 (théorème de Mertens), le terme générique #REi.pi précédent tend vers e
-γ

/ln(pi) lorsque i tend vers 

l’infini. 

 

Graphique 3 
 

 
 

Il vient alors, cte1 et cte2 étant des constantes strictement positives : 

 

                                    +∞   

πs(1, +∞) = ε.M+cte1+cte2. Σe
-γ

/ln(pi)                                     (40) 

                          i = 1  

 

Utilisant la relation (16), il vient : 

 

πs(1, +∞) = lim ε.M+cte1+ cte2.e
-γ

.x/ln²(x).                            (41) 

  x → +∞                        

 

La somme précédente tendant vers l’infini, l’écart initial entre les deux courbes présentées ci-dessus est négligeable.  

 

Le dernier terme ne contient pas de composante linéaire (négative) susceptible de compenser à l’infini le terme linéaire 

ε.M. Or πs(1) croit (selon le TNP) comme x/ln(x), et donc ne contient pas de terme linéaire, signifiant bien que : 

 

ε = 0                  (42) 

 

De plus, le dernier terme diverge, donc cte1 est négligeable devant l’infini et il ne reste donc que le dernier terme (cte = 

cte2. e
-γ

 > 0) : 
 

πs(1, +∞) = cte.x/ln²(x)              (43) 

  x → +∞                       

 

Cette expression signifie bien que le cardinal des nombres premiers tend vers l’infini. 

 

Note fondamentale  

 

Le résultat final pour πs(1+∞), relation 39, se présente sous la forme d’une somme de fractions inférieures à 1. Cela vient 

du fait que nous faisons intervenir M-Mi au cours du calcul intermédiaire. Il est indispensable de faire remarquer ici que 

pour autant, nous ne manipulons pas des fractions d’unités. Si cela était, notre estimation serait fausse car il faudrait 

prendre toutes ces fractions égales à 0 pour constituer la minoration (puisqu’un nombre se présente dans son intégralité, 

non sa fraction, sinon il ne se présente pas en général), ce qui reviendrait à une minoration globale égale à 0. En réalité, 

lors des calculs effectifs, nous manipulons d’un côté M et de l’autre #REi.Mi (cf. relation 32). Les seconds sont bien des 

nombres supérieurs à 1 jusqu’à un certain rang (avant de devenir négatifs) et ne sont comptés que dans ce cas. Lorsque le 

choix de l’arrondi est fait, il conduit nécessairement à un relèvement de la minoration et nous avons donc préféré tracer le 

graphique avec une vue plus pessimiste en ne faisant pas d’arrondis (c’est-à-dire nous comptons tous les #REi.Mi positifs 

qui sont ensuite soustraits à M). En demeurant, arrondis aux entiers ou non, les résultats des calculs varient très peu. 

 

Théorème 8  
 

Le cardinal des nombres premiers, inférieur à x, diverge comme x/ln(x).  

 

Argumentaire 
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Nous avons écrit simplement ci-dessus un résultat de Hadamard et La Vallée-Poussin. Il n’y a pas d’utilité à le démontrer 

à nouveau. Maintenant, la relation 43 ne ressemble pas au TNP. Mais nous en donnons dans la suite la raison. Les 

apparences sont trompeuses car nous n’avons pas encore considéré de près la nature de l’axe x. Pour cela, examinons 

d’abord le choix alternatif Mi = N-pi
2
-1 (qui conduit comme nous l’avons vu plus haut à une plus rapide convergence vers 

la valeur attendue).  

Avec ce choix, sachant que ε = 0, nous obtenons : 

 

 +∞ 

πc(1, +∞) = 3.#RE0+ Σ #REi.pi
2
                                      (44) 

 i = 1 

 

Puis en développant #REi : 
 

 +∞    i-1 

πc(1, +∞) = 3.#RE0+ Σ   pi.∏(pk-1)/pk                            (45) 

 i = 1  k = 0 

 

Soit : 

 +∞   

πc(1, +∞) = cte1’+cte2’. Σ e
-γ

.pi/ln(pi)                              (46) 

 i = 1 

 

Puis utilisant la relation (16), il vient : 

 

πc(1, +∞) = lim cte2’.(e
-γ

/2).x²/ln²(x).                                      (47) 

  x → +∞                        

 

L’expression est différente de πs(1, +∞) , mais le résultat est le même, à savoir une divergence vers l’infini.   

 

Examinons à présent l’axe dans les deux expressions πs(1, +∞) et πc(1, +∞). Dans la première, les mesures sont faites à 

distance pi+1-pi ≈ ln(pi). Dans la seconde, elles sont faites à distance pi+1²-pi² ≈ pi.ln(pi). 

Nous pouvons en déduire à rebours ce qu’il en serait lorsque c’est l’indice i qui guide le calcul.  

Pour cela, nous formons le tableau suivant :  

 

Tableau 4 

 

Mi (i ≥ 1) Mi = N-pi
2
-1 Mi = N-pi-1 Mi = N-i-1 

(i ≈ pi/ln(pi)) 

Intervalle entre mesures  pi.ln(pi) ln(pi) 1 

Ratio1 extrait : pi
2
/(pi.ln(pi)) = pi/ln(pi) pi/ln(pi) pi/ln(pi) 

Somme correspondante Σ cte2’(e
-γ

/2).pi/ln(pi) Σ e
-γ

/ln(pi) Σ 1 

Limite cte’’.x²/ln²(x) cte’.x/ln²(x) cte.x/ln(x) 

Ratio2 extrait  

(en faisant x ≡ pi ≡ p) 

p/ln(p)/(p²/ln²(p)) = 

ln(p)/p 

1/ln(p)/(p/ln²(p)) = 

ln(p)/p 

1/(p/ln(p)) =  

ln(p)/p 

 

Précisons d’abord que ceci est un résultat moins précis que le théorème des nombres premiers. Le but n’est pas ici de 

démontrer à nouveau ce théorème (à savoir la constante multiplicative est égale à 1) mais d’établir la cohérence des 

résultats (c’est-à-dire il existe bien une constante multiplicative), ce que suffit à notre ambition ici. 

 

Les ratios 1 et 2 restent bien respectivement constants d’une colonne à l’autre. 

Ainsi à Mi = N-pi/ln(pi)-1 → N-i-1 correspondrait l’expression : 

 

π(1, +∞) = lim           cte.x/ln(x).                                      (48) 

  x → +∞                        

 

en même temps que (i étant l’indice de pi) : 

 

 +∞   

π(1, +∞) = Σ 1                                                                  (49) 

  i                        

 

L’avant-dernière expression est effectivement le TNP en prenant cte = 1, tandis que la dernière est triviale (ce qui 

n’enlève rien à son grand intérêt ici par son interprétation triviale). 

 

Nota important : 
 

Nous insistons ici sur le fait que les expressions (43), (48) et (49) sont équivalentes : elles donneraient le même résultat, à 
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savoir la même valeur numérique si celle-ci était finie. A défaut, elles donnent ici par trois fois la valeur +∞. Passer de 

l’une à l’autre des expressions et aligner les données sur la même courbe (à peu de choses près) revient ici à une simple 

dilatation (ou contraction) des abscisses.   
 

En conclusion, nous avons réalisé ici l’évaluation asymptotique d’un ensemble de densité 0 dans N par soustraction des 

éléments qui n’appartiennent pas à l’ensemble. Les quantités à soustraire s’appuient sur une suite récurrente #REi dont la 

somme Σ #REi est 1. Ceci nous a permis de confirmer l’infinité des nombres premiers et de retrouver sa progression 

asymptotique attendue en x/ln(x).  

 

Dans la suite, pour l’évaluation du dénombrement des nombres premiers jumeaux, nous allons refaire une construction à 

l’identique qui pour nous permettra d’énoncer une conclusion analogue en remplaçant simplement pi-1 par pi-2. L’étude 

précedente est également essentielle dans le fait qu’elle a permis de définir la nature de l’axe x support du dénombrement 

des nombres premiers. Cette détermination de l’axe support sera également indispensable et reprise pour ladite évaluation 

du dénombrement des nombres premiers jumeaux. 

 

Avant cela, nous proposons de découvrir la structure des espacements entre entiers générés par le crible d’Eratosthène.  

 

5.2. Paysage des espacements entre pseudo-premiers. 

 

Ce paragraphe est essentiel à la préparation du paragraphe 6.4.  

Nous faisons ici une étude sur un intervalle de taille #pi, la primorielle de pi, le but étant de trouver des résultats utilisables 

sur l’intervalle [pi, pi
2
] dans ledit paragraphe. 

 

5.2.1. Panoramas d’effectifs.  

 

Les pseudo-premiers sont ici ceux de la liste Eras(i) restant lors de l’exécution de l’algorithme d’Eratosthène.  

Nous analysons ainsi les espacements se présentant dans le cycle 1 à l’étape i. Ceci est fait d’une manière très différente 

par rapport à ce que nous verrons au chapitre 6 pour les nombres premiers jumeaux. Ce que nous faisons ici, c’est 

répertorier les espacements d’un élément au précédent et à celui-ci uniquement. Nous commençons par les dénombrer 

pour les étapes 1 à 9. 
 

Tableau 5 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

Ampleur  

cycle 1 
6 30 210 2310 30030 510510 9699690 223092870 6469693230 

Espacements 

ΔP 
Quantités d’espacements ΔP = #SP(j,i) 

2 1 3 15 135 1485 22275 378675 7952175 214708725 

4 1 3 15 135 1485 22275 378675 7952175 214708725 

6 
 

2 14 142 1690 26630 470630 10169950 280323050 

8 
  

2 28 394 6812 128810 2918020 83120450 

10 
  

2 30 438 7734 148530 3401790 97648950 

12 
   

8 188 4096 90124 2255792 68713708 

14 
   

2 58 1406 33206 871318 27403082 

16 
    

12 432 12372 362376 12199404 

18 
    

8 376 12424 396872 14123368 

20 
    

0 24 1440 61560 2594160 

22 
    

2 78 2622 88614 3324402 

24 
     

20 1136 48868 2100872 

26 
     

2 142 7682 386554 

28       72 5664 324792 

30       20 2164 154220 

32       0 72 10128 

34       2 198 15942 

36        56 7228 

38        2 570 

40        12 1464 

42         272 

44         12 

46         2 

Nombre 

d’espacements 

∑j #SP(j,i) 

2 8 48 480 5760 92160 1658880 36495360 1021870080 



P 14/142                                                    

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Ratio 

∑j #SP(j,i) /  

∑j #SP(j,i-1) 

 4 6 10 12 16 18 22 28 

Espacements 

moyens  

Δmoyen 

3 3,75 4,375 4,8125 5,2135 5,5394 5,8471 6,1129 6,3312 

c = 

Δmoyen/ln(pi) 

→ e
γ
 

2,7307 2,3300 2,2483 2,0070 2,0326 1,9552 1,9858 1,9496 1,8802 

Δmax/Δmoyen/i 

→ 2e
-γ

  
1,3333 0,8000 0,7619 0,7273 0,8440 0,7823 0,8307 0,8179 0,8073 

 

Par construction, en additionnant les espacements entre nombres, nous retrouvons l’ampleur globale du cycle 1. Ainsi 

1*2+1*4 = 6, 3*2+3*4+2*6 = 30, 15*2+15*4+14*6+2*8+2*10 = 210, etc. 

 

Théorème 9  
 

Le nombre d’espacements à l’étape i (selon la colonne i, j = 1 à j max) est égal au produit des pk-1, k = 1 à i. 

 

∑j #SP(j,i) = ∏i (pk-1)               (50) 

 

Démonstration 
 

Il s’agit simplement d’une redite du théorème 4.  

 

L’espacement moyen Δmoyen(i) = ∏i pk/(pk-1) s’en déduit immédiatement et tend vers e
γ
.ln(pi) où e

γ
 ≈ 1,781. 

Si l’espacement maximal est de l’ordre de grandeur de 2pi, le ratio Δmax/Δmoyen tend vers 2e
-γ

.pi/ln(pi), soit 2e
-γ
.i, 

augmentant ainsi linéairement avec i (2e
-γ

 ≈ 1,123).  

 

Les espacements de 2 et 4 générés par le crible d’Eratosthène seront examinés au chapitre suivant. Nous verrons qu’ils 

sont effectivement en quantités égales et augmentent dans le rapport pi-2 (tableau 26 page 44). Nous retrouvons ici le 

même dénombrement que dans le chapitre suivant du fait que pour ces deux petits espacements, les configurations sous-

jacentes aux dénombrements sont identiques.  

Pour les autres quantités apparaissant dans le tableau (espacements > 4), leur anticipation est plus complexe et nous 

resterons essentiellement dans le domaine de la conjecture.  

 

Voyons d’abord ce qu’il en est de l’augmentation des quantités lorsque l’étape i est incrémentée. 

 

Tableau 6 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 

Nombre premiers 

supplémentaires 
3 5 7 11 13 17 

Ampleur cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 

Espacements ΔP 
Ratios #RP(j,i) =  

nombre d’espacements au rang i/nombre d’espacements au rang i-1 

2  3 5 9 11 15 

4  3 5 9 11 15 

6 
 

 7 10,14 11,90 15,76 

8 
 

  14 14,07 17,29 

10 
 

  15 14,60 17,66 

12 
 

   23,50 21,79 

14 
 

   29 24,24 

16 
 

    36 

18 
 

    47 

20 
 

    +∞ 

22 
 

    39 

 

Lemme 1  
 

Nous avons (lorsque #RP(j,i) existe) :  
 

#RP(j,i) ≥ pi-2         (51) 

et 
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Lim #RP(j,i) → pi-2       (52) 

i → +∞  

 

Démonstration 
 

Les deux points résultent du fait que l’algorithme d’Eratosthène génère dans le cycle 1 (et les suivants) des espacements 

de plus en plus grands au niveau d’une même abscisse. Ceci créé une saturation progressive des petits espaces libres (en 

commençant par les plus petits), espaces libres qui rentrent au fur et à mesure « dans le rang », c’est-à-dire dans la 

proportion de base qui est allouée par la déplétion lorsque deux nombres sont pris en compte simultanément (et non un 

seul seulement), proportion qui est pi-2 comme nous le démontrerons au chapitre 6 (théorème 12). 

 

Lemme 2  
 

Les cardinaux des espacements sont pairs, hormis pour les deux premiers d’entre eux (correspondant à 2 et 4). 

 

Démonstration  
 

En effet, un des diviseurs de chacun des n1, n2, …, nk constituant l’espacement vacant entre deux nombres est dans 

l’ensemble {3, 5, …, pi} et de même alors pour 2.3.5…pi-n1, 2.3.5…pi-n2, .., 2.3.5…pi-nk. Par contre n1-2 et nk+2 n’ayant 

pas de diviseurs dans l’ensemble {3, 5, …, pi}, il en sera de même pour 2.3.5…pi-(n1-2) et 2.3.5…pi-(nk+2).  

Donc, les espaces viennent par paires.  

Pour le cas des espacements 2 et 4, le cardinal est impair du fait de l’existence d’un élément centré et symétrique et d’un 

seul. 

 

5.2.2. Horizons sur le dénombrement itératif des effectifs.  

 

Lemme 3  
 

Il existe une constante cj telle que le nombre d’espacements en ligne j rapporté au nombre total d’espacements à l’étape i 

est supérieur à cj/ln(pi). 

#SP(j,i)/∑j #SP(j,i) ≥ cj/ln(pi)               (53) 

 

Démonstration  
 

Notons ij l’étape i à partir de laquelle #SP(j,i) commence à exister (devient différent de 0). D’après la relation (51), 

#RP(j,i) ≥ pi-2. A partir de là, d’après (50), pour i>ij, la progression du rapport #SP(j,i)/∑j #SP(j,i) est plus rapide que 

celle du produit ∏i>ij (pk-2)/(pk-1). Nous avons donc, pour tout i, #SP(j,i)/∑j #SP(j,i) ≥ .∏i<=ij 1/(pk-1).∏i>ij (pk-2)/(pk-1) = 

cj’.∏i>ij (pk-2)/(pk-1) = cj’’.∏i (pk-2)/(pk-1). Ce dernier produit tend asymptotiquement (avec i) vers c’’’/ln(pi) d’après la 

généralisation du théorème de Mertens (relation (3)).  

D’où le résultat.  

 

Conjecture 1  
 

Les effectifs #SP(j,i) s’expriment par un système de relations itératives (sur la ligne j donnée) à partir d’un certain rang i. 

 

Exemples 
 

Donnons quelques exemples avant d’expliciter la manière d’obtenir ces relations itératives. 

 

Tableau 7 

 

j Formules 

1 
#SP(1,1) = 1 

#SP(1,i) = (pi-2).#SP(1,i-1) 

2 
#SP(2,1) = 1 

#SP(2,i) = (pi-2).#SP(2,i-1) 

3 

x1(2) = 2 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SP(3,1) = 0 

#SP(3,i) = (pi-2).#SP(3,i-1)+x1(i) 

4 

x1(3) = 2 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(2) = 0 

x2(i) = (pi-1-3).x2(i-1)+x1(i) 

#SP(4,1) = 0 

#SP(4,i) = (pi-2).#SP(4,i-1)+x2(i) 
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j Formules 

5 

x1(4) = 4 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(3) = 2 

x2(i) = (pi-1-3).x2(i-1)+x1(i) 

#SP(5,2) = 0 

#SP(5,i) = (pi-2).#SP(5,i-1)+x2(i) 

6 

x1(5) = 12 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

x2(4) = 8 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(3) = 0 

x3(i) = (pi-1-3).x3(i-1)+x2(i) 

#SP(6,2) = 0 

#SP(6,i) = (pi-2).#SP(6,i-1)+x3(i) 

7 

x1(6) = 36 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

x2(5) = 20 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(4) = 2 

x3(i) = (pi-1-3).x3(i-1)+x2(i) 

#SP(7,3) = 0 

#SP(7,i) = (pi-2).#SP(7,i-1)+x3(i) 

8 

x1(6) = 24 

x1(i) = (pi-4-6).x1(i-1) 

x2(5) = 12 

x2(i) = (pi-3-5).x2(i-1)+x1(i) 

x3(4) = 0 

x3(i) = (pi-2-4).x3(i-1)+x2(i) 

x4(3) = 0 

x4(i) = (pi-1-3).x4(i-1)+x3(i) 

#SP(8,2) = 0 

#SP(8,i) = (pi-2).#SP(8,i-1)+x4(i) 

9 

x1(7) = 144 

x1(i) = (pi-4-6).x1(i-1) 

x2(6) = 120 

x2(i) = (pi-3-5).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 8 

x3(i) = (pi-2-4).x3(i-1)+x2(i) 

x4(4) = 0 

x4(i) = (pi-1-3).x4(i-1)+x3(i) 

#SP(9,3) = 0 

#SP(9,i) = (pi-2).#SP(9,i-1)+x4(i) 

10 

x1(8) = 240 

x1(i) = (pi-5-7).x1(i-1) 

x2(7) = 336 

x2(i) = (pi-4-6).x2(i-1)+x1(i) 

x3(6) = 24 

x3(i) = (pi-3-5).x3(i-1)+x2(i) 

x4(5) = 0 

x4(i) = (pi-2-4).x4(i-1)+x3(i) 

x5(4) = 0 

x5(i) = (pi-1-3).x5(i-1)+x4(i) 

#SP(10,3) = 0 

#SP(10,i) = (pi-2).#SP(10,i-1)+x5(i) 
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j Formules 

11 

x1(9) = 1152 

x1(i) = (pi-5-7).x1(i-1) 

x2(8) = 1728 

x2(i) = (pi-4-6).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 372 

x3(i) = (pi-3-5).x3(i-1)+x2(i) 

x4(6) = 28 

x4(i) = (pi-2-4).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 2 

x5(i) = (pi-1-3).x5(i-1)+x4(i) 

#SP(11,4) = 0 

#SP(11,i) = (pi-2).#SP(11,i-1)+x5(i) 

12 

x1(9) = 2880 

x1(i) = (pi-6-8).x1(i-1) 

x2(8) = 1800 

x2(i) = (pi-5-7).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 216 

x3(i) = (pi-4-6).x3(i-1)+x2(i) 

x4(6) = 20 

x4(i) = (pi-3-5).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 0 

x5(i) = (pi-2-4).x5(i-1)+x4(i) 

x6(4) = 0 

x6(i) = (pi-1-3).x6(i-1)+x5(i) 

#SP(12,3) = 0 

#SP(12,i) = (pi-2).#SP(12,i-1)+x6(i) 

13 

x1(9) = 2580 

x1(i) = (pi-6-8).x1(i-1) 

x2(8) = 1186 

x2(i) = (pi-5-7).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 50 

x3(i) = (pi-4-6).x3(i-1)+x2(i) 

x4(6) = 2 

x4(i) = (pi-3-5).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 0 

x5(i) = (pi-2-4).x5(i-1)+x4(i) 

x6(4) = 0 

x6(i) = (pi-1-3).x6(i-1)+x5(i) 

#SP(13,3) = 0 

#SP(13,i) = (pi-2).#SP(13,i-1)+x6(i) 

 

Pour évaluer les valeurs initiales xi(…), au nombre de ent((j+2)/2) compris éventuellement des 0 de la ligne j, il suffit de 

connaître au plus les ent((j+2)/2) premières valeurs non nulles de #SP(j,i). Ceci est fait en extrayant successivement à 

partir de ces dernières les restes de divisions euclidiennes par pi-k-(k+2).  

 

Par exemple, pour la ligne j = 6, il nous faut ainsi utiliser les ent((6+2)/2) = 4 premières valeurs au plus (dont certaines 

sont donc éventuellement à 0) correspondant ci-dessous à la partie du tableau en double encadré. Effectuant les 4 

divisions euclidiennes successives, à l’instar des calculs illustrés dans la dernière colonne renseignée ci-dessous, nous 

voyons apparaître systématiquement des valeurs égales à 0 à droite du double encadré.  

 

Tableau 8 

 

pi 5 7 11 13 17 19 23 … 

Ligne j 0 0 8 188 4096 90124 2255792 … 

Division euclidienne 1 0 0 8 100 1276 20492 363188 = 2255792-90124*(23-2)  … 

Division euclidienne 2 0 0 8 36 276 2628 35316 = 363188-20492*(19-3) … 

Division euclidienne 3 0 0 8 12 24 144 1152 = 35316 -2628*(17-4) … 

Division euclidienne 4 0 0 8 12 0 0 0 = 1152-144*(13-5) … 

 

Chaque division euclidienne permet la détermination d’une nouvelle valeur initiale qui s’ajoute selon une diagonale. Il 

s’agit ici de (0, 0, 8, 12, (0)), valeurs reprises ensuite pour construire asymptotiquement le tableau numérique : 
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Tableau 9 

 

pi 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 … 

 0 0 8 188 4096 90124 2255792 68713708 2206209208 83462164156 3474628537016 151047124809308 … 

  0 8 100 1276 20492 363188 7807324 213511676 6244841876 219604134932 8587354791652 … 

   8 36 276 2628 35316 543564 10521252 266514948 7279511148 242397664236 … 

    12 24 144 1152 13824 193536 3483648 83607552 2173796352 … 

    
 

0 0 0 0 0 0 0 0 … 

 

La dernière ligne, omise en général dans la suite, est sous-entendue. 

 

Expression générale des relations récursives 
 

L’écriture générale du système de relations récursives est la suivante  

 

Tableau 10 

 

x(j,i-ent(j/2)) x(j,i-ent(j/2)+1) … x(j,i) x(j,i+1) … 

 x(j-1,i-ent(j/2)+1) … x(j-1,i) x(j-1,i+1) … 

  … … … … 

   x(j-ent(j/2),i) x(j-ent(j/2),i+1) … 

    0 … 

 

avec  

x(k,i) = (pi-(k-1)-2-k-1).x(k,i-1)+x(k-1,i)                (54) 

et  

#SP(j,i) = x(j,i)                                                      (55) 

 

Exemples numériques 
 

Les valeurs ci-dessous ont été vérifiées jusqu’au rang i = 9. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

Dans les tableaux ci-dessous, les valeurs de #SP(j,i) entre parenthèses permettent d’établir les constantes xi(r) nécessaires 

à l’application des formules itératives. 
 

Tableau 11 

 

i pi #SP(1,i) #SP(2,i) #SP(3,i) #SP(4,i) #SP(5,i) #SP(6,i) 

1 3 (1) (1) 
 

   

2 5 3 3 (2)    

3 7 15 15 14 (2) (2)  

4 11 135 135 142 (28) (30) (8) 

5 13 1485 1485 1690 394 438 (188) 

6 17 22275 22275 26630 6812 7734 4096 

7 19 378675 378675 470630 128810 148530 90124 

8 23 7952175 7952175 10169950 2918020 3401790 2255792 

9 29 214708725 214708725 280323050 83120450 97648950 68713708 

10 31 6226553025 6226553025 8278462850 2524575200 2985436650 2206209208 

11 37 217929355875 217929355875 293920842950 91589444450 108861586050 83462164156 

12 41 8499244879125 8499244879125 11604850743850 3682730287600 4396116829650 3474628537016 

13 43 348469040044125 348469040044125 481192519512250 155231331960250 186022750845750 151047124809308 

 

i pi #SP(7,i) #SP(8,i) #SP(9,i) #SP(10,i) #SP(11,i) #SP(12,i) 

1 3 
   

   

2 5 
   

   

3 7 
   

   

4 11 (2) 
  

   

5 13 (58) (12) (8)  (2)  

6 17 (1406) (432) (376) (24) (78) (20) 

7 19 33206 12372 (12424) (1440) (2622) (1136) 

8 23 871318 362376 396872 (61560) (88614) (48868) 

9 29 27403082 12199404 14123368 2594160 3325554 (2100872) 

10 31 903350042 423955224 512670088 106604280 126803610 88345892 

11 37 34861119734 16996070868 21218333416 4814320320 5463271134 4075111904 

12 41 1475437583074 741616123248 949982718776 230780018520 253219805154 199176739444 

13 43 65082209263162 33583362918924 43986950258888 11319407188560 12098327744322 9949934146072 
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Au vu de la régularité (conjecturelle) des formules itératives, l’anticipation desdites constantes xi(r) permettrait de 

résoudre complètement le problème du dénombrement. Ceci n’a pu être réalisé ici. 

 

Nous pouvons préciser cependant le lieu du premier élément non nul sur la ligne j du tableau d’effectif 5 :  

Pour j tel que pi-2+1 ≤ j ≤ pi-1, ce premier élément est nécessairement à la position i (généralement) ou au-delà.  

Pour j = pi-1, i ≥ 1, de plus, l’effectif, donc la valeur de ce premier élément, est systématiquement égal à 2 à l’exception de 

j = p0 = 2 avec initialisation à 1.  

Nous notons l’exception notable du cas de la colonne pi = 23 où nous trouvons un effectif non nul au-delà de la ligne j = 

pi-1 (en j = pi-1+1). Nous la pensons unique mais bien en peine de pouvoir le démontrer. 

 

Comparons à présent les valeurs initiales (du tableau 7), jusqu’au point où nous avons pu les déterminer, aux données du 

tableau d’effectifs (tableau 5). Ces valeurs initiales sont inscrites en police rouge ci-dessous à l’intérieur même du tableau 

d’effectifs (hormis des zéros) : 

 

Tableau 12 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 … 

           pi 

ΔP = 2j 
3 5 7 11 13 17 19 23 29 … 

2 1 3 15 135 1485 22275 378675 7952175 214708725 … 

4 1 3 15 135 1485 22275 378675 7952175 214708725 … 

6 
 

2 14 142 1690 26630 470630 10169950 280323050 … 

8 
  

2 28 394 6812 128810 2918020 83120450 … 

10 
  

2 26+4 438 7734 148530 3401790 97648950 … 

12 
   

8 176+12 4096 90124 2255792 68713708 … 

14 
   

2 38+20 1370+36 33206 871318 27403082 … 

16 
    

12 408+24 12372 362376 12199404 … 

18 
   

 8 256+120 12280+144 396872 14123368 … 

20  
  

 0 24 1104+336 61320+240 2594160 … 

22  
  

 2 50+28 2250+372 86886+1728 3323250+1152 … 

24  
    

20 920+216 47068+1800 2097992+2880 … 

26  
   

 2 92+50 6496+1186 383974+2580 … 

28  
   

 
 

72 4536+1128 320664+4128 … 

30  
   

 
 

20 1380+804 150632+3588 … 

32  
   

  0 72 7056+3072 … 

34 
    

  2 136+62 13260+2682 … 

36 
    

  
 

56 5488+1740 … 

38 
     

 
 

2 196+374 … 

40 
    

   12 1176+288 … 

42 
    

   
 

272 … 

44 
    

   
 

12 … 

46 
    

   
 

2 … 

… 
    

     … 

 

Nous retrouvons les valeurs initiales (les valeurs en police bleue du tableau 8 par exemple pour 2j = 12) en faisant une 

lecture horizontale du tableau.  

Les effectifs près du maximum de ΔP = 2j sont égaux aux valeurs initiales et progressivement seule une partie des 

effectifs sont à prendre en compte (comme valeurs initiales). 

 

Malléabilité des systèmes 
 

Pour finir, et ceci s’applique aux autres formules du même type que nous retrouverons dans cet article, il faut noter la 

malléabilité de ces formules itératives. En effet, nous pouvons permuter à loisir l’ordre des ck dans les (pi-k-ck) tout en 

retrouvant exactement les mêmes #SP(j,i) par simple ajustement des conditions initiales xk(r).  

Nous avons rédigé un article spécifique sur ce sujet « Invariance dans un système triangulaire d’équations récursives et 

matrices unitriangulaires » [7]. 

Il va de soi que l’ordre croissant des k (et ck) s’impose et c’est celui qui a été retenu ici. D’ailleurs, donner un sens concret 

aux coefficients initiaux dans le cadre d’un ordre arbitraire n’a rien d’évident. 

 

L’exemple pour j = 13 est donné ci-dessous.   
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Tableaux 13 et 14 

 

j 

=  

13 

x1(9) = 2580 

x1(i) = (pi-6-8).x1(i-1) 

x2(8) = 1186 

x2(i) = (pi-5-7).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 50 

x3(i) = (pi-4-6).x3(i-1)+x2(i)  

x4(6) = 2 

x4(i) = (pi-3-5).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 0 

x5(i) = (pi-2-4).x5(i-1)+x4(i) 

x6(4) = 0 

x6(i) = (pi-1-3).x6(i-1)+x5(i) 

#SP(13,3) = 0 

#SP(13,i) = (pi-2).#SP(13,i-1)+x6(i) 

x1(9) = 5052 

x1(i) = (pi-6-6).x1(i-1) 

x2(8) = 1236 

x2(i) = (pi-5-8).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 58 

x3(i) = (pi-4-3).x3(i-1)+x2(i) 

x4(6) = 2 

x4(i) = (pi-3-5).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 0 

x5(i) = (pi-2-2).x5(i-1)+x4(i) 

x6(4) = 0 

x6(i) = (pi-1-4).x6(i-1)+x5(i) 

#SP(13,3) = 0 

#SP(13,i) = (pi-7).#SP(13,i-1)+x6(i) 

x1(9) = 7972 

x1(i) = (pi-6-4).x1(i-1) 

x2(8) = 1732 

x2(i) = (pi-5-2).x2(i-1)+x1(i) 

x3(7) = 64 

x3(i) = (pi-4-8).x3(i-1)+x2(i) 

x4(6) = 2 

x4(i) = (pi-3-7).x4(i-1)+x3(i) 

x5(5) = 0 

x5(i) = (pi-2-3).x5(i-1)+x4(i) 

x6(4) = 0 

x6(i) = (pi-1-5).x6(i-1)+x5(i) 

#SP(13,3) = 0 

#SP(13,i) = (pi-6).#SP(13,i-1)+x6(i) 

 

Comportement asymptotique  
 

Les valeurs numériques résultantes suivent. Les nombres entre parenthèses s’obtiennent à partir des conditions initiales 

xk(r) à ajuster, puis restent identiques, quelle que soit la permutation adoptée. 

 

i pi #SP(13,i) 

3 7 (0) 

4 11 (0) 

5 13 (0) 

6 17 (2) 

7 19 (142) 

8 23 (7682) 

9 29 (386554) 

10 31 18296026 

11 37 917779870 

12 41 47868405830 

13 43 2523638720330 

14 47 140310923994850 

15 53 8521044521043950 

16 59 562884816841615450 

17 61 38006808659692941250 

18 67 2776584409210071637450 

19 71 212874333408720904370450 

20 73 16674778854319869359926850 

21 79 1401166023549229397548238150 

22 83 122977907658913527789701081950 

23 89 11502780841555360481825175525050 

24 97 1165580304713859247287339606190850 

25 101 122562697582639018843161308883447850 

26 103 13112754736781472886415720803648313050 

27 107 1453351921671783646083875844678718429850 

28 109 163783729028421214171254691350900881085650 

29 113 19090760983054610636273575350824582551981450 

30 127 2490149754971161047278626232764643094100655650 

31 131 334505343704327817752693163631815861180635580650 

32 137 46908332520608833556782238732974003111934848052050 

33 139 6667536123998885033362185956972826564358181730380950 

34 149 1013808433029832410059335901349067128255376332794388050 

35 151 156097440634286284953011093147817174505594521931801749050 

36 157 24959101448658489141113826564592082779615686887185872886850 

37 163 4138772764364345164239583547725371204294664920449705998153550 

38 167 702574529619742553207414136546661390692757889239462591720406350 

39 173 123435023346526582185411291027417474707510191562352469863110298050 

40 179 22419312647708222993713153535618153671640710866274320769140117641950 
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i pi #SP(13,i) 

41 181 4115527016222756202180561899505189728379359941505888984112546544826950 

42 191 796414463518548004037077381518286696110100584382961450036853649232343950 

43 193 155669158241079879018417893824990993446937702823167114041697615544840818850 

44 197 31042285222743476450457585552199407740672342683825137478447501405306409875450 

45 199 6250775928449604994815855068828960411772403362461534297872032843799660800993550 

 

Un peu plus loin, nous avons : 

 

i pi #SP(13,i) 

2150 18911 

193868004724182763247599186666889489560180945867905375839770079496325712766765793817096316103499982708060169508148803007430636318231889919076238497744985363896948406

515875968767344495121837641155901580031250775399982548800836550951858789411869698794677442627002553173067318505467141263692887175085783549220315158364189047445057446
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Une étude analogue jusqu’à i = 2150 pour l’ensemble des exemples j = 1 à 13 permet de tracer les courbes suivantes : 

 

  
 

Aux premières étapes i, les effectifs comparés des populations d’espacements 2j sont dans des proportions différentes de 

manière significative, par exemple un rapport de plus de 1 à 10000 entre {i = 6 (pi = 17), j = 13} et {i = 6, j = 1}. Au fur et 

à mesure que i tend vers l’infini, il s’opère un tassement des valeurs du fait des contributions suppléées par l’augmentation 

du nombre d’équations dans le système récursif (une nouvelle équation pour chaque augmentation de 2 de j). Ainsi, le 

rapport cité précédemment chute à 1 pour 3,66 (rapport voisin de sa valeur asymptotique).  
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Partant des théorèmes 9 et 12, faisant l’hypothèse que l’ordre de grandeur des #SP(j,i) est celui de #SP(1,i) lorsque i tend 

vers l’infini, il existerait alors une constante c telle que ∏i→+∞ (pi-1) = ∑j #SP(j,i→+∞) > c.jmax.#SP(1, i→+∞) = 

c.jmax.∏i→+∞ (pi-2). D’où jmax < (1/c).∏i→+∞ (pi-1)/(pi-2) et, à partir du théorème de Mertens, nous pourrions conclure à 

l’existence une constante c’ telle que jmax < c’ln(pi). 

L’ordre de grandeur du nombre de lignes j au rang i, (comprenant des valeurs non nuls) serait alors asymptotiquement en 

ln(pi). Cet ordre de grandeur est très largement inférieur à l’observation (jmax de l’ordre de pi en fait comme nous le 

verrons plus loin) car asymptotiquement il y a néanmoins des valeurs intermédiaires entre les effectifs de la ligne j = 1 et 

ceux de la ligne jmax.  

 

Cependant, ce que nous cherchons à mettre en valeur ici est la très forte contrainte existant de fait sur la valeur maximale 

de j à i donné. Il est difficile, et dans les faits impossible, de concilier la croissance des effectifs engendrée par les 

formules récursives et un jmax qui serait régulièrement au-delà de pi (valeur donnée plus loin). En effet, tout effectif 

passant de zéro à une valeur non nulle va enclencher immédiatement une progression régulière desdits effectifs aux rangs 

i suivants et inversement toute absence doit être rattrapée impérativement, le rapport ∏i→+∞ (pi-1) des effectifs globaux 

devant être impérativement respecté à chaque étape i. Le fait d’un lien récursif et de la contrainte due à la relation (52) 

autorégule l’augmentation asymptotique de la valeur maximale de j (à i donné). 

 

5.2.3. Evolution des cumuls d’effectifs.  

 

Nous donnons ci-dessous les cumuls d’effectifs correspondant à un espacement supérieur à une valeur donnée.  

 

Tableau 15 

 

 Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

j Espacements ΔP Cumuls d’effectifs ΔPC = #SPC(j,i) 

1 ≥ 2 2 8 48 480 5760 92160 1658880 36495360 1021870080 

2 ≥ 4 1 5 33 345 4275 69885 1280205 28543185 807161355 

3 ≥ 6 0 2 18 210 2790 47610 901530 20591010 592452630 

4 ≥ 8 
 

0 4 68 1100 20980 430900 10421060 312129580 

5 ≥ 10 
  

2 40 706 14168 302090 7503040 229009130 

6 ≥ 12 
   

10 268 6434 153560 4101250 131360180 

7 ≥ 14 
   

2 80 2338 63436 1845458 62646472 

… …    … … … … … … 

 

Les relations récursives étant linéaires, les cumuls obéissent aux mêmes type de relations, les valeurs initiales, obtenues 

précédemment étant simplement additionnées leur à l’autre (dans le tableau 7) : 

 

Tableau 16 

 

j Formules 

1 
#SPC(1,1) = 2 

#SPC(1,i) = (pi-1).#SP(1,i-1) 

2 

x1(2) = 1 

x1(i) = (pi-1-2).x1(i-1) 

#SP(2,1) = 1 

#SP(2,i) = (pi-1).#SP(2,i-1)+x1(i) 

3 

x1(2) = 2 

x1(i) = (pi-1-2).x1(i-1) 

#SP(3,1) = 0 

#SP(3,i) = (pi-1).#SP(3,i-1)+x1(i) 
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j Formules 

4 

x1(5) = 32 

x1(i) = (pi-2-3).x1(i-1) 

x2(4) = 28 

x2(i) = (pi-1-2).x2(i-1)+x1(i) 

#SP(4,3) = 4 

#SP(4,i) = (pi-1).#SP(4,i-1)+x2(i) 

5 

x1(6) = 18 

x1(i) = (pi-3-4).x1(i-1) 

x2(5) = 46 

x2(i) = (pi-2-3).x2(i-1)+x1(i) 

x3(4) = 20 

x3(i) = (pi-1-2).x3(i-1)+x2(i) 

#SP(5,3) = 2 

#SP(5,i) = (pi-1).#SP(5,i-1)+x3(i) 

6 

x1(6) = 54 

x1(i) = (pi-3-4).x1(i-1) 

x2(5) = 58 

x2(i) = (pi-2-3).x2(i-1)+x1(i) 

x3(4) = 10 

x3(i) = (pi-1-2).x3(i-1)+x2(i) 

#SP(6,3) = 0 

#SP(6,i) = (pi-1).#SP(6,i-1)+x3(i) 

7 

x1(8) = 576 

x1(i) = (pi-4-5).x1(i-1) 

x2(7) = 1062 

x2(i) = (pi-3-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(6) = 442 

x3(i) = (pi-2-3).x3(i-1)+x2(i) 

x4(5) = 56 

x4(i) = (pi-1-2).x4(i-1)+x3(i) 

#SP(7,4) = 2 

#SP(7,i) = (pi-1).#SP(7,i-1)+x4(i) 

… ... 

 

Le lecteur pourra également constituer les systèmes d’équations récursives correspondant aux cumuls du type 

« espacements ΔP ≤ 2j » au lieu du type « espacements ΔP ≥ 2j » résolu ci-dessus. 

 

Ayant échoué sur l’anticipation des valeurs initiales au paragraphe précédent, l’objet de ce paragraphe était de la dénicher 

ici. Pour ces deux types de cumuls, cependant il ne semble pas y avoir plus de possibilités de succès que précédemment.  

 

5.2.4. Berceau des facteurs multiplicatifs.  

 

Nous donnons ci-dessous la piste à explorer en vue de la démonstration de l’existence des relations récursives. Les 

facteurs multiplicatifs observés dans ces relations linéaires se présentent en effet d’emblée lorsque nous réalisons des tris 

successifs basés sur des groupements modulo #pi/pk où pk est la liste décroissante des diviseurs premiers de la primorielle 

#pi. La preuve cherchée est donc intimement liée à la bonne compréhension de ces tris. Nous décrivons ci-dessous cette 

méthode et les propriétés des objets entrant en jeu. 

 

Méthode de tri des familles modulo. 
 

Partant des nombres entiers couvrant un intervalle [x0, x0+p0p1p2…pi[, (x0 > pi), nous retirons tous les multiples de p0 = 2 à 

pi. Les nombres restant sont en quantité (p1-1)(p2-1)…(pi-1) et sont rangés suivant les valeurs croissantes des espacements 

(aux précédents). 

 

Les nombres x à espacement 2 sont triés suivant les valeurs croissantes de x modulo p0p1p2…pi/pi. Ils s’affichent en 

familles à pi-2 valeurs modulo identiques et sont tous 1 modulo 6. La quantité totale d’éléments répond à un système à 

une équation récursive. Pour l’espacement 4, la routine est ensuite analogue hormis que les éléments sont tous 5 mod 6. 

Pour ces deux premiers groupes de familles à cardinal pi-2-0, la démonstration est celle du théorème 12 (et du théorème 

préliminaire 4). 

 

Les nombres x d’espacement 6 = 4+2 sont ensuite triés suivant la valeur croissante de x modulo p0p1p2…pi/pi. Ceux qui 

s’affichent en familles à pi-2 valeurs modulo identiques sont regroupés à part. Les autres s’affichent modulo p0p1p2…pi/pi-

1 en familles ayant pi-1-2-1 valeurs modulo identiques et sont classés de leur côté. L’ensemble répond à un système à deux 

équations récursives.  

 

… 
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Les nombres x d’espacement 4+2.(j-2) sont ensuite triés suivant la valeur croissante de x modulo p0p1p2…pi/pi. Les 

familles à pi-2 valeurs modulo identiques qui s’affichent sont regroupées à part lorsqu’elles existent. Nous procédons 

ensuite de même modulo p0p1p2…pi/pi-k, k étant progressivement incrémenté en faisant des regroupements des nombres 

donnant pi-k-2-k valeurs modulo identiques à la séquence k+1.  

 

Nous procédons ainsi jusqu’à épuisement du stock. Le nombre de tris, à un espacement donné, ne peut excéder i. Le 

système récursif en découlant ne peut avoir plus de i équations. 

 

Origine du rapport multiplicatif 
 

Les pi-k-2-k valeurs modulo identiques à la séquence k+1 proviennent du dénombrement qui suit. Nous opérons modulo 

p0p1p2…pi/pi-k. Dans un intervalle de taille p0p1p2…pi, nous obtenons donc initialement exactement pi-k nombres. Sur 

ceux-ci trivialement, à distance équidistante, il y a exactement 1 nombre x qui est multiple de pi-k et 1 autre parmi x-

2j+r.p0p1p2…pi/pi-k, r = 0 à pi-k-1, qui est également multiple de pi-k, et ceci qu’importe la valeur de j. Ceci est trivial à 

l’opposé de ce qui suit : Les éliminations des k autres nombres sont réparties en exactement 1 élimination pour la série 

triée modulo p0p1p2…pi/pi, 1 élimination pour la série triée modulo p0p1p2…pi/pi-1, …, 1 élimination pour la série triée 

modulo p0p1p2…pi/pi-(k-1), ces k cas étant tous à trouver dans les nombres à espacement 2j (voir les exemples plus bas).  

 

Propriété de symétrie 
 

Dans un intervalle [x0, x0+p0p1p2…pi[, x0 > pi, soumis à crible d’Eratosthène, il subsiste, à un décalage près, les mêmes 

nombres que dans l’intervalle ]-p0p1p2…pi/p0, +p0p1p2…pi/p0[ soumis au même algorithme à condition de retirer aussi p0, 

p1, p2, …, pi (et -p0, -p1, -p2, …, -pi). Le résultat de ce dernier après crible étant parfaitement symétrique, il existe dans 

l’intervalle initial une symétrie modulo p0p1p2…pi pour un axe à déterminer.  

Nous retrouverons ainsi systématiquement à toute configuration, notion que nous allons définir ci-dessous, une 

configuration symétrique, à moins qu’elle ne soit son propre symétrique. 

 

Notons encore que les propriétés relatives au dénombrement observées pour la partie des nombres au-delà de pi lors de 

l’exécution de l’algorithme d’Eratosthène sont les mêmes que si l’on étudie ces nombres dans un intervalle commençant à 

0 à condition d’enlever 2, 3, 5, 7, 11, … pi aussi. 

 

Remarques complémentaires. 
 

Notons d’abord que la conjecture est manifeste aux étapes i = 1 à 9. 
 

En utilisant suffisamment de conditions initiales, tout effectif peut être analysé sous la forme de formules récursives, 

puisque un ajustement d’une unité sur la diagonale inférieure (du tableau 10) change chacune des valeurs à la verticale de 

la même unité exactement. Le point est donc ici de montrer qu’un nombre fini de valeurs initiales suffira à l’évaluation 

asymptotique pour un espacement 2j donné et qu’ensuite les facteurs multiplicatifs conviennent.   
 

Nous donnons ci-dessous le calcul des effectifs #ΔP tel qu’il se présente pour l’espacement ΔP = 14 pour les étapes i = 1 à 

9. 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

Ligne 1 0 0 0 2 58 1406 33206 871318 27403082 

Ligne 2 
 

0 0 2 36 536 9304 173992 3877496 

Ligne 3 
  

0 2 20 176 1800 25128 397656 

Ligne 4 
   

2 14 36 216 1728 20736 

Ligne 5 
   

 14 8 0 0 0 

 

Du point de vue du calcul, les formules récursives fonctionnnent parfaitement à partir du bon ajustement de la diagonnale 

inférieure. Cependant, il serait hors de propos de chercher un sens aux effectifs affichés lorsque le facteur multiplicatif 

d’une ligne devient négatif comme en ligne 5 pour pi = 17. Les explications concrètes ne sont ici à chercher que jusqu’à la 

ligne 4 et par ailleurs à partir du moment où une population est non nulle. 

 

Exemples numériques. 
 

Les exemples numériques ci-dessous permettent de prendre connaissance de façon plus claire des suites de nombres qui 

donnent lieu aux argumenrs précédents.  

 

Les espacements sont pris, comme convenu dans cet article, entre le nombre affiché et son précédesseur respectant 

l’espacement ΔP. Par exemple, pour m = 11 le nombre inscrit dans le tableau, le nombre qui lui est associé est 7 (et non 

15) lorsque nous considérons l’espacement ΔP = 4.  

Nous partons de l’étape i = 1 en utilisant la méthode de tri. 
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Etape 1 : p0p1 = 6. 

 

Nous nous plaçons initialement dans l’intervalle [11, 17[, mais tout autre intervalle modulo 6 d’abscisse initial supérieur à 

p1 = 3 pourrait être choisi. 

 

Tableau 17 

 

Espacements 

ΔP 

#ΔP 
Liste nombres Propriétés 

2 1 13 1 mod 6/3 

4 1 11 1 mod 6/3 

 

Ceci initialise le tableau 5. 

Notons ici la façon de poser la condition modulo sous la forme p0p1…pi/pi. 

D’autre part pi-2 = 1 est bien le cardinal des éléments pour l’espacement 2 et 4 respectivement. 

 

Etape 2 : p0p1p2 = 30. 

Tableau 18 

 

Familles 
Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

Configurations 

d = 30/5 

1 2 3 13, 19, 31, (13) 
13 mod 30/5 

(1 mod 6) 
 d, 2d, 2d 

2 4 3 11, 17, 23, (11) 
11 mod 30/5 

(5 mod 6) 
 d, d, 3d 

3 6 2 
37 

29 
  

 

Les nombres 13 et 11, de l’étape précédente, sont générateurs des familles 1 et 2 au travers de la propriété 1 mod 30/5 

pour le premier et 5 mod 30/5 pour le second. Nous avons démontré, à l’aide des arguments de déplétion développés en 

pages 8 et 44 et illustrés par les tableaux 3 et 27, qu’en passant de l’étape i-1 à l’étape i, il y a pi candidats dont seuls pi-2 

conviennent et en effet ici à la famille 1, 25 et 37 ne conviennent pas (le premier pour être multiple de 5, le second car 37-

2 est multiple de 5) et de même à la famille 2, 29 et 35 sont exclus (le premier car 29-2 est multiple de 3 et, le second pour 

être multiple de 5).  

 

La famille 3 « récupèrent » les nombres 29 et 37 écartés précédemment (mais pas 25 et 35 qui sont multiples d’un diviseur 

de 30). C’est alors, pour ces nombres, leur position définitive car 29-6 et 37-6 ne sont pas multiples d’un diviseur de 30.  

Nous faisons le compte de pi-1-2-1 et obtenons la valeur 0. Ainsi les éléments de la famille 3 ne sont ni en quantités pi-2, 

ni en quantités pi-1-2-1. D’une certaine façon, nous pouvons dire qu’ils s’« autogénèrent » n’étant soumis à aucun facteur 

multiplicatif particulier (ce qui est un mot un peu exagéré, puisqu’en fait, ils ne sont qu’en dehors des classifications 

précédentes). Ainsi il n’y a pas lieu de leur attacher une propriété x modulo p0p1p2…pi/pi ou x modulo p0p1p2…pi/pi-1 

(d’où la case vide).  

 

Nous appellerons ici et par la suite « configuration » la disposition des espacements. Toute permutation circulaire des 

espacements est une configuration identique. 

Les configurations sont symétriques ici par rapport à elles-mêmes, à savoir par exemple le symétrique de {6, 12, 12} est 

{12, 12, 6}, ce dernier étant identique par permutation circulaire à {6, 12, 12}. 

 

Etape 3 : p0p1p2p3 = 210. 

Tableau 19 

 

Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

Configurations 

(d1 = 210/7 = 30,  

d2 = 210/5 = 42)  

Divers 

d3 = 210/3 = 70 

2 15 

13, 43, 73, 103, 193, (13) 

139, 169, 199, 19, 109, (139)  

181, 211, 31, 61, 151, (181)  

13 mod 210/7 

19 mod 210/7 

31 (ou 1) mod 210/7 

 d1, d1, d1, 3d1, d1 

139-13 = 3d2 

181-139 = d2 

210+13-181 = d2 

4 15 

17, 47, 107, 167, 197, (17) 

143, 173, 23, 83, 113, (143) 

101, 131, 191, 41, 71, (101) 

17 mod 210/7 

23 mod 210/7 

11 mod 210/7 

 d1, 2d1, 2d1, d1, d1  

6 14 

37, 67, 127, 157, 187, (37) 

149, 179, 29, 59, 89, (149) 

53, 137, (53) 

79, 163, (79) 

37 (ou 7) mod 210/7 

29 mod 210/7 

11 mod 210/5 

37 mod 210/5 

 d1, 2d1, d1, d1, 2d1 

 

2d2, 3d2 

149-37 = 112 = 

d2+d3 
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Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

Configurations 

(d1 = 210/7 = 30,  

d2 = 210/5 = 42)  

Divers 

d3 = 210/3 = 70 

8 2 
97 

121 
   

10 2 
209 

11 
   

 

Nous avons pi-2  = 7-2 = 5, pi-1-2-1  = 5-3 = 2 et pi-3-2-3 est négatif. Seules les recherches selon les propriétés x modulo 

p0p1p2…pi/pi = 210/7 et x modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 210/5 avec des regroupements par 5 et 2 ont donc un sens. 

 

Nous récupérons, dans la colonne « propriétés » du haut du tableau 19, la liste de nombres du tableau 18. Nous les 

trouvons sur les mêmes lignes d’espacements précédentes, les comblant intégralement pour les espacements 2 et 4 et 

partiellement pour l’espacement 6, le plus grand espacement à l’étape précédente. Ils sont développés grâce à la propriété 

modulo p0p1…pi/pi dans les nouvelles listes. Rappelons à nouveau ici qu’il est établit que tout nombre présent à l’étape i-1 

génère pi-2 nombres à l’étape i dans la même ligne d’espacement.  

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 2 et ΔP = 4 sont donnés par un système récursif à une équation. Chaque nombre du tableau 

précédent (tableau 18) se retrouve dans les lignes hautes de la colonne propriété et génére un lot de 7-2 = 5 nombres. Le 

facteur multiplicatif est égal à pi-2 comme attendu. Par exemple, dans la série 13, 43, 73, 103, 133, 163 et 193 (des 

nombres entre 11 et 2.3.5.7+10), qui sont tous des nombres 13 mod 210/7, un et un seul nombre a comme diviseur un 

diviseur de 210, à savoir 133 (divisible par 7) et dans la série 13-2, 43-2, 73-2, 103-2, 133-2, 163-2, 193-2, un seul a 

comme diviseur un diviseur de 210, à savoir 161 (divisible par 7) d’où deux rejets au total. Ces rejets sont réaffectés dans 

les lignes au-dessous. Notons que le générateur inscrit dans la colonne propriété ne se retouve pas nécessairement lui-

même dans la liste finale. 

 

La régularité des espacements est par ailleurs bien respectées (configurations identiques). 

Ceci n’a rien de surprenant, puisque considérant le nombre x1 ayant comme diviseur d (= pi) dans le premier échantillon 

(ici 133 divisible par 7) et le nombre x2 correspondant dans le second échantillon à diviseur d (ici 49 toujours divisible 

par 7), nous cherchons ensuite le nombre y1 tel que y1-Δ a comme diviseur d (ici Δ = 2). Alors (y1+(x2-x1)- Δ) est 

trivialement diviseur de t. Ce qui donne les positions relatives des deux couples associées et les espacements réguliers 

correspondants. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 6 sont déterminés par un système récursif à deux équations. 

La même règle s’applique pour une partie des nombres solutions, proportion qui est parfaitement identifiée dans les 

valeurs d’effectifs données par les deux équations récursives suivantes, qui sont tirés de la formule générale où seules les 

valeurs initiales sont à constituer par l’approche numérique : 

 

pi 3 5 7 

Ligne 1 0 2 14 

Ligne 2 

 

2 4 

 

Le cumul est de 14, dont 10 générés par deux nombres (37 (ou plutôt 7) mod 30 et 29 mod 30) en ligne 1 d’une part et 4 

générés par deux nombres en ligne 2 d’autre part.  

 

Les autres proviennent des rejets modulo 210/7 précédents. Modulo p0p1p2…pi/pi-1 (soit ici 42), les deux générateurs 

s’avèrent être alors 11 et 37 (ou plutôt 53 mod 42 et 79 mod 42 en recherchant les nombres en tête parmi les rejets modulo 

210/7). Avec des distances entre nombres de p0p1p2…pi/pi-1 dans un ensemble de taille p0p1p2…pi, nous avons donc de 

façon générale pi-1 nombres à examiner initialement. Dans le tableau suivant, nous reportons ces pi-1 nombres (ici pi-1 = 5) 

sur lesquels nous procédons à deux types d’élimination : 

 

m 11 53 95 137 179 

m-6 5 47 89 131 173 

Elimination si 

diviseur de 

210 

oui (bas) 

(pi-1 = 5) 
 

oui (haut) 

(pi-1 = 5) 
  

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

    

oui 

(179 = 29 

mod 210/7) 

 

De même, dans le tableau suivant concernant 37 (en faisant une permutation circulaire des m pour mieux comparer les 

configurations) : 
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m 121 163 205 37 79 

m-6 115 157 199 31 73 

Elimination si 

diviseur de 

210 

oui (bas) 

(pi-1 = 5) 
 

oui (haut) 

(pi-1 = 5) 
  

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

   

oui 

(37 = 7 

mod 210/7) 

 

 

Ainsi 2 valeurs initiales correspondent à 2 configurations représentées par les deux tableaux. Ceci donne un facteur 

multiplicatif de pi-1-2-1 = 2 ici, les deux premiers en vertu de l’élimination « standard » de deux unités (puisque 6 ne 

contient pas le diviseur 5) et le dernier du fait que dans l’intervalle de taille 210 l’un a déjà été répertorié dans une liste 

espacée modulo 210/7.  

 

N’ayant que deux configurations au total et sachant qu’il existe un symétrique à tout type de placement modulo 

p0p1p2…pi, nous vérifions ce point ici. Les espacements relatifs entre les éliminations du premier type sont les mêmes 

(valeur 84 mod 210) et l’axe de symétrie est centré au milieu des deux. Pour l’élimination du second type, le nombre 179 

peut être vu comme étant acollé à gauche de 11 (distance -42) dans le premier tableau, tandis que 37 est bien acollé à 

droite de 205 (distance de +42) dans le second. 

 

Le passage des solutions d’espacements 6 pour la partie modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 210/5 de l’étape 2 à l’étape 3 est donné 

ci-dessous. Il se fait modulo (p0p1p2…pi/pi)/pi-1 = (210/7)/5 = 6 (ce qui n’a rien de particulièrement remarquable pour une 

généralisation tant que i est très petit) : 

 

Nombres à l’étape 2 mod 6  Nombres à l’étape 3 mod 6 

29 5 → 53, 137 5 

37 1 → 79, 163 1 

 

Les deux autres couples de nombres (97, 121) et (209, 221) trouvent leur place avec les espacements 8 et 10 

respectivement. Ils s’autogénèrent, pour reprendre un terme déjà utilisé, n’étant soumis à aucun facteur multiplicatif 

particulier. En effet, si nous évaluons pi-2-2-2 à ce stade, nous obtenons -1 ce qui ne correspond pas à une éventuelle 

propriété x modulo p0p1p2…pi/pi-2 (d’où la case vide pour les deux espacements). 

 

Etape 4 : p0p1p2p3p4 = 2310. 

Tableau 20 

 

Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

Divers 

d3 = 2310/5 = 462 

2 135 

223, 433, 643, 853, 1063, 1273, 1483, 1693, 2113,… 

1609, 1819, 2029, 2239, 139, 349, 559, 769, 1189, … 

2071, 2281, 181, 391, 601, 811, 1021, 1231, 1651, … 

 

13, 43, 73, 103, 193 

19, 109, 139, 169, 199 

31, 61, 151, 181, 211 (ou 1) 

mod 2310/11 

 

1609-223 = 3d3 

2071-1609 = d3 

4 135 

… 

… 

… 

 

17, 47, 107, 167, 197, 

23, 83, 113, 143, 173, 

41, 71, 101, 191, 131 

mod 2310/11 

 

6 142 

239, 449, 659, 1079, 1289, 1499, 1709, 1919, 29,… 

877, 1087, 1297, 1717, 1927, 2137, 37, 247, 667, 

1537, 1747, 1957, 67, 277, 487, 697, 907, 1327, 

547, 757, 967, 1387, 1597, 1807, 2017, 2227, 337… 

767, 977, 1187, 1607, 1817, 2027, 2237, 137, 557 

2153, 53, 263, 683, 893, 1103, 1313, 1523, 1943 

1339, 1549, 1759, 2179, 79, 289, 499, 709, 1129 

2263, 163, 373, 793, 1003, 1213, 1423, 1633, 2053 

 

673, 1333, 1663, 1993 

2059, 409, 739, 1069,  

257, 1247, 1577, 1907 

1643, 323, 653, 983 

29, 59, 89, 149, 179 

37, 67, 127gén, 157, 187 

 

 

137 

53 

79 

163 

mod 2310/11 

13 mod 2310/7 

79 mod 2310/7 

257 mod 2310/7 

323 mod 2310/7 

 

 

 

 

 

2153-767 = 3d3 

 

2263-1339 = 2d3 

 

 

2059-673 = 3d3 

 

1643-257 = 3d3 
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Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

Divers 

d3 = 2310/5 = 462 

8 28 

97, 307, 727, 937, 1147, 1357, 1567, 1777, 1987 

2011, 2221, 331, 541, 751, 961, 1171, 1381, 1591 

457, 787,1117, 1447 

871, 1201, 1531, 1861 

919, 1399 

97 mod 2310/11 

121 mod 2310/11 

127 mod 2310/7 

211 mod 2310/7 

457 et 13 mod 2310/5 

 

 

10 30 

… 

… 

149, 809,1139, 2129 

1511, 2171, 191, 1181 

587, 1973 

347, 1733 

11 mod 2310/11 

209 mod 2310/11 

149 mod 2310/7 

191 mod 2310/7 

125 mod 2310/5 

347 mod 2310/5 

 

12 8 
211, 2111, 13, 479,  

521, 1801, 1843, 2309 
 

 

14 2 127, 2197   

 

Nous avons pi-2  = 11-2 = 9, pi-1-2-1  = 7-3 = 4, pi-2-2-2  = 5-2 2 = 1 et pi-3-2-3 est négatif. Seules les recherches selon les 

propriétés x modulo p0p1p2…pi/pi = 2310/11, x modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 2310/7 et x modulo p0p1p2…pi/pi-2 = 2310/5 avec 

des regroupements par 9, 4 et 1 ont donc un sens. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 2 et ΔP = 4 sont donnés par un système récursif à une équation avec le facteur multiplicatif 

égal à pi-2 = 9.  

Les nombres générés par 13 sont : 

 

Liste nombres 
Configurations 

d1 = 2310/11 

223, 433, 643, 853, 1063, 1273, 1483, 1693, (223)   d1, d1, d1, d1, d1, d1, d1, 2d1, 2d1 

 

La configuration est la même pour toutes les séries de nombres générés par la liste d’espacement 2. 

 

Notons une même identité de configurations pour la liste correspondant à l’espacement 4 (avec une configuration 

différente de la précédente) et de même pour l’espacement 6 pour la partie correspondant aux éléments de la propriété 

« modulo 2310/11 », espacement que nous étudions à présent. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 6 sont déterminés par un système récursif à deux équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 

Ligne 1 0 2 14 142 

Ligne 2  2 4 16 

 

Nous avons 142-16 = 126 = (11-2).14 solutions standard modulo 2310/11.  

 

La configuration de la première liste est la suivante et s’étend de la façon standard aux autres éléments du tableau.   

 

Liste nombres 
Configuration 

 d = 210 

239, 449, 659, 1079, 1289, 1499, 1709, 1919, 29, (239)  d, d, 2d, d, d, d, d, 2d, d 

 

Après mise en ordre suivant la configuration, les premiers termes sont les suivants : 

 

Liste nombres en tête 
Divers 

 d = 2310/2/3/5 

239, 569, 899, 1229, 1559 

547, 877, 1207, 1537, 1867 
537-239 = 877-569 = … = 4d 

 

Ces nombres ont entre-eux une distance de p0p1p2…pi/pi/pi-1, distance qui se propage à toutes les listes correspondantes. 

 

Nous donnons ci-dessous leurs espacements pour les nombres qui suivent les précédents. La configuration reste la même. 
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Liste nombres 
Configuration 

 d = 210 

767, 977, 1187, 1607, 1817, 2027, 2237, 137, 557, (767) 

2153, 53, 263, 683, 893, 1103, 1313, 1523, 1943, (2153) 

1339, 1549, 1759, 2179, 79, 289, 499, 709, 1129, (1339) 

2263, 163, 373, 793, 1003, 1213, 1423, 1633, 2053, (2263) 

 d, d, 2d, d, d, d, d, 2d, d 

 

Les 16 autres sont obtenus modulo p0p1p2…pi/pi-1 (soit ici modulo 2310/7 = 330). Les quatre générateurs s’avèrent être 

alors 13, 79, 257 et 323. Dans les tableaux suivants, nous procédons à nouveau à deux types d’élimination (toujours en 

faisant une permutation circulaire des m pour mieux comparer les configurations) : 

 

m 13 343 673 1003 1333 1663 1993 

m-6 7 337 667 997 1327 1657 1987 

Elimination si 

diviseur de 2310 

oui (bas) 

(pi-1 = 7) 

oui (haut) 

(pi-1 = 7) 
     

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

   

oui 

(1003 = 163 

mod 210) 

   

 

m 1399 1729 2059 79 409 739 1069 

m-6 1393 1723 2053 73 403 733 1063 

Elimination si 

diviseur de 2310 

oui (bas) 

(pi-1 = 7) 

oui (haut) 

(pi-1 = 7) 
     

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

   

oui 

(79 = 79 mod 

210) 

   

 

m 257 587 917 1247 1577 1907 2237 

m-6 251 581 911 1241 1571 1901 2231 

Elimination si 

diviseur de 2310 
 

oui (bas) 

(pi-1 = 7) 

oui (haut) 

(pi-1 = 7) 
    

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

      

oui 

(2237 = 137 

mod 210) 

 

m 1643 1973 2303 323 653 983 1313 

m-6 1637 1967 2297 317 647 977 1307 

Elimination si 

diviseur de 2310 
 

oui (bas) 

(pi-1 = 7) 

oui (haut) 

(pi-1 = 7) 
    

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

      

oui 

(1313 = 53 

mod 210) 

 

Le facteur multiplicatif est ici, comme conjecturé, pi-1-2-1 = 4. 

 

Le passage des solutions d’espacements 6 pour la partie modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 2310/7 de l’étape 3 à l’étape 4 est 

examiné ci-dessous. Il se fait modulo (p0p1p2…pi/pi)/pi-1 = (2310/11)/7 = 30 : 

 

Nombres à l’étape 3 mod 30  Nombres à l’étape 4 mod 30 
Configurations 

 d = 2310/7 

163 13 → 673, 1333, 1663, 1993 13 2d, d, d, 3d 

79 19 → 2059, 409, 739, 1069,  19 2d, d, d, 3d 

137 17 → 257, 1247, 1577, 1907 17 3d, d, d, 2d 

53 23 → 1643, 323, 653, 983,  23 3d, d, d, 2d 

 

Chaque configuration a un symétrique. Nous n’avons rencontré qu’une configuration jusqu’à présent du fait que pour 

deux espacements seulement dans une suite de valeurs, le symétrique se confond avec l’original, comme l’illustre 

l’exemple ci-dessous : 

 

 Configurations 

Original x, x, y, x, y, x, x, x, x 

Symétrique x, x, x, x, y, x, y, x, x 

Décalage de 2 unités du symétrique x, x, y, x, y, x, x, x, x 

 

Mais ce schéma n’est plus applicable ici. 
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Les effectifs #ΔP pour ΔP = 8 sont déterminés par un système récursif à trois équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 

Ligne 1 0 0 2 28 

Ligne 2  0 2 10 

Ligne 3   2 2 

 

Nous avons 2.(11-2) solutions en première ligne (97 et 121 mod 2310/11), 2.(7-2-1) solutions en deuxième ligne (127 et 

221 mod 2310/7) et deux autres solutions complètent le compte (919 et 1399) comme valeurs initiales. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 10 sont déterminés par un système récursif à quatre équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 

Ligne 1 0 0 2 30 

Ligne 2  0 2 12 

Ligne 3   2 4 

Ligne 4    2 

 

Nous reviendrons plus loin sur la façon de déterminer ces effectifs et les suivants (pour les espacements ΔP = 12 et ΔP = 

14), l’étape suivante étant plus expressive et riche par la quantité de données à disposition.  

 

Etape 5 : p0p1p2p3p4p5 = 30030. 

Tableau 21 

 

Espacements 

ΔP 

#ΔP 
Liste nombres Propriétés 

2 1485 … 
Liste étape 4 

mod 30030/13 

4 1485 … 
Liste étape 4 

mod 30030/13 

6 1690 

… 

 

… 

… 

… 

… 

 

Liste étape 4 

mod 30030/13 

17, 407, 1577, 2357,  

173, 563, 953, 2123,  

379, 1159, 2329, 2719, 

613, 1783, 2173, 2563  

mod 30030/11 

8 394 

… 

 

… 

… 

 

409, 21859, 26149 

8179, 29629, 3889 

Liste étape 4 

mod 30030/13 

487, 691, 769, 877, 1081,  

1657, 1861, 1969, 2047, 2251 

mod 30030/11 

409 mod 30030/7 

3889 mod 30030/7 

10 438 

… 

 

… 

… 

… 

 

4307, 8597, 21467 

10313, 14603, 27473 

15437, 19727, 2567 

8573, 21443, 25733 

 

Liste étape 4 

mod 30030/13 

149, 251, 797, 929 

1031, 1343, 1397, 1709 

1811, 1943, 2489, 2591 

mod 30030/11 

17 

1733 

2567 

4283 

mod 30030/7 
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Espacements 

ΔP 

#ΔP 
Liste nombres Propriétés 

12 188 

… 

 

… 

… 

 

26281, 13411, 21991 

9899, 27059, 5609 

22921, 10051, 18631 

2129, 19289, 27869 

10753, 27913, 2173 

19991, 7121, 11411 

2983, 20143, 24433 

16631, 3761, 8051 

 

1399, 1973, 6023, 8989 

12889, 13283, 16759, 17153 

21053, 24019, 28069, 28643 

Liste étape 4 

mod 30030/13 

223, 541, 1271, 1319 

1423, 1471, 2201, 2519 

mod 30030/11 

541 

1319 

1471 

2129 

2173 

2831 

2983 

3761 

mod 30030/7 

 

 

 

14 58 

… 

 

… 

… 

 

877, 18037, 22327, 26617 

12007, 29167, 3427, 7717 

 

2521, 6421, 6931, 12343 

14191, 14341, 15703, 15853 

17701, 23113, 23623, 27523 

Liste étape 4 

mod 30030/13 

307 

2437 

mod 30030/11 

877 

3427 

mod 30030/7 

 

 

 

16 12 

17, 11147, 7277,  

15047, 22637, 25997 

4049, 7409, 14999 

22769, 18899, 30029 

 

18 8 
2201, 16691, 20921, 24281 

5767, 9127, 13357, 27847 
 

20 0   

22 2 9461, 20591  

 

Nous avons pi-2  = 13-2 = 11, pi-1-2-1  = 11-3 = 8, pi-2-2-2  = 7-2 2 = 3 et pi-3-2-3 = 0. Seules les recherches selon les 

propriétés x modulo p0p1p2…pi/pi = 30030/13, x modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 30030/11 et x modulo p0p1p2…pi/pi-2 = 30030/7 

avec des regroupements par 11, 8 et 3 ont donc un sens. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 2 et ΔP = 4 sont donnés par un système récursif à une équation avec facteur multiplicatif égal 

à pi-2  = 11.  

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 6 sont déterminés par un système récursif à deux équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 

Ligne 1 0 2 14 142 1690 

Ligne 2  2 4 16 128 

 

Nous avons 1690-128 = 1562 = 11.142 solutions standard modulo 30030/13. Les 128 autres sont obtenus modulo 

p0p1p2…pi/pi-1 (soit ici modulo 30030/11 = 2730). Les seize générateurs s’avèrent être alors 17, 407, 1577, 2357, (tous 17 

mod 390), 173, 563, 953, 2123, (tous 173 mod 390), 379, 1159, 2329, 2719, (tous 379 mod 390), 613, 1783, 2173 et 2563 

(tous 223 mod 390). Dans le tableau suivant, nous procédons à l’examen de chacun des 4 lots. Nous avons encore deux 

types d’élimination : 

 



P 32/142                                                    

m 2747 5477 8207 10937 13667 16397 19127 21857 24587 27317 17 

m-6 2741 5471 8201 10931 13661 16391 19121 21851 24581 27311 11 

Elimination si 
diviseur de 

30030 

       
oui 

(haut) 
(pi-1=11) 

  
oui (bas) 
(pi-1=11) 

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

         

oui 
(27317 = 

1907 mod 

2310) 

 

 
m 173 2903 5633 8363 11093 13823 16553 19283 22013 24743 27473 

m-6 167 2897 5627 8357 11087 13817 16547 19277 22007 24737 27467 

Elimination si 

diviseur de 

30030 

       
oui 

(haut) 
(pi-1=11) 

  
oui (bas) 
(pi-1=11) 

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

         

oui 
(24743 = 

1643 mod 

2310) 

 

 
m 19489 22219 24949 27679 379 3109 5839 8569 11299 14029 16759 

m-6 19483 22213 24943 27673 373 3103 5833 8563 11293 14023 16753 

Elimination si 

diviseur de 
30030 

       
oui 

(haut) 
(pi-1=11) 

  
oui (bas) 
(pi-1=11) 

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

        

oui 
(11299 = 

2059 mod 

2310) 

  

 
m 613 3343 6073 8803 11533 14263 16993 19723 22453 25183 27913 

m-6 607 3337 6067 8797 11527 14257 16987 19717 22447 25177 27907 

Elimination si 

diviseur de 
30030 

       
oui 

(haut) 
(pi-1=11) 

  
oui (bas) 
(pi-1=11) 

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

        

oui 
(22453 = 

1663 mod 

2310) 

  

 

Le facteur multiplicatif est ici pi-1-2-1 = 8. 

Le lecteur attentif aux configurations des positions relatives des éliminations, au nombre de 2, celle de 17, 173, 407, 563, 

953, 1577, 2123, 2357 (tous 17 modulo 78) d’une part et celle de 379, 613, 1159, 1783, 2173, 2329, 2563, 2719 (tous 67 

modulo 78) d’autre part, pourra constater de telles circonstances également à l’étape précédente. Ces deux configurations 

sont à nouveau symétriques l’une par rapport à l’autre.  

Pour l’élimination par diviseur, le premier nombre divisible (par pi-1 = 11) est systématiquement en haut (ligne m), le 

second systématiquement en bas (ligne m-6) pour cet exemple. Pour l’élimination par appartenance à une famille 

précédemment répertoriée, on trouve celle-ci avec le même espacement ΔP (ici 6).  

 

m Divisible par 11 … …  

m-6 … … … Divisible par 11 

Elimination par diviseur Oui (pi-1 = 11)   Oui (pi-1 = 11) 

Elimination par défaut  Oui ou Non Non ou Oui  

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 8 sont déterminés par un système récursif à trois équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 

Ligne 1 0 0 2 28 394 

Ligne 2  0 2 10 86 

Ligne 3   2 2 6 

 

Nous avons 394-86 = 308 = (13-2).28 solutions standard modulo 30030/13. Nous avons 86-6 = 80 = (11-2-1).10 solutions 

modulo p0p1p2…pi/pi-1 (soit ici modulo 30030/11 = 2730). Les dix générateurs sont 487, 877, 1657, 1969, 2047 (tous 19 

modulo 78) et 691, 769, 1081, 1861, 2251 (tous 67 modulo 78). 

Dans le tableau suivant, nous affichons les deux configurations symétriques qui se présentent : 
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m 487 3217 5947 8677 11407 14137 16867 19597 22327 25057 27787 

m-8 479 3209 5939 8669 11399 14129 16859 19589 22319 25049 27779 

Elimination si 
diviseur de 

30030 

    
oui 

(haut) 
(pi-1=11) 

   
oui (bas) 
(pi-1=11) 

  

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

       

oui 
(19597 = 

1117 mod 

2310) 

   

 
m 22531 25261 27991 691 3421 6151 8881 11611 14341 17071 19801 

m-8 22523 25253 27983 683 3413 6143 8873 11603 14333 17063 19793 

Elimination si 

diviseur de 

30030 

    
oui (haut) 

(pi-1=11) 
   

oui (bas) 
(pi-1=11) 

  

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

     
Oui 

(6151 = 1151 

mod 2310) 
     

 

Le facteur multiplicatif est égal à pi-1-2-1 = 8. A nouveau, le second type d’élimination correspond à une famille à 

espacement de même ΔP (donc 8 ici). 

 

Il nous reste les 6 solutions de la ligne 3 gouvernées par une relation modulo p0p1p2…pi/pi-2 (soit ici modulo 30030/7 = 

4290) : 

 
m 409 4699 8989 13279 17569 21859 26149 

m-8 401 4691 8981 13271 17561 21851 26141 

Elimination si 

diviseur de 

30030 

  
oui (bas) 

(pi-2=7) 
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

 
oui 

(4699 = 1969 

mod 2730) 
  

oui 
(17569 = 1399 

mod 2310) 
  

 
m 8179 12469 16759 21049 25339 29629 3889 

m-8 8171 12461 16751 21041 25331 29621 3881 

Elimination si 

diviseur de 
30030 

  
oui (bas) 

(pi-2=7) 
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

 
oui 

(12469 = 919 

mod 2310) 
  

oui 
(25339 = 769 mod 

2730) 

  

 

Le facteur multiplicatif est égal à pi-2-2-2 = 3. Ces tableaux sont les premiers montrant deux éliminations du second type 

(précédemment répertorié). Dans ce cas, l’une provient de l’appartenance à une famille modulo p0p1p2…pi/pi et l’autre à 

une famille modulo p0p1p2…pi/pi-1 (et avec ΔP = 8). 

 

Le passage des solutions précédentes d’espacements 8 pour la partie modulo p0p1p2…pi/pi-2 = 30030/7 de l’étape 4 à 

l’étape 5 est examiné ci-dessous. Il se fait modulo (p0p1p2…pi/pi)/pi-2 = (30030/13)/7 = 330 (d = (p0p1p2…pi)/pi-2 = 4290) : 

 

Nombres à l’étape 4 mod 330  Nombres à l’étape 5 mod 330 Configurations 

1399 79 → 409, 21859, 26149, (409) 79  5d, d, d 

919 259 → 8179, 29629, 3889, (8179) 259  5d, d, d 

 

Les espacements entre nombres sont identiques du fait que les deux types de configurations sont symétriques l’une vis-à-

vis de l’autre. 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 10 sont déterminés par un système récursif à quatre équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 

Ligne 1 0 0 2 30 438 

Ligne 2 
 

0 2 12 108 

Ligne 3 
  

2 4 12 

Ligne 4 
   

2 0 

 

Le facteur multiplicatif de la dernière ligne étant pi-3-2-3 = 0 (en i = 5), la dernière ligne ne donne aucune contribution à 

celle au-dessus. Nous ne reprenons d’explication ici que pour la troisième ligne. 

 

Les 12 solutions de la ligne 3 sont gouvernées par une relation modulo p0p1p2…pi/pi-2 (soit ici modulo 30030/7 = 4290) et 

sont générés suivant 4 configurations initiales et facteur multiplicatif pi-2-2-2 = 3 : 
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m 17 4307 8597 12887 17177 21467 25757 

m-10 7 4297 8587 12877 17167 21457 25747 

Elimination si 
diviseur de 

30030 

oui (bas) 
(pi-2=7) 

  
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

    
oui (17177 = 

797 mod 

2730) 

 

oui (25757 = 
347 mod 

2310) 

 
m 6023 10313 14603 18893 23183 27473 1733 

m-10 6013 10303 14593 18883 23173 27463 1723 

Elimination si 

diviseur de 

30030 

oui (bas) 
(pi-2=7) 

  
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

    
oui (23183 = 

1343 mod 2730) 
 

oui (1733 = 1733 

mod 2310) 

 
m 11147 15437 19727 24017 28307 2567 6857 

m-10 11137 15427 19717 24007 28297 2557 6847 

Elimination si 

diviseur de 
30030 

oui (bas) 
(pi-2=7) 

  
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

    

oui (28307 = 

587 mod 

2310) 

 
oui (6857 = 1397 

mod 2730) 

 
m 17153 21443 25733 30023 4283 8573 12863 

m-10 17143 21433 25723 30013 4273 8563 12853 

Elimination si 

diviseur de 
30030 

oui (bas) 
(pi-2=7) 

  
oui (haut) 

(pi-2=7) 
   

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

    
oui (4283 = 1973 

mod 2310) 
 

oui (12863 = 

1943 mod 2730) 

 

A nouveau, les deux éliminations du second type proviennent l’une de l’appartenance à une famille modulo p0p1p2…pi/pi 

et l’autre à une famille modulo p0p1p2…pi/pi-1 (et ΔP = 10). 

 

Le passage des solutions précédentes d’espacements 10 pour la partie modulo p0p1p2…pi/pi-2 = 30030/7 de l’étape 4 à 

l’étape 5 se fait modulo (p0p1p2…pi/pi)/pi-2 = (30030/13)/7 = 330 : 

 

Nombres à l’étape 4 mod 330  Nombres à l’étape 5 mod 330 Configurations 

347 17 → 4307, 8597, 21467, (4307) 17 1 

587 257 → 15437, 19727, 2567, (15437) 257 S1 

1733 83 → 10313, 14603, 27473, (10313) 83 2 

1973 323 → 21443, 25733, 8573, (21443) 323 S2 

 

Concernant les configurations, le classement suivant le chiffre des unités de chaque nombre est accidentel et tout à fait 

anecdotique. De fait, ce classement est fait en prenant en compte les espaces entre nombres et répond au tableau suivant (d 

= 4290 = 30030/7) et montre que toutes les configurations se confondent du fait que les espacements symétriques sont les 

mêmes que les espacements initiaux : 

 

Configurations Espacements 

1 et 2  d, 3d, 3d 

S1 et S2  d, 3d, 3d 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 12 sont déterminés par un système récursif à cinq équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 

Ligne 1 0 0 0 8 188 

Ligne 2 
 

0 0 8 100 

Ligne 3 
  

0 8 36 

Ligne 4 
   

8 12 

Ligne 5 
   

 12 

 

Pour la génération des trois premières lignes, les exemples précédents sont suffisants. Nous avons vu également que la 

quatrième ligne est gouvernée par un facteur multiplicatif 0 en pi = 13 sans contribution propre. Les 12 derniers nombres 

s’autogénèrent (et en effet modulo p0p1p2…pi/pi-j, j = 1 à 3, aucun regroupement n’apparait). 



P 35/142                                                    

  

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 14 sont déterminés par un système récursif à cinq équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 

Ligne 1 0 0 0 2 58 

Ligne 2  0 0 2 36 

Ligne 3   0 2 20 

Ligne 4    2 14 

Ligne 5     14 

 

Les deux premières lignes répondent à l’évaluation standard en procédant modulo 30030/13 pour les éléments 

correspondant à la ligne 1 et modulo 30030/11 pour les éléments de la ligne 2.  

Pour la génération en troisième ligne, il y a 20-14 = 6 solutions initialisées par 2 configurations. Or, il se présente quatre 

solutions pour chacune d’elles 877, 18037, 22327, 26617 et 3427, 7717, 12007, 29167 donnant respectivement 877 mod 

30030/7 et 3427 mod 30030/7. Ceci ne remet pas en cause la méthode de tri, car il y a bien au moins les trois solutions 

attendues, mais nous ne savons pas ici lesquels des deux nombres il est opportun de rajouter dans le lot des 14 solutions 

de la ligne 5 (la ligne 4 ne contribuant pour aucun).  

Si alternativement, nous choisissons de résoudre modulo 30030/13 pour la première ligne, puis modulo 30030/13/11 pour 

la deuxième, le tri conduit aux mêmes ensembles. En procédant modulo 30030/13/11/7 pour les 20 nombres subsistants, 

nous obtenons les résultats suivants : 

 

Nombres correspondant aux lignes 3 à 5 mod 30 

2521, 6421, 6931, 14191, 14341, 17701 1 

27523, 12343, 15703, 15853, 23113, 23623 13 

877, 3427, 7717, 12007, 18037, 22327, 26617, 29167 7 

 

Cette fois-ci, nous pouvons distinguer 6+6+8 = 6+14 nombres. Bien sûr, nous pouvons aussi imaginer d’autres 

combinaisons pour ces totaux, ce qui nous intéressant ici étant simplement de trouver une certaine forme de cohérence par 

rapport au tableau d’effectifs. 

   

Pour les effectifs #ΔP dont ΔP > 14, il n’y a pas de classement particulier à envisager à ce stade. 

 

Etape 6 : p0p1p2p3p4p5p6 = 510510. 

 

Nous avons pi-2  = 17-2 = 15, pi-1-2-1  = 13-3 = 10, pi-2-2-2  = 11-4 = 7, pi-3-2-3 = 7-5 = 2 et pi-4-2-4 est négatif. Seules les 

recherches selon les propriétés x modulo p0p1p2…pi/pi = 510510/17, x modulo p0p1p2…pi/pi-1 = 510510/13, x modulo 

p0p1p2…pi/pi-2 = 510510/11 et x modulo p0p1p2…pi/pi-3 = 510510/7 avec des regroupements par 15, 10, 7 et 2 ont donc un 

sens. 

 

Nous ne présentons ce cas que partiellement, le but n’étant que de confirmer les notions déjà exposées, en nous limitant à 

l’espacement ΔP = 12 et aux regroupements x modulo p0p1p2…pi/pi-3 = 510510/7 et x modulo p0p1p2…pi/pi-2 = 510510/11. 
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Tableau 22 

 

Espacements 

ΔP 
#ΔP Liste nombres Propriétés 

12 4096 

… 

 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

 

… 

… 

… 

… 

… 

… 

 

6619, 14269, 75499,  

90499, 158329, 160129, 218809, 236359, 

304189, 364669, 371269, 440149,  

496253, 503903, 70373, 139253, 145853, 

206333, 274163, 291713, 350393, 352193, 

420023, 435023 

Liste étape 5 

mod 510510/17 

223, 631, 809, 1213, 1861, 2369, 2573, 

2951, 3251, 3359, 3761, 3793, 3901, 4201, 

4481, 4783, 4813, 5293, 5939, 6521, 6751, 

7363, 7471, 7771, 8353, 8663, 9509, 10091, 

10223, 10391, 10499, 10903, 10933, 11213, 

11923, 12361, 12469, 13961, 14503, 14611, 

14911, 14981, 15493, 16033, 17159, 17231, 

17531, 17569, 17639, 18181, 21101, 21643, 

21713, 21751, 22051, 22123, 23249, 23789, 

24301, 24371, 24671, 24779, 25321, 26813, 

26921, 27359, 28069, 28349, 28379, 28783, 

28891, 29059, 29191, 29773, 30619, 30929, 

31511, 31811, 31919, 32531, 32761, 33343, 

33989, 34469, 34499, 34801, 35081, 35381, 

35489, 35521, 35923, 36031, 36331, 36709, 

36913, 37421, 38069, 38473, 38651, 39059 

mod 510510/13 

1861, 4073, 5221, 5293, 5323, 7433, 7639, 

7949, 8051, 8963, 11411, 11953, 13283, 

14681, 18041, 18553, 19909, 21239, 25183, 

26513, 27869, 28381, 31741, 33139, 34469, 

35011, 37459, 38371, 38473, 38783, 38989, 

41099, 41129, 41201, 42349, 44561 

mod 510510/11 

19, 2569, 6619, 12469, 14269, 17569, 

mod 510510/7 

et 

55373, 58673, 60473, 66323, 70373, 72923 

mod 510510/7 

 

Les effectifs #ΔP pour ΔP = 12 sont déterminés par un système récursif à cinq équations suivant le tableau ci-dessous : 

 

pi 3 5 7 11 13 17 

Ligne 1 0 0 0 8 188 4096 

Ligne 2 

 

0 0 8 100 1276 

Ligne 3 

  

0 8 36 276 

Ligne 4 

   

8 12 24 

Ligne 5 

   

 12 0 

Ligne 6 

   

  12 

 

Le 0 en dernière colonne est le résultat d’un calcul et le 12 en dernière ligne est un « facteur d’ajustement ». L’effectif 24 

en ligne 4 correspond aux 24 nombres entiers situés en bas du tableau 22. Cet effectif a doublé par rapport à l’étape 

précédente et modulo p0p1p2…pi/pi-3 (510510/7 = 72930), nous avons effectivement exactement 12 valeurs distinctes 

(données dans le même tableau).  

 

Nous commençons par examiner les 12 solutions, 6619, 14269, 75499, 90499, 158329, 160129, 218809, 236359, 304189, 

364669, 371269 et 440149, gouvernées par une relation modulo p0p1p2…pi/pi-3 et trouvons le facteur multiplicatif pi-3-2-3 

= 2 attendu (et notons que p0p1p2…pi/pi = 510510/17 = 30030, p0p1p2…pi/pi-1 = 510510/13 = 39270, p0p1p2…pi/pi-2 = 

510510/11 = 46410) : 

 
m 6619 79549 152479 225409 298339 371269 444199 

m-12 6607 79537 152467 225397 298327 371257 444187 

Elimination si 
diviseur de 

510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

 
oui (79549 = 
33139 mod 

46410) 

 
oui (225409 = 

29059 mod 

39270) 

oui (298339 = 
28069 mod 

30030) 
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m 160129 233059 305989 378919 451849 14269 87199 

m-12 160117 233047 305977 378907 451837 14257 87187 

Elimination si 
diviseur de 

510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

 

oui (233047 = 

36709 mod 
39270) 

 
oui (378907 = 

7639 mod 46410) 

oui (451849 = 

1399 mod 30030) 
  

 
m 75499 148429 221359 294289 367219 440149 513079 

m-12 75487 148417 221347 294277 367207 440137 513067 

Elimination si 
diviseur de 

510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 
précédemment 

répertorié 

 

oui (148429 = 
30619 mod 

39270) 

 
oui (294289 = 

24019 mod 

30030) 

oui (367219 = 
42349 mod 

46410) 

  

 
m 236359 309289 382219 455149 17569 90499 163429 

m-12 236347 309277 382207 455137 17557 90487 163417 

Elimination si 

diviseur de 

510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

 
oui (309289 = 

8989 mod 30030) 
 

oui (455149 = 

37459 mod 

46410) 

oui (17569 = 

17569 mod 

39270) 

  

 
m 304189 377119 450049 12469 85399 158329 231259 

m-12 304177 377107 450037 12457 85387 158317 231247 

Elimination si 

diviseur de 
510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 

précédemment 

répertorié 

 

oui (377119 = 

16759 mod 

30030) 

 

oui (12469 = 

12469 mod 

39270) 

oui (85387 = 

38989 mod 

46410) 

  

 
m 364669 437599 19 72949 145879 218809 291739 

m-12 364657 437587 7 72937 145867 218797 291727 

Elimination si 

diviseur de 
510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

 

oui (437599 = 

19909 mod 
46410) 

 

oui (17177 = 

12889 mod 
30030) 

oui (145879 = 

28069 mod 
39270) 

  

 

Il n’y a ici qu’une configuration au sens du placement des éliminations. Cependant, nous pouvons distinguées des sous-

configurations pour le second type d’élimination. Chacune comporte exactement une élimination modulo p0p1p2…pi/pi, 

une élimination modulo p0p1p2…pi/pi-1 et à présent une élimination modulo p0p1p2…pi/pi-2. De plus, les 6 permutations 

possibles de ces trois sous-configurations sont chacune présente en parts égales (à savoir une fois ici).  

 

Pour les 12 autres solutions 70373, 139253, 145853, 206333, 274163, 291713, 350393, 352193, 420023, 435023, 496253 

et 503903, nous anticipons (n’en écrivant qu’une seule) le même comportement pour les sous-configurations, mais la 

configuration elle-même est différente de la précédente. Comme aux étapes précédentes, à une configuration donnée 

correspond un symétrique, l’axe de symétrie étant le « milieu » des deux entités d’élimination du premier type 

(élimination par diviseur) et le tableau ci-dessous est le symétrique du troisième de la liste précédente :  

 
m 362093 435023 507953 70373 143303 216233 289163 

m-12 362081 435011 507941 70361 143291 216221 289151 

Elimination si 
diviseur de 

510510 

  
oui (bas) 
(pi-3 = 7) 

   
oui (haut) 

(pi-3 = 7) 

Elimination si 

précédemment 
répertorié 

oui (362093 = 

8663 mod 39270) 
   

oui (143303 = 

4073 mod 46410) 

oui (216233 = 

6023 mod 30030) 
 

 

Le passage des solutions d’espacements 12 de l’étape 5 (voir tableau 21) à l’étape 6 se fait modulo p0p1p2…pi/pi/pi-3 = 

(510510/17)/7 = 4290 : 
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Nombres à l’étape 5 mod 4290  Nombres à l’étape 6 mod 4290 
Configurations 

 d = 510510/7 

1399 1399 → 14269, 160129 1399 

2d, 5d 

8989 409 → 90499, 236359 409 

12889 19 → 218809, 364669 19 

16759 3889 → 158329, 304189 3889 

24019 2569 → 440149, 75499 2569 

28069 2329 → 371269, 6619 2329 

 
     

1973 1973 → 503903, 139253 1973 

2d, 5d 

6023 1733 → 435023, 70373 1733 

13283 413 → 206333, 352193 413 

17153 4283 → 145853, 291713 4283 

21053 3893 → 274163, 420023 3893 

28643 2903 → 350393, 496253 2903 

 

Si nous revenons ensuite au tableau 22, nous trouvons, en ligne 3 à cette étape, 276-24 = 252 nombres qui correspondent à 

24+12 nombres à l’étape précédente. Le passage des solutions d’espacements 12 de l’étape 5 (voir tableau 21) à l’étape 6 

se fait modulo p0p1p2…pi/pi/pi-2 = (510510/17)/11 = 2730 : 

 

Nombres à 

l’étape 5 
Mod 2730  Nombres à l’étape 6 Mod 2730 Configurations 

16631 251 → 412481, 505301, 41201, 87611, 134021, 180431, 366071 251 1 

11411 491 → 475511, 57821, 104231, 150641, 197051, 243461, 429101 491 1 

19991 881 → 183791, 276611, 323021, 369431, 415841, 462251, 137381 881 1 

3761 1031 → 339551, 432371, 478781, 14681, 61091, 107501, 293141 1031 1 

7121 1661 → 110861, 203681, 250091, 296501, 342911, 389321, 64451 1661 1 

8051 2591 → 193691, 286511, 332921, 379331, 425741, 472151, 147281 2591 1 

21991 151 → 363241, 38371, 84781, 131191, 177601, 224011, 316831 151 S1 

22921 1081 → 446071, 121201, 167611, 214021, 260431, 306841, 399661 1081 S1 

26281 1711 → 217381, 403021, 449431, 495841, 31741, 78151, 170971 1711 S1 

10051 1861 → 373141, 48271, 94681, 141091, 187501, 233911, 326731 1861 S1 

18631 2251 → 81421, 267061, 313471, 359881, 406291, 452701, 35011 2251 S1 

13411 2491 → 144451, 330091, 376501, 422911, 469321, 5221, 98041 2491 S1 

2983 253 → 456163, 502573, 84883, 131293, 177703, 224113, 409753 253 2 

27913 613 → 25183, 71593, 164413, 210823, 257233, 303643, 489283 613 2 

20143 1033 → 383233, 429643, 11953, 58363, 104773, 151183, 336823 1033 2 

2173 2173 → 389833, 436243, 18553, 64963, 111373, 157783, 343423 2173 2 

10753 2563 → 98113, 144523, 237343, 283753, 330163, 376573, 51703 2563 2 

24433 2593 → 237373, 283783, 376603, 423013, 469423, 5323, 190963 2593 2 

5609 149 → 319559, 505199, 41099, 87509, 133919, 226739, 273149 149 S2 

19289 179 → 458819, 133949, 180359, 226769, 273179, 365999, 412409 179 S2 

27869 569 → 167099, 352739, 399149, 445559, 491969, 74279, 120689 569 S2 

9899 1709 → 173699, 359339, 405749, 452159, 498569, 80879, 127289 1709 S2 

2129 2129 → 21239, 206879, 253289, 299699, 346109, 438929, 485339 2129 S2 

27059 2489 → 100769, 286409, 332819, 379229, 425639, 7949, 54359 2489 S2 

 
     

28643 1343 → 4073, 96893, 143303, 189713, 236123, 282533, 468173 1343 1 

1973 1973 → 285893, 378713, 425123, 471533, 7433, 53843, 239483 1973 1 

28069 769 → 271039, 456679, 503089, 38989, 85399, 131809, 224629 769 S1 

1399 1399 → 42349, 227989, 274399, 320809, 367219, 413629, 506449 1399 S1 

16759 379 → 404419, 450829, 33139, 79549, 125959, 172369, 358009 379 2 

8989 799 → 251959, 298369, 391189, 437599, 484009, 19909, 205549 799 2 

21053 1943 → 304973, 490613, 26513, 72923, 119333, 212153, 258563 1943 S2 

13283 2363 → 152513, 338153, 384563, 430973, 477383, 59693, 106103 2363 S2 

6023 563 → 38783, 85193, 131603, 270833, 317243, 410063, 502883 563 3 

17153 773 → 473063, 8963, 55373, 194603, 241013, 333833, 426653 773 3 

12889 1969 → 83869, 176689, 269509, 315919, 455149, 501559, 37459 1969 S3 

24019 2179 → 7639, 100459, 193279, 239689, 378919, 425329, 471739 2179 S3 

 

Nous pouvons remarquer que les 12 dernières solutions « fonctionnent » exactement de la même manière que les 24 

autres modulo p0p1p2…pi/pi/pi-2. 

Concernant les configurations, le classement suivant le chiffre des unités de chaque nombre est accidentel et tout à fait 

anecdotique. D’ailleurs le lecteur attentif aura déjà remarqué que ce dernier change entre les regroupments des 24 
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premiers et des 12 seconds. De fait, ce classement est fait en prenant en compte les espaces entre nombres et répond au 

tableau suivant (d = 46410 = 510510/11) : 

 

Configurations Espacements 

1  2d, d, d, d, d, 4d, d 

S1  4d, d, d, d, d, 2d, d 

2  d, 2d, d, d, d, 4d, d 

S2  4d, d, d, d, 2d, d, d 

3  d, d, 3d, d, 2d, 2d, d 

S3  2d, 2d, d, 3d, d, d, d 

 

Etapes suivantes : 
 

En principe, il n’y a pas à espérer ici d’enseignements fondamentalement plus riches qu’aux étapes déjà étudiées. 

 

5.2.5. Espacement maximal.  

 

Voyons maintenant ce qui en est des considérations verticales. 

 

Conjecture 2  
 

L’espacement maximal ΔPmax, entre nombres entiers de la liste Eras(i) à l’étape de déplétion i, est inférieur ou égal à 2pi-

2. 

 

Il s’agit de démontrer que pour une suite {y, y+2, …, y+2c, …, y+2pi-2}, y impair, il existe au moins un nombre entier c 

compris entre 0 et pi-1, tel que y+2c ≠ 0 mod pk pour tout k compris entre 1 et i. Cette conjecture s’écrit ainsi de façon 

totalement équivalente sous la forme suivante : 

 

∀ y = 1 mod 2, ∃ c ∈ {0, 1, 2, … pi − 1} \ pgcd(y + 2c , 3.5 … pi) = 1                  (56) 

 

Cet énoncé anodin constitue selon nous l’un des plus fondamentaux de l’arithmétique. Il se présente après maintes 

tentatives de résolution comme étant un véritable casse-tête pour sa résolution complète. Néanmoins, le problème peut 

être circonscrit dans ses grandes lignes suivant les théorèmes et remarques faits dans la suite. 

 

Exemple : i = 8, pi = 23, y = 513 

 

pk   \   2c 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 

3 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 

5 3 0 2 4 1 3 0 2 4 1 3 0 2 4 1 3 0 2 4 1 3 0 2 

7 2 4 6 1 3 5 0 2 4 6 1 3 5 0 2 4 6 1 3 5 0 2 4 

11 7 9 0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 9 0 2 4 6 8 10 1 3 5 7 

13 6 8 10 12 1 3 5 7 9 11 0 2 4 6 8 10 12 1 3 5 7 9 11 

17 3 5 7 9 11 13 15 0 2 4 6 8 10 12 14 16 1 3 5 7 9 11 13 

19 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 1 3 5 7 9 11 13 15 17 0 2 4 6 

23 7 9 11 13 15 17 19 21 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 1 3 5 

Nombres 

de zéros 
2 1 1 1 0 0 3 1 1 1 1 1 1 2 0 1 1 0 1 1 1 2 0 

 

Nous avons ici les solutions cherchées pour c = 4, c = 5, c = 14, c = 17, c = 22 (2c = 8, 2c = 10, 2c = 28, 2c = 34, 2c = 44). 

Elles ne sont donc pas rares en général dans l’intervalle choisi, sauf que lorsque pi tend vers l’infini, la quantité de 0 par 

colonne dans le double encadré tendrait en moyenne, sur une base purement statistique, vers 1/3+1/5+1/7+…+1/pi et donc 

vers l’infini (avec un raisonnement identique en commençant avec 1/5 au lieu de 1/3, ou 1/7, etc.) ce qui semble rendre 

très improbable l’existence systématique de c conjecturée ici.  

 

Théorème 10  
 

L’espacement maximal ΔPmax est supérieur ou égal à 2pi-1. 

 

Démonstration  
 

La solution ΔP = 2pi-1 est obtenue de façon constructive (cf. théorème 11 ci-dessous) et existe donc toujours.  

 

Théorème 11  
 

Il existe toujours une paire de solutions donnant l’espacement 2pi-1. L’un des éléments de la paire est centré en M1 et 
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l’autre en M2 = 2.3… pi-M1 et le couple (M1, M2) répond aux systèmes d’équations : 

 

M1 = 0 mod 2.3.5…pi-2 

M1 = -1 mod pi-1 

M1 = 1 mod pi 

M2 = 0 mod 2.3.5…pi-2 

M2 = 1 mod pi-1 

M2 = -1 mod pi 

     (57) 

 

Démonstration  
 

Il suffit d’étudier le cas de M1 puisque M2 est le simple symétrique de M1 (à savoir M1+M2 = 2.3.5…pi) que nous avons 

identifié au théorème précédent. Utilisons à nouveau le théorème 1. Comme 2…pi-2 et pi-1 sont premiers entre eux, alors 

k.2.3.5…pi-2 mod pi-1, k = 1 à pi-1.pi, génèrent pi répétitions de pi-1 nombres distincts (0 à pi-1-1). De même, k.2.3.5…pi-2 

mod pi, k = 1 à pi-1.pi, génèrent pi-1 répétitions de pi nombres distincts (0 à pi-1). Les deux listes, ainsi obtenues en 

incrémentant k, forment des paires de nombres, qui en vertu du théorème chinois (ou du théorème 1), sont toutes 

distinctes. L’une de ces paires est donc nécessairement {-1 mod pi-1, 1 mod pi} et de plus elle est unique. 

Pour obtenir la valeur de M1 (ou de M2), il suffit de résoudre deux équations de Bachet-Bézout. Comme les cycles sont 

répétitifs jusqu’à l’infini, la solution est nécessairement dans le cycle 1 aussi. Une telle paire de solutions existe donc 

toujours. 

 

Sa construction se fait de façon standard selon l’exemple ci-dessous (où = M = M1) (i = 6, M = 217140 = 2.3.5.7.11.k et k 

= 94) : 

 

Tableau 23 

 

M±(2k+1) M±(2k+1) 3 5 7 11 13 17 

M-13 217127 

      M-11 217129    X   

M-9 217131 X 

     M-7 217133 

  

X 

   M-5 217135 

 

X 

    M-3 217137 X 

     M-1 217139 

    

X 

 M+1 217141 

     

X 

M+3 217143 X 

     M+5 217145 

 

X 

    M+7 217147 

  

X 

   M+9 217149 X 

     M+11 217151 

   

X 

  M+13 217153       

 

En se développant dans le tableau selon l’attribution (M+pk, pk), comme M a pour diviseurs tous les facteurs 2 à pi, tous 

les interstices M+j.pk sont comblés (ou plutôt vidés), puis les places M+1 et M-1 sont affectées par construction. Nous 

obtenons ainsi le plus gros espace libre entre nombres. De plus, nous pouvons maintenant évaluer cet espacement. Il 

repose ici sur 13 et dans le cas général sur pi-1 et donne donc un espacement de 2pi-1. Bien sûr, le plus évident en regardant 

l’exemple serait en fait de prendre 2(pi-2+2) puisque les contributions de pi-1 et pi sont faites en M-1 et M+1, mais il ne 

faut pas oublier les petits diviseurs qui permettent (toujours grâce au théorème 1) de faire coïncider un « petit » diviseur 

jusqu’à M-(pi-1-1) et M+(pi-1-1) modulo pi-1.  

 

Toute modification de cette construction donne un espace vide intermédiaire. La question est de savoir si, une adjacence 

d’un autre espace vide (de nombres à petits diviseurs) est possible pour augmenter encore cet espacement. Pour cela, il 

faut simplement examiner les bornes inférieures et supérieures juste contigües à cet espace M-pi-1 et M+pi-1, nombres 

impairs, et vérifier si elles possèdent, ou non, l’un ou l’autre, des diviseurs compris entre 3 et p i. Pour cela, réécrivons les 

équations qui en découlent pour la première d’entre ces limites : M = 2.3…pi-2.k, M = -1+k1.pi-1, M = 1+k2.pi, M-pi-1 = 

k3.pj où k, k1, k2, k3 sont des entiers strictement positifs et 3 ≤ pj ≤ pi, 1≤ k ≤ pi-1.pi.  

Nous avons les trois cas suivants : 

Si pj ≤ pi-2 alors pi-1 = M-k3.pj = k4.pj-k3.pj= (k4-k3).pj, pour un certain entier k4, ce qui est impossible. 

Si pj = pi-1 alors M = k3.pj+pi-1 = (k3+1).pi-1 = -1+k1.pi-1, donc (k1-k3-2).pi-1 = 1 ce qui est impossible. 

Si pj = pi alors M = k3.pi+pi-1 = 1+k2.pi, donc (k2-k3).pi = pi-1-1 ce qui est encore impossible car pi > pi-1-1. 

Le raisonnement est identique pour la limite supérieure. 

L’intervalle vide précédent est donc le plus grand possible selon le schéma proposé ce qui termine la démonstration. 

 

Nous donnons en annexe 3 la liste complète des M1 et M2 pour i = 2 à 50, ainsi que pour i = 100, 150, …, 500, 1000 et 

1500, en utilisant l’outil de calcul en ligne Pari GP. 

 

Nota : 
 

Le fait qu’il donne le plus gros espacement en général découle de sa construction qui remplit les espaces de façon 

optimale. Ce remplissage contient en soi deux avantages :  
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- Le premier tient à sa symétrie par rapport à un axe horizontal et donc double systématiquement le gain à chaque 

nouvelle étape.  

- Le second est l’héritage du précédent, à savoir, il y a progression systématique de l’espacement à chaque étape fondée 

sur la configuration précédente. Tout autre configuration est tributaire, au rang i, de variation aléatoire de l’espacement 

dont la valeur moyenne est Δmoyen(i) → e
γ
.ln(pi) ≈ 1,781.ln(pi). Ceci est à comparer avec l’augmentation certaine de 

l’espacement, pour le schéma standard optimum donné ici, de 2(pi-1-pi-2), expression qui tend vers 2.ln(pi) 

asymptotiquement. La différence entre les deux n’est pas vertigineuse, mais avec une routine systématique s’étendant 

jusqu’à l’infini, cette croissance asymptotique régulière est définitivement à l’avantage dudit schéma. Il est raisonnable de 

penser que l’exemple suivant est tout à fait anecdotique, peut-être même unique.  

 

Un unique (?) exemple survitaminé 
 

Pour le cas i = 8, ΔPmax est effectivement supérieur à 2pi-1. Donnons d’abord le schéma standard. 

 

Tableau 24 

 

Distance au 

premier 

nombre 

M = 193483290  

= 2.3.5...17.k 

et k = 379 

Suite d’entiers 

impairs 
3 5 7 11 13 17 19 23 

0 M-19 193483271 
        

2 M-17 193483273 
     

X 
  

4 M-15 193483275 X (X) 
      

6 M-13 193483277 
    

X 
   

8 M-11 193483279 
   

X 
    

10 M-9 193483281 X 
       

12 M-7 193483283 
  

X 
     

14 M-5 193483285 
 

X 
      

16 M-3 193483287 X 
       

18 M-1 193483289 
      

X 
 

20 M+1 193483291 
       

X 

22 M+3 193483293 X 
       

24 M+5 193483295 
 

X 
      

26 M+7 193483297 
  

X 
     

28 M+9 193483299 X 
       

30 M+11 193483301 
   

X 
    

32 M+13 193483303 
    

X 
   

34 M+15 193483305 X (X) 
      

36 M+17 193483307 
     

X 
  

38 M+19 193483309 
        

 

Le nombre de redondances (plus d’une croix sur une ligne) est égal ici à 2 sur 20. 

 

L’exemple « survitaminé » ci-dessous est tel que ΔPmax = 2pi-1+2 = 2pi-6. Il présente 6 paires de solutions. 

 

Schéma 1 

 

Nombres entiers en position 0 

Schéma 2 

(symétrique du schéma 1) 

Nombres entiers en position 0 

20332471 202760359 

24686821 198406009 

36068191 187024639 

65767861 157324969 

97689751 125403079 

140722741 82370089 

 

Le tableau ci-dessous schématise la solution avec 20332471 en position 0, les 5 autres solutions du schéma 1 s’obtenant 

en permutant les 3 croix pour les trois dernières colonnes (pk = 17, 19 et 23) d’une ligne à l’autre, ceci étant possible du 

fait que ces croix sont seules dans leur colonne. 
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Distance au 

premier nombre 
        

 
3 5 7 11 13 17 19 23 

-2 
        

0 
        

2 X  (X)      

4  X       

6    X     

8 X        

10     X    

12        X 

14 X (X)       

16   X      

18       X  

20 X        

22      X   

24  X       

26 X        

28    X     

30   X      

32 X        

34  X       

36     X    

38 X        

40 
        

42 
        

 

Le nombre de redondances est égal à 2 sur 21. 

 

Nota : Cet espacement maximum correspond au cas où les deux frontières ne sont pas constituées d’un seul nombre entier 

sans petits diviseurs mais d’une paire de nombres. Au rang suivant, il ne peut que s’accroitre de 2 (nouvel espacement = 

42) et sera donc plus petit que l’espacement 2pi-1 du schéma standard (i = 9, 2pi-1. = 2p8 = 46).  

 

Enoncé 1  
 

Lorsque ΔPmax > 2pi-1, nous pensons que l’encadrement se fait systématiquement par une paire de nombres comme 

précédemment. Nous serions ainsi dans le cas d’un autre problème (celui des paires de nombres) dans lequel ces 

exceptions ne jouent aucun rôle ni prépondérant, ni même notable. Ces paires se vengent de leur anonymat là-bas en 

jouant ici les trublions. 

 

5.2.6. Espacement minimal.  

 

Nous parlons de l’espacement 2 et nous parlons de nombres qui dans le cycle 1 ne sont pas exclusivement des nombres 

premiers, mais plus précisément des nombres à grands diviseurs (dont l’écart est 2 et sont ainsi nommés jumeaux). 

La densité moyenne de grands diviseurs jumeaux dans le cycle 1 est exactement ∏((pk-2)/pk), k = 1 à i, à l’étape i. En 

admettant une répartition relativement uniforme dans un intervalle suffisamment grand, comme par exemple l’intervalle pi 

+2 à pi² (dès lors que plus de 30 échantillons s’y trouvent par exemple), intervalle qui par construction algorithmique ne 

contient que des nombres premiers, nous obtenons une densité générative de nombres premiers jumeaux de l’ordre ∏((pk-

2)/pk) ≈ c2.e
-2γ

/ln
2
(pi) en utilisant la généralisation du théorème de Mertens, soit encore de l’ordre de c/ln

2
(pi) en amont de 

l’abscisse pi. Ceci créera au fur et à mesure dans l’intervalle 0 à pi (qui s’accroit lorsque i croit) une quantité c.pi/ln
2
(pi) de 

nombres premiers jumeaux  

 

Nota : Même si la répartition des espacements 2 n’est pas uniforme, rien n’influence ou n’infléchit leur évolution hormis 

le rapport moyen (pi-2)/pi. Les nombres jumeaux en retard à l’appel entre pi+2 à pi² se présenteront plus nombreux par la 

suite, comme ceux en avance retarderont l’arrivée des suivants. Asymptotiquement la moyenne l’emporte nécessairement 

sur tout autre phénomène. 

 

D’où encore : 

 

Enoncé 2  
 

L’évolution asymptotique du cardinal des nombres premiers jumeaux est c.pi/ln
2
(pi), c une constante positive (à 

déterminer). Il y a ainsi un nombre infini de nombres premiers jumeaux. 

 

Nous avons déjà un énoncé allant dans le sens désiré par son contenu. Développons le sujet néanmoins, notamment celui 

du rapport (pk-2)/pk. 
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6. Crible d’Eratosthène croisé. 
 

Il s’agit simplement du crible d’Eratosthène auquel on adjoint un compteur particulier que nous nommons signature. 

 

6.1. Cas des nombres premiers jumeaux. 

 

Nous partons de la suite des nombres impairs (d’où la graduation de l’axe x avec un pas de 2 auquel il faudra prendre 

garde plus tard) et nous supprimons progressivement les nombres multiples des nombres premiers en recherchant ici les 

couples de nombres premiers jumeaux (1 n’est pas un nombre premier d’où l’absence de 2 sous le nombre 3 dans le 

tableau qui suit) : 

 

Tableaux 25 

Etape 0 : Liste initiale  
 

E
n

tr
ée

 

C
y
cl

e 
1
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cl
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2
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1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

 

Etape 1 : Retrait des multiples de 3 (hors 3) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Cycle3 Cycle4 Cycle5  Etc. 

1 3 5 7  11 13  17 19  23 25  29 31  35 37  41 

  2 2   2   2   2   2   2   

 

Etape 2 : Retrait des multiples de 5 (hors 5) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Etc. 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47 49  53   59 61   67  

  2 2   2   2      2      2   2      2     

 

Etape 3 : Retrait des multiples de 7 (hors 7) 
 

Entrée Cycle 1 (non représenté dans sa totalité) 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47   53   59 61   67  

  2 2   2   2      2      2         2     

 

Etape 4 : Retrait des multiples de 11 (hors 11) 
 

Entrée Cycle 1 (non représenté dans sa totalité) 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47   53   59 61   67  

  2 2   2   2      2      2         2     

 

Etape 5 : Retrait des multiples de 13 (hors 13) 
 

Entrée Cycle 1 (non représenté dans sa totalité) 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47   53   59 61   67  

  2 2   2   2      2      2         2     

 

Etape 6 : Retrait des multiples de 17 (hors 17) 
 

Entrée Cycle 1 (non représenté dans sa totalité) 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47   53   59 61   67  

  2 2   2   2      2      2         2     

 

Dans le processus précédent, lorsqu’un multiple est supprimé dans une colonne, le 2 de la colonne suivante est retiré 

également, ceci lorsqu’il existe encore, du fait qu’une paire disparait. Nous appelons la dernière ligne des tableaux (avec 

les 2) les signatures des rescapés.  

 

Nous observons alors un processus de type « rho » : nous avons une première partie de nombres, que nous appelons la 

partie « entrée », qui a une structure non répétitive et des parties que nous nommons « cycles », à motifs répétitifs. Les 

amplitudes de ces motifs sont égales comme dans le cas du crible précédent à 2.3.5…pi, pi étant le dernier nombre premier 

dont les multiples ont été retirés (le nombre pi étant quant à lui conservé). Ainsi les nombres du cycle m+1 sont ceux du 

cycle m en ajoutant 2.3.5…pi et les signatures s’y répètent à l’identique jusqu’à l’infini. 
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Le cycle 1 commence à pi+4 (pi+2+2n dans le cas général d’un écart de 2n au lieu de 2 sauf pour p0 = 2 (en p0+3)). 
 

Nous pouvons dresser un tableau des signatures, « rescapés » impairs de ce processus, c’est-à-dire des nombres qui 

conservent 2 face à eux sur la dernière ligne du dit tableau : 

 

Tableau 26 
 

Etape 

i 
pi 2.3…pi Entrée 

#(rescapés 

entrée) 
Cycle1 

#(rescapés 

cycle1) 

= 

#(Bi) 

#(Bi)/#(Bi-1) pi-#Bi/#Bi-1 

1 3 6 1-5 1 7-12 1   

2 5 30 1-7 2 9-38 3 3 2 

3 7 210 1-9 2 11-220 15 5 2 

4 11 2310 1-13 3 15-2324 135 9 2 

5 13 30030 1-15 3 17-30046 1485 11 2 

6 17 510510 1-19 4 21-510530 22275 15 2 

7 19 9699690 1-21 4 23-9699712 378675 17 2 

 

Le lecteur doit être attentif au fait que quand nous parlons ici d’un rescapé, nous parlons d’une paire de nombres : celui 

qui a l’écart 2 inscrit sous sa valeur et le nombre précédent qui fait la paire avec lui. Nous ne dénombrons pas des 

nombres mais des paires de nombres. Nous comptons les signatures. 

 

Nous observons que le nombre de signatures dans les parties répétitives évolue suivant la formule suivante : 

 

Théorème 12  
 

Le nombre de signatures par cycle est donné récursivement par : 

 

#(Bi+1)/#(Bi) = pi+1-2                (58) 
 

Démonstration  
 

Le résultat (58) découle du théorème 1. Il s’agit de trouver à l’étape i, le nombre d’éliminations, c’est-à-dire de multiples 

de pi présents dans le cycle 1 (ou encore de 0 modulo pi). Une suite (0, r, 2r, …, (s-1).r) modulo s, où r = 2.3…pi-1 et s = pi 

sont premiers entre eux, contient exactement un seul 0. Il en est de même en rajoutant une constante c à chacun des termes 

de (0, r, 2r, …, (s-1).r), c’est-à-dire pour (c, c+r, c+2r, …, c+(s-1).r) mod s. Nous aurons alors exactement pour une paire 

de nombres p et q telle que p-q = 2, deux éliminations car 2 étant premier avec pi, le 0 de (c, c+r, c+2r, …, c+(s-1).r) mod 

s et celui de (2+c, 2+c+r, 2+c+2r, …, 2+c+(s-1).r) mod s sont nécessairement décalés. 

Nous posons par ailleurs B0 = 1 (p0 = 2) ce qui permet d’initier de façon cohérente la suite récurrente. 

 

Il en découle immédiatement : 

#(Bi) =   Π (pk-2)                         (59) 

         3 ≤ pk ≤ pi   

 

Illustration 
 

p-q = 2 et pi = 7 

A l’étape 2 (retrait des multiples de 5), nous avons les rescapés {13, 19, 31}, ce que le lecteur retrouvera plus haut. A 

l’étape suivante (retrait des multiples de 7), les rescapés qui nous intéressent se situent entre 11 et 220 (soit 7+4+2.3.5.7-

1) et se construisent à partir de {13, 19, 31} modulo 30 (30 = 2.3.5).  

 

Nous avons les tableaux :  

Tableau 27 

 

Pour p (dans p-q = 2) 
 

13  13 43 73 103 133 163 193  133 = 7.19 

19 => 19 49 79 109 139 169 199  49 = 7.7 

31  31 61 91 121 151 181 211  91 = 7.13 

 

Pour q (dans p-q = 2) : 
 

11  11 41 71 101 131 161 191  161 = 7.23 

17 => 17 47 77 107 137 167 197  77 = 7.11 

29  29 59 89 119 149 179 209  119 = 7.17 

 

Reprenons les deux tables modulo 7 avec 0 décalé de 2 dans le second tableau. 

Il vient : 
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Pour p (dans p-q = 2) 
 

13  6 1 3 5 0 2 4  133 = 0 mod 7 

19 => 5 0 2 4 6 1 3  49 = 0 mod 7 

31  3 5 0 2 4 6 1  91 = 0 mod 7 

 

Pour q (dans p-q = 2) : 
 

11  4 6 1 3 5 0 2  161 = 0 mod 7 

17 => 3 5 0 2 4 6 1  77 = 0 mod 7 

29  1 3 5 0 2 4 6  119 = 0 mod 7 

 

Il est, a priori, impossible de prévoir à quels endroits les éliminations de chaque illustration vont se manifester (même à 

une étape aussi précoce que celle explicitée ci-dessus). Mais, nous retrouvons assurément sur chaque ligne une 

permutation de (0, 1, …, pi-1) et donc une élimination unique (par ligne) car 2.3.5…pi-1 est premier avec pi. 
 

Les positions des éliminations sont décalées d’une ligne à l’autre dans chacune des deux illustrations. L’ordre de 

présentation des congruences est le même suivant une permutation circulaire (ici l’ordre est 0, 2, 4, 6, 1, 3, 5), mais ceci 

n’est pas absolument nécessaire pour ce qui nous occupe ici. 
 

De plus, et cette fois-ci ceci est indispensable à notre propos, les positions des éliminations (comme les autres 

congruences différentes de 0) sont décalées d’une table à l’autre entre deux lignes qui se correspondent (lignes de 13 et 

11, lignes de 19 et 17, lignes de 31 et 29) car l’écart 2 est premier avec p i. D’où l’élimination de 2 solutions exactement 

pour pi situations examinées.  

 

Nous obtenons un appauvrissement du nombre de « rescapés » à l’étape i qui s’exprime non pas de façon heuristique mais 

par une loi arithmétique. A chaque étape i, nous avons pi colonnes dont deux sont éliminées. L’appauvrissement des 

signatures est dans un rapport  

(pi-2)/pi                (60) 

 

Nous retrouvons facilement la relation (58) puisque #(Bi)/#(Bi-1) est égal à ce rapport multiplié par pi : 

 

#(Bi) = ( 
pi-2 

).pi = pi-2 
#(Bi-1) pi 

 

Ce rapport non nul fait qu’il n’y a jamais épuisement de candidats potentiels à la vocation de nombres premiers jumeaux 

dans les cycles. Mais une vocation n’est pas un ordre et nous n’allons pas conclure tout de suite à l’infinité des nombres 

premiers jumeaux bien que très tenté. Les nombres premiers jumeaux subsistent à l’infini car les éliminations dues au 

crible d’Eratosthène croisé, lorsque les étapes sont incrémentées, sont réglés par une proportion suffisamment proche de 

1. Pour une évaluation d’une minoration des effectifs, la clef est dans le rapport (pi-2)/pi.  

 

Le but pour la suite est seulement d’apporter quelques précisions numériques. Nous donnons les quantités en début de la 

routine pour l’« évidence » du résultat. 

 

Tableau 28 

 

Etape i pi 

Rpi = 

(2.3.5…pi)/

((3-2)(5-

2)…(pi-2)) 

pi+1
2
/Rpi Nombre de 

paires 

présentes 

entre pi+4 

et pi+1² 

c/2 = 

pi+1
2
/Rpi/i² 

1 3 6 4,17 3 4,17 

2 5 10 4,90 4 1,23 

3 7 14 8,64 7 0,96 

4 11 17,11 9,88 8 0,62 

5 13 20,22 14,29 14 0,57 

6 17 22,92 15,75 15 0,44 

7 19 25,61 20,65 18 0,42 

8 23 28,05 29,98 25 0,47 

9 29 30,13 31,89 26 0,39 

10 31 32,21 42,50 36 0,43 

11 37 34,05 49,37 42 0,41 

12 41 35,80 51,65 44 0,36 

13 43 37,54 58,84 54 0,35 

14 47 39,21 71,64 66 0,37 
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Etape i pi 

Rpi = 

(2.3.5…pi)/

((3-2)(5-

2)…(pi-2)) 

pi+1
2
/Rpi Nombre de 

paires 

présentes 

entre pi+4 

et pi+1² 

c/2 = 

pi+1
2
/Rpi/i² 

15 53 40,75 85,42 78 0,38 

16 59 42,18 88,22 82 0,34 

17 61 43,61 102,94 100 0,36 

18 67 44,95 112,14 110 0,35 

19 71 46,25 115,21 112 0,32 

 

Que signifie ce tableau ? A l’étape i, nous retirons tous les multiples de pi. Comme pi+1 est premier, à l’étape suivante, le 

premier retrait se fait nécessairement au-delà de pi+1
2
. Or la première paire est déjà présente bien en deçà de cette abscisse. 

Le rapport des abscisses augmente progressivement (il peut diminuer un peu de temps en temps) et ce phénomène se 

montre irréversible.  

 

Le nombre de signatures est ∏ (pk-2), k = 1 à i, p0 = 2, dans un cycle de taille 2.3.5…pi, d’où statistiquement une distance 

entre signatures de 2.∏ pk/(pk-2). Dans l’intervalle [pi +4, pi+1²], dont la taille approximative tend vers pi+1², nous avons 

donc (pi+1²/2).∏ (pk-2)/pk → (pi+1²/2).(c/ln²(pi)) = (pi+1²/pi²).(c/2).pi²/ln²(pi) ≈ (c/2).i² signatures.  

Les graphiques ci-dessous l’illustrent : 

 

Graphiques 4 et 5 

 

  
 

La croissance du nombre de paires effectivement premiers jumeaux est parabolique par rapport à l’étape en cours (i.e. 

l’indice) : 

#(nombres premiers jumeaux certains à l’étape i) ≈ 0,34.i
2
                       (61) 

 

Une autre façon de retrouver ce résultat consiste à observer que d’après la relation 59, le nombre de signatures dans le 

cycle 1 à l’étape i est donné par #(Bi) = Π3 ≤ pk ≤ pi (pk-2). La taille du cycle 1 étant de Π3 ≤ pk ≤ pi pk, en moyenne, la distance 

entre les signatures restantes est donc Π3 ≤ pk ≤ pi pk/(pk-2), expression qui tend, d’après la généralisation du théorème de 

Mertens, vers c.ln²(pi) lorsque i tend vers l’infini avec c une constante (de l’ordre de 1,2). Ceci signifie qu’à l’intérieur du 

cycle 1 entre pi+4 et pi², il y a en moyenne (1/c).(pi²-pi-4)/ln²(pi) paires de nombres présents. Or, ceux-ci ne peuvent être 

dans cet intervalle que des nombres premiers (jumeaux), puisque tous les multiples de 3 à pi ont été retirés. Lorsque pi 

croit, pi devient négligeable devant pi² et l’ordre de grandeur de l’expression est alors (1/c).pi²/ln²(pi). Comme pi/ln(pi) 

tend vers i, lorsque i tend vers l’infini, le résultat de l’ordre de grandeur est de la forme c’i², c’ tendant vers une constante 

non nulle. 

 

6.2. Cas des nombres premiers apparentés. 

 

Nous avons examiné ci-dessus le cas de l’écart 2 pour les nombres premiers jumeaux. Voyons ce qu’il en est pour un écart 

2n. Nous avons dressé deux tableaux de quelques cas pour illustrer ceux d’écarts quelconques. Le cycle 1 commence à 

pi+2+2n. Le tableau 29 donne le nombre de disparitions dans le cycle 1 (et de même dans les suivants) au fur et à mesure 

que la séquence croit, le tableau 30 donne le nombre de rescapés dans les cycles. 
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Tableau 29 

 

 Séquence = pi 3 5 7 11 13 

Ecarts = 2n,  

où les diviseurs de n 

sont seulement  

Exemples #(disparitions cycle1) = #Ai 

2 2, 4, 8, 16… 2 2 6 30 270 

2 et 3 6, 12, 18, 24, 36, 48, 54… 1 4 12 60 540 

2 et 5 10, 20, 40, 50… 2 1 8 40 360 

2 et 7 14, 28, 56… 2 2 3 36 324 

2 et 11 22, 44… 2 2 6 15 300 

2 et 13 26, 52… 2 2 6 30 135 

2, 3 et 5 30, 60… 1 2 16 80 720 

2, 3 et 7 42… 1 4 6 72 648 

2, 5 et 7 70… 2 1 4 48 432 

2, 3, 5 et 7 210… 1 2 8 96 864 

2, 3, 5, 7 et 11 2310… 1 2 8 48 960 

 

Tableau 30 

 

 Séquence = pi 3 5 7 11 13 

Ecarts = 2n,  

où les diviseurs de n 

sont seulement  

Exemples #(rescapés cycle1) = #Bi 

2 2, 4, 8, 16… 1 3 15 135 1485 

2 et 3 6, 12, 18, 24, 36, 48, 54… 2 6 30 270 2970 

2 et 5 10, 20, 40, 50… 1 4 20 180 1980 

2 et 7 14, 28, 56… 1 3 18 162 1782 

2 et 11 22, 44… 1 3 15 150 1650 

2 et 13 26, 52… 1 3 15 135 1620 

2, 3 et 5 30, 60… 2 8 40 360 3960 

2, 3 et 7 42… 2 6 36 324 3564 

2, 5 et 7 70… 1 4 24 216 2376 

2, 3, 5 et 7 210… 2 8 48 432 4752 

2, 3, 5, 7 et 11 2310… 2 8 48 480 5280 

 

Lemme 4  
 

Le nombre d’éléments rescapés par cycle est donné récursivement par : 

 

#Bi/#Bi-1 = si (pi \2 n, pi-1, pi-2)             (62) 

 

Démonstration 
 

Revenons à la démonstration du théorème 4 page 8 montrant l’existence d’un seul élément 0 modulo pi par le théorème 1. 

Dans le mécanisme de retrait par le crible d’Eratosthène croisé, les deux éléments 0 modulo pi, qui se correspondent, ne 

peuvent être que décalés ou alignés.  

Ils sont alignés si et seulement si p-q = 0 mod pi, donc si 2n = 0 mod pi, soit finalement pi divise 2n.  

S’il y a décalage, il y a deux éliminations (comme illustré précédemment), sinon il y en a une seule (comme illustré ci-

dessous). 

 

Illustration 
 

p-q = 10 et pi = 5 

A l’étape 1 (retrait multiples de 3), il reste tous les nombres 5 modulo 6, le premier cycle commençant à 15 (soit 3+2+10). 

A l’étape suivante (retrait des multiples de 5), les rescapés qui nous intéressent se situent entre 17 et 46 (soit 

5+2+10+2.3.5-1) et se construisent à partir de {17} modulo 6. Nous avons les tableaux :  

 

Pour p (dans p-q = 10) 
 

17 => 17 23 29 35 41    35 = 5.7 
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Pour q (dans p-q = 10) : 
 

7 => 7 13 19 25 31    25 = 5.5 

 

Reprenons les deux illustrations modulo 5. 

Il vient : 

 

Pour p (dans p-q = 10) 
 

17 => 2 3 4 0 1    35 = 0 mod 5 

 

Pour q (dans p-q = 10) : 
 

7 => 2 3 4 0 1    25 = 0 mod 5 

 

Il y a bien alignement des valeurs 0 modulo pi. 

 

Théorème 13  
 

La raréfaction du nombre d’éléments dans les cycles est la plus forte lorsque p-q = 2
m
.  

 

Démonstration 
 

D’après le lemme 4 précédent, le rapport des rescapés #(Bi)/#(Bi-1) est minimal (et égal à pi-2) à chaque étape puisque pi 

ne divise jamais n car n n’est multiple que de 2 (et pi ≥ 3). D’où un nombre minimal de signatures et le résultat. 

 

Ainsi, s’il y a un nombre infini de nombres premiers jumeaux, il y a un nombre infini de nombres premiers apparentés.  

 

Lemme 5  
 

Le nombre de disparitions est donné par :  

 

#Ai = #Bi-1.si (pi \2 n, 1, 2)             (63) 

 

Démonstration 
 

C’est une paraphrase du sujet concernant les éliminations.  

 

Lemme 6  
 

Le nombre de disparitions dans un cycle à l’étape i+1 est donné par rapport au nombre de disparitions dans un cycle à 

l’étape i par :  

#Ai+1 = #Ai.si (pi \ 2n, pi-1, pi-2).si (pi+1 \ 2n, 1, 2)/si  (pi \ 2n, 1, 2)             (64) 

 

Démonstration 
 

Nous avons #Ai = #Bi-1.si (pi \ 2n, 1, 2) et donc #Ai+1 = #Bi.si (pi+1 \ 2n, 1, 2).  

Comme #Bi/#Bi-1 = si (pi \ 2n, pi-1, pi-2), le résultat suit par simple application des proportions. 

Nous posons par ailleurs #A0 = 1 (p0 = 2) ce qui permet d’initier de façon cohérente la suite récurrente. 

 

Lemme 7  
 

Pour les nombres premiers jumeaux, le nombre de disparitions dans un cycle à l’étape i+1 est donné par :  

 

#ARi+1 =   Π (pk-2)                   (65) 

         3 ≤ pk ≤ pi   

 

Démonstration 
 

Nous avons n = 1 et appliquons ensuite la récurrence #Ai+1 = #Ai.(pi-2) puisque pi ne divise pas n et nous avons par 

ailleurs #AR1 = 1. 

 

Lemme 8  
 

Pour des nombres premiers apparentés, le nombre de disparitions dans un cycle à l’étape i est égal à : 

 

#Ai = si (pi \2n, 1/2, 1). Π(pk-1)/(pk-2)  .#ARi             (66) 

 
pk\2n 

3 ≤ pk < pi 

 
 

 

où #ARi est le nombre de disparitions dans un cycle pour les nombres premiers jumeaux (2n = 2), nombre utilisé comme 

référence. 
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Démonstration 
 

Il s’agit d’une simple application du lemme 6. 

 

Nous pouvons aussi écrire pk\n et pi\n à la place de pk\2n et pi\2n puisque la formule est utilisée pour i ≥ 1. 

 

#Ai = si (pi \n, 1/2, 1). Π(pk-1)/(pk-2)  .#ARi             (67) 

 
pk\n 

3 ≤ pk < pi 

 
 

 

Le lecteur notera que les termes déterminants du produit d’Euler de la formule de Hardy et Littlewood que sont Π(pk-

1)/(pk-2) pour pk\n apparaissent ici. Posons alors : 

 

#HLi =  Π(pk-1)/(pk-2)                                  (68) 

 
pk\n 

3 ≤ pk < pi 

 
 

et 

#HL =  Π(pk-1)/(pk-2)                                   (69) 

 pk\n   

Il suit immédiatement : 

#Ai = si (pi \n, 1/2, 1).#HLi.#ARi                        (70) 

 

6.3. Evaluation des cardinaux des nombres premiers apparentés. 

 

Théorème 14  
 

Le crible d’Eratosthène croisé donne l’ensemble des nombres premiers apparentés par itération à l’infini.  

 

Démonstration 
 

Le crible d’Eratosthène croisé donne à l’étape i l’ensemble des nombres premiers apparentés (c’est-à-dire distant d’un 

certain nombre 2n fixé d’avance) jusqu’à l’abscisse pi
2
. Lorsque i tend vers l’infini, pi tend vers l’infini et de même pi

2
. 

D’où le résultat. 

 

Ainsi, nous pouvons évaluer le nombre de paires de 0 à l’infini en comptant les éléments de la ligne des signatures de 0 à 

l’infini. 

 

6.3.1. Cas des nombres premiers jumeaux.  

 

Les solutions sont obtenues par soustractions itérées de nombres impairs par le crible croisé d’Eratosthène qui est le seul 

agent à l’œuvre ici.  

 

Nous pouvons évaluer ceci à partir du lemme 7 ou à partir des tableaux 25 :  

 

A l’étape 1, pi = 3, la proportion de signatures (de nombres impairs sous-entendus dans la suite) disparaissant après 3+4 

est #A1/p1 = 2/3.  

A l’étape 2, pi = 5, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 5+4 est 2.(3-2)/(3.5).  

A l’étape 3, pi = 7, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 7+4 est 2.(3-2).(5-2)/(3.5.7).  

A l’étape 4, pi = 11, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 11+4 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)/(3.5. 7.11).  

A l’étape 5, pi = 13, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 13+4 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)(11-

2)/(3.5.7. 11.13).  

 

Ainsi à l’étape i, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après pi+4 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)(11-2)(pi+1-

2)/(3.5.7. 11.13…pi), soit encore :  

 

  pi   pi-1  

#RCi = #ARi /(  Π p)  = (2/pi). Π (p-2)/p                 (71)  

          p = 3           p = 3  

 

Ceci est la première des expressions des coefficients de déplétion #RCi du Crible d’Eratosthène Croisé (CEC). 

 

6.3.2. Cas des paires de nombres premiers d’écarts 2
m

.  

 

Le processus est identique et nous en donnons d’abord deux exemples : 
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Ecart de 4 : 

 

Tableaux 31 

 

Etape 0 : Liste initiale  
 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 

  4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

 

Etape 1 : Retrait des multiples de 3 (hors 3) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Cycle3 Cycle4 Cycle5 Etc. 

1 3 5 7  11 13  17 19  23 25  29 31  35 37  41 43 

  4 4  4   4   4   4   4   4 4 

 

Etape 2 : Retrait des multiples de 5 (hors 5) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Etc. 

1 3 5 7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47 49  53   59 61   67  

  4 4  4   4   4         4   4   4         

 

Ecart de 8 : 

 

Tableaux 32 

 

Etape 0 : Liste initiale  
 

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 

    8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 

 

Etape 1 : Retrait des multiples de 3 (hors 3) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Cycle3 Cycle4 Cycle5 Etc. 

1 3 5 7  11 13  17 19  23 25  29 31  35 37  41 43  45 

     8 8   8   8   8   8   8   

 

Etape 2 : Retrait des multiples de 5 (hors 5) 
 

Entrée Cycle1 Cycle2 Etc. 

7  11 13  17 19  23   29 31   37  41 43  47 49  53   59 61   67  71 73   

  8 8   8      8   8      8      8   8      

 

A l’étape i, le nombre subsistant dans le cycle j est le même quel que soit m dans 2
m
 (ici 1 dans étape 0, 1 dans étape 1 et 

3 dans étape 2). 

 

De façon générale, nous avons ainsi : 

 

A l’étape 1, pi = 3, la proportion de signatures disparaissant après 3+2+2
m
 est 2/3.  

A l’étape 2, pi = 5, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 5+2+2
m
 est 2.(3-2)/(3.5).  

A l’étape 3, pi = 7, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 7+2+2
m
 est 2.(3-2).(5-2)/(3.5.7).  

A l’étape 4, pi = 11, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 11+2+2
m
 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)/(3.5. 

7.11).  

A l’étape 5, pi = 13, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après 13+2+2
m
 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)(11-

2)/(3.5.7.11.13).  

… 

 

Ainsi à l’étape i, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après pi+2+2
m

 est 2.(3-2).(5-2).(7-2)(11-2)(pi-1-

2)/(3.5.7. 11.13…pi), soit encore :  

 

  pi   pi-1  

#RCi = #ARi /  Π p  = (2/pi). Π (p-2)/p                   (72)  

          p = 3           p = 3  

 

6.3.3. Cas des nombres premiers apparentés.  

 

Sur le modèle précédent à l’étape i, la proportion supplémentaire de signatures disparaissant après pi+2+2n est :  
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  pi   pi-1  

#RCi = si (pi \n, 1/2, 1).#HLi.#ARi /(  Π p)  = si (pi \n, 1/2, 1). #HLi.(2/pi). Π (p-2)/p                      (73)     

          p = 3           p = 3  

 

6.3.4. Formule des cardinaux.  

 

Répétons encore que les proportions qui disparaissent sont imposées arithmétiquement. Il n’y a aucune incertitude sur leur 

nombre total lorsque l’ensemble de N jusqu’au point à l’infini est pris en compte.  

 

A partir de là, nous pouvons évaluer le nombre de solutions pour les nombres premiers jumeaux et de même pour les 

nombres premiers d’écarts 2
m
 à l’infini en écrivant un série infinie construite à partir du crible précédent. 

 

Théorème 15  
 

π(p-q = 2
m
) = lim M-(2/3).M1-(2/(3.5)).M2-(2.3/(3.5.7)).M2-(2.3.5/(3.5.7.11)).M3-...-RCi.MCi-…            (74) 

 N → +∞ 
 

où 

M = (N-1-2
m
)/2 

Mi = (N-pi-2-2
m
)/2  

MCi = si((N-pi-2-2
m
)/2 < 0, 0, (N-pi-2-2

m
)/2) 

(75) 

(76) 

(77) 

 

et #RCi est défini plus haut. 

 

Démonstration. 
 

Nous partons des nombres impairs 3+2
m
 à N, la valeur infinie étant attribuée à N dans un second temps. Nous avons donc 

M = (N-3-2
m
)/2+1 nombres entiers. 

Ensuite les nombres sont retirés suivant les proportions données au paragraphe 6.3.1 et à partir des abscisses pi+2
m
, Mi = 

(N-pi-2
m
)/2+1.  

Les proportions portant sur les nombres impairs, il est nécessaire de tenir d’un rapport 1/2 dans les différences d’abscisses 

N-(pi+2+2
m
). Nous posons Mi = (N-pi-2-2

m
)/2. Nous obtenons alors la somme infinie donnant le cardinal cherché (p1 = 3). 

 

Lorsqu’une telle application numérique est menée, la série comme dans le cas du crible d’Eratosthène n’est pas infinie. 

Plus précisément, les coefficients Mi doivent être pris égaux à 0 lorsque (N-pi-2-2
m
)/2 devient négatif et ainsi pour les 

calculs nous devons retenir l’expression : 

 

MCi = si((N-pi-2-2
m
)/2 < 0, 0, (N-pi-2-2

m
)/2) 

 

Pour nos applications numériques, nous réécrivons alors la relation (74) sous la forme :  

 

π(c) = lim M-(1/c).((2/3).MC1+(2/(3.5)).MC2+(2.3/(3.5.7)).MC2+(2.3.5/(3.5.7.11)).MC3+...+#RCi.MCi+…      (78) 

 N → +∞ 

 

Lorsque c = 1, alors π(c) = π(p-q = 2
m
). 

 

Nous suivons alors l’évolution des valeurs de c qui fait correspondre π(c) au nombre effectif de nombres premiers 

apparentés.  

Si c ≤ 1, alors le nombre effectif de solutions est inférieur à π(1). 

Si c ≥ 1, alors le nombre effectif de solutions est supérieur à π(1). 

Le lecteur aura compris que nous utilisons 1/c dans l’expression (78) non pas parce que nous aimons la complication, 

mais pour faire correspondre au signe « ≤ » une minoration et au signe « ≥ » une majoration.  

 

L’exemple des nombres premiers jumeaux montre que le nombre c s’avère supérieur à 1 (à de rares exceptions) ce qui 

signifie que le cardinal de nombres premiers jumeaux près de l’origine est supérieur à π(1). 

Nous pouvons faire une seconde évaluation en choisissant une autre abscisse de référence en prétendant que la première 

paire de jumeaux ne peut apparaitre qu’à partir de pi
2
, à savoir en choisissant :  

 

MCi = si((N-(2+2n+pi
2
))/2 < 0, 0, (N-(2+2n+pi

2
))/2)             (79) 

 

Cette méthode devrait donner alors une évaluation π(1) minorant le cardinal de nombres premiers jumeaux près de 

l’origine car la plage « statistique » du premier couple de jumeaux s’étend au-dessous de 2+2n+pi
2
. L’application 

numérique le confirme. Il faut bien comprendre que ces choix n’ont qu’une importance très relative, car le seul point qui 

nous intéresse est celui à l’infini pour lequel c = 1 se présente comme la valeur limite à chaque fois. Le choix des 

abscisses n’a d’effet que de coller un peu mieux aux cardinaux réels près de l’origine. 

 

Pour un écart quelconque, la formule se généralise : 
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Théorème 16  
 

                       +∞ 

π(p-q = 2n) = lim            M- Σ #RCi.MCi                        (80) 

 N → +∞         i = 1 

où 

M = (N-1-2n)/2 

Mi = (N-pi-2-2n)/2  

                           (81) 

(82) 

MCi = si((N-pi-2-2n)/2 < 0, 0, (N-pi-2-2n)/2)               (83) 

et 

         i 

#RCi =  #Ai.∏(1/pk)                                                         (84) 

       k = 1 

 

Démonstration 
 

Il suffit d’utiliser les théorèmes 15 et 6 et le résultat suit immédiatement.  

 

Applications numériques. 
 

Pour les applications numériques, il suffit d’utiliser de même à nouveau,   

 

MCi = si((N-pi-2-2n)/2 < 0, 0, (N-pi-2-2n)/2) 

 

ainsi que le choix alternatif : 

 

MCi = si((N-pi
2
-2-2n)/2 < 0, 0, (N-pi

2
-2-2n)/2)                 (85) 

 

Ceci donne pour les coefficients c pour 2n = 2 : 

 

Graphique 6 

 

 
 

Le premier choix minore le nombre de solutions car en général le premier nombre apparenté après pi+2+2n ne va 

apparaître qu’avec un certain intervalle (il s’agit de l’abscisse minimale de la première occurrence), alors qu’à contrario, 

plusieurs occurrences ont pu avoir eu lieu à l’aval de l’abscisse pi²+2+2n, majorant ainsi le nombre de solutions.  

 

Les formules des théorèmes 15 et 16 donnent sans difficulté des résultats intéressants par différence ou par division.  

 

6.3.5. Branches asymptotiques communes. 

 

Par différence, nous avons : 

 

Théorème 17  
 

Le nombre de solutions de π(p-q = 2
i
) est soit fini pour tout i, soit infini pour tout i. 

 

Démonstration 
 

π(p-q = 2
m
) - π(p-q = 2) = lim (2/3).(2

m
-2)+(2/(3.5)).(2

m
-2)+(2.3/(3.5.7)).(2

m
-2)+(2.3.5/(3.5.7.11)).(2

m
-2)+... 

 N → +∞ 

 

Ainsi N disparait dans le membre de droite par l’opération de soustraction et nous pouvons factoriser le terme 2
m
-2.  

De plus, comme on ne peut retirer à un ensemble plus d’éléments qu’il ne contient, la somme 
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2/3+2/(3.5)+2.3/(3.5.7)+2.3.5/(3.5.7.11)+… 

 

est nécessairement inférieure ou égale à 1. 

 

D’où, après vérification numérique que cette somme est proche de 1 (et en fait égal exactement à 1) : 

 

π(p-q = 2
m
) - π(p-q = 2) = (2

m
-2).(2/3+2/(3.5)+2.3/(3.5.7)+2.3.5/(3.5.7.11)+2.3.5.9/(3.5.7.11.13)+...) 

 ≈ 2
m
-2 

 

Nous en déduisons que la différence du nombre de solutions de π(p-q = 2
i
) et π(p-q = 2

j
) est finie. 

D’où le résultat. 

 

Ceci peut ensuite être généralisé. 

 

Théorème 18  
 

Soit 2n et 2m ayant même diviseurs sans exception. 

Les nombres de solutions de π(p-q = 2n) et de π(p-q = 2m) sont alors soit finis, soit infinis tous les deux. 

 

Démonstration 
 

En effet, la somme infinie Σ #RCi est inférieure ou égale à 1 à l’instar de la remarque faite au paragraphe précédent. 

Nous reprenons alors l’exercice avec des écarts du type 2n et 2m.  

Il vient π(p-q = 2n) - π(p-q = 2m) = (2n-2m).(Σ #RCi) ≤ (2n-2m).  

La différence étant finie, nous en déduisons le théorème précédent. 

 

Ainsi, si le nombre de solutions tend vers l’infini, les nombres de solutions se retrouvent sur la même asymptote lorsque 

les diviseurs sont tous communs. 

Ceci donne, par exemples, les deux graphiques suivants : 

 

Graphiques 7 et 8 

 

  
 

6.3.6. Mise en œuvre d’une bijection entre nombres premiers apparentés à branches asymptotiques communes. 

 

L’ensemble de ce chapitre est reporté en annexe 4 pour donner plus de clarté à l’article. 

 

6.3.7. Formule de Hardy-Littlewood. 

 

Théorème 19  
 

Le cardinal des nombres apparentés sont dans le rapport de la formule de Hardy-Littlewood #HL.  

 

Démonstration 
 

Comme Σi #RCi = 1-ε, ε ≥ 0, nous avons : 
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                   +∞ 

π(p-q = 2n) = lim      ε.M+ Σ #RCi.(M-Mi)                                                 (86) 

 N → +∞      i = 1 

Puis, utilisant M-Mi = (pi+1)/2, 

 

         +∞ pi-1 

π(p-q = 2n) =  lim   ε.M+ Σ si (pi \n, 1/2, 1).#HLi.(pi+1)/pi. Π (pk-2)/pk             (87) 

  N → +∞ i = 2 pk = 3 

 

Alors pour i l’indice maximal m de tous les diviseurs de n : 

 

                                +∞ pi-1 

π(p-q = 2n) =  lim   ε.M-cte1+#HL. Σ (pi+1)/pi. Π (pk-2)/pk                               (88) 

  N → +∞                 i = m+1 pk = 3 

 

où cte1 est une constante. 

 

Soit encore : 

 

                                          +∞ pi-1 +∞ pi-1 

π(p-q = 2n) =  lim   ε.M-cte1+#HL.           Σ   Π (pk-2)/pk+#HL. Σ    (1/pi). Π (pk-2)/pk                 (89) 

  N → +∞                   i = m+1 pk = 3 i = m+1     pk = 3 

 

Or d’après le corolaire du théorème de Mertens 

 

П (1-2/p) ≡ c2.e
-2γ

/ln
2
(x), c2 > 0         (90) 

2 < p ≤ x, x → +∞  

 

Il en résulte : 

 

   +∞ +∞ 

π(p-q = 2n) =  lim   ε.M-cte1+#HL.  Σ cte2/ln
2
(pi)+#HL. Σ (1/pi).cte2/ln

2
(pi)               (91) 

  N → +∞   i = m+1 i = m+1 

 

Ce que nous réécrivons : 

 

     +∞ +∞ 

π(p-q = 2n) =  lim   ε.M-cte1-cte3+#HL. (Σ cte2/ln
2
(pi)+ Σ (1/pi).cte2/ln

2
(pi) )              (92) 

  N → +∞  i = 1                i = 1    

 

Ni la première somme, ni la seconde somme à droite de l’égalité ne contiennent de composante linéaire qui pourrait 

compenser la composante linéaire ε.M. Etant la seule composante de ce type et sachant que les nombres premiers 

apparentés sont moins denses que les nombres premiers dans N, nous avons nécessairement ε = 0.  

Par ailleurs, la somme infinie Σ 1/ln
2
(pi) diverge, donc cte1+cte3 est un terme négligeable. 

Il reste donc, le terme M disparaissant : 

 

  +∞ +∞ 

π(p-q = 2n) =  cte2.#HL.( Σ 1/ln
2
(pi)+ Σ (1/pi)/ln

2
(pi) )       (93) 

  i = 1 i = 1 

 

Nous y saisissons bien les mêmes proportions asymptotiques que celles de la formule de Hardy-Littlewood. 

D’où le théorème cité plus haut. 

 

Théorème 20  
 

Il y a une infinité de nombres premiers apparentés d’écart 2n. 

 

Démonstration 
 

La somme infinie Σ 1/ln
2
(pi) diverge puisque ln

2
(pi) < i à partir d’un certain rang.  

Soit ui = 1/ln
2
(pi) et vi = (1/pi)/ln

2
(pi). Alors vi/ui = 1/pi → 0. Il en résulte que Σvi/Σui → 0. 

Ainsi, la somme infinie Σ (1/pi)/ln
2
(pi) est négligeable devant la somme infinie Σ 1/ln

2
(pi). 

Donc : 
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         +∞ 

π(p-q = 2n) =  cte’’.#HL. Σ 1/ln
2
(pi)                                  (94) 

       i = 1 

 

En utilisant la relation (16), l’expression précédente se présente sous la forme (cte’ ≠ 0) : 

 

π(p-q = 2n) =  cte’.#HL. lim y/ln
3
(y)                                 (95) 

               y → +∞     

 

D’où le résultat, cette expression tendant vers l’infini. 

 

Argumentaire 
 

Nous pouvons en déduire à nouveau à rebours comme au chapitre sur les nombres premiers, en nous reposant sur une 

analogie du tableau 4, ce qu’il en serait lorsque c’est l’indice i, et non pi, qui guide le calcul initial, redéfinissant ainsi 

l’axe en abscisse support du dit calcul.  

Pour cela, nous formons le tableau suivant :  

 

Tableau 33 

 

Mi (i ≥ 1) Mi = N-pi
2
-1 Mi = N-pi-1 Mi = N-i-1 

(i ≈ pi/ln(pi)) 

Intervalle entre mesures  pi.ln(pi) ln(pi) 1 

Ratio1 extrait : pi
2
/(pi.ln(pi)) = pi/ln(pi) pi/ln(pi) i ≈ pi/ln(pi) 

Somme correspondante Σ cte1’’.#HL.pi/ln
2
(pi) Σ cte2’’.#HL/ln

2
(pi) Σ cte3’’.#HL/ln(pi) 

Limite cte1’.x
2
/ln

3
(x) cte2'.#HL.x/ln

3
(x) cte3’.#HL.x/ln

2
(x) 

Ratio2 extrait  

(en faisant x ≡ pi ≡ p) 

p/ln
2
(p)/(p²/ln

3
(p)) = 

ln(p)/p 

1/ln
2
(p)/(p/ln

3
(p)) = 

ln(p)/p 

1/ln(p)/(p/ln
2
(p)) = 

ln(p)/p 

 

Les ratios 1 et 2 restent bien respectivement constants d’une colonne à l’autre. 

 

Le logarithme est ainsi élevé d’une unité : 

 

π(p-q = 2n) =  cte.#HL. lim x/ln
2
(x)                               (96) 

               x → +∞     

 

La formule Hardy-Littlewood habituelle est obtenue en prenant cte = 1.  

 

Note importante :  
 

Nous répétons ici la note faite pour le cas du crible d’Eratosthène. Le résultat final de π(2n) se présente sous la forme 

d’une somme de fractions inférieures à 1 dans la relation 94. Cela vient du fait que nous faisons intervenir M-Mi au cours 

du calcul intermédiaire. Il est indispensable de faire remarquer ici que pour autant, nous ne manipulons pas des fractions 

d’unités car sinon notre estimation serait fausse. Il faudrait prendre toutes ces fractions égales à 0, ce qui reviendrait à une 

minoration globale égale à 0. En réalité, lors des calculs effectifs, nous manipulons d’un côté M et de l’autre #RC i.Mi dans 

la relation 80. Le premier et les seconds sont bien des nombres supérieurs à 1 jusqu’à un certain rang. Arrondis aux entiers 

ou non, les résultats des calculs d’ailleurs varient peu (c’est-à-dire c est effectivement proche de 1 lorsque M est grand). 

L’annexe 1 présente un calcul avec arrondis aux entiers et le coefficient c obtenu est très proche de 1. 

 

Théorème 21  
 

Il existe une infinité de nombres premiers apparentés d’écart 2n. 

 

Démonstration 
 

Ceci est un résultat immédiat de la relation 94. 

Les progressions asymptotiques sont dans le rapport de Hardy-Littlewood #HLi(2n), si l’une d’entre elles est infinie, 

l’ensemble d’entre-elles sont infinies. 

 

En conclusion, nous avons lié asymptotiquement les équations découlant du crible d’Eratosthène au TNP. Ce crible avec 

une légère modification (pi-2 au lieu de pi-1) donne un résultat analogue au TNP ici avec simplement un facteur en ln²() 

au lieu de ln(). Même processus, même résultat : l’infinité dans un cas, l’infinité dans l’autre. Le reste est du calcul, utile 

cependant.   

 

Nota : Nous n’avons pas démontré la formule de Hardy-Littlewood mais simplement retrouvé les proportions 

asymptotiques qui y figurent.  
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6.3.8. Evolution comparée des coefficients de déplétion.  

 

Les coefficients de déplétion sont au cœur de notre étude. Ayant la propriété commune Σi #RCi = 1, quel que soit le choix 

des écarts p-q = 2n à l’instar de ce qui se passe pour le crible d’Eratosthène (Σi #REi = 1), il est utile de prendre le temps 

de comparer leurs évolutions. Pour reconnaitre les différents choix, nous utiliserons la notation #RCi(2n) pour les termes 

se rapportant à l’écart 2n. 

 

Il y a deux cas limites : Le cas Σi #REi bien sûr et le cas Σi #RCi(2). Les courbes représentatives de tous les autres 

Σi#RCi(2n) se placent entre ces deux cas limites à partir d’un certain rang i (rang qui peut être aussi grand que l’on veut).  

Ainsi, nous avons les courbes suivantes : 

 

Graphiques 9, 10, 11 et 12 

 

  
 

   
 

La dernière courbe n’est pas une exception aux cas limites que nous avons indiqués. Simplement, le nombre de diviseurs 

est tel que la courbe rouge se situe encore ici sous la courbe bleue au stade i = 100000. Il faudrait prolonger les données 

très loin pour voir ces courbes se croiser enfin puis la courbe rouge se rapprocher de la courbe violette. 

Comme les contributions près de l’origine sont finies, quel que soit le nombre 2n choisi, ces contributions restent 

négligeables devant l’infini et à partir d’un certain rang la courbe rouge sera beaucoup plus proche de la courbe violette 

que de la courbe bleue, imposant alors le résultat (c’est-à-dire une progression en x/ln²(x)).  

 

La courbe verte ci-dessous, où 2n contient systématiquement tous les nombres premiers jusqu’à un certain rang, n’est 

donc une référence que jusqu’à une certaine abscisse, tout choix de n étant forcément fini. La courbe rouge, correspondant 

à un écart où 2n divise systématiquement les nombres premiers jusqu’à un certain rang pi (ici jusqu’à pi ≤ 31), épouse 

cette même courbe verte jusqu’à l’abscisse pi (ici pi = 31) puis va s’en éloigner par le dessus. 
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Graphique 13 

 

 
 

Le cas où 3 est omis dans la liste des diviseurs de 2n est particulièrement intéressant, car ce n’est plus la courbe limite 

précédente (courbe verte d’Eratosthène croisé) qui tangente en partie la courbe rouge, mais la courbe bleue (cas simple 

d’Eratosthène), et ceci lorsque le nombre de diviseurs choisi devient suffisant, accompagnement tangentiel qui est perdu 

dès l’arrêt de diviseurs systématiques (ici après p550 = 4001). 

 

Graphiques 14, 15 et 16 

 

  
 

 
 

Bien sûr, encore une fois, ce n’est pas parce que nous pouvons faire correspondre la courbe de déplétion Σi #RCi(2n), par 

un choix adapté, avec Σi #REi sur une plage aussi grande que l’on veut, que cela change quoi que ce soit sur le 

comportement global des nombres premiers apparentés correspondants à l’infini.  

L’infini est incommensurable et quel que soit le choix de n, la courbe rouge se détachera de la bleue pour aller ensuite 

longer la violette. En d’autres termes, toutes les courbes pour p-q = 2n (et donc les coefficients de déplétion) sont 

quasiment identiques à celle de p-q = 2 à partir d’un rang suffisamment grand.  

Comme la contribution asymptotique est celle qui assure l’infinité des solutions, la conclusion est encore que p-q = 2n a 

soit un nombre fini de solutions pour tout n entier positif, soit un nombre infini de solutions pour tout n entier positif. 

 

6.4. Paysage des espacements entre nombres jumeaux. 

 

6.4.1. Généralités. 

 

Ce paragraphe va nous permettre l’établir l’infinité des nombres premiers jumeaux d’une façon relativement simple. 

Cependant cette simplicité entraine une très forte sous-estimation du cardinal asymptotique.  
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Ce paragraphe fait suite au paragraphe 5.2 dans lequel les espacements entre nombres premiers se présentant dans le cycle 

1 à l’étape i étaient analysés. Il fait suite au dit paragraphe mais n’en est pas la conséquence directe. Ainsi nous 

constaterons que la quasi-symétrie observée dans l’exemple du tableau 23 pour les nombres premiers, si elle existe 

éventuellement encore pour les paires de nombres premiers, n’est plus visible.  

 

Le terme paysage est conservé ici. Nous utilisons aussi architecture. Nous notons aussi que précédemment il n’y avait 

aucune condition sur les nombres premiers et qu’ainsi un seul cas en résultait. Au contraire ici, des contraintes sont 

rajoutées aux nombres objets de l’étude à savoir ils sont soit jumeaux, soit cousins, soit sexy, etc. Ceci entraîne une étude 

particulière pour chacun de ces cas, ce qui n’est pas envisageable ici de façon exhaustive.  

 

Nous nous limiterons donc la plupart du temps au cas de l’architecture des espacements entre nombres premiers jumeaux 

(2n = 2). Plus précisément, nous allons étudier l’architecture des espacements entre nombres jumeaux sans petits 

diviseurs, à savoir des ensembles Eras(i), d’où l’absence du mot « premiers » dans le titre du paragraphe. Nous 

répertorions les espacements d’un élément au précédent et à celui-ci uniquement. Quand nous parlons d’élément, il s’agit 

d’une paire de nombres. L’espacement est donné par la distance entre valeurs en correspondance. Par exemple, 

l’espacement entre la paire (3,5) et la paire (7,9) est égal à 9-5 = 7-3 = 4.  

 

L’étude est faite sur un intervalle de taille #pi. Mais le but est d’en tirer une propriété intéressante utilisable sur l’intervalle 

[pi, pi
2
]. 

 

6.4.2. Idée de base. 

 

L’espacement maximal entre nombres entiers dans Eras(i) est 2pi-1 (sauf pour i = 8). Considérant maintenant des paires, 

supposant le meilleur positionnement possible (les abscisses de positions sont premiers entre elles), l’occurrence d’une 

contingence maximale apparait a priori une seule fois en doublet en formant un intervalle somme des espaces précédents, 

soit ∑i 2pk-1. Nous allons vérifier dans la suite que la réalité est quelque peu différente, notamment que le maximum, 

même si l’ordre de grandeur est respecté, peut être plus grand et/ou peut être en plus grand effectif. 

 

6.4.3. Panoramas de dénombrement. 

 

Nous commençons par dénombrer les distances entre nombre jumeaux aux étapes 1 à 7. 

 

Tableau 34 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Amplitudes  

cycle 1 
6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ(j) Quantités #S(j,i) d’espacements Δ(j) dans le cycle 1 

6 1 1 3 21 189 2457 36855 

12 
 

2 8 56 504 6552 98280 

18 
  

2 22 238 3374 53690 

24 
   

6 96 1536 26208 

30 
  

2 22 270 4230 72378 

36 
   

4 60 1022 18776 

42 
   

4 84 1716 34812 

48 
    

20 474 10462 

54 
     

40 1968 

60 
    

12 380 9452 

66 
    

12 286 6322 

72 
     

64 2816 

78 
     

66 2620 

84 
     

12 632 

90 
     

24 1236 

96 
     

22 876 

102 
      

16 

108 
     

20 954 

114       0 

120       142 

126       48 

132       26 

138       86 

144       0 

150       20 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Espacements 

moyens 
6 10 14 17,11 20,22 22,92 25.61 

c = Δ/ln²(pi) 4,97 3,86 3,70 2,98 3,07 2,86 2,95 

 

D’autres données numériques pour les nombres cousins, sexy, etc. figurent en annexe 5.  

 

Par construction, en additionnant les espacements entre nombres, nous retrouvons l’ampleur globale du cycle 1. Ainsi, 

utilisant les valeurs du tableau précédent, 1.6 = 6, 1.2+2.12 = 30, 3.6+8.12+2.18+2.30 = 210, etc. 

 

Les espacements de 6 sont en quantités impaires, alors que les autres sont en quantités paires pour la même raison que 

celle donnée au chapitre des espacements entre nombres premiers (lemme 2 page 15). 

 

Le nombre d’espacements est égal au nombre de signatures (ici de valeur 2n = 2) et celui-ci a déjà été évalué dans notre 

étude au tableau 26. Il est égal à ∏(pk-2). L’espacement moyen est ainsi égal à 2.∏pk/(pk-2) → c.ln²(pi), le produit portant 

sur i termes et c tendant vers une constante, lorsque i croit, d’après la généralisation du théorème de Mertens (l’évaluation 

de c est voisine de 2,4 vers pi = 10007). 

Supposant une répartition aléatoire homogène, cet espacement moyen serait du même ordre de grandeur dans l’intervalle 

pi+2 à pi²-1 (que dans le reste du cycle 1), intervalle dans lequel ne subsistent que des nombres premiers (jumeaux de 

surcroit par construction). Il y a donc, lorsque pi devient négligeable devant pi², environ pi²/(c.ln²(pi)) = (2/c).pi²/ln²(pi²)) 

nombres premiers jumeaux dans cet intervalle, soit bien une croissance proportionnelle à x/ln²(x). 

 

Voyons ensuite ce qu’il en est de l’augmentation des quantités lorsque l’étape est incrémentée. 

 

Tableau 35 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

pi-4 
 

1 3 7 9 13 15 

Ampleur cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

E(j) = 

Espacements Δ 

#R(j,i) = quantité d’espacements Δ au rang i/quantité d’espacements au rang i-1 

 

6  1 3 7 9 13 15 

12   4 7 9 13 15 

18 
 

  11 10,82 14,18 15,91 

24 
 

   16 16 17,06 

30 
 

  11 12,27 15,67 17,11 

36 
 

   15 17,03 18,37 

42 
 

   21 20,43 20,29 

48 
 

    23,7 22,07 

54 
 

    ∞ 49,2 

60 
 

    31,67 24,87 

66 
 

    23,83 22,10 

72       44 

78       39,70 

84       52,67 

90       51,5 

96       39,82 

102       ∞ 

108       47,7 

 

Lemme 9  
 

Nous avons (lorsque #R(j,i) existe) :  

 

#R(j,i) ≥ pi-4  

et 

lim #R(j,i) → pi-4  

i → +∞ 

(97) 

 

Démonstration 
 

Pour la seconde relation, cela résulte du fait que l’algorithme d’Eratosthène génère dans le cycle 1 (et les suivants) des 

espacements E(j) de plus en plus grands au niveau d’une même abscisse. Ceci créé une saturation progressive des petits 

espaces libres (en commençant par les plus petits dont 6 qui est dans cette situation dès le départ), ensemble d’espaces 
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libres qui rentrent au fur et à mesure « dans le rang », c’est-à-dire dans la proportion de base qui est allouée par la 

déplétion lorsque deux nombres sont pris en compte simultanément (et non un seul seulement), proportion qui est pi-4. En 

effet, rappelant le lemme 1 (et le théorème 12), nous avions 2 disparitions à chaque étape. Or ici ces disparitions sont 

appariées (à un second élément) et nous avons donc 4 disparitions à chaque étape. 

 

On a donc en résumé les trois relations : 
 

  i  

#S(j,i) =  ∏ pk-2  

   

  i  

Δ(j).#S(j,i) =  ∏ pk  

   

    #R(j,i) ≥ pi-4  

 

La valeur maximale de Δ(j) = Δ(j,i) pour laquelle #S(j,i) est non nulle est très fortement conditionnée pour la relation 

#R(j,i) ≥ pi-4 qui agit en contre-réaction : Si au rang i nous avons une forte valeur Δ(j,i) max, alors celle est reportée 

multiplicativement aux rangs suivants et particulièrement au détriment d’une nouvelle forte valeur de Δ(j+1,i) max. En 

page 127, annexe 11, nous procédons à des simultions qui montrent à quel point, il est difficile de « crever les plafonds ».  

 

Avant de reprendre l’étude selon les colonnes, commençons par celle selon les lignes. Comme nous allons le voir, il serait 

relativement facile de déduire #S(j,i+1) en fonction de #S(j,i) à partir d’un certain rang i si suffisamment de valeurs 

numériques après ce rang i sur une ligne j donnée était disponible. Ceci n’est malheureusement jamais le cas. En effet, le 

temps d’évaluation des #S(j,i) augmente exponentiellement avec i. Nous pouvons les obtenir jusqu’à i = 9 dans un temps 

raisonnable. Il faudrait un mois pour i = 10 sans doute et plusieurs années pour i = 11, etc. Toutefois, nous allons donner 

le principe général de cette évaluation ci-dessous à partir d’exemples : 

 

Conjecture 3  
 

Les coefficients #S(j,i) s’expriment par un système de relations itératives en j à partir d’un certain rang i. 

 

Pour le cas 2n = 2, les relations de récurrence sont de structure analogue (à des coefficients près) pour j = 1 mod 2 et j+1 à 

partir d’un certain rang i (pour j donné). 

 

Ceci rappelle totalement les relations itératives obtenues au paragraphe 5.2.2.   

Nous en donnons un certain nombre d’exemples comme nous l’avions fait au dit paragraphe : 

 

Tableau 36 

 

j Δ Formules Conditions 

1 6 #S(1,i) = (pi-4).#S(1,i-1) i ≥ 2 

2 12 #S(2,i) = (pi-4).#S(2,i-1) i ≥ 4 

3 18 #S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1)+2
3
.(pi-1-6).(pi-2-6)…(p3-6) i ≥ 4 

4 24 #S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1)+ 2
5
.3

2
.(pi-1-6).(pi-2-6)…(p6-6) i ≥ 7 

 

La récurrence s’applique pour j = 4, un rang plus tôt en remplaçant (pi-1-6).(pi-2-6)…(p6-6) par 1. Les valeurs ci-dessous 

ont été vérifiées jusqu’au rang i = 9. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

A noter que les valeurs de #S(j,i) entre parenthèses ci-dessous ne sont pas déduites par les relations itératives. 

 

i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) 

1 3 (1) 
   

2 5 1 (2) 
  

3 7 3 (8) (2) 
 

4 11 21 56 22 (6) 

5 13 189 504 238 (96) 

6 17 2457 6552 3374 1536 

7 19 36855 98280 53690 26208 

8 23 700245 1867320 1060150 539136 

9 29 17506125 46683000 27184430 14178528 

10 31 472665375 1260441000 749635250 398923200 

11 37 15597957375 41594553000 25129354250 13567039200 

12 41 577124422875 1538998461000 941919228250 514460232000 

13 43 22507852492125 60020939979000 37159509136750 20500741404000 

 

L’écriture des formules itératives pour j = 3 et j = 4 a été faite sous une forme concise précédemment. Elle est équivalente 

aux systèmes d’équations suivantes, à savoir 2 conditions initiales et 2 équations « affines » (type ax+b):  
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Tableau 37 

 

j = 3, i ≥ 4 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(3,3) = 2 

#S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1)+x1(i) 

j = 4, i ≥ 6 

x1(6) = 288 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(4,5) = 96 

#S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1)+x1(i) 

 

Nous pouvons très bien retrouver les valeurs de #S(j,i) jusqu’à pi = 29 telles que calculées précédemment en remplaçant 

pi-1-6 par pi-3, les valeurs de ceux-ci coincidant sur une longue séquence :  

 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 

pi-1-6    1 5 7 11 13 17 23 25 31 

pi-3    3 5 7 11 13 17 19 23 29 

 

Les formules proposées sont donc sujettes à caution mais la suite, confortée d’ailleurs par les formules analogues données 

précédemment dans le tableau 7, semble nous donner raison du choix adopté.  

 

Au-delà de j = 4, un système de relation récurrente est bien plus pratique qu’une relation concise par ailleurs difficile à 

expliciter.  

Pour j = 5, la coincidence des résultats jusqu’au rang i = 9 (p9 = 29) peut s’exprimer comme suit :  

 

Tableau 38 

 

i 5 6 7 8 9 10 11 12 i 

pi 13 17 19 23 29 31 37 41 pi 

x1(i)   1008 9072 99792 1496880 31434480 722993040 x1(i) = (pi-2-8).x1(i-1) 

x2(i)  720 8928 125136 2227104 52720272 1349441280 42555672720 x2(i) = (pi-1-6).x2(i-1)+x1(i) 

#S(5,i) 270 4230 72378 1500318 39735054 1125566730 38493143370 1466801977410 #S(5,i) = (pi-4).#S(5,i-1)+x2(i) 

 

Le cas ultime des résultats que nous avons pu investiguer, à savoir celui de #S(7,i), apparait plus facile à traiter que celui 

de #S(6,i) : 

Tableau 39 
 

i 4 5 6 7 8 9 10 11 12 i 

pi 11 13 17 19 23 29 31 37 41 pi 

x1(i) 
   

768 2304 16128 145152 1886976 35852544 x1(i) = (pi-3-10).x1(i-1) 

x2(i) 
  

288 2208 22176 260064 4046112 86855328 2033525088 x2(i) = (pi-2-8).x2(i-1)+x1(i) 

x3(i) 
 

48 624 9072 140112 2641968 64811376 1707139728 54954856656 x3(i) = (pi-1-6).x3(i-1)+x2(i) 

#S(7,i) 4 84 1716 34812 801540 22680468 677184012 24054212124 944960705244 #S(7,i) = (pi-4).#S(7,i-1)+x3(i) 

 

Conjecture 4  
 

Le système de relations itératives (pour le cas 2n = 2) comprend ent((j+1)/2) relations affines pour ent((j+1)/2) conditions 

initiales à la ligne j. Les expressions (pi-k-ci-k) dans les relations affines suivent à rebours une suite incrémentale {k = 0, k 

= 1, k = 2, …, k = m = ent((j-1)/2)} avec {ci = 4, ci-1 = 6, ci-2 = 8, …, ci-k = 2k+4, …, ci-m = 2.ent((j+3)/2)} pour 

l’évaluation de #S(2m+1,i) et #S(2m+2,i). 

 

Ceci rappelle bien sûr en tout point la suite {ci = 2, ci-1 = 3, ci-2 = 4, …, ci-k = k+2, …, ci-n = n+2} obtenue au paragraphe 

5.2.2. 

 

Nous retrouvons bien alors le couple de conditions donné par la relation (97).  

En effet, si nous attribuons aux itérations x1(i), x2(i), x3(i), …, xk(i), …, xn(i), #S(2n+1,i) les facteurs multiplicatifs pi-k-

(2k+4), alors, quels que soient les valeurs initiales des xk(i) (dans l’exemple précédent 768 pour x1(7), 288 pour x2(6), 

etc.), le rapport xk-1(i)/((pi-k-(2k+4)).xk(i-1)) devient négligeable lorsque i tend vers l’infini, et ceci est dû au fait que 

lesdits facteurs multiplicatifs forment une suite strictement croissante {pi-n-(2n+4), …, pi-2-8, pi-1-6, pi-4}, la distance entre 

les éléments de cette suite étant au minimum de 4.  

Cette décroissance des contributions xk-1(i) dans xk(i) = (pi-k-(2k+4)).xk(i-1)+xk-1(i) est donnée pour l’exemple du tableau 

39 ci-dessous : 
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Tableau 40 
 

i 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

pi 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 

x1(i)/x2(i) 
  

0,34783 0,10390 0,06202 0,03587 0,02173 0,01763 0,01261 0,01021 0,00896 

x2(i)/x3(i)  0,46154 0,24339 0,15827 0,09844 0,06243 0,05088 0,03700 0,03012 0,02642 0,02225 

x3(i)/#S(7,i) 0,57143 0,36364 0,26060 0,17480 0,11649 0,09571 0,07097 0,05816 0,05106 0,04318 0,03564 

 

Il en découle systématiquement que (xk(i)-xk-1(i))/xk(i-1) → pi-k-(2k+4). 

 

Nous donnons ci-dessous, toujours pour l’exemple du tableau 39, l’évolution des valeurs de xk(i)/xk(i-1)-(pi-k-(2k+4)) en 

fonction de i (p100 = 557, p10000 = 104743). 
 

Graphiques 17 et 18 

 

  
 

Comme nous l’avons fait pour les ratios #SP(j,i)/#SP(1,i) en page 21, nous pouvons également nous intéresser ici aux 

ratios #S(j,i)/#S(1,i). Comme précédemment, nous observons, malgré des valeurs initiales faibles (ou nulles), un 

rattrapage asymptotique desdits ratios prenant l’ordre de grandeur de l’unité. 

 

  
 

Sur la base d’une telle hypothèse, lorsque i tend vers l’infini, il existe une constante c telle que ∏i→+∞ (pi-2) = ∑j 

#S(j,i→+∞) > c.j.#S(1, i→+∞) = c.j.∏i→+∞ (pi-4). D’où j < (1/c).∏i→+∞ (pi-2)/(pi-4) et, utilisant la généralisation du 

théorème de Mertens, nous concluons qu’il existe une constante c’ telle que : 

 

j < c’ln²(pi)                (98) 

 

L’ordre de grandeur du nombre de lignes j au rang i est ainsi asymptotiquement en ln²(pi). 

 

Notons cependant, qu’en l’absence d’une démonstration, il ne s’agit ici que de supposition et de coincidence. 

Au-delà de cette insuffisance, la partie difficile de ce jeu de construction est aussi l’anticipation de toute la partie 

« aléatoire » des premières valeurs sur une ligne j donnée. A ce titre, nous donnons ci-dessous les valeurs initiales que 

nous avons pu déterminer. Le lecteur pourra comparer ce tableau au tableau 12. En particulier, la première valeur initiale 

n’est pas systématiquement la première valeur non nulle de la ligne j.  
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Tableau 41 

 

 Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

j Δ(j)          

1 6 1 1 3 21 189 2457 36855 700245 17506125 

2 12 
 

2 8 56 504 6552 98280 1867320 46683000 

3 18 
  

2 14+8 238 3374 53690 1060150 27184430 

4 24 
   

6 96 1248+288 26208 539136 14178528 

5 30 
  

2 22 270 3510+720 71370+1008 1500318 39735054 

6 36 
   

4 60 1022 18776 356744+36720 10460840+36480 

7 42 
   

4 36+48 1428+288 34044+768 801540 22680468 

8 48 
    

20 474 10462 275040 8256720 

9 54 
     

40 1240+728 65712+3576 2472660+6540 

10 60 
    

12 240+140 8864+588 241720+1650 7359158+456608 

11 66 
    

12 286 6322 166526 5067262 

12 72 
     

64 2816 94492 3197558 

13 78 
     

66 2046+574 80828+2884 2844932+183268 

14 84 
     

12 632 25912+1044 1009376+17028 

15 90 
     

24 744+492 41856+1686 1548726+162342 

16 96 
     

22 876 27136 948278 

17 102 
      

16 704+3680 251328+13018 

18 108 
     

20 620+334 31536+790 1125562+68454 

19 114        440 54546 

20 120       142 7852 387506 

 …       … … … 

 

Les valeurs initiales des lignes sans valeurs en police de caractère rouge n’ont pu être déterminées avec certitude. Nous 

avons à ce stade ce qui suit : 

 

Lignes j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Nombre d’équations linéaires 

ou valeurs initiales nécessaires 
1 1 2 2 3 3? 4 4? ≥4 (5?) ≥5 

 

Nous présentons en annexe 6, un certain nombre de cas en dehors de l’exemple de 2n = 2.  

Les mêmes remarques de prudence sont à prendre en compte là aussi. 

 

6.4.4. Processus générateur.  

 

L’existence des relations récursives est liée au même processus que celui observé dans le cas des pseudo-premiers. Elle 

gravite autour de groupements modulo #pi/pk où pk est la liste décroissante des diviseurs premiers de la primorielle #pi. 

L’implémentation du tri, en tout point analogue au cas cité, est décrite ci-dessous.  

 

Méthode de tri des familles modulo. 
 

Partant des nombres pseudo-premiers jumeaux couvrant un intervalle de taille [x0, x0+p0p1p2…pi[, (x0 > pi), nous avons 

(p1-2)(p2-2)…(pi-2) nombres restant. Ceux-ci sont rangés suivant les valeurs croissantes des espacements (aux 

précédents). 

 

Les nombres x à espacement 6 sont triés suivant les valeurs croissantes de x modulo p0p1p2…pi/pi. Ils s’affichent en 

familles à pi-4 valeurs modulo identiques. La quantité totale d’éléments répond à un système à une équation récursive.  

Pour l’espacement 12, la routine est analogue. 

 

Les nombres x d’espacement 18 sont triés suivant la valeur croissante de x modulo p0p1p2…pi/pi. Ceux qui s’affichent en 

familles à pi-4+pos valeurs modulo identiques, où pos est un cardinal positif ou nul, sont regroupés à part. Les autres 

s’affichent modulo p0p1p2…pi/pi-1 en familles ayant pi-1-6+pos valeurs modulo identiques, où pos est un cardinal positif ou 

nul, sont classés de leur côté. L’ensemble répond à un système à deux équations récursives.  

 

… 

 

Les nombres x d’espacement 6j sont triés suivant la valeur croissante de x modulo p0p1p2…pi/pi. Les familles à pi-4+pos 

valeurs modulo identiques, où pos est un cardinal positif ou nul, qui s’affichent sont regroupées à part lorsqu’elles 

existent. Nous procédons ensuite de même modulo p0p1p2…pi/pi-k, k étant progressivement incrémenté en faisant des 

regroupements des nombres donnant pi-k-4-2k+pos valeurs modulo identiques, où pos est un cardinal positif ou nul, à la 

séquence k+1.  
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Nous procédons ainsi jusqu’à épuisement du stock. Le nombre de tris, à un espacement donné, ne peut excéder i. Le 

système récursif en découlant ne peut avoir plus de i équations. 

 

Particularité par rapport au cas des pseudo-premiers 
 

Le point remarquable est l’existence des facteurs de correction d’effectifs pour les familles modulo. Nous avons noté ce 

facteur « pos ». Cette correction est toujours positive ou nulle, en d’autres termes les familles sont surnuméraires. Elles le 

sont du moins initialement. En effet, ledit facteur va évoluer progressivement, éventuellement par à-coups, vers zéro 

lorsque i augmente. Ceci est illustré ci-dessous par quelques exemples. Plusieurs valeurs de pos (et donc du cardinal des 

familles) sont possibles simultanément pour une situation donnée et cette variabilité lorsqu’elle existe est retranscrite ci-

dessous dans la même case de nos tableaux.  

 

Le premier terme d’une ligne n’est pas issu d’un groupement modulo. Il ne donne pas lieu à un facteur multiplicatif. La 

simulation arbitraire du facteur « pos » (donné entre parenthèses ci-dessous) peut donc donner une valeur négative. Cette 

valeur négative n’apparait cependant en général qu’à la première ligne de la diagonale inférieure. 

 

Δ(1) = 6 
 

pi 5 7 11 13 17 19 23 

Facteurs 1*(5-4) = 1 1*(7-4) = 3 3*(11-4)= 21 21*(13-4) = 189 189*(17-4) = 2457 2457*(19-4) = 36855 36855*(23-4) = 700245 

        

Pos (0) 0 0 0 0 0 0 

 

Δ(2) = 12 
 

pi 5 7 11 13 17 19 23 

Facteurs 1*(5-3)= 2 2*(7-3)= 8 
     

 
 

0*(7-4)= 0 8*(11-4) = 56 56*(13-4) = 504 504*(17-4) = 6552 6552*(19-4) = 98280 98280*(23-4) = 1867320 

        

Pos (1) 1 0 0 0 0 0 

 

Δ(3) = 18 
 

pi 7 11 13 17 19 23 

Facteurs 2*(7-6) = 2 
     

 0*(7-5) = 0 
     

 0*(7-4) = 0 2*(11-4) = 14 22*(13-4) = 198 238*(17-4) = 3094 3374*(19-4) = 50610 53690*(23-4) = 1020110 

Facteurs 
 

4*(7-5) = 8 
    

 
 

0*(7-6) = 0 8*(11-6) = 40 40*(13-6) = 280 280*(17-6) = 3080 3080*(19-6) = 40040 

       

Pos (-2) 0 0 0 0 0 

Pos 
 

(1) 0 0 0 0 

 

Δ(4) = 24 
 

pi 11 13 17 19 23 

Facteurs 3*(11-9) = 6 
    

 0*(11-8) = 0 
    

 … 6*(13-3) = 60 
   

 0*(11-4) = 0 0*(13-4) = 0 96*(17-4) = 1248 1536*(19-4) = 23040 26208*(23-4) = 497952 

Facteurs 
 

6*(11-5) = 36 36*(13-5) = 288 
  

 
 

0*(11-6) = 0 0*(13-6) = 0 288*(17-6) = 3168 3168*(19-6) = 41184 

      

Pos (-5) 1 et 0 0 0 0 

Pos 
 

(1 et 0) 1 0 0 
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Δ(5) = 30 
 

pi 7 11 13 17 19 23 

Facteurs 2*(7-6) = 2 
     

 0*(7-5) = 0 
     

 0*(7-4) = 0 2*(11-4) = 14 22*(13-4) = 198 270*(17-4) = 3510 4230*(19-4) = 63450 72378*(23-4) = 1375182 

Facteurs 
   

16*(13-5) = 128 
  

 
 

8*(7-6) = 8 8*(11-6) = 40 64*(13-6) = 448 720*(17-6) = 7920 8928*(19-6) = 116064 

Facteurs 
  

16*(7-5) = 32 
   

 
  

0*(7-6) = 0 
   

 
  

… 24*(11-7) = 96 128*(13-7) = 768 
 

 
  

0*(7-8) = 0 16*(11-8) = 48 48*(13-8) = 240 1008*(17-8) = 9072 

       

Pos (-2) 0 0 0 0 0 

Pos 
 

(0) 0 1 et 0 0 0 

Pos 
  

(3) 1 et 0 1 et 0 0 

 

Δ(6) = 36 
 

pi 11 13 17 19 23 

Facteurs 2*(11-9) = 4 
    

 0*(11-8) = 0 
    

 … 
 

60*(17-3) = 840 1022*(19-3) = 16352 
 

 0*(11-4) = 0 4*(13-4) = 36 0*(17-4) = 0 0*(19-4) = 0 18776*(23-4) = 356744 

Facteurs 
   

182*(17-5) = 2184 2424*(19-5) = 33936 

 
 

4*(11-6) = 20 22*(13-6) = 154 0*(17-6) = 0 0*(19-6) = 0 

Facteurs 
 

4*(7-6) = 4 
   

 
 

0*(7-7) = 0 2*(11-7) = 8 16*(13-7) = 96 240*(17-7) = 2400 

 
 

0*(7-8) = 0 0*(11-8) = 0 16*(13-8) = 80 0*(17-8) = 0 

Facteurs 
  

20*(7-6) = 20 
  

 
  

… 32*(11-9) = 64 96*(13-9) = 384 

 
  

0*(7-10) = 0 0*(11-10) = 0 0*(13-10) = 0 

      

Pos (-5) 0 1 1 0 

Pos 
 

(0) 0 1 1 

Pos 
 

(2) 1 1 et 0 1 

Pos 
  

(4) 1 1 

 

Δ(7) = 42 
 

pi 11 13 17 19 23 

Facteurs 2*(11-9) =  4 
    

 0*(11-8) = 0 
    

 … 
    

 0*(11-4) = 0 4*(13-4) = 36 84*(17-4) = 1092 1716*(19-4) = 25740 34812*(23-4) = 661428 

Facteurs 
 

4*(11-5) = 24 8*(13-5) = 64 
  

 
 

0*(11-6) = 0 44*(13-6) = 308 624*(17-6) = 6864 9072*(19-6) = 117936 

Facteurs 
 

24*(7-6) = 24 12*(11-6) = 60 
  

 
 

0*(7-7) = 0 16*(11-7) = 64 208*(13-7) = 1248 
 

 
 

0*(7-8) = 0 0*(11-8) = 0 96*(13-8) = 480 2208*(17-8) = 19872 

Facteurs 
  

64*(7-5) = 128 
  

 
  

0*(7-6) = 0 160*(11-8) = 480 
 

 
  

… 0*(11-9) = 0 576*(13-9) = 2304 

 
  

0*(7-10) = 0 0*(11-10) = 0 0*(13-10) = 0 

      

Pos (-5) 0 0 0 0 

Pos 
 

(1) 1 et 0 0 0 

Pos 
 

(2) 2 et 1 1 0 

Pos 
  

(5) 2 1 

 

Pour obtenir tous les coefficients « pos » égal à 0 pour Δ(6) = 36 et Δ(7) = 42, il faudrait envisager au moins de prolonger 

les calculs jusqu’à pi = 29 ce qui suppose des calculs hors de portée (un mois de calcul pour chacun des objets + problème 

d’espace mémoire sur Pari GP). 
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6.4.5. Recherche de l’extrema. 

 

Observons à présent l’espacement maximum en donnant un tableau de valeurs pour les étapes de 1 à 10 pour commencer.  

 

Tableau 42 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

pi (diviseur guide) 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 

Em(i) = Espacements 

max 
6 12 30 42 66 108 150 204 258 348 

Som(i)  = ∑i 2pk 6 16 30 52 78 112 150 196 254 316 

Diff = Em(i)-Som(i) 0 -4 0 -10 -12 -4 0 8 4 32 

Diff/Som(i) 0,00% -25,00% 0,00% -19,23% -15,38% -3,57% 0,00% 4,08% 1,57% 10,13% 

 

Rappelons que l’espacement maximal entre nombres premiers à l’étape i est, d’après l’hypothèse 2 (page 39) et du 

théorème 11, égal à 2pi à peu de chose près. Tout se passe maintenant, pour les nombres jumeaux sans petits diviseurs 

(Eras(i) diviseurs vrais supérieurs à pi) subsistants à l’étape i, comme s’il fallait prendre en compte, pour l’ordre de 

grandeur de l’évaluation du maximum de leurs espacements Em(i), la somme des 2pk, k = 1 à i.  

 

Nous donnons, pour visualiser les choses, deux tableaux correspondant à des espacements maximums. Nous y voyons les 

paires de nombres jusqu’à leurs disparitions conjointes lorsque l’un d’entre eux (de la paire) affiche le diviseur guide de la 

colonne. Aucune corrélation évidente de l’un à l’autre n’est visible. La difficulté réside dans le fait que le maximum au 

rang i n’hérite pas de celui au rang i-1. De plus, contrairement à l’évidence graphique du schéma de construction de 

l’espacement maximum pour les nombres premiers (et sa quasi-symétrie selon l’exemple du tableau 23), il n’y a ici rien 

de tel : 
 

Tableaux 43 et 44 

 

 
 

Le maximum au rang i dépend du meilleur arrangement et est remis en cause à chaque nouvelle étape. 

Par contre, même s’il peut y avoir plusieurs solutions, le maximum se décline autour d’un schéma relativement figé. Des 

contraintes sont à l’œuvre limitant les choix possibles du maximum.  

 

Examinons un exemple concret avec le cas pi = 17, qui donne 20 solutions maximales de même espacement 108 : 
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Tableau 45 

 

Liste 1 Liste 2 

(22634,22636) ; (22742,22744) (487766,487768) ; (487874,487876) 

(24944,24946) ; (25052,25054) (485456,485458) ; (485564,485566) 

(55784,55786) ; (55892,55894) (454616,454618) ; (454724,454726) 

(58094,58096) ; (58202,58204) (452306,452308) ; (452414,452416) 

(70076,70078) ; (70184,70186) (440324,440326) ; (440432,440434) 

(126164,126166) ; (126272,126274) (384236,384238) ; (384344,384346) 

(218984,218986) ; (219092,219094) (291416,291418) ; (291524,291526) 

(221294,221296) ; (221402,221404) (289106,289108) ; (289214,289216) 

(252134,252136) ; (252242,252244) (258266,258268) ; (258374,258376) 

(254444,254446) ; (254552,254554) (255956,255958) ; (256064,256066) 

 

La liste 2 est symétrique de la liste 1 par rapport à 2.3…pi (par exemple 22634+487876 = 510510). 

 

Nous donnons l’évolution des paires restantes en fonction de l’étape i ci-dessous. Les ombres formées par les paires 

survivantes sont relativement semblables vues de loin. Elles sont identiques pour une paire et sa paire symétrique (cette 

dernière n’étant pas représentée). Le lecteur pourra visualiser clairement les tableaux ci-dessous en question à l’annexe 7.   

 

Tableau 46 

 

 
 

En continuant la routine, notre tableau, initialement tableau 42, se présente comme suit. Cependant notre recherche du 

maximum n’est pas exhaustive ci-dessous du fait du nombre de cas à examiner, d’où la proposition Ep(i) en attente de 

valeur définitive certaine Em(i) :  
 

Tableau 47 

 

Etapes i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

pi (diviseur guide) 37 41 43 47 53 59 61 67 71 

Ep(i) (<= Espacements max 

Em(i))  
510 540 582 690 810 852 972 1098 1176 

Som(i)  = ∑i 2pk 390 472 558 652 758 876 998 1132 1274 

Diff = Ep(i)-Som(i) 120 68 24 38 52 -24 -26 -34 -98 

Diff/Som(i) 30,77% 14,41% 4,30% 5,83% 6,86% -2,74% -2,61% -3,00% -7,69% 
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Graphiques 19 et 20 

 

  
 

De fait, nous constatons des escapades par rapport aux valeurs escomptées idéales dans un sens ou un autre, mais aussi 

des valeurs très proches. Nous présentons cette suite du tableau 42 pour bien montrer que de grands écarts aux valeurs a 

priori attendues peuvent exister. Ici, lorsque la valeur est supérieure à l’attendue ∑i 2pk, la différence relative est un 

minimum (cela peut être en réalité davantage que ce qui est affiché), en particulier pour pi = 37. A contrario, cette 

différence relative peut s’amenuiser lorsque la valeur est inférieure (par exemple pour p i = 61). Mais en fait peu importe la 

valeur exacte à une étape donnée comme nous allons le voir bientôt, seule importe la tendance générale. 

 

6.4.6. Fond algorithmique. 

 

Méthodes de recherche de l’espacement maximum.   
 

Nous avons utilisé deux méthodes.  

 

La première est une méthode systématique en répertoriant l’ensemble des espacements Δ(j) sur le cycle 1. Au fur et à 

mesure de la connaissance de maximums intermédiaires, des sauts de plus en plus grands peuvent être réalisés dans la 

recherche des paires de nombres dans Eras(i) afin de limiter le nombre de vérifications. Il est possible d’opérer de cette 

manière jusqu‘à pi = 31 (sur Pari GP plusieurs semaines de calculs sont cependant nécessaires).    

Cette méthode permet de s’assurer que ledit maximum est effectivement le bon. 

 

La seconde est une méthode au hasard alliée à un « ascenseur de Newton ».  

Elle est modélisée dans le tableau 48 ci-dessous (pour le cas pi = 19). Par les flèches ↑↓, nous voulons signifier que 

l’ensemble des nombres au-dessous dans la colonne peuvent être décalés d’un même pas vers le haut ou vers le bas. Bien 

sûr, faisant cela, les résultats à gauche seraient modifiés. La méthode consiste alors à chercher des valeurs de plus en plus 

grandes des espacements par décalage des valeurs. Ces décalages sont faites systématiquement sur une colonne donnée : 

par exemple en colonne pi = 11 en décalant de 1, puis, 2, puis 3,… jusqu’à 10. Décaler de 11 (puis plus) par contre ne 

servirait à rien puisque donnant un motif analogue à l’original (puis 12 à 21, etc.). La solution à plus grand espacement est 

retenue puis une autre colonne est choisie au hasard et le procédé est recommencé. Lorsque le procédé arrive à saturation, 

c’est-à-dire si le maximum obtenu n’augmente plus après de nombreux essais, le résultat est enregistré et une 

réinitialisation est faite menant à un nouveau maximum et le plus grand de celui-ci et du précédent est retenu, etc. La 

méthode, employée ici à partir de pi = 37, a l’inconvénient qu’elle ne permet pas de s’assurer que ledit maximum trouvé 

après maints essais est effectivement le plus grand existant.  

 

Nota 1 :  

Nous avons cependant une relative bonne confiance dans les résultats présentés dans le tableau 47. En effet, pour pi = 31 

par exemple, la première méthode demande plusieurs semaines pour être exhaustives dont plusieurs jours pour donner la 

première valeur maximale (sur la plateforme Pari GP), alors que la seconde méthode donne la configuration adéquate du 

maximum souvent (car aléatoire et donc sujette à forte variation) en moins d’une minute (sur simple tableur Excel). 

 

Nota 2 : 

L’intérêt et l’efficacité de la seconde méthode résident aussi dans le fait qu’elle se rapproche du phénomène réel de 

production de l’espacement maximum, comme nous le verrons ci-dessous, dessinant la raison de la limitation du 

maximum atteint.  
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Tableau 48 

 

Echelle 

arbitraire 

Min et max  

pour calcul 

espacement 

(= 30 ici) 

Détection 

paires 

(si résultat 

= 2) 

Présence 

diviseurs 
3 5 7 11 13 17 19 

    ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ 

Etc. 

 

0 2 1 

 

1 

    -26 

 

1 0 

       -24 -24 2 0 

       -22 

 

0 2 1 

  

1 

   -20 

 

0 1 

 

1 

     -18 

 

1 0 

       -16 

 

0 1 1 

      -14 

 

0 1 

  

1 

    -12 

 

0 1 

      

1 

-10 

 

0 2 1 1 

     -8 

 

0 1 

    

1 

  -6 

 

1 0 

       -4 

 

0 1 1 

      -2 

 

0 1 

     

1 

 0 

 

0 3 

 

1 1 1 

   2 

 

0 1 1 

      4 

 

1 0 

       6 6 2 0 

       Etc.  0 1 1 

       

Une recherche peut également être faite de façon systématique avec cette seconde méthode. Si elle est entreprise de cette 

manière l’ensemble des espacements Δ est obtenu avec les occurrences suivantes : 

 

Tableau 49 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi (diviseur guide) 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleur cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’occurrences des espacements Δ 

6 1 1 3 21 189 2457 36855 

12 
 

4 16 112 1008 13104 196560 

18 
  

6 66 714 10122 161070 

24 
  

0 24 384 6144 104832 

30 
  

10 110 1350 21150 361890 

36 
   

24 360 6132 112656 

42 
   

28 588 12012 243684 

48 
    

160 3792 83696 

54 
    

0 360 17712 

60 
    

120 3800 94520 

66 
    

132 3146 69542 

72 
     

768 33792 

78 
     

858 34060 

84 
     

168 8848 

90 
     

360 18540 

96 
     

352 14016 

102 
     

0 272 

108 
     

360 17172 

114       0 

120       2840 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi (diviseur guide) 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleur cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’occurrences des espacements Δ 

126       1008 

132       572 

138       1978 

144       0 

150       500 

Nombre 

d’incidences 
1 5 35 385 5005 85085 1616615 

Ratio au précédent 
 

5 7 11 13 17 19 

 

Le nombre d’occurrences pour pi = 3 est ici 1, car il est impossible de faire varier la position en première colonne.  

 

Si nous comparons alors le cardinal de l’espacement Δ dans le cycle 1 et le cardinal des occurrences de cet espacement Δ 

par la dernière méthode systématique utilisée ici, nous trouvons un ratio avec incrémentation régulière de 1 lorsque 

l’espacement est incrémenté (de 6), à savoir le cardinal est identique pour l’espacement 6, puis doublé pour l’espacement 

12, puis triplé pour l’espacement 18, etc. 

 

Nous n’avons pas cherché ici la nature profonde de ce résultat. Par contre, il favorise (un peu) la recherche des grands 

espacements par la méthode aléatoire. Alors qu’en principe, nous obtenons 20/22275 espacements d’amplitude 108 (0,090 

%) pour pi = 11, nous avons 360/85085 (0,423 %) chances de le trouver aléatoirement (ce qui n’a d’ailleurs rien 

d’étonnant puisque plus grand que les autres).  

 

Nota : 

La même règle pour les ratios se répète pour toutes valeurs de 2n.  

 

6.4.7. Classes. 

 

Bien sûr, un résultat essentiel serait d’avoir le nombre d’incidences de chaque espacement Δ. La méthode systématique, 

élémentaire, ne trouve sa limite que dans le temps de calcul. Une autre façon d’aborder le sujet de ce dénombrement est 

de considérer qu’il est le résultat d’une évaluation par classes, à savoir modulo 2.3…p i, et donc de procéder modulo 6, 

puis modulo 30, puis modulo 210, etc. 

 

Modulo 6, le dénombrement est trivial. Il y a une seule classe à savoir 0 modulo 6. 

Modulo 30, 5 classes se présentent et les tableaux de résultats suivants s’affichent : 

 

Tableau 50 / Tableau 51 

 

            guide pi 

Δ mod 30 
3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 

0 0% 0% 28,6% 28,6% 29,4% 29,7% 29,6% 28,4% 28,9% 29,1% 28,5% 28,8% 

6 100% 20% 8,6% 11,7% 13,6% 14,2% 14,5% 15,0% 14,6% 14,1% 14,0% 14,0% 

12 0% 80% 45,7% 36,4% 31,9% 30,4% 29,4% 29,2% 27,1% 26,6% 26,8% 25,5% 

18 0% 0% 17,1% 17,1% 17,5% 17,8% 18,4% 19,0% 20,4% 20,7% 21,6% 22,0% 

24 0% 0% 0,0% 6,2% 7,7% 7,8% 8,1% 8,3% 9,1% 9,6% 9,1% 9,7% 

 

            guide pi 

Δ mod 30 
43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 

0 28,5% 29,2% 29,3% 28,6% 29,7% 29,2% 29,5% 29,7% 29,1% 29,2% 29,5% 29,0% 

6 14,5% 14,2% 14,0% 14,1% 14,2% 14,0% 13,7% 13,3% 13,9% 13,6% 13,0% 13,9% 

12 26,1% 25,2% 24,7% 24,5% 24,7% 24,5% 24,3% 24,3% 24,1% 24,5% 23,8% 23,7% 

18 21,5% 21,9% 22,2% 22,7% 22,1% 22,3% 22,7% 22,6% 22,9% 22,6% 23,5% 22,9% 

24 9,6% 9,5% 9,9% 10,1% 9,3% 10,0% 9,8% 10,1% 10,0% 10,1% 10,2% 10,4% 
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Graphiques 21 et 22 

 

  
 

Dans ces tableaux figurent les pourcentages exacts d’espacements modulo 30 jusqu’à p i = 19. Au-delà, il s’agit d’une 

évaluation statistique. Les proportions asymptotiques semblent être de l’ordre de : 

 

Δ mod 30 0 6 12 18 24 

Proportions 9/30 4/30 7/30 7/30 3/30 

 

L‘étude modulo 210 n’offre rien de remarquable statistiquement au stade où nous avons pu la mener, la question étant les 

proportions asymptotiques sont-elles des rapports entiers de type nk/210 ?  

 

6.4.8. Configurations. 

 

Pour la bonne compréhension de l’exposé, prenons un exemple pour préciser la notion de configuration à l’appui du 

tableau ci-dessous :  
 

Tableau 52 

 

Abscisse de la 

configuration 

Détection paires 

(si résultat = 2) 

Présence 

diviseurs 
3 5 7 11 

/   ↑↓ ↑↓ ↑↓ ↑↓ 

/ 1 0 
    

/ 2 0 
    

0 0 2 1 
  

1 

1 0 1 
 

1 
  

2 1 0 
    

3 0 1 1 
   

4 0 1 
  

1 
 

5 1 0     

6 0 2 1 1   

7 1 0     

8 2 0     

Etc. … … … … … … 

 
Valeur de la 

configuration (ici)  
0 1 4 0 

 

Une configuration est repérée par les abscisses de positions. La position des diviseurs par 3 est figée de part et d’autre 

d’une paire de nombres appariés (paire de Eras(i) sans petits diviseurs jusqu’à l’étape choisie). L’abscisse juste après la 

paire est prise égale à 0, puis incrémentée, ce qui définit ensuite les autres positions. Elles prennent nécessairement des 

valeurs dans la colonne pi comprises entre 0 et pi-1. 

Ici l’exemple précédent donne la configuration : 

 

0 1 4 0 

 

Pour cette configuration, limitée ici à l’étape pi = 11, l’espacement entre paires est de 9*2 = 18. 
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6.4.9. Espacements générés par le crible. 

 

Lemme 10  
 

L’espacement maximum entre paires potentiellement générés par la seconde méthode de recherche (aléatoire ou non) 

dudit espacement maximum est inférieur ou égal à ∑i 2pk. 

 

Démonstration 
 

Partant de la configuration (0 0 0 … 0) à laquelle correspond un espacement de 6, nous faisons varier celle-ci pour 

atteindre une des configurations à espacement maximum. Supposons que nous soyons omniscients. Nous connaissons la 

configuration finale et pour y arriver, il est nécessaire au plus de ∑i (pk-1) décalages (soit environ ∑i pk décalages) des 

éléments initiaux car une modification 0 modulo pi de la colonne de guide diviseur pi laisse la configuration identique à 

elle-même (et l’espacement inchangé). Un décalage de 1*2 (ne manipulant ici que des nombres impairs) produit un effet 

mécanique qui, hors bruit aléatoire, agrandit l’espacement de 2. Chacun des décalages efficients repoussant en moyenne 

les frontières tantôt supérieures, tantôt inférieures de 2, nous considérons ensuite le cas le plus défavorable à notre 

argumentaire (celui qui produit le plus gros espacement et donc la raréfaction maximum des paires de jumeaux), à savoir 

la nécessité d’épuiser tous les déplacements modulo pi où chacun de ceux-là induit un accroissement systématique (de 2) 

sur l’espacement résultant. 

D’où le résultat. 

 

Nota :  
 

Dans le lemme précédent, nous ne disons pas que l’espacement entre paires ne peut pas être supérieur à ∑i 2pk, mais que 

ce qui génère cet espacement n’agit pas au-delà de ∑i 2pk. 

 

Théorème 22  

 

L’espacement maximum entre paires Eras(i) est de l’ordre de grandeur de ∑i 2pk. 

 

Démonstration / Addenda à la démonstration  
 

Il s’agit d’une simple redite du lemme précédent à laquelle nous rajoutons un ensemble de remarques de recadrage : 

 

Le lecteur attentif sait déjà que les espacements Δ sont tous des multiples de 6 et donc évoluent au moins par bonds de 6. 

Pour reproduire l’algorithme pour notre exemple, nous procédons donc par décalages de 3 pas, chacun valant 2. Les 

décalages peuvent être soit tous positifs, soit tous négatifs, mais doivent être de même signe pour reproduire l’algorithme 

menant au maximum. Ils peuvent être réparties sur une ou plusieurs colonnes (jusqu’à 3 colonnes). Pour finir le 

déplacement total dans une colonne donnée i doit être inférieur à pi, valeur qu’on appellera guide de ladite colonne. 

 

L’évolution de la configuration précédente pour un gain (ou une perte) de 6 peut ainsi être, parmi d’autres, l’une des 

solutions suivantes : 

 

Exemple 1 (décalage positif sur une seule colonne) (3*2 = 6) : 

 

diviseur guide 3 5 7 11 

config. initiale 0 1 4 0 

+ 0 3 0 0 

config. finale 0 4 4 0 

 

Exemple 2 (décalages positifs sur plusieurs colonnes) ((1+2)*2 = 6) : 

 

config. initiale 0 1 4 0 

+ 0 1 0 2 

config. finale 0 2 4 2 

 

Exemple 3 (décalages négatifs): 

 

config. initiale 0 1 (= 6) 4 0 (= 11) 

- 0 2 0 1 

config. finale 0 4 4 10 

 

Le jeu des possibilités augmente exponentiellement avec pi.  

 

Ayant choisi arbitrairement une étape maximale pi, nous essayons dans la suite de visualiser les possibilités de passage 

progressif d’une configuration qui est associée à l’espacement minimal 6 à une configuration finale donnant l’espacement 

maximal. Nous nous posons alors les deux questions suivantes : 

- Y-a-t-il une suite de configurations amenant du plus petit espacement au plus grand, configurations dont les décalages 
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entre elles correspondent aux dits espacements ?  

- Si de telles suites existent, est-il possible d’en trouver une sans dépasser un décalage total de pk (idéalement strictement 

inférieur à pk) dans chacune des colonnes pk de 3 à pi , ?   

 

Pour pi = 5, il y a 5 configurations possibles pour lesquelles les espacements sont donnés ci-dessous en dernière colonne : 

 
Guide pi 3 5 Espacements 

Configuration 1 0 0 6 

Configuration 2 0 1 12 

Configuration 3 0 2 12 

Configuration 4 0 3 12 

Configuration 5 0 4 12 

 

Les passages « logiques » de la configuration d’espacement 6 à la configuration 12 sont les suivants (un cas en 

progression positive et son symétrique en progression négative) : 

 
pi 3 5  pi 3 5 

6 0 0  6 0 0 

+ 0 3  - 0 3 

12 0 3  12 0 2 

 

Ici les deux questions précédentes trouvent une réponse affirmative. 

 

Pour pi = 7, la liste des configurations est plus longue : 

 
6 0 0 0 

 
12 0 1 0 

 
18 0 0 2 

+ 0 1 2 
 

+ 0 2 1 
 

+ 0 0 6 

12 0 1 2 
 

18 0 3 1 
 

30 0 0 1 

              
6 0 0 0 

 
12 0 1 1 

 
18 0 0 5 

+ 0 2 1 
 

+ 0 0 3 
 

+ 0 6 0 

12 0 2 1 
 

18 0 1 4 
 

30 0 1 5 

              
6 0 0 0 

 
12 0 1 3 

 
18 0 0 5 

+ 0 3 0 
 

+ 0 3 0 
 

+ 0 5 1 

12 0 3 0 
 

18 0 4 3 
 

30 0 0 6 

              
6 0 0 4 

 
12 0 2 2 

 
18 0 1 4 

+ 0 3 0 
 

+ 0 2 1 
 

+ 0 6 0 

12 0 3 4 
 

18 0 4 3 
 

30 0 2 4 

              

     
12 0 2 2 

 
18 0 1 4 

     
+ 0 3 0 

 
+ 0 5 1 

     
18 0 0 2 

 
30 0 1 5 

              

     
12 0 2 3 

 
18 0 1 4 

     
+ 0 0 3 

 
+ 0 4 2 

     
18 0 2 6 

 
30 0 0 6 

              

     
12 0 3 4 

 
18 0 2 6 

     
+ 0 3 0 

 
+ 0 0 6 

     
18 0 1 4 

 
30 0 2 5 

              

     
12 0 3 4 

 
18 0 3 1 

     
+ 0 2 1 

 
+ 0 6 0 

     
18 0 0 5 

 
30 0 4 1 

              

     
12 0 3 5 

 
18 0 3 1 

     
+ 0 0 3 

 
+ 0 5 1 

     
18 0 3 1 

 
30 0 3 2 

              

     
12 0 4 0 

 
18 0 4 3 

     
+ 0 1 2 

 
+ 0 1 5 

     
18 0 0 2 

 
30 0 0 1 

              

     
12 0 4 0 

 
18 0 4 3 

     
+ 0 0 3 

 
+ 0 0 6 

     
18 0 4 3 

 
30 0 4 2 

              

     
12 0 4 6 

     

     
+ 0 3 0 

     

     
18 0 2 6 
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Les solutions de passage, répondant à la première question, sont les suivantes : 

 

Tableau 53 

 
Diviseur 

guide 
3 5 7  

Diviseur 
guide 

3 5 7 
     

6 0 0 4 
 

6 0 0 4 
     

+ 0 3 0 
 

+ 0 3 0 
     

12 0 3 4 
 

12 0 3 4 
     

+ 0 3 0 
 

+ 0 2 1 
     

18 0 1 4 
 

18 0 0 5 
     

+ 0 4 2 
 

+ 0 5 1 
     

30 0 0 6 
 

30 0 0 6 
     

 
0 10 2 

  
0 10 2 

     

              
Diviseur 

guide 
3 5 7 

 

Diviseur 
guide 

3 5 7 
 

Diviseur 
guide 

3 5 7 

+ 0 3 0 
 

+ 0 3 0 
 

+ 0 3 0 

12 0 3 4 
 

12 0 3 4 
 

12 0 3 4 

+ 0 3 0 
 

+ 0 2 1 
 

+ 0 3 0 

18 0 1 4 
 

18 0 0 5 
 

18 0 1 4 

+ 0 5 1 
 

+ 0 6 0 
 

+ 0 6 0 

30 0 1 5 
 

30 0 1 5 
 

30 0 2 4 

 
0 11 1 

  
0 11 1 

  
0 12 0 

 

Les configurations de progressions « lisses » négatives sont les symétriques modulo pi.  

Pour l’ensemble de ces progressions, aucune ne satisfait la seconde condition, les poussées par la colonne de diviseur 

guide 5 étant supérieures à la valeur du guide. Ceci peut être due au fait qu’il n’y a pas de configurations intermédiaires 

correspondant à un espacement égal à 24, le passage de 6 à 18 étant lui-même uniquement possible de justesse :  

 
Diviseur 

guide 
3 5 7 

6 0 0 4 

+ 0 3 0 

12 0 3 4 

+ 0 2 1 

18 0 0 5 

 0 5 1 

 

A l’étape suivante pi = 11, l’ensemble des liens mélangeant progression positives et négatives des configurations d’un 

espacement 6n à un espacement 6n+6 est donné ci-dessous au tableau 54 et le premier de tels parcours est à droite de 

celle-ci : 
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Tableau 54 
 

 

Tableau 55 

 
pi 3 5 7 11 

6 0 0 0 0 

+ 0 1 0 2 

12 0 1 0 2 

- 0 0 3 0 

18 0 1 4 2 

- 0 2 0 1 

24 0 4 4 1 

+ 0 0 3 0 

30 0 4 0 1 

+ 0 1 1 1 

36 0 0 1 2 

- 0 1 0 2 

42 0 4 1 0 

 0 5 7 6 
 

 

Le lecteur pourra se référer à l’annexe 8 pour la lecture du contenu des cases. 

 

Cependant, le tableau des progressions qui traversent de façon continue tout le tableau depuis l’espacement minimum 

(toujours 6) jusqu’à l’espacement maximum (ici 42) est moins fourni bien qu’abondant encore. Cependant, si nous 

cherchons comme précédemment les seuls cas où tous les décalages sont de mêmes signes, nous sommes réduits à 12 jeux 

de configurations positives (a priori si notre recherche est effectivement exhaustive). Celles-ci données à l’annexe 9. Il y a 

bien également 12 configurations négatives symétriques modulo pi correspondantes. 

 

Parmi les premières, les 2 jeux de configurations positives suivantes se rapprochent le plus du jeu de configurations idéal, 

à savoir déplacement dans une colonne du diviseur guide strictement inférieur à la valeur du guide (ici le guide 5 est 

atteint encore ce qui n’est pas tout à fait satisfaisant). 

 

Tableau 56 

 
pi 3 5 7 11 

 
pi 3 5 7 11 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 5 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 1 1 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 1 6 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 3 0 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 6 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 2 1 0 

24 0 3 5 6 
 

24 0 3 5 6 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 2 1 0 

30 0 4 6 7 
 

30 0 0 6 6 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 0 0 3 

36 0 0 6 9 
 

36 0 0 6 9 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 0 0 3 

42 0 0 6 1 
 

42 0 0 6 1 

 
+0 +5 +6 +7 

  
+0 +5 +6 +7 

 

Le nombre de configurations explose au rang suivant pi = 13 et la présence d’un jeu de configurations idéal répondant à la 

question devient plausible. Pour les progressions systématiquement positives, nous rencontrons 3341 cas (et autant de cas 

en progressions négatives). Parmi ceux-ci, cependant, aucun jeu de configurations positives n’a tous les déplacements 

dans une colonne du diviseur guide strictement inférieur à la valeur du guide. Les meilleurs choix, au nombre de 33 cas, 

voient leur guide 5 atteint (et lui seul). Nous en donnons un seul ci-dessous et le lecteur trouvera les autres en annexe 10 : 
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Tableau 57 

 
pi 3 5 7 11 13 

6 0 0 0 7 3 

+ 0 2 1 0 0 

12 0 2 1 7 3 

+ 0 0 0 3 0 

18 0 2 1 10 3 

+ 0 0 0 2 1 

24 0 2 1 1 4 

+ 0 2 1 0 0 

30 0 4 2 1 4 

+ 0 0 0 0 3 

36 0 4 2 1 7 

+ 0 0 2 1 0 

42 0 4 4 2 7 

+ 0 1 1 0 1 

48 0 0 5 2 8 

+ 0 0 0 1 5 

60 0 0 5 3 0 

+ 0 0 1 2 0 

66 0 0 6 5 0 

∑ 0 5 6 9 10 

 

Il y a aussi 12 cas supplémentaires où, à la fois, le guide de colonne 5 et le guide 7 sont atteints, mais sans dépassement 

(les autres guides 11 et 13 n’étant pas atteints). 

 

Au-delà (pi > 13), examiner de façon exhaustive l’ensemble des configurations pour en dénicher les progressions 

systématiquement positives (et négatives par symétrie) devient une tâche extravagante. 

 

La difficulté à trouver un jeu de configurations tout à fait satisfaisant reproduisant le processus au voisinage de l’étape 

finale (près de l’espacement maximum) tient, il faut le souligner, au fait de la « tension » existante, lorsque la borne 

maximum est proche. Ceci limite les réalisations idéales pleines et entières. 

 

L’idéal est réalisé au départ, à savoir pour pi = 5, peut-être par simple accident. Au-delà, la progression vers l’idéal semble 

bien se faire petit à petit. Hors de champ pour pi = 7, elle est meilleure pour pi = 11, puis presque atteinte en pi = 13 en 

remarquant que ce qui fait défaut à l’idéal se trouve en frontière basse (et non au milieu de la progression) : 

 
+ 0 2 1 0 0 

 

S’il y avait eu à la place 
+ 0 (1) 1 (1) 0 

le tour était joué. 

 

Abstenir de « bruit de fond » ne semble pas être ainsi une lubie. Des configurations permettant de passer pas à pas de 

l’espacement minimum à l’espacement maximum existent probablement à partir d’un certain rang i.  

 

Bien sûr, un décalage s’accompagne souvent, notamment lorsqu’il intervient sur les dernières colonnes (et que pi est 

grand), par un non-évènement. A contrario, un espacement peut décupler après un simple décalage a priori anodin. Toute 

évolution fait aller au hasard l’espacement en cours d’observation dans un sens ou un autre. Mais même si ici le bruit est 

de fait plus fort que le signal envoyé, la progression d’ensemble à l’œuvre se fait au rythme imposé sous-jacent.  

 

Un décalage de 1*2 (puisque nous n’intervenons que sur des nombres impairs) ne donne pas un décalage des frontières de 

2. Il peut être quasiment n’importe quoi lorsque le parcours n’est pas suivi selon un « sentier lisse ». Le jeu des 

configurations est chaotique. Mais la force d’ensemble exercée est une seule et le résultat pour le maximum 

l’accompagne. Si rien ne se passe pendant un certain nombre de décalages, alors la contrainte s’applique avec un brusque 

réajustement. Si la frontière avance de plus de 2 (a minima 6) et que l’effet a été transmis alors il y a relâche et il ne se 

passe rien aux tours suivants. 

 

Les espacements entre nombres près d’un espacement maximum (comme près de tout autre espacement) sont a priori 

d’une amplitude moyenne (donc en ln²(pi) négligeable devant pi). Ce maximum en ∑i 2pk va donc s’accroitre (après 

l’étape i) par termes négligeables là où il s’est créé. Le héros aléatoire d’une étape redeviendra donc un anonyme au bout 

du compte. Ledit espacement maximum est voué après quelques tours à devenir un espacement comme les autres et rentre 

dans le rang des seconds, des troisièmes, etc. Ceci est normal puisque le cycle 1 s’agrandit d’un facteur multiplicatif p i à 

chaque étape, donnant de nombreuses nouvelles situations, et la raréfaction attendue des jumeaux impose des espacements 

grandissants. C’est en cela que nous disons ici qu’il n’y a pas de notion d’héritage. La victoire d’un instant du plus fort ne 

peut durer et ne dure pas. 
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L’absence de notion d’héritage (sur une série d’étapes) peut sembler un handicap car quasiment rien n’est prévisible à 

l’étape i+1 à partir des résultats à l’étape i. Mais en fait, il s’agit d’un point tout à fait positif pour notre argumentaire. 

Quoi qu’il se passe à l’étape i, par exemple la valeur maximale des espacements est très supérieure (ou très inférieure) à la 

valeur attendue, qu’importe, à l’étape i+1 presque tout est remis en cause, le résultat précédent n’a aucune influence 

pérenne. A l’étape i, la force en œuvre est 2∑i pk et donne un résultat donné. A l’étape i+1, la chose à prendre en compte 

est 2∑i+1 pk mais très peu le résultat précédent. Ce dernier passera dans l’oubli quelques étapes passées.  

- Le résultat est inférieur à l’attendu : ceci correspondent à des contraintes de positionnements défavorables au stade 

observé mais sans effet ultérieur. 

- Le résultat est supérieur à l’attendu : ceci vient d’une fusion entre l’espacement en question et un (ou plusieurs) 

voisin(s). Le cas le plus caractéristique que nous avons décelé est pour pi = 37. Largement plus grand à un stade i = 11, 

nous voyons cependant que cet espacement n’est pas pérenne en tant que maximum. Trois étapes plus loin, ce maximum 

rentre dans l’anonymat (un autre maximum a surgi ailleurs).   

 

6.4.10. Bornes supérieures et inférieures. 

 

Notons encore quelques précisions : 

 

Borne inférieure 
 

Supposant qu’il faut un décalage complet de 3*2 unités pour que celui-ci se retrouve immanquablement dans 

l’espacement maximum, supposant aussi que chaque décalage doit se situer entièrement sur une même colonne (un même 

pi), alors le minimum du maximum que nous recherchons serait 2∑i (pk-mod(pk,3)) (pour pi ≠ 3). Observons les premiers 

relevés par rapport à l’éventualité de cette borne inférieure (pour l’espacement maximum) :  

 

Tableau 58 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 

Em(i) = Espacements max 6 12 30 42 66 108 150 204 258 348 510 540 582 690 810 852 972 1098 1176 

Min du maximum 6 12 24 42 66 96 132 174 228 288 360 438 522 612 714 828 948 1080 1218 

Différence 0 0 6 0 0 12 18 30 30 60 150 102 60 78 96 24 24 18 -42 

 

Nous notons que ce minimum de l’espacement maximum n’est pas loin d’être à nouveau atteint aux étapes 16 à 18 après 

les premiers cas atteints aux étapes 1, 2, 4 et 5. Il serait peut-être même non atteint à l’étape 19, ce qui n’a rien de 

préjudiciable à notre argumentaire. Rien n’interdit des valeurs basses (jeu de configurations ne pouvant s’exprimer 

complétement).     

 

Au-dessous de cette borne, il existe cependant en général des espacements pour presque toutes les valeurs a priori 

autorisées, à savoir les multiples de 6. Bien sûr des exceptions peuvent exister comme mentionné, par exemple pour le cas 

pi = 7, les valeurs d’espacements sont 6, 12, 18 et 30, l’espacement 24 n’apparaissant jamais et pour le cas pi = 13, les 

valeurs d’espacements observés sont 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 60 et 66, l’espacement 54 n’apparaissant pas.  

 

Borne supérieure 
 

La borne supérieure peut être largement supérieure à 2∑i pk comme le montre les résultats numériques. L’excès par 

rapport à la valeur attendue résulte du télescopage avec l‘environnement comme mentionné précédemment. Cette valeur 

non attendue est cependant aisément identifiable comme une exception par son isolement des autres valeurs 

d’espacements. Le cas pi = 37 est le plus typique parmi les valeurs examinées ici, l’espacement d’amplitude 510 étant 

suivi de l’espacement 432, puis 426, etc. Ainsi, c’est plutôt l’espacement 432 (au lieu de 510) qui est à comparer à 2∑i pk 

= 390. Même si cet espacement (432) est encore notablement au-dessus de 2∑i pk (390), la même remarque concernant la 

possibilité de télescopage avec l’environnement subsiste à ce stade puisque nous constatons d’autres trous entre 420 et 

408 et entre 390 et 378. Des remarques analogues peuvent être faites dans une moindre mesure pour pi = 31 (348 isolé de 

330, lui-même isolé de 318 à retenir et à comparer à 316), pi = 41 (540 est isolé de 528 et plusieurs trous sont constatés 

jusqu’à 480 à retenir et à comparer à 472), pi = 43 (582 est isolé de 570, lui-même isolé de 558 à retenir et à comparer à 

558), pi = 53 (810 est isolé de 768 à retenir et à comparer à 758), etc.  

 

Ainsi faire l’inventaire de l’ensemble de valeurs obtenues lors de la recherche au hasard permet d’avoir plus ou moins 

d’assurance sur la proximité (ou l’atteinte effective) du maximum, l’apparition de trous après la série systématique 

d’espacements annonçant sinon ladite proximité du maximum, du moins la valeur logique approximative de celui-ci. 
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Tableau 59 

 

pi 
Espacement 

max trouvé 

Suivants (etc. signifie que tous les espacements admissibles 

existent au-dessous de la valeur précédente) 
∑ 2pk 

« Min » du 

max =  

2∑i (pk-

mod(pk,3)) 

3 6 / 6 6 

5 12 etc. 16 12 

7 30 18, etc. 30 24 

11 42 etc. 52 42 

13 66 60, 48, etc. 78 66 

17 108 96, etc. 112 96 

19 150 138, etc. sauf 114  150 132 

23 204 etc. sauf 144  196 174 

29 258 240, etc. 254 228 

31 348 330, 318, etc. 316 288 

37 510 432, 426, 420, 408, 390, 378, etc. sauf 354 390 360 

41 540 528, 516, 510, 498, 492, 480, 474, 468, 462, 450, 438, etc. 472 438 

43 582 570, 558, etc. sauf 534 558 522 

47 690 678, 672, 660, 648, 642, 636, 630, 618, etc. 652 612 

53 810 798, 768, 762, 750, 720, 714, 708, 702, 690, etc. 758 714 

59 852 846, 834, 822, 816, 810, 798, 780, 768, etc. 876 828 

61 972 942, 924, 912, 906, 900, 882, etc. 998 948 

67 1098 1050, 1038, 1026, 1020, 1008, 996, etc. sauf  966  1132 1080 

71 1176 1146, 1128, 1122, 1098, 1092, 1080, 1068, etc. sauf 1044 1274 1218 

 

Nota :  
 

Les nombres absents (comme 54, 114, 144, 244, 354, 444, 534, 624, 774, 894, 1044) sous le minimum du maximum (ou 

un peu au-dessus) sont souvent de la forme 24 modulo 30. De façon générale, les configurations donnant un espacement 

24 mod 30 sont plus rares que celles qui les entourent (voir tableau 49 et le paragraphe 6.4.7 page 70).  

  

Une évaluation asymptotique de la borne supérieure est aisée dans le cadre de considérations statistiques. Pour cela, nous 

repartons du tableau 34 pour construire le tableau suivant : 

 

Tableau 60 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 

pi 3 5 7 11 13 17 3 5 7 11 13 17 

Espacement

s Δ 

Cum(i) : Cumul des cas à espacements >=  

valeur donnée (en abscisse) 

Rt(i) : Tailles relatives des espacements à 

l'espacement maximum 

6 1/1 3/3 15/15 135/135 1485/1485 22275/22275 6/6 6/12 6/30 6/42 6/66 6/108 

12   2/3 12/15 114/135 1296/1485 19818/22275   12/12 12/30 12/42 12/66 12/108 

18     4/15 58/135 792/1485 13266/22275     18/30 18/42 18/66 18/108 

24     2/15 36/135 554/1485 9892/22275     24/30 24/42 24/66 24/108 

30     2/15 30/135 458/1485 8356/22275     30/30 30/42 30/66 30/108 

36       8/135 188/1485 4126/22275       36/42 36/66 36/108 

42       4/135 128/1485 3104/22275       42/42 42/66 42/108 

48         44/1485 1388/22275         48/66 48/108 

54         24/1485 914/22275         54/66 54/108 

60         24/1485 874/22275         60/66 60/108 

66         12/1485 494/22275         66/66 66/108 

72           208/22275           72/108 

78           144/22275           78/108 

84           78/22275           84/108 

90           66/22275           90/108 

96           42/22275           96/108 

102           20/22275           102/108 

108           20/22275           108/108 
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Ce tableau se lit plus facilement grâce au graphique suivant (en rajoutant les valeurs de la colonne pi = 19) : 

 

Graphique 23 

 

 
 

Nous avons représenté (sans le démontrer certes) la tendance asymptotique du pourcentage d’espacements ayant une 

valeur significative par rapport à l’espacement maximum. Ce pourcentage tombe (a priori) à zéro en observant la tendance 

des premières étapes i (donnant alors la courbe orange). Autrement dit, il est de moins en moins probable que 

l’espacement maximal soit supérieur de façon significative à 2∑i pk lorsque pi diverge. Il faut noter que même si ce n’était 

pas le cas, le résultat du paragraphe 6.5.3 n’en serait pas remis en cause.  

 

Le lecteur pourra se référa à l’annexe 11 pour d’autres développements liés à l’écart 2n = 2.  

 

6.4.11. Horizons éloignés d’espacements. Des entités vues au télescope. 

 

Le but est ici d’exposer la similitude des espacements entre paires d’autre part et nombres isolés d’autre part et la manière 

de faire rejoindre les uns aux autres. 

 

Nous avons étudié dans un premier temps l’évolution des quantités d’espacements Δ entre nombres issus du crible. Nous 

avons obtenu le tableau 5. Nous avons étudié ensuite l’évolution des quantités #S(j,i) d’espacements de valeur Δ(j) entre 

paires de nombres. Nous avons obtenu le tableau 34. 

 

Ces dernières quantités découlent de l’application du crible d’Eratosthène et sont déterminées simplement en utilisant 

l’algorithhme donné en annexe 14 (méthode par évaluation directe) et où fac, expo, qtpr sont des paramètres ajustables. 

Les deux premiers paramètres fac et expo définissent le type de paires étudiées en posant 2n = fac.2
expo

, fac impair et qtpr 

étant l’étape considérée qtpr = 2, p = 3, qtpr = 3, p = 5, qtpr = 4, p = 7, qtpr = 5, p = 11, etc.    

 

Nous retrouvons les quantités des tableaux 34 et 5 en têtes et en fins dans les deux tableaux suivants dans lesquels nous 

ajustons la valeur du paramètre fac de deux manières différentes.  

 

Tableau 61 

 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155  1 11 77 385 1155 

2  0 21 84 105 135 
 

0 0 0 0 135 

4  0 42 63 105 135 
 

0 0 0 0 135 

6  21 104 86 130 142 
 

21 36 90 135 142 

8  0 28 28 34 28 
 

0 0 0 0 28 

10  0 20 54 40 30 
 

0 0 0 0 30 

12  56 0 26 12 8 
 

56 54 13 71 8 

14  0 22 10 6 2 
 

0 0 0 0 2 

16  0 4 4 
   

0 0 0 0 
 

18  22 8 4 
   

22 22 45 28 
 

20  0 4 0 
   

0 0 0 0 
 

22  0 2 1 
   

0 0 0 0 
 

24  6 4 
    

6 19 26 6 
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      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155  1 11 77 385 1155 

26  0 0 
    

0 0 0 
  

28  0 8 
    

0 0 0 
  

30  22 2 
    

22 17 6 
  

32  0 1 
    

0 0 
   

34  0 
     

0 0 
   

36  4 
     

4 0 
   

38  0 
     

0 0 
   

40  0 
     

0 0 
   

42  4 
     

4 2 
   

 

Que se passe-t-il ici ?  

 

Pour le premier tableau, nous déterminons les quantités d’espacements Δ pour des paires qui sont à distance 2.1 = 2 (les 

presque jumeaux), puis pour les paires à distance 2.3 = 6 (les presques sexy), puis pour les paires à distance 2.3.5 = 30, 

puis pour les paires à distance 2.3.5.7 = 210, puis pour les paires à distance 2.3.5.7.11 = 2310. 

A ce dernier stade, comme les cycles sont de taille 2.3.5.7.11, il y a trivialement pour un nombre en position x, un autre en 

position x+2.3.5.7.11 et donc une paire (x, x+2.3.5.7.11) trouve autant d’homologues que souhaité (y, y+2.3.5.7.11). Le 

tableau restitue donc, non pas le dénombrement de paires contraintes, mais celui de nombres entiers isolés, d’où le retour 

aux effectifs du tableau 5.  

 

Pour le second tableau, le résultat est le même, en commençant par les plus grands facteurs multiplicatifs, à savoir 11, puis 

11.7, puis 11.7.5, puis 11.7.5.3. L’intérêt dans ce cas est de voir que les Δ non diviseurs de 6 ne sont atteints que quand le 

facteur 3 intervient à la dernière étape (dans fac). 

 

Le titre du paragraphe vient du fait que lorsque l’algorithme est mis en œuvre, les paires appariées observées sont à 

distance qui grandit exponentiellement. 

 

A l’instar de la dernière étape dont l’amplitude des valeurs Δ(j) avoisine 2pi (voir paragraphe 5.2.5), à rebours, les 

amplitudes supplémentaires seraient de 2pk, k = 1 à i, soit un total de ∑ 2pk.   

 

Ainsi une autre façon de voir l’amplitude approximative ∑ 2pk du plus grand espacement Δ est qu’elle résulte de la vision 

à l’aide d’un télescope très particulier de l’espacement maximum observé à chacune des étapes précédentes. 

 

L’annexe 13 donne les tableaux pour i = 1 à 7. Des effectifs sont égaux (ou dans un rapport 2) entre éléments de certaines 

colonnes et lignes (polices en couleurs dans le tableau précédent) de façon systématique d’un tableau à l’autre. Cependant, 

ces identifications ne mènent pas a priori à la possibilité d’une étude exhaustive.  

 

Des formules itératives sont aussi à l’œuvre ici donnant les effectifs des colonnes intermédiaires à l’instar de celles 

proposées antérieurement pour les première et dernière colonnes desdits tableaux. Nous en donnons quelques exemples 

supplémentaires, en plus de l’étude ci-dessous, dans l’annexe 13 déjà citée, dont certains sont bien curieux. 

 

Dans les tableaux à droite précédents, la dernière colonne concerne les pseudo-premiers. Passons à l’avant dernière 

colonne à gauche de chacune d’elle. Nous avons alors : 

 

Tableau 62 

 

 i 1 2 3 4 5 6 7 8  

 pi 3 5 7 11 13 17 19 23  

 fac 1 5 35 385 5005 85085 1616615 37182145 … 

j Δ #SPD3(j,i) 

1 6 (1) 3 15 135 1485 22275 378675 7952175 … 

2 12 
 

(1) (7) 71 845 13315 235315 5084975 … 

3 18 
  

(2) (28) (394) 6812 128810 2918020 … 

4 24 
   

(6) (132) (2766) 59160 1451310 … 

5 30 
   

(0) (24) (816) (22488) 641424 … 

6 36 
     

(72) (3384) (124992) … 

7 42 
     

(24) (1392) (58536) … 

8 48 
      

(192) (12816) … 

9 54 
      

(24) (2952) … 

10 60 
       

(480) … 

 

Ici le facteur fac est simplement divisé par 3 par rapport à l’évaluation des effectifs des pseudo-premiers.  

A ce stade, les formules récursives restent « classiques » :  
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Tableau 63 

 

j Formules 

1 
#SPD3(1,1) = 1 

#SPD3(1,i) = (pi-2).#SPD3(1,i-1) 

2 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SPD3(2,3) = 7 

#SPD3(2,i) = (pi-2).#SPD3(2,i-1)+x1(i) 

3 

x1(5) = 6 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(4) = 10 

x2(i) = (pi-1-3).x2(i-1)+x1(i) 

#SPD3(3,3) = 2 

#SPD3(3,i) = (pi-2).#SPD3(3,i-1)+x2(i) 

4 

x1(6) = 126 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(5) = 66 

x2(i) = (pi-1-3).x2(i-1)+x1(i) 

#SPD3(4,4) = 6 

#SPD3(4,i) = (pi-2).#SPD3(4,i-1)+x2(i) 

5 

x1(7) = 288 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

x2(6) = 216 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 24 

x3(i) = (pi-1-3).x3(i-1)+x2(i) 

#SPD3(5,4) = 0 

#SPD3(5,i) = (pi-2).#SPD3(5,i-1)+x3(i) 

6 ? 

… ... 

 

Par contre, en allant au stade suivant, une évolution intéressante se manifeste. Le facteur fac est maintenant divisé par 3*5 

par rapport à l’évaluation des effectifs des pseudo-premiers.  

Le tableau d’effectifs se présente comme suit : 

 

Tableau 64 

 

 i 2 3 4 5 6 7 8  

 pi 5 7 11 13 17 19 23  

 fac 1 7 77 1001 17017 323323 7436429 … 

j Δ #SPD15(j,i) 

1 6 (1) 10 90 495 14850 252450 2650725 … 

2 12 (2) (1) 13 990 2945 54545 5301450 … 

3 18  (5) (45) 350 7425 126225 2434250 … 

4 24  (2) (26) 175 5890 109090 1217125 … 

5 30   (6) (132) (2766) 59160 1451310 … 

6 36 
  

 (6) (408) (11244) 160356 … 

7 42 
  

 (12) (24) (1152) (340788) … 

8 48 
  

  (204) (5622) (66276) … 

9 54 
  

  (48) (2256) (24612) … 

10 60 
  

   (312) (31380) … 

11 66      0 (3312)  

12 72      0 (3504)  

13 78      (24) ((384)  

14 84       (240)  

15 90       (48)  

 

Les formules récursives ne sont plus à valeurs initiales uniques pour l’ensemble d’une ligne. Des distinctions modulo le 

numéro de colonnes sont à prendre en compte. 
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Tableau 65 

 

j 
Formules 

Colonnes i = 2 mod 3 

Formules 

Colonnes i = ou(0,1) mod 3 

1 
#SPD15(1,2) = 1 

#SPD15(1,i) = (pi-2).#SPD15(1,i-1) 

#SPD15(1,2) = 2 

#SPD15(1,i) = (pi-2).#SPD15(1,i-1) 

2 

x1(4) = 0 

x1(i) = 0 

#SPD15(2,3) = 10 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

x1(4) = 4 

x1(i) = 0 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SPD15(2,3) = 1 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

3 

x1(4) = 0 

x1(i) = 0 

#SPD15(2,3) = 5 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SPD15(2,3) = 2 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

4 

x1(4) = 4 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SPD15(2,3) = 1 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SPD15(2,3) = 2 

#SPD15(2,i) = (pi-2).#SPD15(2,i-1)+x1(i) 

5 

x1(6) = 126 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(5) = 66 

x2(i) = (pi-1-3).x2(i-1)+x1(i) 

#SPD15(5,4) = 6 

#SPD15(5,i) = (pi-2).#SPD15(5,i-1)+x2(i) 

Même formule 

6 

x1(7) = 72 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

x2(6) = 54 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 6 

x3(i) = (pi-1-3).x3(i-1)+x2(i) 

#SPD15(5,4) = 0 

#SPD15(5,i) = (pi-2).#SPD3(5,i-1)+x3(i) 

x1(7) = 144 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

x2(6) = 108 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 12 

x3(i) = (pi-1-3).x3(i-1)+x2(i) 

#SPD15(5,4) = 0 

#SPD15(5,i) = (pi-2).#SPD3(5,i-1)+x3(i) 

… ... ... 

 

Le tableau précédent reste encore très simple à constituer. Il est probable qu’au fur et à mesure des évolutions du 

paramètre fac un plus grand nombre de cas (modulo) se présente. Il est à noter cependant l’économie de valeurs initiales 

(des rapports de 2 ou des réutilisations par exemples). 

 

6.5. Paysage des espacements entre nombres apparentés. 

 

Passons à présent à une étude exhaustive de tous les écarts.  

 

Théorème 23  
 

Au stade i donné, les effectifs sont identiques pour tout écart 2n modulo pi#. 

 

Démonstration 
 

Ceci est trivial, les cycles générés par le crible d’Eratosthène étant de période pi#.  

 

Il suffit donc de considérer au stade i les écarts pairs 2n compris entre 0 et pi#-2 pour être exhaustif. Nous donnons 

l’exemple de tous les effectifs à l’étape i = 2 ci-dessous : 
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Tableau 66 

 

 
Δ 

2n 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 

  #R(2n,Δ) 

Pseudo-isolés 0 3 3 2 0 0 0 0 0 0 

Pseudo-jumeaux 2 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

Pseudo-cousins 4 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

Pseudo-sexys  6 1 2 2 1 0 0 0 0 0 

etc. 8 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

 10 0 0 3 0 0 1 0 0 0 

 12 2 1 2 0 1 0 0 0 0 

 14 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

 16 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

 18 2 1 2 0 1 0 0 0 0 

 20 0 0 3 0 0 1 0 0 0 

 22 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

 24 1 2 2 1 0 0 0 0 0 

 26 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

 28 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

 

L’exploitation du tableau est amélioré en effectuant un tri selon les valeurs croissantes modulo pi# du carré de l’écart 2n :  

 

Tableau 67 

 

2n mod 30 (2n)² mod 30            Δ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

  ∑Δ #R(2n,Δ) #R(2n,Δ) 

0 0 8 3 3 2 0 0 0 0 0 0 

2 4 3 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

8 4 3 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

22 4 3 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

28 4 3 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

6 6 6 1 2 2 1 0 0 0 0 0 

24 6 6 1 2 2 1 0 0 0 0 0 

10 10 4 0 0 3 0 0 1 0 0 0 

20 10 4 0 0 3 0 0 1 0 0 0 

4 16 3 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

14 16 3 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

16 16 3 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

26 16 3 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

12 24 6 2 1 2 0 1 0 0 0 0 

18 24 6 2 1 2 0 1 0 0 0 0 

 

Conjecture 5  
 

A l’étape i donné et pour 4n² modulo pi# fixé d’avance, les effectifs sont identiques. Réciproquement, à effectifs 

identiques, 4n² modulo pi# est constant. 

 

Réécrivons le tableau sous une dernière forme : 
 

Tableau 68 

 

Familles 

2n mod 30 
Multiplicandes (2n)² mod 30 Δ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 

   ∑Δ #R(2n,Δ) #R(2n,Δ) 

(0) 1 0 8 3 3 2 0 0 0 0 0 0 

(6,24) 2 6 6 1 2 2 1 0 0 0 0 0 

(12,18) 2 24 6 2 1 2 0 1 0 0 0 0 

(10,20) 2 10 4 0 0 3 0 0 1 0 0 0 

(2,8,22,28) 4 4 3 0 0 1 0 0 2 0 0 0 

(4,16,14,26) 4 16 3 0 0 2 0 0 0 0 0 1 

 

Nous appelons « multiplicande » le nombre de solutions 2n ayant la même distribution des effectifs #R(2n,Δ). Ce mot est 

choisi du fait, comme nous le verrons ci-dessous, que ses valeurs peuvent être anticipées (intervenant donc en ce sens en 

premier dans la multiplication). Plusieurs familles peuvent avoir des multiplicandes de valeur égale.  
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Conjecture 6  
 

Un multiplicande est une puissance de 2.  

 

Ce dernier résultat se démontre en admettant que l’expression (2n)² mod pi# est effectivement à l’œuvre ici.  

Nous allons donc étudier celle-ci et établir ce résultat dans ce cadre. Ce que nous appelons familles ci-dessous s’entend 

également dans ce contexte.  

 

Théorème 24  
 

Au stade i donné, le nombre de familles nbf(m,i) de multiplicandes 2
m
 est donné par :  

 

nbf(0,i) = 1, i ≥ 0 

et 

nbf(m,i) = nbf(m,i-1)+((pi-1)/2).nbf(m-1,i-1) 

            (99) 

 

Application numérique  

 

Tableau 69 

 

  i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

  pi 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 

m 2
m

 (pi-1)/2  1 2 3 5 6 8 9 11 14 15 18 

   nbf(m,i) 

0 1 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 2 
 

 1 3 6 11 17 25 34 45 59 74 92 

2 4 
 

 
 

2 11 41 107 243 468 842 1472 2357 3689 

3 8 
 

 
  

6 61 307 1163 3350 8498 20286 42366 84792 

4 16 
 

 
   

30 396 2852 13319 50169 169141 473431 1236019 

5 32 
 

 
    

180 3348 29016 175525 877891 3415006 11936764 

6 64 
 

 
     

1440 31572 350748 2808098 15976463 77446571 

7 128 
 

 
      

12960 360252 5270724 47392194 334968528 

8 256 
 

 
       

142560 5186088 84246948 937306440 

9 512 
 

 
        

1995840 79787160 1596232224 

10 1024 
 

 
         

29937600 1466106480 

11 2048 
 

 
          

538876800 

 

Démonstration 
 

Illustrons d’abord le propos en revenant au tableau 68 et en analysant les regroupements de familles 2n modulo 30 pour 

lesquelles (2n)² modulo 30 conduit à une valeur donnée qui est indiquée (en italique) sous chaque colonne correspondant 

à une famille ci-dessous : 

 

Famille 1 : Diviseurs 3 et 5 : 

Tableau 70 

 

0 

0 

 

Familles 2 : Diviseurs 3 ou 5 : 

Tableau 71 

 

6 12 10 

24 18 20 

6 24 10 

 

Familles 2 : Diviseurs ni 3, ni 5 : 

Tableau 72 

 

2 4 

8 16 

22 14 

28 26 

4 16 

 



P 85/142                                                    

Lorsque nous examinons l’étape suivante modulo 210, nous trouvons : 

 

Famille 1 : Diviseurs 3, 5 et 7 : 

Tableau 73 

 

0 

0 

 

Familles 2 : Diviseurs (3 et 5) ou (3 et 7) ou (5 et 7) : 

 

Tableau 74 

 

30 60 120 42 84 70 

180 150 90 168 126 140 

60 30 120 84 126 70 

 

Familles 3 : Diviseurs 3 ou 5 ou 7 : 

Tableau 75 

 

6 12 24 48 96 192 10 20 40 14 28 

36 72 144 78 156 102 80 160 110 56 112 

174 138 66 132 54 108 130 50 100 154 98 

204 198 186 162 114 18 200 190 170 196 182 

36 144 156 204 186 114 100 190 130 196 154 

 

Familles 4 : Diviseurs ni 3, ni 5, ni 7 : 

Tableau 76 

 

2 4 8 16 32 64 

58 116 22 44 88 176 

68 136 62 124 38 76 

82 164 118 26 52 104 

128 46 92 184 158 106 

142 74 148 86 172 134 

152 94 188 166 122 34 

208 206 202 194 178 146 

4 16 64 46 184 106 

 

Ces exemples montrent en premier lieu que si une famille 2nk possède un invariant (2nk)² mod pi# = c mod pi#, alors la 

famille 4nk possède l’invariant (4nk)² mod pi# = 4c mod pi#, ce qui est trivial. Le nombre de familles 2nk d’une 

caractéristique donnée pour ces diviseurs est donc égal à la période t de 2
t
.nki = 2nkj mod pi#, 2nki et 2nkj étant l’un ou 

l’autre de leurs représentants. Par exemple, dans le dernier tableau, les nombres 2, 4, 8, 16, 32, 64 ne se retouvent pas dans 

deux colonnes à la fois, mais 128 se retrouve dans la première colonne avec 2 achevant le cycle et la période t est égal à 6 

pour tous les éléments de tableau (comme 58, 116, 22, 44, 88, 176, 142, etc.). 

 

Voyons comment passer des éléments à l’étape i à ceux de l’étape i+1. Le premier tableau à chaque nouvelle étape est 0 

puisque le seul nombre pair entre 0 à pi#-2 divisible par tous les nombres premiers entre 2 et pi. Le n+1-ième tableau au 

rang i+1 se déduit, en partie, du n-ième tableau au rang i. Prenons, par exemple, les deux tableaux en correspondance 

suivant : 

6 12 10 

24 18 20 

6 24 10 

 

6 = 6+0.30 12 = 12+0.30 24 48 96 192 10 = 10+0.30 20 40 14 28 

36 = 6+1.30 72 = 12+2.30 144 78 156 102 80 = 20+2.30 160 110 56 112 

174 = 24+5.30 138 = 18+4.30  66 132 54 108 130 = 10+4.30 50 100 154 98 

204= 24+6.30 198 = 18+6.30 186 162 114 18 200 = 20+6.30 190 170 196 182 

36 144 156 204 186 114 100 190 130 196 154 

 

Considérons 2n et 2n+k.pi# mod pi+1# où k varie de 0 à pi+1-1. Si 2n n’est pas divisible par un certain nombre premier pk < 

pi+1 alors il existe bien k, d’après le théorème chinois, tel que 2n+k.pi# mod pi+1# n’est pas divible par le même pk. Ceci 

prouve l’existence.  

 

Un élément existant créé deux nouveaux éléments de façon systématique dans une colonne puisque si 2n est présent au 
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rang i, alors 2n+k.pi# est généré en même temps que pi+1# - (2n+k.pi#) dans la même famille. En effet, ils admettent tous 

deux les mêmes diviseurs premiers inférieurs ou égaux à pi et l’un deux est nécessairement plus grand que pi# et donc 

absent dans la même famille au rang précédent. Ceci prouve le doublement de lignes. 

 

La démultiplication des tableaux se fait de façon homogène dans l’ensemble des parties de tableaux, c’est-à-dire 

systématiquement par des multiplications par 2 d’une colonne à l’autre. En passant du rang i au rang i+1, le nombre total 

d’éléments augmente d’un facteur pi+1, tandis que le nombre de lignes doublent. Ainsi le nombre de colonne des parties de 

tableaux en correspondance augmente nécessairement d’un facteur proche de pi+1/2 sachant cependant que de nouveaux 

éléments apparaissent ayant comme diviseur pi+1. Ceux-ci sont exactement au nombre de pi+1#/pi+1, soit exactement (pi+1-

1).pi# éléments sans le diviseur pi+1. Le nombre de colonnes dans chaque partie de tableaux est donc multiplié par (pi+1-

1)/2. 

 

Venons en ensuite aux nouveaux éléments qui apparaissent dont le diviseur est pi+1. Ils correspondent à la multiplication 

par pi+1 du n+1-ième tableau au rang précédent puisque ce facteur est introduit à l’étape i+1 : 

 

2 4  14 28 

8 16 pi = 7 56 112 

22 14 → 154 98 

28 26  196 182 

4 16  196 154 

 

Les deux procédés de génération, décrits précédemment, soit laissent la taille d’une famille inchangée, soit doublent sa 

taille. Partant de l’unité, la taille des familles (le multiplicande) est donc nécessairement une puissance de 2. 

Ce qui achève la démonstration. 

 

Note 1  
 

Trivialement, la somme des produits de multiplicandes par le nombre de familles est égal à la somme des nombres pairs 

dans un cycle, soit pi#/2 à l’étape i : 

pi#/2 = ∑ 2
m
.nbf(m,i)             (100) 

 

Note 2  
 

Une propriété amusante du tableau triangulaire précédent est à signaler : Les valeurs sur l’arête inférieure croissent 

multiplicativement au rythme de la croissance additive des valeurs de la ligne m = 1. 

 

Ligne m = 1 LS(i) 1 3 6 11 17 25 34 45 59 74 92 … 

Arête inférieure LI(i) 1 2 6 30 180 1440 12960 142560 1995840 29937600 538876800 … 

Différence LS(i)-LS(i-1) 1 2 3 5 6 8 9 11 14 15 18 (pi-1)/2 

Quotient LI(i)/LI(i-1) 1 2 3 5 6 8 9 11 14 15 18 (pi-1)/2 

 

Note 3  
 

L’étude est conduite ici sur 2n mod pi# et le carré (2n)² mod pi#. Le même exercice avec n mod pi# et le carré n² mod pi# 

(n = 0 à pi-1) donnerait un tableau où nbf(m,i) serait simplement remplacé par 2.nbf(m,i), ce qui revient à garder la même 

formule nbf(m,i) = nbf(m,i)+((pi-1)/2).nbf(m-1,i-1) mais en ajustant les valeurs initiales nbf(0,i) = 2, i ≥ 0. De même, avec 

n mod pi# et n
4
 mod pi# (n = 0 à pi-1), la formule est encore inchangée, mais nécessite les valeurs initiales nbf(0,i) = 2, i ≥ 

1, nbf(1,1) = 2, nbf(1,2) = 2 nbf(2,2) = 2 et nbf(3,2) = 2. Il est probable que le réemploi de la même formule convienne au 

passage à la puissance n
2^r

 avec des valeurs initiales adaptées. Des problèmes plus généraux conduiront éventuellement à 

des ajustements de la formule récursive. 
 

Ayant donné une vue générale de la situation, compartimentons à présent notre analyse. 

 

6.5.1. Périodicité des entités. 

 

4.4.11.1 Périodicité sous composantes paires. 

 

Au paragraphe 6.4.11, nous avons fait varier le paramètre « fac ». Nous allons procéder maintenant sur le paramètre 

« expo », c’est-à-dire nous considérons des paires dont l’écart 2n double progressivement : 2n = 2, 4, 8, 16, etc. (fac = 1, 

expo = 1, 2, 3,4, etc.).  

Les tableaux des effectifs #S(j,i) d’espacements Δ se présentent alors comme suit : 

 

Etape 1, qtpr = 2, pi = 3.  

 

                 2n 

Δ 

 2 4 … 

6  1 1 … 
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Etape 2, qtpr = 3, pi = 5.  

 

                 2n 

Δ 

 2 4 8 … 

6  1 2 1 … 

12  2 0 2 … 

18  0 1 0 … 

 

Etape 3, qtpr = 4, pi = 7.  

 

                 2n 

Δ 

 2 4 8 16 32 64 128 … 

6  3 6 4 6 3 8 3 … 

12  8 2 6 2 6 0 8 … 

18  2 4 2 3 4 3 2 … 

24  0 2 2 4 2 2 0 … 

30  2 1 1 0 0 2 2 … 

 

Comme il n’y a pas de diviseur 3 dans 2n, l’ensemble des Δ est multiple de 6.  

 

Nous observons que lorsque le paramètre expo est incrémenté, il survient une amplitude où les mêmes effectifs se 

représentent.  

 

Théorème 25  
 

La périodicité des effectifs des populations de paires d’écarts 2n, puissance de 2, est la moitié de l’ordre du groupe 

monogène de générateur 2 modulo la primorielle pi# à l’étape i. 

 

#ord2i = min(r/2) \ 2
r
  = 1 mod pi# , i > 0, r > 0            (101) 

 

Démonstration  
 

Il s’agit d’une conséquence immédiate et triviale de la périodicité des cycles de taille pi# issus de l’algorithme 

d’Earatosthène. Elle donne un ordre égal à celui de 2, modulo pi#, pour la famille 2n. Comme ce sont les valeurs au carré 

(2n)² mod pi# qu’il faut prendre en compte pour les familles, cet ordre est donc divisé par 2. 

 

Nota : 
 

Le facteur pi# augmente exponentiellement avec i. Il serait intéressant de pouvoir évaluer l’ordre #ord2i à partir de l’étude 

modulo pi. Notons l’ordre de 2 modulo pi comme suit : 

 

#ordel2i = min(r) \ 2
r
  = 1 mod pi , i > 0, r > 0            (102) 

 

L’ordre d’un sous-groupe est un diviseur entier d’un groupe. L’ordre 2.#ord2i est donc un diviseur du produit des ordres 

#ordel2i , le facteur multiplicatif #fm2i (voir tableau ci-dessous) étant un diviseur de cet ordre, lui-même diviseur de (pi-1). 

Comme seuls les nombres pairs interviennent ici, c’est (pi-1)/2 qui est à prendre en compte. 

L’évolution de la périodicité se prolonge ainsi comme suit : 

 

Tableau 77 

 

Etape pi 
Périodicité 

#ord2i 

#fm2i = 

facteur 

multiplicatif 

(pi-1)/2 Cumul facteurs Vérification 

1 3 1 1 1 1 complète 

2 5 2 2 2 2 complète 

3 7 6 3 3 3 complète 

4 11 30 5 5 2.3.5 complète 

5 13 30 1 2.3 2.3.5 complète 

6 17 60 2 2
3
 2

3
.3.5 complète 

7 19 180 3 3
2
 2

3
.3

2
.5 complète 

8 23 1980 11 11 2
3
.3

2
.5.11 complète 

9 29 13860 7 2.7 2
3
.3

2
.5.7.11 complète 

10 31 13860 1 3.5 2
3
.3

2
.5.7.11 incomplète 

11 37 13860 1 2.3
2
 2

3
.3

2
.5.7.11 incomplète 

12 41 13860 1 2
2
.5 2

3
.3

2
.5.7.11 incomplète 

13 43 13860 1 3.7 2
3
.3

2
.5.7.11 incomplète 

14 47 318780 23 23 2
3
.3

2
.5.7.11.23 incomplète 
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Etape pi 
Périodicité 

#ord2i 

#fm2i = 

facteur 

multiplicatif 

(pi-1)/2 Cumul facteurs Vérification 

15 53 4144140 13 2.13 2
3
.3

2
.5.7.11.13.23 incomplète 

16 59 120180060 29 29 2
3
.3

2
.5.7.11.13.23.29 incomplète 

17 61 120180060 1 2.3.5 2
3
.3

2
.5.7.11.13.23.29 incomplète 

18 67 120180060 1 3.11 2
3
.3

2
.5.7.11.13.23.29 incomplète 

19 71 120180060 1 5.7 2
3
.3

2
.5.7.11.13.23.29 incomplète 

…       

 

Du fait de la croissance exponentielle des calculs, une vérification pleine et entière des résultats (sur Pari GP) n’a pu être 

réalisée que jusqu’à l’étape 9 dont les effectifs sont les suivants (en vérifiant aussi que la périodicité n’est pas 2.1980 = 

3960) :  

                 2n 

Δ 

2
1
 2

1+1.1980
 2

1+7.1980
 

6 17506125 17506125 17506125 

12 46683000 48550320 46683000 

18 27184430 26844090 27184430 

24 14178528 13478400 14178528 

30 39735054 39088254 39735054 

36 10497320 10534680 10497320 

42 22680468 21998100 22680468 

48 8256720 8178960 8256720 

54 2479200 2422518 2479200 

60 7815766 7686076 7815766 

66 5067262 5228158 5067262 

72 3197558 3388718 3197558 

78 3028200 2957192 3028200 

84 1026404 1149446 1026404 

90 1711068 1847620 1711068 

96 948278 1010116 948278 

102 264346 298490 264346 

108 1194016 1239080 1194016 

114 54546 61360 54546 

120 387506 392990 387506 

126 205068 236824 205068 

132 150588 145766 150588 

138 278558 282968 278558 

144 1180 1802 1180 

150 88548 85216 88548 

156 29724 32814 29724 

162 15172 16162 15172 

168 24418 25978 24418 

174 2054 1974 2054 

180 10862 11334 10862 

186 2090 2620 2090 

192 2764 2428 2764 

198 748 942 748 

204 548 426 548 

210 442 498 442 

216 38 38 38 

222 84 126 84 

228 22 50 22 

234 12 24 12 

240 8 30 8 

246 0 0 0 

252 0 4 0 

258 2 4 2 

264 
 

0 
 

270 
 

4 
 

 

Le temps nécessaire de calcul pour chacune des colonnes est de l’ordre d’une journée. Au-delà, nous avons adopté une 

autre stratégie de vérification, à savoir dans l’algorithme donné en annexe 14, nous continuons à incrémenter qtpr, mais 

les séquences de programme  
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if(Mod(ac, 3) <> 0, 

if(Mod(a, 3) <> 0, 

if(Mod(ac, 5) <> 0, 

if(Mod(a, 5) <> 0, 

…, 

…, 

if(Mod(ac, pi) <> 0, 

if(Mod(a, pi) <> 0, 

sont limitées à  

if(Mod(ac, 3) <> 0, 

if(Mod(a, 3) <> 0, 

if(Mod(ac, 5) <> 0, 

if(Mod(a, 5) <> 0, 

f(Mod(ac, 7) <> 0, 

if(Mod(a, 7) <> 0, 

if(Mod(ac, 11) <> 0, 

if(Mod(a, 11) <> 0, 

 

Dans ce cas, pour les étapes 5 à 9, nous retrouvons les périodicités déjà mentionnées et nous faisons l’hypothèse que le 

comportement est identique ensuite. La recherche est alors extrêmement rapide et pourrait être prolongée bien au-delà des 

valeurs données dans le tableau 77. Une seconde limite intervient cependant ensuite qui sont les amplitudes des paires 

considérées (x, x+2
expo

) lorsque le paramètre expo s’accroit (sur notre version de Pari GP nous sommes limité à expo = 

120 180 060 par la pile mémoire). 

 

Conjecture 7  
 

Le facteur multiplicatif est égal au produit des facteurs nouveaux dans (pi-1)/2 par rapport à tous les facteurs 

précédemment contenus dans les (pj-1)/2, j = 1 à i, à leurs puissances maximales. 

 

Nota : Par facteur nouveau, nous voulons dire si pk
n1

 est présent dans (pi-1)/2 et si pk
n2

 figure dans un des termes (pj-1)/2, j 

= 1 à i, alors le facteur multiplicatif est égal ∏ pk
si(n1-n2 ≥ 1, 1, 0)

, où le produit porte sur tous les facteurs premiers de (pi-1)/2. 

En particulier, si pdi est un nombre premier, alors #fm2i = (pi-1)/2. 

 

Exemples : Les facteurs 2 et 3 déjà présents aux étapes 2 et 3 seront ignorés à l’étape 5. Le nombre pdi possède le facteur 

2
3
 à l’étape 7, d’exposant supérieur à sa puissance dans la colonne des cumuls des exposants maximums à l’étape 6 

(différence d’exposant égal à 3-1 = 2) et nous avons un facteur multiplicatif #fm2i = 2
1
 (et non 2

2
). 

 

4.4.11.2 Périodicité sous composantes impaires. 

 

Nous nous sommes intéressés à l’évolution des effectifs #S(j,i) lorsque 2n est remplacé par 2n.2
expo

. 

Que se passe-t-il avec le passage de 2 à 2q
expo

, q impair et q > 3 ? 

 

Conjecture 8  

Cas q premier. 
 

Le facteur multiplicatif #fm2i à l’étape i est un diviseur de (pi-1)/2. Les tableaux d’effectifs forment des classes fonction 

de modulo(q,pj), j = 1 à i. Les effectifs #S(j,i) sont à amplitude Δ multiple de 6. 

 

Exemple : Etape 3.  

 

q qd = (q-1)/2 Mod(qd,3) Mod(qd,5) Mod(qd,7) Classe Périodicité 

73 36 0 1 1 1 6 

193 96 0 1 5 1 6 

157 78 0 3 1 1 6 

67 33 0 3 5 1 6 

353 176 2 1 1 1 6 

53 26 2 1 5 1 6 

17 8 2 3 1 1 6 

137 68 2 3 5 1 6 

103 51 0 1 2 2 6 

163 81 0 1 4 2 6 

397 198 0 3 2 2 6 

37 18 0 3 4 2 6 

173 86 2 1 2 2 6 

23 11 2 1 4 2 6 

47 23 2 3 2 2 6 

107 53 2 3 4 2 6 
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q qd = (q-1)/2 Mod(qd,3) Mod(qd,5) Mod(qd,7) Classe Périodicité 

61 30 0 0 2 3 3 

331 165 0 0 4 3 3 

19 9 0 4 2 3 3 

79 39 0 4 4 3 3 

131 65 2 0 2 3 3 

191 95 2 0 4 3 3 

89 44 2 4 2 3 3 

149 74 2 4 4 3 3 

31 15 0 0 1 4 3 

151 75 0 0 5 4 3 

199 99 0 4 1 4 3 

109 54 0 4 5 4 3 

101 50 2 0 1 4 3 

11 5 2 0 5 4 3 

59 29 2 4 1 4 3 

179 89 2 4 5 4 3 

5 2 2 2 2 5 3 

7 3 0 3 3 6 2 

43 21 0 1 0 7 2 

13 6 0 1 6 7 2 

127 63 0 3 0 7 2 

97 48 0 3 6 7 2 

113 56 2 1 0 7 2 

83 41 2 1 6 7 2 

197 98 2 3 0 7 2 

167 83 2 3 6 7 2 

1 0 0 0 0 8 1 

211 105 0 0 0 8 1 

181 90 0 0 6 8 1 

379 189 0 4 0 8 1 

139 69 0 4 6 8 1 

71 35 2 0 0 8 1 

41 20 2 0 6 8 1 

29 14 2 4 0 8 1 

419 209 2 4 6 8 1 

 

Les tableaux des effectifs #S(j,i) sont les suivants : 

 

Classe 1 : q = 17, 53, 67, 73,… Périodicité 6. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(1,3) et mod(qd,7) = ou(1,5) 

 

8 3 6 4 6 3 

0 6 2 6 2 8 

3 4 3 2 4 2 

2 2 4 2 2 0 

2 0 0 1 1 2 

 

Classe 2 : q = 23, 37, 47,... Périodicité 6. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(1,3) et mod(qd,7) = ou(2,4) 

 

6 4 6 3 8 3 

2 6 2 6 0 8 

4 2 3 4 3 2 

2 2 4 2 2 0 

1 1 0 0 2 2 

 

Classe 3 : q = 19, 61, 79, 89,... Périodicité 3. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(0,4) et mod(qd,7) = ou(2,4) 
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3 4 3 

6 6 8 

4 2 2 

2 2 0 

0 1 2 

 

Classe 4 : q = 11, 31, 59,... Périodicité 3. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(0,4) et mod(qd,7) = ou(1,5) 

 

4 3 3 

6 6 8 

2 4 2 

2 2 0 

1 0 2 

 

Classe 5 : q = 5. Périodicité 3. (seul comme nombre premier) 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = 2 et mod(qd,7) = ou(2,4) 

 

9 12 9 

7 3 8 

4 3 2 

0 2 1 

 

Classe 6 : q = 7. Périodicité 2. (seul comme nombre premier) 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(1,3) et mod(qd,7) = 3 

 

10 5 

1 10 

5 2 

2 1 

 

Classe 7 : q = 13, 43, 83, 97,... Périodicité 2. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(1,3) et mod(qd,7) = ou(0,6) 

 

6 3 

2 8 

3 2 

4 0 

0 2 

 

Classe 8: q = 1, 29, 41, 71,... Périodicité 1. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(0,4) et mod(qd,7) = ou(0,6) 

Condition : q = 1 

 

3 

8 

2 

0 

2 

 

Quand q n’est pas nombre premier, le processus est identique mais de nouvelles familles sont possibles et à prendre en 

compte.  
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Classe 9 : q = 25, 95, 115, 185,... Périodicité 3. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = 2 et mod(qd,7) = ou(1,5) 

 

12 9 9 

3 7 8 

3 4 2 

2 0 1 

 

Classe 10: q = 55,... Périodicité 1. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = 2 et mod(qd,7) = ou(0,6) 

 

9 

8 

2 

1 

 

Classe 11: q = 49, 91, 119, 161,... Périodicité 1. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = ou(0,4) et mod(qd,7) = 3 

 

5 

10 

2 

1 

 

Classe 12: q = 35, 175,... Périodicité 1. 

 

Condition : mod(qd,3) = ou(0,2) et mod(qd,5) = 2 et mod(qd,7) = 3 

 

15 

7 

2 

 

Nous n’avons fait figurer ici que les cas où q n’est pas divisible par 3. D’autres classements s’ajoutent alors sur le même 

schéma modulo. Les effectifs #S(j,i) sont à Δ multiple de 2 alors. 

 

Que se passe-t-il avec le passage de 2p à 2p.q
expo

, p et q quelconques ? La même chose en considérant les différentes 

familles modulo qd. 

 

Le nombre de cas augmente exponentiellement avec l’étape i ce qui rend rapidement une étude exhaustive extrêmement 

longue. 

 

6.5.2. Sommes de produits. 

 

Revenons au cas 2n = 2
m
 même si la suite s’applique de façon plus générale.  

Soit i une étape de déplétion donnée. Si k = 0 ou si k = 1, nous avons vu que l’expression (Δ(j))
k
.#S(j,i) est constante pour 

tout choix de m, les différentes solutions pour #S(j,i) formant une ensemble de valeurs revenant périodiquement.  

La question est alors ici de savoir si les éléments de #S(j,i) peuvent être obtenus de façon unique à partir de la valeur de 

(Δ(j))
2
.#S(j,i), sinon en ajoutant (Δ(j))

3
.#S(j,i), etc., en d’autres termes, si certaines distributions #S(j,i) ne seraient pas des 

espèces de suites de Carmichael où les données de (Δ(j))
k
.#S(j,i), k = 2, k = 3, k = 4, … ne permettraient pas de les 

distinguer à rebours. 

 

Nous ne donnons ici que quelques exemples pour fixer les idées sur ce sujet. 
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Etape 2 : pi = 5 
               m       

k 
0 1 

0 3 3 

1 30 30 

2 324 396 

 

Soit une distinction qui apparait dès k = 2. 

 

Etape 3 : pi = 7 
               m       

k 
0 1 2 3 4 5 

0 15 15 15 15 15 15 

1 210 210 210 210 210 210 

2 3708 3852 3708 3780 3420 4212 

3 80136 82728 77544 77544 61992 100872 

 

Soit une distinction partielle dès k = 2 et totale en rajoutant k = 3. 

Les égalités de valeurs se trouvent en :  
k m 

2 (0,2) 

3 (2,3) 

 

Etape 4 : pi = 11 

 
     m       

k 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

0 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 

1 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 

2 51444 52164 51444 55260 50868 56700 52020 51804 53460 53244 49716 57348 51732 56052 53172 

3 1389528 1371384 1381752 1633176 1368792 1685016 1441368 1345464 1511352 1482840 1296216 1755000 1423224 1695384 1511352 

 
     m       

k 
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 

0 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 135 

1 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 2310 

2 52668 51588 56988 53820 53460 51300 52524 49284 60012 55044 52020 51732 51948 50724 56556 

3 1446552 1503576 1726488 1615032 1508760 1358424 1415448 1249560 1923480 1729080 1366200 1397304 1366200 1348056 1672056 

 

Soit une distinction partielle dès k = 2 et totale en rajoutant k = 3. 

Les égalités de valeurs se trouvent en :  
k m 

2 (0,2), (6,25), (8,19), (12,26) 

3 (8,14), (25,27) 

Etape 5 : pi = 13 

 

Avec une périodicité de 30, les égalités de valeurs se trouvent en : 

  
k m 

2 (8,14) 

3 / 

 

Etape 6 : pi = 17 

 

Avec une périodicité de 60, les égalités de valeurs se trouvent en : 

  
k m 

2 (41,47) 

3 / 

 

Etape 7 : pi = 19 

 

Bien que de périodicité 180, aucune égalité n’est constatée : 
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k m 

2 / 

3 / 

 

Ainsi les égalités bien que surprenantes ne sont pas rares. Plus de possibilités n’entrainent cependant pas plus de 

redondances (cf. étape 7). A priori, il doit être très rare d’avoir à poser plus de 2 jeux de sommes de produits 

supplémentaires (à savoir celles pour k = 2 et k = 3) pour obtenir l’ensemble des différentes solutions à l’intérieur d’un jeu 

admissible (lorsque m varie). 

 

6.5.3. Divergence des solutions. 

 

Théorème 26  
 

Il existe une infinité de nombres premiers jumeaux. 

 

Démonstration 
 

La somme 2∑i pk peut être estimée élémentairement avec le TNP. 

Nous avons ∑i pk ≈ ∑ k.ln(pk) < ln(pi).∑ k = ln(pi).i.(i+1)/2 ≈ (1/2).ln(pi).i². Comme le logarithme varie très lentement 

asymptotiquement, nous avons en fait ∑ 2pk → ln(pi).i² ≈ pi²/ln(pi) lorsque i s’accroit.  

L’espacement maximum entre paires de nombres Eras(i) est celui du cycle 1, celui des paires entre pi+2 et pi+2+2.3…pi et 

donc bien sûr aussi des paires entre pi+2 et pi+1², espace asymptotiquement de l’ordre de grandeur de pi², où seuls les 

nombres premiers subsistent. Ainsi, même si tous les espacements entre les nombres étaient dans cet intervalle toujours à 

leur maximum (ce qui est loin d’être le cas ici), il y aurait au moins la valeur entière de ln(pi) nombres premiers jumeaux 

effectivement présents dans ledit intervalle. 

Ainsi, lorsque i croit, négligeant pi devant pi² (ce qui est légitime asymptotiquement), le cardinal des nombre premiers 

jumeaux inférieurs à pi² diverge (comme ln(pi) a minima).  

 

Nota 1 
 

Nous pourrions envisager qu’un espacement maximum en percute un autre sous l’abscisse pi² donnant un espacement de 

taille double. Cela donnerait alors encore la place pour ln(pi)/2 nombres premiers jumeaux dans l’intervalle considéré avec 

répétitions du même type de rencontre insolite. Ceci ne changerait rien au résultat concernant la divergence car, de plus, 

ce type d’accidents devrait être ensuite récurrent pour s’appliquer asymptotiquement (ce qui est bien plus improbable que 

l’existence d’une infinité de nombre premiers jumeaux).  

 

Nota 2 
 

L’information sur l’ordre de grandeur du nombre de premiers jumeaux est bien sûr très pessimiste ici. Seuls 2 à 3 nombres 

premiers jumeaux se présenteraient lors de l’augmentation d’une décade de i. 

Comme nous n’avons vu par ailleurs, cette divergence est beaucoup plus rapide dans la réalité. 

 

6.6. Comparaison entre familles. 

 

La généralisation du cas des nombres jumeaux permet de trouver des propriétés supplémentaires intéressantes. 

Revenons au tableau 34. Nous disposons de deux relations pour 2n = 2 :  

 

                       jmax   i 

  ∑ #S(j,i) =  ∏ (pk-2)                                         (103) 

                      j = jmin  k = 1 

 

                       jmax   i 

  ∑ Δ(j).#S(j,i) =  ∏ pk                                         (104) 

                      j = jmin  k = 1 

 

Celles-ci deviennent dans le cas général : 

 

                       jmax    i 

  ∑ #S(j,i) = ∏ (pk-1)/(pk-2)  ∏ (pk-2)                                         (105) 

                      j = jmin pk \ n 

pk > 2 

 k = 1 

 

                       jmax   i 

  ∑ Δ(j).#S(j,i) =  ∏ pk                                         (106) 

                      j = jmin  k = 0 

 

Lorsque les diviseurs de deux nombres sont les mêmes, les membres sommes à gauche sont identiques. Quel est alors le 

nombre de solutions à de telles équations?  
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Nous pouvons chercher les solutions de deux façons différentes, soit systématiquement, soit comme solutions des cas 2n = 

r.2
m
, m = 1, 2, 3, etc. Dans le premiers cas, un grand nombre de solutions est trouvé, largement plus que dans la seconde 

façon de procéder où la conjecture suivante, à i fixé, est observée : 

Le nombre de solutions distinctes est  

 

 i-2 

nbs = 2 ∏ pk                                         (107) 

 k = 1 

 

et les quantités #S(j,i) s’affichent avec une période nbs, à savoir sont identiques pour tout 2n = r.2
m+nbs.x

 où x est un entier 

naturel quelconque, r et m étant donnés et nbs déduit par le formule précédente. 

 

Prenons le cas r = 1 et donc 2n = 2
m
.  

Pour i = 4, p0.p1.p2.p3.p4 = 2.3.5.7.11 = 2310, (p1-2).(p2-2).(p3-2).(p4-2)  = 1.3.5.9 = 135, p0.p1.p2 = 2.3.5 = 30.  

Le tableau des 30 résultats distincts est ici (colonne i = 4 du tableau 34 et quantités dans des tableaux en correspondance) : 

 
               2n 

Espacements 
Δ(j)      

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 … 

6 21 42 28 48 21 56 21 42 32 42 21 56 21 48 28 42 21 56 24 42 28 42 21 64 21 42 28 42 24 56 21 … 

12 56 16 42 14 48 6 56 16 42 20 42 6 56 14 48 18 42 6 56 18 42 18 42 0 64 16 42 18 42 6 56 … 

18 22 32 22 21 32 21 24 28 18 21 36 24 22 28 18 21 40 21 18 28 22 24 36 21 18 28 24 21 32 21 22 … 

24 6 20 16 30 14 24 6 26 16 32 20 18 6 20 14 36 18 22 6 26 18 30 18 18 0 28 16 32 18 22 6 … 

30 22 15 24 16 10 18 18 16 19 16 10 23 24 15 19 14 8 24 24 13 19 16 12 20 22 13 19 20 11 22 22 … 

36 4 10 0 2 4 6 4 6 0 0 2 4 2 6 2 2 0 2 2 6 2 2 2 4 4 6 0 0 2 4 4 … 

42 4  2 0 6 0 6 1 8 0 2 0 2 0 4 0 4 0 4 0 4 1 4 2 4 2 6 0 6 0 4 … 

48   0 2  4    4 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 
 

2 
 

6 0   2 
 

4  … 

54   1 2        2 
 

2 
 

2 0 2 0 2     0       … 

60                 2 
 

0      2       … 

66                   1             … 

 

Les quantités pour 2n = 2
31

 sont les mêmes pour 2n = 2
1
, celles de 2n = 2

32
 sont les mêmes pour 2n = 2

2
, etc.  

De plus, chaque colonne est effectivement distincte ici. 

 

Deux autres exemples sont : 

 

Cas 2n = 3.2
m
. 

La somme par colonne est égale à 270. 

 
             2n/3 
Espacement

s Δ(j)      
21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 … 

2 21 56 24 42 28 42 21 64 21 42 28 42 24 56 21 42 28 48 21 56 21 42 32 42 21 56 21 48 28 42 21 … 

4 42 21 56 24 42 28 42 21 64 21 42 28 42 24 56 21 42 28 48 21 56 21 42 32 42 21 56 21 48 28 42 … 

6 104 42 60 56 64 48 92 42 60 56 72 42 88 42 64 64 64 42 88 42 72 56 60 42 92 48 64 56 60 42 104 … 

8 28 22 21 26 24 30 28 18 21 28 21 32 28 22 24 20 21 30 28 24 21 26 21 32 32 18 21 20 21 36 28 … 

10 20 60 32 39 43 48 28 53 22 43 39 60 27 51 30 39 48 54 20 53 22 48 43 48 26 51 32 43 39 54 20 … 

12 0 30 16 48 12 32 8 28 20 48 8 26 8 36 18 52 8 24 10 36 18 54 8 28 8 40 18 48 14 28 0 … 

14 22 5 40 8 38 11 30 2 40 8 34 11 30 4 38 8 40 9 30 4 34 5 40 11 24 4 40 4 40 12 22 … 

16 4 4 4 5 4 8 2 8 4 4 4 7 4 8 4 2 2 7 6 8 4 2 8 9 4 4 2 4 4 7 4 … 

18 8 20 4 14 4 16 4 20 2 10 10 12 4 20 2 10 8 20 2 18 10 6 8 22 2 18 4 14 4 14 8 … 

20 4 2 4 0 3 3 0 2 6 0 2 8 0 1 5 2 0 4 2 0 2 2 0 4 4 0 4 4 2 2 4 … 

22 2 4 1 8 0 2 0 8 2 10 0 0 0 2 0 10 1 0 0 4 0 4 0  0 4 0 8 0 2 2 … 

24 4 0 4  4 2 2 0 4 
 

10 0 4 0 2  4 2 4 0 6 0 8  2 0 2  10 0 4 … 

26 0 4 4  0  0 4 4   2 0 2 2  4 0 0 2 4 0   0 4 4   1 0 … 

28 8    4  7      7 0 2   2 7 0  0   9 2 0   2 8 … 

30 2      6      2 0 0    4 2  2   4 0 2    2 … 

32 1      
 

     0 0 2       0         1 … 

34             2 0        0          … 

36             
 

2        2          … 

 

Ici, il n’y a pas que des espacements multiples de 6, mais également des nombres pairs intermédiaires.  

Chaque colonne est encore distincte suivant la conjecture émise. 

 

Cas 2n = 15.2
m
. 

La somme par colonne est égale à 360. 
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         2n/15 

Espacements 

Δ(j)      

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 … 

2 84 63 63 96 63 63 84 63 72 84 63 63 84 72 63 84 63 63 96 63 63 84 63 72 84 63 63 84 72 63 84 … 

4 63 84 63 63 96 63 63 84 63 72 84 63 63 84 72 63 84 63 63 96 63 63 84 63 72 84 63 63 84 72 63 … 

6 86 96 128 78 78 128 96 86 120 78 86 144 86 78 120 86 96 128 78 78 128 96 86 120 78 86 144 86 78 120 86 … 

8 28 39 30 20 43 32 20 43 22 27 48 22 26 39 32 28 39 30 20 43 32 20 43 22 27 48 22 26 39 32 28 … 

10 54 24 32 54 24 30 48 36 32 48 34 22 60 38 22 54 24 32 54 24 30 48 36 32 48 34 22 60 38 22 54 … 

12 26 34 32 20 30 28 28 28 32 30 26 20 18 26 30 26 34 32 20 30 28 28 28 32 30 26 20 18 26 30 26 … 

14 10 10 6 13 18 6 11 16 9 13 10 10 15 15 10 10 10 6 13 18 6 11 16 9 13 10 10 15 15 10 10 … 

16 4 4 2 10 4 4 4 2 4 4 5 6 2 4 7 4 4 2 10 4 4 4 2 4 4 5 6 2 4 7 4 … 

18 4 6 0 4 4 2 4 2 2 2 2 6 6 2 0 4 6 0 4 4 2 4 2 2 2 2 6 6 2 0 4 … 

20 0  0 0  0 0  0 0 2 0  0 0 0  0 0  0 0  0 0 2 0  0 0 0 … 

22 1  2 2  4 0  4 0  4  0 4 1  2 2  4 0  4 0  4  0 4 1 … 

24   0    2  
 

2    2    0    2  
 

2    2   … 

26   0               0              … 

28   0               0              … 

30   2               2              … 

 

Là encore, chaque colonne est distincte. 

Nous remarquons également, en comparant les trois exemples, que les espacements Δ(j) maximaux se réduisent du moins 

approximativement dans le rapport inverse au rapport caractéristique des nombres premiers apparentés: 

 

∏ (pk-2)/(pk-1) 

pk \ n 

pk > 2 

 

Nota : Dans le cas d’une recherche systématique, l’étendue des espacements est beaucoup plus grande, la plus grande des 

valeurs d’espacement étant donnée par (soit asymptotiquement ∏pk) : 

 

  i    I 

6 + ∏ pk-6 ∏ (pk-1)/(pk-2)  ∏ (pk-2)                                         (108) 

 k = 0 pk \ n 

pk > 2 

 k = 1 

 

Les quantités qui apparaissent sont donc bien des valeurs bien particulières et limitées à un petit domaine. 

 

7. Théorème de densité des nombres premiers. 

 

Nous exposons ici un procédé qui peut s’appliquer à de nombreuses équations diophantines à branche asymptotique. Elle 

conduit systématiquement pour tous les standards de la littérature à leurs produits d’Euler (aussi appelé séries singulières). 

Elle permet d’en trouver bien d’autres ce que nous avons proposé dans d’autres articles.  

 

7.1. Equivalent d’une variable de nombres premiers. 

 

Nous cherchons à rétablir d’une autre manière le produit d’Euler de la formule de Hardy-Littlewood.  

Pour cela, nous cherchons à résoudre le problème posé en créant des équivalents locaux (c’est-à-dire modulo pi) des 

variables globales p et q (donc de P l’ensemble des nombres premiers) dans l’équation p-q = 2n. Ces équivalents 

permettent de construire ensuite le produit d’Euler. 

 

Théorème 27  
 

Le théorème de densité de Tchebotarev prolonge le théorème de Dirichlet sur l'infinité des nombres premiers en 

progression arithmétique par application triviale à une extension cyclotomique de Q. Il en résulte que si c, a ≥ 1 sont deux 

entiers premiers entre eux, la densité naturelle de l'ensemble des nombres premiers p = c mod a vaut 1/φ(a) une constante. 

 

Corollaire sur les variables de nombres premiers 
 

Soit p un nombre premier.  

Nous projetons l’ensemble P des nombres premiers sur les classes de congruences modulo p. 

 

 modulo    

P  → {0, 1, 2, …, p-1}                      (109)   

pi  pi mod p   

 

Cette application projette un unique nombre en 0. Il s’agit de p. Les autres classes sont images en même densité de tous 

les autres nombres premiers. En affectant une densité de probabilité aux quantités de nombres projetées sur chacune des 

congruences 0, 1, 2, …, p-1 et en sommant arbitrairement l’ensemble des densités à p (soit une densité moyenne de 1 pour 

chaque classe de congruence), nous obtenons la correspondance  
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Congruences 0 1 2 … p-1  

Densités de probabilité normalisées 

(∑ = 1) 
→ 0 → p/(p-1) → p/(p-1)  → p/(p-1)  

 

7.2. Reconstruction de la formule de Hardy Littlewood. 

 

Nous partons d’une formule du type #(p-q = n) = cn.x/ln²(x) pour n un entier pa ir. Ici cn est appelée série singulière et est 

un produit infini (dit d’Euler). 

 

Pour évaluer les solutions d’une équation diophantine q1-q2 = n, n un nombre entier fixé d’avance (pair ou impair à ce 

stade), q1 et q2 des variables représentant des nombres premiers, nous transformons le problème global initialement posé 

en une suite de problèmes locaux q1-q2 = n mod p, la génération du produit infini étant liée à l’égalité #(q1-q2 = n mod Π 

pi) = Π #(q1-q2 = n mod pi) issue du théorème chinois. 

 

Heuristiquement, les variables indépendantes d’une équation diophantine à branches asymptotiques répondent aux 

occurrences de classes dans des tableaux croisés fondés sur {0
m
, 1

m
, 2

m
, …, (p-1)

m
} pour les variables x

m
 d’entiers 

naturels et sur {1
m
, 2

m
, …, (p-1)

m
} pour les variables de nombres premiers. Notons que l’analyse du mécanisme de ces 

tableaux croisés permet de transformer le problème de dénombrement essentiellement en un problème de produit de 

matrices que nous ne développerons pas ici. Le lecteur intéressé pourra se référer à nos articles concernant les 

dénombrements asymptotiques dans des hypervolumes en consultation libre [7].  

 

Ici q1-q2 = n, n un nombre entier fixé d’avance (pair ou impair à ce stade), q1 et q2 des variables représentant des nombres 

premiers, nous examinons les classes de congruence cq (classes modulo p) telle que cq1-cq2 = n. Pour chaque variable les 

classes représentatives sont localement : 

 

  cq2 mod p 

 cq1-cq2 mod p 1 2 … p-1 

cq
1
 m

o
d

 p
 1 0 p-1  2 

2 1 0  3 

… … …  … 

p-2 p-3 p-4  p-1 

p-1 p-2 p-3  0 

 

Soit pour les classes recueillies à l’intérieur du tableau : 

 

#{n = 0 mod p) = p-1  (diagonale principale) 

#{n ≠ 0 mod p) = p-2  (autres diagonales) 

 

Ceci donne la densité, à un facteur près, des nombres n à la séquence p (y compris pour p = 2).  

La proportion globale est ensuite restituée par le produit de ces valeurs pour p = 2 à ∞. 

 

Pour obtenir la série singulière, il suffit d’ajuster la moyenne des fréquences à 1. Dans les classes [0, 1, 2, p-1], on a la 

cible 0 à cardinal #(0) et p-2 autres cibles à cardinal #{c ≠ 0}. Le facteur d’ajustement f est donné par f.(1.#(0)+(p-1).#{c 

≠ 0)) = p nombre d’éléments, soit f.((p-1)+(p-1).(p-2)) = p, soit f = p/(p-1)². D’où ensuite : 

 

#ajusté(n = 0 mod p) = f.(p-1) = p/(p-1) = 1+1/(p-1) 

#ajusté(n ≠ 0 mod p) = f.(p-2) = p.(p-2)/(p-1)² = 1-1/(p-1)
2
 

 

L’effectif des nombres premiers jumeaux et apparentés est alors : 

 
 

π(p-q = 2n) = 
 

П (1- 
   1  

) 
 

П (1+ 
   1  

) 
x 

         (110) (p-1)
2
 (p-1) ln²(x) 

p ∤ n   p ∖ n    

 

Ce procédé est reproductible à de nombreuses équations diophantines à branche asymptotique (nombre infini de 

solutions), comme par exemple l’équation d’Iwaniec / Friedlander généralisée x
2
+x

4
 = p+c, c une constante donnée, mais 

aussi une équation plus compliquée comme par exemple p = x
3
+x

2
y+xy

2
+y

3
+5t

2
+9u

4
+c, donnant leurs produits d’Euler, 

paramétrés en c, ce qui nous semble impossible à obtenir par tout autre moyen (complément indispensable en référence 

[7]). 
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 ANNEXE 1 

 

Exemple numérique 
 

Cet exemple utilise comme axe de référence pi et les arrondis à l’entier pour les retraits. Il montre que le coefficient c est 

proche de 1. La valeur de c inférieure à 1 indique une minoration du nombre de solutions (lorsque c est pris égal à 1). 

 

M = 1260799, 10000
ième

 nombre premier jumeau (avec M-2). 

i = 1408, pi = 11731. 

c = 0,994575. 

Nombre initial d’impairs : 630398. Nombre de retraits au total : 620398. 

 

Liste des retraits : 

 
pi nb retraits pi nb retraits pi nb retraits pi nb retraits 

2 -417984 157 -242 367 -78 683 à 691 -34 

3 -83596 163 -233 373 -77 701 à 709 -33 

5 -35827 167 -222 379 -76 719 à 733 -32 

7 -16285 173 -212 383 -74 739 à 751 -31 

11 -11274 179 -208 389 -72 757 à 769 -30 

13 -7295 181 -195 397 -71 773 à 787 -29 

17 -5759 191 -191 401 -69 797 à 811 -28 

19 -4256 193 -185 409 à 419 -67 821 à 829 -27 

23 -3082 197 -181 421 -65 839 à 859 -26 

29 -2684 199 -169 431 -64 863à 883 -25 

31 -2104 211 -158 433 -63 887 à 911 -24 

37 -1796 223 -154 439 -62 919 à947 -23 

41 -1629 227 -151 443 -61 953 à 977 -22 

43 -1421 229 -148 449 -60 983 à 1019 -21 

47 -1206 233 -143 457 -59 1021 à 1061 -20 

53 -1043 239 -140 461 à 463 -58 1063 à 1097 -19 

59 -974 241 -133 467 -56 1103 à 1151 -18 

61 -858 251 -129 479 -55 1153 à 1193 -17 

67 -785 257 -125 487 -54 1201 à 1249 -16 

71 -742 263 -122 491 -53 1259 à 1321 -15 

73 -667 269 -120 499 à 503 -52 1327 à 1399 -14 

79 -619 271 -116 509 à 521 -50 1409 à 1487 -13 

83 -563 277 -114 523 -48 1489 à 1579 -12 

89 -505 281 -112 541 -47 1583 à 1697 -11 

97 -475 283 -108 547 -46 1699 à 1823 -10 

101 -456 293 -102 557 à 569 -45 1831 à 1993 -9 

103 -431 307 -100 571 -44 1997 à 2161 -8 

107 -415 311 -99 577 -43 2179 à 2417 -7 

109 -393 313 -97 587 à 599 -42 2423 à 2741 -6 

113 -343 317 -92 601 -41 2749 à 3181 -5 

127 -328 331 -90 607 à 617 -40 3187 à 3797 -4 

131 -308 337 -87 619 -39 3803 à 4799 -3 

137 -300 347 -86 631 à 643 -38 4801 à 6661 -2 

139 -275 349 -84 647 à 653 -37 6673 à 11731 -1 

149 -268 353 -82 659 à 661 -36 
  151 -254 359 -80 673 à 677 -35 
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ANNEXE 2 

 

Exemple numérique 

 

Cet exemple utilise comme axe de référence pi² et les arrondis à l’entier pour les retraits. Il montre que le coefficient c est 

proche de 1. Une valeur supérieure à 1 indique une majoration du nombre de solutions (lorsque c est pris égal à 1). 

 

M = 1260799, 10000
ième

 nombre premiers jumeaux. 

i = 183, pi = 1093. 

c = 1,00406412. 

Nombre initial d’impairs : 630398. Nombre de retraits au total : 620398. 

 

Liste des retraits : 

 
pi nb retraits pi nb retraits pi nb retraits pi nb retraits 

2 -421972 149 -266 347 -78 563 -34 

3 -84393 151 -252 349 -77 569 -33 

5 -36168 157 -239 353 -75 571 -33 

7 -16439 163 -230 359 -73 577 -32 

11 -11380 167 -220 367 -71 587 -31 

13 -7363 173 -209 373 -69 593 à 599 -30 

17 -5812 179 -204 379 -68 601 à 607 -29 

19 -4296 181 -191 383 -66 613 à 619 -28 

23 -3110 191 -187 389 -64 631 à 641 -26 

29 -2708 193 -181 397 -63 643 à 647 -25 

31 -2122 197 -177 401 -61 653 à 659 -24 

37 -1811 199 -165 409 -59 661 à 673 -23 

41 -1642 211 -154 419 -58 677 à 683 -22 

43 -1432 223 -149 421 -56 691 -21 

47 -1216 227 -147 431 -55 701 à 709 -20 

53 -1050 229 -143 433 -54 719 à 727 -19 

59 -981 233 -138 439 -53 733 à 739 -18 

61 -863 239 -135 443 -52 743 à 751 -17 

67 -790 241 -129 449 -51 757 à 769 -16 

71 -746 251 -124 457 -50 773 -15 

73 -671 257 -120 461 -49 787 à 797 -14 

79 -622 263 -116 463 -48 809 à 821 -13 

83 -565 269 -114 467 -47 823 à 829 -12 

89 -507 271 -111 479 -45 839 à 857 -11 

97 -476 277 -108 487 -44 859 à 877 -10 

101 -457 281 -106 491 -43 881 à 887 -9 

103 -431 283 -102 499 -42 907 à 911 -8 

107 -415 293 -96 503 -41 919 à 941 -7 

109 -393 307 -93 509 -40 947 à 953 -6 

113 -343 311 -92 521 -39 967 à 983 -5 

127 -327 313 -90 523 -38 991 à 1009 -4 

131 -307 317 -86 541 -36 1013 à 1033 -3 

137 -298 331 -83 547 à -35 1039 à 1063 -2 

139 -274 337 -80 557 -35 1069 à 1093 -1 
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ANNEXE 3 

Recherche des centres M1 et M2 de l’espacement maximal dans le cycle 1. 

Code  

https ://pari.math.u-bordeaux.fr/ 

 

{infini = 49; pd = 1; 

for(c = 1, infini, q = primes(c)[c]; pd = pd*q; p1 = primes(c+1)[c+1] ; p2 = primes(c+2)[c+2] ; 

for(k1 = 1, p1*p2, M1 = pd*k1; 

if(Mod(M1-1, p1) == 0, if(Mod(M1+1, p2) == 0, print("i="c+1", pi="p2", M1="M1", k1="k1)))))} 

 

{nb = 49; pd = 1; 

for(c = 1, nb, q = primes(c)[c]; pd = pd*q; p1 = primes(c+1)[c+1] ; p2 = primes(c+2)[c+2] ; 

for(k2 = 1, p1*p2, M2 = pd*k2; 

if(Mod(M2+1, p1) == 0, if(Mod(M2-1, p2) == 0, print("i="c+1", pi="p2", M2="M2", k2="k2)))))} 

 

Note 1 :  

Le code ne fait pas de distinction entre pj et ces multiples. Pour c = 1 et c = 2, il donne un résultat pour M1 qui n’est pas à 

prendre à la lettre. Il faut retenir M1+2.3.5 et M1+2.3.5.7 respectivement. 

 

Note 2 :  

M1+M2 = 2.3.5…pi et k1(i)+k2(i) = pi-1.pi. 

 

Liste des valeurs 

 
i=2, pi=5, M1=4, k=2 

i=3, pi=7, M1=6, k=1 
i=4, pi=11, M1=120, k=4 

i=5, pi=13, M1=9450, k=45 

i=6, pi=17, M1=217140, k=94 
i=7, pi=19, M1=9639630, k=321 

i=8, pi=23, M1=193483290, k=379 

i=9, pi=29, M1=417086670, k=43 
i=10, pi=31, M1=125601285810, k=563 

i=11, pi=37, M1=2723740849830, k=421 

i=12, pi=41, M1=79622514581610, k=397 
i=13, pi=43, M1=6136950437487870, k=827 

i=14, pi=47, M1=223928193956026560, k=736 

i=15, pi=53, M1=9171015693500691030, k=701 
i=16, pi=59, M1=522656315200217698500, k=850 

i=17, pi=61, M1=102036655192082030049630, k=3131 

i=18, pi=67, M1=6235511815550111588504010, k=3243 
i=19, pi=71, M1=334506463637028681244286040, k=2852 

i=20, pi=73, M1=28478557301114887810505822160, k=3624 

i=21, pi=79, M1=2843824411155784604050916242830, k=5097 
i=22, pi=83, M1=113432160468908532259480385863950, k=2785 

i=23, pi=89, M1=5778890002143848542586755859217480, k=1796 

i=24, pi=97, M1=1846751125991342512124140084420142850, k=6915 
i=25, pi=101, M1=72708581460921039807419994522555070290, k=3059 

i=26, pi=103, M1=19286076018404261623059699462430139525550, k=8365 

i=27, pi=107, M1=1273757133040980564123346343336375275992900, k=5470 
i=28, pi=109, M1=249658028112582700049702183737147717646149890, k=10409 

i=29, pi=113, M1=27763056840142703665840289166348895092331376460, k=10818 

i=30, pi=127, M1=2574121440717901122712497241546767984629324510460, k=9202 
i=31, pi=131, M1=521439461348328858073243322985304256489059236587040, k=16496 

i=32, pi=137, M1=252912047177981279912949795538640843608690770606990, k=63 

i=33, pi=139, M1=6093562502782797632317885012678036834779379279873623810, k=11587 

i=34, pi=149, M1=1453924959777637809800980752494214319119803117277588055800, k=20180 

i=35, pi=151, M1=185841797895169170082768839224027937644547072159440436851130, k=18557 

i=36, pi=157, M1=28828963020146876463537479231418049444339320239475022727521200, k=19320 
i=37, pi=163, M1=53400729793063989026946985986271104320112383716878500949782670, k=237 

i=38, pi=167, M1=113837287385782898397165898489028712874401262344909947345379321660, k=3218 

i=39, pi=173, M1=10898027695754548635554660766785293839408575789495465344527970050900, k=1890 
i=40, pi=179, M1=10465312568558673319254891474413528976506683111428323703620691223122360, k=10868 

i=41, pi=181, M1=2369241611663339270034472811280446556401444807458310288031889069701655620, k=14222 
i=42, pi=191, M1=417146283370479756411453451561200103436398976421364095686315512522437521010, k=13989 

i=43, pi=193, M1=185997950596372051062321297330712955492060609613885887937790229233216471047690, k=34461 

i=44, pi=197, M1=154633971288879001274934133325351155649793577244938646278915007328041899408500, k=150 
i=45, pi=199, M1=1124535351365837428231627001733951688162654844183732621015376872891279422554470040, k=5652 

i=46, pi=211, M1=1397753868987306142966933112215213530937540972486183569110364980333095426588790932590, k=35661 

i=47, pi=223, M1=327237929336787946005016899306961011382568217323613576350433084450633532988253857782740, k=41954 
i=48, pi=227, M1=74323585153911701110138838476431277275629516291761360103564684125228077985344754490295600, k=45160 

i=49, pi=229, M1=5059963172703425132303431555239735128768826914715159286974528895210315566740930757864665910, k=13787 

i=50, pi=233, M1=1289740828461096065526510424806938353011005842383558531168140913517984567385117229070004837910, k=15481 

https://pari.math.u-bordeaux.fr/
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i=100, pi=547, 

M1=8041201683943410828109550634828854777505537263494423149748904095519141328685633724080930325791856058467753055190892349
56734453622440768828003276810450872878667303664912803073215811791086832515085642402645880727981673189250, k1=92325 

i=150, pi=877, 

M1=3075986181577799752875942769983071641666950609474230206853013920976122981515566899303884734659392028470682697772371102

06226823665813978521017941450656110160751327725869765114147397032794634098661821588521403000938757364825364072480520113675

35802492904042534164627876795442191138848011141606041097369544579245117181553387123860884412525715809794800030499661020149

540, k1=410114 
i=200, pi=1229, 

M1=5247111092270099479860215068871654127200413939904659193381294991942234709536976298410697812700332039354992824584474691

35410910054229104859816953141744038812142171389294016944645798427598566104633253218274792402904217960852232970977440669336
36889569384560356763970555049402253209837923179783332960608475211196527586449302888756228881667226924071140532962391832782

51601898699086385261563157563515562854370470702253725876479939179831864827127333293347472654157095704534791585990961382617

049958339935177090932805184440, k1=12972 
i=250, pi=1597, 

M1=1243316637742614657145737749273977499062750798039219171788207720512419392051948363568818972628860729132651005941651769

04678205706106466970445242592120829878315033595789312866953303779388327876531548881472479886557904421024907313146513725626
98998445907451955919314358312314128168677020966013279723380048541065143162326392804044309492885488072511301617245372213250

28211585609482008814810417864376320459257846095951125012230759826238475114493987667995795117964983080089211436148697391807

54845871712074593502429438986215227052480190788012786197061126144859526089177401917936763162851862468358769935070994443575
0816676421106155724678491059366186364291037610910485852183731401380, k1=156866 

i=300, pi=1993, 

M1=4736309836941162469839381709724705334939858575123475895266393516927073656235409732436839394651743287975858617079178428
16392075282518673873748572805773118847270973629002029648106043057939867420357323541209362551063643656277421202822569142552

66792649793726386652034464397369971920112821291460872267528663671599353204269433550438838091231314822764875102341857119520

21054229682837544112929850127166409326100247141245481779292042573581387687757476309713270010981524299583351385668939621764
02461352773837744847382729708164739993814639646355161932047889705160126459126416249223659247934872950989018379375730092324

57465802047724223116189378861844080963673286092187759307863991129374940131226231537328409043523047358089652747975690648635

363482029550290996733985324924044349872634006463918985909844347222074962243672124521331491765441365057078880, k1=2587472 
i=350, pi=2371, 

M1=3639153206754216293159858779234324793239910864276473132609059037199263233146833971405678790951542119441411922391175608

34816975344041244090117760727562315904655848546440836143279039530685714507801977539080687621353185511264219182845049846564
02226153369397935726879946191047846998875953023452063636569919512343930431931256213429006069823816771312285917254519811648

21001165495395870811637984910162703119034081094002256085552151885569166511762392380884500857506598764702657650083013232629

60196806850747988515270871853817434238208883774029504406653712447545777464660460407740191505328169913544639093135413027816
82655982120833194060477644706881273879627275667051190787355891357721494514563821807000491826238240069011566826575061590540

65489571778865297608405605410797524854920742167479042578258205874451522293629229743155251742460206370130490659215665318016

59288680143665757532193583153861257426926880119388592375417810762020951506977061543024629484453797016686408014824076372696
0143744182855521095602865958040, k1=3615004 

i=400, pi=2749, 
M1=2370062918561334691017203553498679311795303535434727082143133209075296262553986437839036253467462727613462540102393696

80801448206819824884519419492399183244042464504627515926224860293517444047696317322584749888104254930707510477813088431437

75582754558235040972555539373888527391325122142828238982531865002903260043094223316270923525763144356211361754510358234325
71662173693384720579032643270498827115051975613411881844973578775934973507589761096438509861011411931093684594135873403632

07267013976501298226435151115042842979654720976453891119748363942401564809944139130444881103254208306908822060765445469409

65501606851997056661394234852233782877652512222463093887898790946480418891712793052657257062827684399993127160647328588712
89163159894190151817053529298198761940671426620379012707905176849982335447921568099826926585769945835939886361479105787310

98240901576381218745841701654271348395752022493465093591806020810594642461094999822304833848806961321939410730334420881076

62525005848803576438035614385695241933703734526499747218103126478235456825408790933834522108297269842159385992675408078240
598238118897075694980283383243599250396291208654661034934703577898526143507420, k1=105238 

i=450, pi=3187, 

M1=2662203239007689844030721002449525055606122906526672490350296450134523274714685951068133605450495622081622648845758471
02589216756084098053926854521506004691664984765644931369839542647051377017700835514274667671363938256767509818365899103847

77215913977103713463955926806108334999780698920357965989565422838939793245423449292014742703484051262205387278307803388997

05828219153734447717426007195553584772892535472834592887202728679990541365598624975383761692517925270629022651754784879979
69748998852005270753718809524394971926831491364007174859293708358045154957092131905352737871951655713206750001262178474992

75149183595355149992676443521885689427674507464647504303745616855732288722324708743807690780624238475383233314540643792159

56043345181236137640033586619295749711236509217789552804709927749742830515005048529356930226929957313947864256065352321155
34528139558712936147039251274220694926227654181423870624999050583802199629741391307029379415665309117068723929412087691988

53608416393206082778364168860654580715064396650195791307252153523451860667303489720357407096554032225449031534883821363037

29258109928727522501198878639340619167555011625704840023029912634520631456726649583421552802595642283164505258883615677774
42177981830752660961593864951933334459687903325009718570637117049697613516393706461263217203356447219867752291493884022733

189296890, k1=4295639 

i=500, pi=3581, 
M1=3367154080684928676634699313141468074972535691694779144134807293880357055296304689516700435968515314007975424059990464

22451929878580235301943584542515127905561644066266724839909719432754722595914819587383927240410326684081167237975382859457

29385498617977882787409226490678812016741963414348395380580245753493122557596753072956354322451399516044739794559650462611
86545761129536730209872086347007488646670670964808626268863359345967615334055597626792344074362239003377461490725789586144

24630799849870712189229801433518600392715218462765017782069669424377354986120853878281757041852158180437072028125154435372

75808064270450152361534631519303107476711459703966304349090980088534167211369935600351805208678813046270741094337430866146
71857419874577269992401018954465943671182574847661261834216549535251473047769542888366682541048857668716087437591115587991

11538843658806482010882783973822267397302944279005362216858808808229006695880078219717066507907345049593091385387158519219

38159428858879004620737720591601492975791090997891315583428712558459933129149404973814995115282471917189977259420641249565
57064454019730115842558428900516304807811899222347976230982093169476877956115731882701824512493721984134489996993922476782

72241656430339667098867777419171094557978696610074943762170529562985024148824177515443605864588786135901382542328737652484

31313844039264564484163227175236052852374428221355120252820644148217696356632394890148304829238192169897709086272517330922
772369308068735560405150126614850232588419329008655773233580170, k1=2156443 

i=1000, pi=7927, 

M1=6313957365066382545080839999997371465322099698667541376694382425796795614672479962294904873335583685140543004930106905
30762937900529012430849450426057547405737502354970185040517235535061521588550946887886891312836549402631246979827534592817

70097644974332449603820712910427304420741638706395221460319285906081338323593290013660835231077721732580258252337057019627

51929280211864448356755926330697565889664802539316548133687695202017909533230787512100779957817357601664195350063618465813
53840884076853826502101504639469014192025425371216640286466388912969918989687009409133201426862481633757719513358193280468
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78338082742713589290017968788336996515192051454596654078637420919469991577722007522823224304841433194131485832822500483224

76769923465891928363599247515238949023550129000829865035273147757110741947328458145720116356908091818592407863204207545863
38649460169551701877850331934902852466733468709592897301090230391141141267605035084334307630544972060415729465192863366999

31255299778751058560783756283972255434206036401773635231997390001115369414811348577201013076445556877566630968018308545908

11501060149409196296578852780151513630422447571826114331961376977796616925522889150524491882767889275912775371890426773678

60248638204930500229821490828550299251096510866764936739976508896369893777271069613552163513180331404554517969662636125456

93194046226880141752710859796846442028992660845374076583019792900338320251838855631511128728886037571724652489897173584617

60469114415237159000595645281384547287750650122893794747278742978633425389376186536643792567035193813347380263440770086724
34404955300655874324954065163284247095707347315331282439579218894971341742803407102827592536982693551712342552926076860163

03497100156171529257759717363283129512470777433459723288286351089496730838240027286843577654661691070412109947409617227153

12766908773529948292577541241430253657213648437375394265866157740066048513934646568386469144342917813876992285352656060972
48583818668735897319253739930213145017062426546858661517997507976807310899984018961861338441599106233534526060809849640869

47505387145662371062155244788705279977864292196796264429661022435022450100369704208111106942412000136179361248202107883502

68338438347211933534108515542059474909893989490341499213563968993567599113033749656133463667057228284799526272476420772390
56137147338919484041392548632542755312520137141524588982651799223843216729489828147455718092082601867194153775212643030651

60882290389617218170083828837879363058103378065675107043353368046785331867807964990999686031839873145823236990422131799899

34133589639117151232705269505047084952458217579549237658588529558382633075289742371869776752019971273500302887324182497283
91780155386761154617560811517679512858784560554478851570982893798806050506868728786021101860262789983040978796337693101487

63259456002907721014847615946978384064523867945471150965137176008545667882215956804416193959157363638963263683707273140005

34529655119755577155266140205884602185741341556218202725538551031687409589834708029600649569317223848589926128216867590975
10898397414649578773490237374405096053795565570441872867678726944677730250364874856508131671837297564887151447401409650309

95183333570732946553809470835704816651830927392443914247549656701074589917898594603728569269440974357326814777877516997659

6287398243799238011180625992422804415184010334246947520602554357744445427931046843172196174230080387372690, k1=7367823 
i=1500, pi=12569, 

M1=1427977103941219771545682558941678035565126267991322785640136161083903626589792829515924131607357421079038916820695575

74253627838047326772845283835441905035582204919343551253318308768819486317162291710835119621437127566574519563190889649848
82342633503140900333963469948115394947794021904359198997191355795211878374619306900018890118152526546967346340548937267404

46482590541897118350304550681548258438607516830356646160691821846788444003969464758689157087086286737765399294671635938727

89206082784442864289974469468395855227965017955455909496790010387483703984607262978289021077782646493783692405826543561966
36009161749444401291813445240219026973230121619428056741665781179202750310213345461425497697091039218894325268934981998707

61842479591088739350710526333381855387202480258558789913498096159645892084612351016824506405099612503563598310523168071252

12479198866836699002169486586650092766822618876750688085828509101422172716753093434229725669822860955564457871377670487418
14005775429019007516034272201824417965696821718633371393644556785840942592384392398264261387177599447307391543954516056857

13458736266336730815572019743894584809157678201069519387190470839708203313253694080231758341561529646616598595265529545123

75236725788868616300883382704642861798758647926980418192446355316440194463001758400102216585789387641504966090007589763968
28850918808434643445400888694768851468498906801100591034365823923190854730111324052074900499092744754620134414308817644483

93095111832663640854405830288138526075237732224622695184755016637132663274461907917071281814683673883618945033548517465588

09964460910779312918104449707866903009857751069474585476509398524429025693629162577139951786749080732967435377741650989808
95687057289849871679957486054992780823745000743186133974011706813659900427256751602025381994089735626383618313484468289426

75530946225814095598891200554236877313914630894476599900376109626614289340729093029469060446388262673380728043693030294845
02276592815153245124156364066583146108359000182219095491361000837427497330674140469218165478722618324485687249038446216503

04410524153804908864559742540942576638558208935936820607874122265777686007272137765486032773900182637756109561231952862344

10808014904255442578493569658087377329094761854361762170125607560646293097773327937538635118936937230355644391191318243428
30051936646163479591965479045686335711072626621661049375272273958987030544285165641361272564458673789787241439257319144510

43370080952570348634538805347678981303123037572910726667858493040280686129169127641147433115420904710027431023999553880302

57176892190183961428277680470460539852388632716566685802506819091238879326676074546053032123578301583347039006995553312624
59585884692470672804929273186942740748401165263005885385427360493163977292112316761875881610621480900387359188757565607236

94455009467334603778522560712767765153624740215769322117128366127446972356029018429552392858279999014372181510545539287531

15762975842601453653128492511282559274799901607632749143108728530240865577021988667580540996407540210058509908507893767434
09409772170616196295866069600607124367315193777378219472883299654731897709501319520284304012259055744583853619900317404218

91066297971010537000700357121951786249183015039177002711193967302807688183089818300338821444367519835605434072628146313555

47552197875195725054107597622036826736944797501392916439742721248761086601482893631542534248327168877740284125091645141245
01918810945179130146276241576358838131061734024736446255472804856135197613295360506285591133800414473975860099588598323302

52171410511501363703358816982120896278704816953291280554055116099086688432141397878988665793946223325100256691778256998076

54693986822664478326987449181308897608023358340682624642967924371454706027841069804144927497963617015975754897136350791571
34464280062074769181387090898146045201234249893612583245358631832844083418542971638211146435404471984438262024470834353039

93034908385071960509028595231608599571653769231762990045755805590096830209273253447297788853794640338638796876692051400059

08541171685196302729043472716925952946509208486349871297079576085122359256754565772116504614943092096323483991453351826634
00475436986232863945249799508242095347440678996976978601165346101767096420895132513168383801404481355819267257652247235047

10606330114436575552993022333988312791573785375243791321430574701951802572560808489221389168660951821981466954202838432240

89903957630505301507117487372422061491741093166173941294473224167326700865409516056011462860556725589327240470884853258067
79667186657913436841584054232217140753826077672173273523977666116722002186298958820234049367335651254295744454438558111760

74006595803982999322806759002471251188232684053161966926792277994962547378741462317301482806471045521677384677445362320277

82118179381887912365869101395752886033180290324190420614785813617553744609392910873910591838253928788486940277794005343742
84199516203910390684853520594305693670277472484882699901634507246435201452911091992548746558811136404448986983198982380662

04731877186390003414639325273621092290181940142014042450114559212631364541896141582358621255470609628082823177169110050072

24693531773488869501953276815916191871590984216817312686487890203483649293212295196978639116705208094380837545659130767009
33586963704605405456525596633735796479923496194347337856290320152318481286942517256999330085661091577857391761736762046833

950171358396996661303942412709583250, k1=27427725 

 

Le dernier nombre M1 contient 5400 chiffres qui se répartissent relativement uniformément entre les différentes valeurs 

de 0 à 9 : 
 

Valeurs 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Tous 

Quantités 557 544 515 528 546 533 556 523 550 548 5400 

Pourcentages 10,3% 10,1% 9,5% 9,8% 10,1% 9,9% 10,3% 9,7% 10,2% 10,1% 
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ANNEXE 4 

Bijection entre paires apparentés. 

 

Au-delà du problème de la bijection, nous montrons ici le comportement aléatoire de la déplétion et ce qui accrédite les 

calculs heuristiques.   

Nous avons vérifié que lorsque deux écarts 2n et 2m ont mêmes diviseurs systématiquement, lors du déroulement du 

crible d’Eratosthène, à la même étape i, le même nombre d’éléments existent entre [pi+2+2n, pi+2+2n+2.3… pi] et 

[pi+2+2m, pi+2+2m+2.3… pi]. Il existe donc une bijection à toute étape entre ces éléments en faisant correspondre les 

nombres dans leur ordre. Cependant, à chaque incrément, les nombres en correspondance ne restent pas les mêmes. La 

bijection n’est pas pérenne. Il faut la refaire à chaque étape. 

 

Observons en parallèle les cas de 2n = 2 et 2m = 4 et explicitons l’étape i = 2, pi = 5. 

 

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 

 
2 2 

  
2 

  
2 

     
2 

    
 2 

  
4 

 
4 

  
4 

  
4 

        
4  

 

Nous ne considérons ici que l’entrée et le cycle 1, la bijection se poursuivant ensuite de façon élémentaire jusqu’à l’infini. 

Dans l’entrée, nous ne nous préoccupons pas d’avoir une stricte bijection d’emblée (ici 5 n’a pas de correspondance). 

Notre intérêt se porte principalement sur l’évolution dans le cycle 1. Bien sûr, au fur et à mesure que plus de nombres sont 

observés et que l’étape i augmente, il ne correspondra pas seulement des nombres premiers à ces listes. Ceux-ci 

deviendront au contraire extrêmement minoritaires. Néanmoins, même si nous attestons cette part minoritaire, nous 

faisons tendre i vers l’infini et d’analysons les distances issus de cette construction. 

Nous mettons en correspondance d’abord les deux cycles 1 : 

 
 

 
2 

 

 
2 

 

    
2 

   
4 

  
4 

  
4 

        
 

Ceci nous donne une avance ou un retard de l’un à l’autre, ici : 

 

-4 -4 -10 

 

En classons les distances par ordre croissant, nous obtenons pour les étapes 1 à 3, les résultats suivants : 

 

2 

 

-10 -4 -4 

 

-28 -28 -22 -22 -16 -16 -10 -4 -4 2 2 2 8 8 8 

 

Au-delà, une représentation graphique est plus parlante et nous en explicitons la construction : Pour i = 4, p i = 11, (3-

1).(5-2).(7-2).(11-2) = 135 différences sont recensées par exemple comme suit  : 

 

Abscisse 

x’ 
1 2 3 4 5 6 7 … 129 130 131 132 133 134 135 

Ordonnée -70 -70 -70 -58 -58 -52 -52 … 26 26 38 38 44 50 56 

 

Une nouvelle abscisse est choisie en utilisant x = -1+2.x’/∏(pi-2) afin d’avoir x compris dans l’intervalle [-1,1]. Soit ainsi 

pour ∏(pi-2) = 135 : 

 

Abscisse 

x 
-0,99 -0,97 -0,96 -0,94 -0,93 -0,91 -0,9 … 0,91 0,93 0,94 0,96 0,97 0,99 1 

Ordonnée -70 -70 -70 -58 -58 -52 -52 … 26 26 38 38 44 50 56 

 

Ensuite nous comparons les résultats en ordonnées à la formule suivante : 

 

y = α.((2/π).Arcsin(|x|
1/2

))
2
+β 

 

Ceci est fait en ajustant approximativement les coefficients α et β.   
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Tableau 78 

 

i 4 5 6 

pi 11 13 17 

∏(pi-2) 135 1485 22275 

α 64 82 195 

β -10 -10 -10 

|max(ordonnées)/α| 1,086 1,134 1,293 

 

Graphiques 24, 25 et 26 

 

  
 

 
 

La coïncidence des deux ces courbes provient de deux marches « au hasard », à savoir celle des nombres liés par une 

distance de 2 d’une part et celle des nombres liés par une distance de 4 d’autre part, et illustre leur indépendance, d’où le 

carré de l’expression (2/π).Arcsin(|x|
1/2

), expression que l’on rencontre à l’occasion d’une seule d’entre elles. 

Le facteur β n’a ici qu’un rôle mineur. Il devient négligeable au fur et à mesure que i s’accroit. La connaissance du 

coefficient d’ajustement α par contre serait précieuse, même si l’évaluation ne donne pas une bonne approximation des 

valeurs maximale et minimale de l’ordonnée (à savoir les distances aux extrêmes gauche et droite de la courbe), le rapport 

numérique |max(ordonnée)/α| se montrant ici en hausse lorsque que l’on essaie de faire coïncider les courbes entre elles 

« au mieux ». En effet, les courbes rouges n’épousent pas correctement les bleues lorsque la pente augmente rapidement 

aux extrêmes, les distances maximaux étant supérieurs à ceux attendus lors d’une marche au hasard. 

 

Que dit ce type de courbes ? Que le cardinal des distances petites et moyennes est du même ordre de grandeur (courbe 

proche d’une droite) et que les grandes distances sont peu nombreuses (pente tendant vers une vertical). Bien sûr, on 

s’attend à cela ! 

 

Mais, revenons à une autre caractéristique des marches au hasard à présent : si effectivement, les deux ensembles suivent 

une telle marche, il n’est pas surprenant que l’un l’emporte sur l’autre la plupart du temps. Voyons ce qu’il en est 

numériquement en récupérant les deux listes des nombres jumeaux d’un côté et des nombres premiers cousins de l’autre. 

Lorsque nous en comparons alors leurs distances, nous constatons qu’après de nombreux retours à 0 les nombres premiers 

jumeaux semblent l’emporter par la quantité à partir de j = 7790 (p4k-p2k > 0 jusqu’à au moins k = 120000) comme le 

prévoit la théorie des jeux (cf. [6] p21) : « entre deux joueurs à égalité de fortune, un des deux joueurs restera en tête 

beaucoup plus longtemps que l’autre; en fait, il restera gagnant la plupart du temps ». Les nombres premiers cousins sont 
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légèrement plus rares (0,27 %) que les nombres premiers jumeaux dans cet intervalle, les excursions p4k-p2k, k-ième 

nombres premiers cousin et jumeau respectivement, étant de l’ordre de grandeur de k entre l’origine et la dernière 

évaluation réalisée ici.  

 

Graphiques 27 et 28 

 

  
 

La probabilité de retour à la distance 0 étant proportionnel à 1/(π.k)
1/2

 (cf. [6] p18) et donc devient de plus en plus faible 

en fonction de l’avancement de la marche. Bien sûr, nous sommes incapables d’aller vérifier cela bien au-delà de ce qui 

est présenté ici malgré nos moyens de calcul déjà performants (Pari GP), ni que (p4k-p2k) va varier indéfiniment selon un 

ordre de grandeur de k ≈ p2k/ln²(p2k) jusqu’à l’infini. 

 

Nota : Nous aurions aussi pu choisir de comparer les positions des nombres restants (soit les jumeaux, soit les cousins) par 

rapport à leurs positions s’ils étaient tous équidistants. Nous aurions là encore une distribution des distances en arcsinus 

incitant à nouveau à privilégier de simples calculs heuristiques.   
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ANNEXE 5 

Tableau des quantités d’espacements dans le cycle 1 pour 2n donné. 

 

Cas 2n = 4. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

6 1 2 6 42 378 4914 73710 

12   2 16 154 2072 31850 

18  1 4 32 288 3744 56160 

24   2 20 252 3780 62244 

30   1 15 214 3636 62988 

36    10 126 1934 34010 

42     27 601 13572 

48     8 224 6160 

54     22 528 12624 

60     12 544 14308 

66     2 160 5146 

72     0 4 248 

78     0 32 1489 

84     2 72 2384 

90      12 572 

96      18 644 

102       158 

108       94 

114       148 

120       120 

126       42 

132       0 

138       0 

144       2 

150       2 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 

 

 

Cas 2n = 8. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

6 1 1 4 28 252 3276 49140 

12  2 6 42 378 4914 73710 

18   2 22 260 3700 59020 

24   2 16 154 2072 31850 

30   1 24 288 4464 79344 

36    0 16 492 10020 

42    2 90 1932 35268 

48    0 16 494 11836 

54    1 19 337 7263 

60     4 276 9440 

66     2 46 1594 

72     4 126 3538 

78     2 60 2172 

84      44 1782 

90      40 1618 

96      0 194 

102      0 284 

108      0 86 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

114      2 210 

120       200 

126       12 

132       42 

138       12 

144       2 

150       10 

156       10 

162       14 

168       2 

174       0 

180       0 

186       0 

192       0 

198       2 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 

 

Cas 2n = 16. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

6 1 2 6 48 432 5616 84240 

12  0 2 14 154 2198 35126 

18  1 3 21 189 2646 39690 

24   4 30 294 3906 60606 

30    16 260 4112 72112 

36    2 44 1036 21268 

42    0 14 418 9782 

48    2 44 722 13640 

54    2 44 988 21960 

60     6 320 9168 

66     0 92 2974 

72     0 8 484 

78     4 165 3793 

84      34 2264 

90      12 730 

96      2 330 

102       18 

108       190 

114       196 

120       42 

126       18 

132       8 

138       0 

144       4 

150       18 

156       6 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

162       0 

168       4 

174       0 

180       0 

186       0 

192       0 

198       4 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 

 

Cas 2n = 32. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

6 1 1 3 21 210 2730 43680 

12  2 6 48 432 5616 84240 

18   4 32 312 4440 68712 

24   2 14 154 2198 35126 

30    10 161 2725 47597 

36    4 52 906 15630 

42    6 110 2006 38666 

48     22 578 12270 

54     4 128 3636 

60     28 708 18024 

66      68 2596 

72      50 2312 

78      36 2424 

84      68 2178 

90      10 786 

96      2 120 

102      6 418 

108       98 

114       4 

120       86 

126       12 

132       52 

138       4 

144       4 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 

 

Cas 2n = 64. 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

6 1 2 8 56 504 6552 98280 

12  0 0 6 90 1410 25200 

18  1 3 21 189 2457 36855 

24   2 24 264 3768 60216 

30   2 18 224 3676 61724 

36    6 92 1504 27992 

42    0 16 422 9194 

48    4 64 1018 18786 

54     32 786 16894 

60     4 362 10646 

66     2 96 3896 

72     0 6 376 

78     4 132 4316 

84      60 2588 

90      26 1382 

96       48 

102       28 

108       52 

114       64 

120       84 

126       16 

132       0 

138       16 

144       4 

150       12 

156       0 

162       0 

168       6 

Nombres 

d’espacements 
1 3 15 135 1485 22275 378675 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 

 

Cas 2n = 6. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

2 1 1 3 21 189 2457 36855 

4 1 2 6 42 378 4914 73710 

6  2 12 104 1088 15616 254464 

8  1 4 28 252 3276 49140 

10   2 20 218 3148 51058 

12   0 0 0 0 0 

14   2 22 246 3582 58338 

16   0 4 68 1164 20988 

18   0 8 124 2024 35180 

20   0 4 88 1672 32088 

22   0 2 38 682 12682 

24   0 4 80 1540 30092 

26   0 0 8 248 6072 

28   1 8 92 1548 27128 

30    2 56 1138 25122 

32    1 14 310 6440 

34     4 182 5422 

36     8 278 7446 

38     4 130 3726 

40     9 214 5778 
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Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 

pi 3 5 7 11 13 17 19 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 9699690 

Espacements Δ Quantités d’espacements Δ dans le cycle 1 

42     0 86 2612 

44     4 132 3686 

46     0 16 906 

48     0 62 2706 

50     0 44 1524 

52     0 11 401 

54     0 4 568 

56     2 30 820 

58      2 364 

60      32 1096 

62      0 40 

64      0 226 

66      2 152 

68      2 96 

70      2 184 

72      0 16 

74      0 28 

76      0 16 

78      2 84 

80       14 

82       8 

84       44 

86       4 

88       6 

90       10 

92       2 

94       0 

96       2 

98       2 

100       0 

102       0 

104       2 

106       0 

108       0 

110       0 

112       0 

114       2 

Nombres 

d’espacements 

2 6 30 270 2970 44550 757350 

Ratio au 

précédent 
 3 5 9 11 15 17 
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ANNEXE 6 

Evaluation de #S(j,i). 

Exemples de systèmes de relations itératives. 

 

Nous rappelons que ces systèmes de relations récursives sont donnés à titre indicatif et restent à être démontrés. 

 

Exemple 2n = 4 : 

Tableau 79 

 

j Δ Formules Conditions 

1 6 #S(1,i) = (pi-4).#S(1,i-1) i ≥ 2 

2 12 

x1(3) = 2 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(2,2) = 0 

#S(2,i) = (pi-4).#S(2,i-1)+x1(i) 

i ≥ 3 

3 18 #S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1) i ≥ 5 

4 24 

x1(5) = 72 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(4,4) = 20 

#S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1)+x1(i) 

i ≥ 5 

 

Les valeurs ci-dessous ont été vérifiées jusqu’au rang i = 8. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

Dans le tableau ci-dessous et par après, les valeurs de #S(j,i) entre parenthèses ne se déduisent pas des formules itératives. 

 

i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) 

1 3 (1) 
   

2 5 2 (0) (1) 
 

3 7 6 2 (4) (2) 

4 11 42 16 (32) (20) 

5 13 378 154 288 252 

6 17 4914 2072 3744 3780 

7 19 73710 31850 56160 62244 

8 23 1400490 615160 1067040 1254708 

9 29 35012250 15549170 26676000 32592924 

10 31 945330750 423741500 720252000 908189100 

11 37 31195914750 14081317250 23768316000 30674744100 

12 41 1154248845750 524042018500 879427692000 1156805149500 

13 43 45015704984250 20543803530250 34297679988000 45879787453500 

 

Exemple 2n = 8 : 

Tableau 80 

 

j Δ Formules Conditions 

1 6 #S(1,i) = (pi-4).#S(1,i-1) i ≥ 4 

2 12 #S(2,i) = (pi-4).#S(2,i-1) i ≥ 3 

3 18 

x1(6) = 320 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(3,5) = 260 

#S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1)+x1(i) 

i ≥ 6 

4 24 

x1(3) = 2 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(4,2) = 0 

#S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1)+x1(i) 

i ≥ 3 

 

Les valeurs ci-dessous ont été vérifiées jusqu’au rang i = 8. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

 

i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) 

1 3   
 

 

2 5 (1) (2) 
 

(0) 

3 7 (4) 6 (2) 2 

4 11 28 42 (22) 16 

5 13 252 378 (260) 154 

6 17 3276 4914 3700 2072 

7 19 49140 73710 59020 31850 
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i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) 

8 23 933660 1400490 1167140 615160 

9 29 23341500 35012250 29956420 15549170 

10 31 630220500 945330750 826715500 423741500 

11 37 20797276500 31195914750 27728915500 14081317250 

12 41 769499230500 1154248845750 1039836297500 524042018500 

13 43 30010469989500 45015704984250 41038940442500 20543803530250 

 

Exemple 2n = 6 : 

Tableau 81 

 

j Δ Formules Conditions 

1 2 #S(1,i) = (pi-4).#S(1,i-1) i ≥ 2 

2 4 #S(2,i) = (pi-4).#S(2,i-1) i ≥ 3 

3 6 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-2-3).x1(i-1) 

x2(3) = 6 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#S(3,2) = 2 

#S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1)+x2(i) 

i ≥ 3 

4 8 #S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1) i ≥ 4 

5 10 

x1(4) = 2 

x1(i) = (pi-2-6).x1(i-1) 

x2(3) = 2 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#S(5,2) = 0 

#S(5,i) = (pi-4).#S(5,i-1)+x2(i) 

i ≥ 3 

6 12 #S(6,i) = 0  

7 14 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-1-5).x1(i-1) 

#S(7,3) = 2 

#S(7,i) = (pi-4).#S(7,i-1)+x1(i) 

i ≥ 4 

 

Les valeurs ci-dessous ont été vérifiées jusqu’au rang i = 8. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

 

i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) #S(5,i) #S(6,i) #S(7,i) 

1 3 (1) (1) 
 

   
 

2 5 1 (2) (2) (1) (0)  
 

3 7 3 6 12 (4) 2 0 (2) 

4 11 21 42 104 28 20 0 22 

5 13 189 378 1088 252 218 0 246 

6 17 2457 4914 15616 3276 3148 0 3582 

7 19 36855 73710 254464 49140 51058 0 58338 

8 23 700245 1400490 5153792 933660 1024604 0 1172934 

9 29 17506125 35012250 135159808 23341500 26606146  30484566 

10 31 472665375 945330750 3812343808 630220500 742321216  850952466 

11 37 15597957375 31195914750 130344288256 20797276500 25123351162  28806030162 

12 41 577124422875 1154248845750 4976270114816 769499230500 949717873832  1089010277082 

13 43 22507852492125 45015704984250 199885542391808 30010469989500 37767570069866  43306138605366 

 

Il devient difficile de prédire les lignes à n formules, n donné, même si nous trouvons ici les systèmes de relations 

itératives pour un plus grand nombre de lignes que dans le cas 2n = 2. 

 

Exemple 2n = 12 : 

Tableau 82 

 

j Δ Formules Conditions 

1 2 #S(1,i) = (pi-4).#S(1,i-1) i ≥ 4 

2 4 #S(2,i) = (pi-4).#S(2,i-1) i ≥ 2 

3 6 #S(3,i) = (pi-4).#S(3,i-1) i ≥ 3 

4 8 

x1(3) = 8 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(4,3) = 2 

#S(4,i) = (pi-4).#S(4,i-1)+x1(i) 

i ≥ 4 
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j Δ Formules Conditions 

5 10 

x1(5) = 24 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(5,4) = 60 

#S(5,i) = (pi-4).#S(5,i-1)+x1(i) 

i ≥ 5 

6 12 ?  

7 14 

x1(7) = 288 

x1(i) = (pi-2-6).x1(i-1) 

x2(6) = 144 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#S(7,5) = 62 

#S(7,i) = (pi-4).#S(7,i-1)+x2(i) 

i ≥ 6 

8 16 

x1(5) = 48 

x1(i) = (pi-1-6).x1(i-1) 

#S(8,4) = 4 

#S(8,i) = (pi-4).#S(8,i-1)+x1(i) 

i ≥ 5 

... ... …  

12 24 #S(12,i) = 0  

 

Les valeurs ci-dessous ont été vérifiées jusqu’au rang i = 8. Au-delà, les valeurs sont conjecturelles.  

 

i pi #S(1,i) #S(2,i) #S(3,i) #S(4,i) #S(5,i) #S(6,i) #S(7,i) #S(8,i) 

1 3 (1) (1) 
 

     

2 5 (2) 1 (2)  (1)    

3 7 (8) 3 6 (2) (7) (2)   

4 11 56 21 42 22 (60) (30) (5) (4) 

5 13 504 189 378 238 564 (476) (62) 84 

6 17 6552 2457 4914 3374 7500 (8152) 950 1428 

7 19 98280 36855 73710 53690 114348 (148768) 16266 25116 

8 23 1867320 700245 1400490 1060150 2196636 (3236864) 340446 525252 

9 29 46683000 17506125 35012250 27184430 55324308 ? 9117390 13948116 

10 31 1260441000 472665375 945330750 749635250 1503149700 ? 261419418 395385900 

11 37 41594553000 15597957375 31195914750 25129354250 49838774700 ? 9039440826 13517403900 

12 41 1538998461000 577124422875 1154248845750 941919228250 1851314536500 ? 348065085186 514703689500 

13 43 60020939979000 22507852492125 45015704984250 37159509136750 72456062464500 ? 14076825990318 20583034972500 
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ANNEXE 7 

Tableau des paires d’espacement  maximal à l’étape pi = 17. 

 

Certaines suites sont présentées dans l’ordre décroissant pour la « cohérence » des ombres avec les autres.   

 

  



P 116/142                                                    
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ANNEXE 8 

Tableau préparatoire aux liens à l’étape pi = 11. 
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ANNEXE 9 

Tableau des configurations à progressions positives à l’étape pi = 11. 

 
pi 3 5 7 11 

 
pi 3 5 7 11 

 
pi 3 5 7 11 

 
pi 3 5 7 11 

 
pi 3 5 7 11 

 

pi 3 5 7 11 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 0 

 

6 0 0 0 0 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 2 0 

 

+ 0 1 1 1 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 2 0 

 

12 0 1 1 1 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 2 1 

 

+ 0 0 3 0 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 1 

 

18 0 1 4 1 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 3 0 0 

 

+ 0 3 0 0 

24 0 3 5 6 
 

24 0 3 5 6 
 

24 0 3 5 6 
 

24 0 3 5 6 
 

24 0 4 4 1 

 

24 0 4 4 1 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 1 1 1 

 

+ 0 1 1 1 

30 0 4 6 7 
 

30 0 0 6 6 
 

30 0 4 6 7 
 

30 0 0 6 6 
 

30 0 0 5 2 

 

30 0 0 5 2 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 1 0 2 

 

+ 0 1 0 2 

36 0 0 6 9 
 

36 0 0 6 9 
 

36 0 0 6 9 
 

36 0 0 6 9 
 

36 0 1 5 4 

 

36 0 1 5 4 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 0 2 1 
 

+ 0 0 2 1 
 

+ 0 0 0 3 

 

+ 0 0 0 3 

42 0 0 6 1 
 

42 0 0 6 1 
 

42 0 0 1 10 
 

42 0 0 1 10 
 

42 0 1 5 7 

 

42 0 1 5 7 

∑ +0 +5 +6 +7 
 

∑ +0 +5 +6 +7 
 

∑ +0 +5 +8 +5 
 

∑ +0 +5 +8 +5 
 

∑ +0 +6 +5 +7 

 

∑ +0 +6 +5 +7 

     
 

     
 

     
 

     
      

 
     

pi 3 5 7 11 
 

pi 3 5 7 11 
 

pi 3 5 7 11 

 

pi 3 5 7 11 

 

pi 3 5 7 11 

 

pi 3 5 7 11 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 5 
 

6 0 0 0 0 

 

6 0 0 0 0 

 

6 0 0 0 0 

 

6 0 0 0 0 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 1 2 0 

 

+ 0 1 1 1 

 

+ 0 1 2 0 

 

+ 0 1 1 1 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 1 6 
 

12 0 1 2 0 

 

12 0 1 1 1 

 

12 0 1 2 0 

 

12 0 1 1 1 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 3 0 
 

+ 0 0 2 1 

 

+ 0 0 3 0 

 

+ 0 0 2 1 

 

+ 0 0 3 0 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 6 
 

18 0 1 4 1 

 

18 0 1 4 1 

 

18 0 1 4 1 

 

18 0 1 4 1 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 3 0 0 

 

+ 0 3 0 0 

 

+ 0 3 0 0 

 

+ 0 3 0 0 

24 0 3 5 6 
 

24 0 3 5 6 
 

24 0 4 4 1 

 

24 0 4 4 1 

 

24 0 4 4 1 

 

24 0 4 4 1 

+ 0 1 1 1 
 

+ 0 2 1 0 
 

+ 0 1 1 1 

 

+ 0 1 1 1 

 

+ 0 1 1 1 

 

+ 0 1 1 1 

30 0 4 6 7 
 

30 0 0 6 6 
 

30 0 0 5 2 

 

30 0 0 5 2 

 

30 0 0 5 2 

 

30 0 0 5 2 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 0 0 3 
 

+ 0 1 0 2 

 

+ 0 1 0 2 

 

+ 0 1 0 2 

 

+ 0 1 0 2 

36 0 0 6 9 
 

36 0 0 6 9 
 

36 0 1 5 4 

 

36 0 1 5 4 

 

36 0 1 5 4 

 

36 0 1 5 4 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 1 0 2 
 

+ 0 0 2 1 

 

+ 0 0 2 1 

 

+ 0 1 0 2 

 

+ 0 1 0 2 

42 0 1 6 0 
 

42 0 1 6 0 
 

42 0 1 0 5 

 

42 0 1 0 5 

 

42 0 2 5 6 

 

42 0 2 5 6 

∑ +0 +6 +6 +6 
 

∑ +0 +6 +6 +6 
 

∑ +0 +6 +7 +5 

 

∑ +0 +6 +7 +5 

 

∑ +0 +7 +5 +6 

 

∑ +0 +7 +5 +6 
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ANNEXE 10 

Tableau des configurations à progressions positives à l’étape pi = 13. 

 

L’ensemble des 3341 configurations n’est pas représentées ici mais seulement celles, presque idéales, dont les guides de 

colonne ne sont pas atteints à l’exception du guide 5. 

 
pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 1 0 0 

12 0 2 1 7 3 

 

12 0 2 1 7 3 

 

12 0 2 1 7 3 

 

12 0 2 1 7 3 

+ 0 0 0 3 0 

 

+ 0 0 0 3 0 

 

+ 0 0 0 3 0 

 

+ 0 0 0 3 0 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 0 0 1 

 

+ 0 2 0 0 1 

 

+ 0 2 0 0 1 

30 0 4 2 1 4 

 

30 0 4 1 1 5 

 

30 0 4 1 1 5 

 

30 0 4 1 1 5 

+ 0 0 0 0 3 

 

+ 0 0 1 0 2 

 

+ 0 0 0 0 3 

 

+ 0 0 0 0 3 

36 0 4 2 1 7 

 

36 0 4 2 1 7 

 

36 0 4 1 1 8 

 

36 0 4 1 1 8 

+ 0 0 2 1 0 

 

+ 0 0 2 1 0 

 

+ 0 0 0 1 2 

 

+ 0 0 0 0 3 

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 1 2 10 

 

42 0 4 1 1 11 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 0 0 2 

 

+ 0 1 0 1 1 

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 1 2 12 

 

48 0 0 1 2 12 

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 4 1 1 

 

+ 0 0 4 1 1 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

                           

       

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

       

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

       

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 1 0 0 

       

12 0 2 1 7 3 

 

12 0 2 1 7 3 

 

12 0 2 1 7 3 

       

+ 0 0 0 3 0 

 

+ 0 0 0 3 0 

 

+ 0 0 0 3 0 

       

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

       

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

       

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

       

+ 0 1 0 1 1 

 

+ 0 0 2 0 1 

 

+ 0 0 2 0 1 

       

30 0 3 1 2 5 

 

30 0 2 3 1 5 

 

30 0 2 3 1 5 

       

+ 0 0 2 0 1 

 

+ 0 1 0 1 1 

 

+ 0 1 0 0 2 

       

36 0 3 3 2 6 

 

36 0 3 3 2 6 

 

36 0 3 3 1 7 

       

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 1 0 

       

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 4 2 7 

       

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 0 1 

       

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 5 2 8 

       

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 0 1 5 

       

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

       

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

       

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

       

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

                           pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

 

pi 3 5 7 11 13 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

 

6 0 0 0 7 3 

+ 0 1 1 1 0 

 

+ 0 1 1 1 0 

 

+ 0 1 1 1 0 

 

+ 0 1 1 1 0 

12 0 1 1 8 3 

 

12 0 1 1 8 3 

 

12 0 1 1 8 3 

 

12 0 1 1 8 3 

+ 0 1 0 2 0 

 

+ 0 1 0 2 0 

 

+ 0 1 0 2 0 

 

+ 0 1 0 2 0 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

 

18 0 2 1 10 3 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

 

+ 0 0 0 2 1 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

 

24 0 2 1 1 4 

+ 0 2 1 0 0 

 

+ 0 2 0 0 1 

 

+ 0 2 0 0 1 

 

+ 0 2 0 0 1 

30 0 4 2 1 4 

 

30 0 4 1 1 5 

 

30 0 4 1 1 5 

 

30 0 4 1 1 5 

+ 0 0 0 0 3 

 

+ 0 0 1 0 2 

 

+ 0 0 0 0 3 

 

+ 0 0 0 0 3 

36 0 4 2 1 7 

 

36 0 4 2 1 7 

 

36 0 4 1 1 8 

 

36 0 4 1 1 8 

+ 0 0 2 1 0 

 

+ 0 0 2 1 0 

 

+ 0 0 0 1 2 

 

+ 0 0 0 0 3 

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 4 2 7 

 

42 0 4 1 2 10 

 

42 0 4 1 1 11 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 1 0 1 

 

+ 0 1 0 0 2 

 

+ 0 1 0 1 1 

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 5 2 8 

 

48 0 0 1 2 12 

 

48 0 0 1 2 12 

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 0 1 5 

 

+ 0 0 4 1 1 

 

+ 0 0 4 1 1 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

 

60 0 0 5 3 0 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

 

+ 0 0 1 2 0 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

 

66 0 0 6 5 0 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 

 

∑ 0 5 6 9 10 
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ANNEXE 11 

Divers argumentaires autour de l’écart 2n = 2. 

 

Argumentaire supplémentaire à la démonstration 
 

Revenons au tableau 34. Nous disposons de trois relations :  

 

                       jmax   i 

  ∑ #S(j,i) =  ∏ (pk-2)                                         (111) 

                      j = jmin  k = 1 

 

                       jmax   i 

  ∑ Δ(j).#S(j,i) =  ∏ pk                                         (112) 

                      j = jmin  k = 1 

 

                           

  #R(j,i)   ≥ pi-4                                                 (113) 

                         

 

Les deux premières relations confinent #S(j,i) statistiquement dans un tunnel de valeurs d’autant plus limitées que ces 

valeurs doivent être entières et conformes à la troisième relation. Des exemples de résultats compatibles sont facilement 

obtenus en prenant 2n = 4, 2n = 8, 2n = 16, etc. au lieu du cas 2n = 2 des nombres premiers jumeaux.  

Ce qui nous occupe ici est de démontrer est que #S(j,i) devient nul autour d’une valeur Δ(j) supérieure à ∑i 2pk. 

 

Nous proposons d’évaluer ici l’expression #S(j,i) en supposant que les valeurs de cette expression épousent 

approximativement la forme de certaines fonctions lorsque j (et i) varient. Les exemples de fonctions examinées sont la 

fonction constante, la fonction monôme (dont le précédent est un sous-cas) et la fonction exponentielle. Au-delà d’une 

certaine valeur j, que nous notons jmax(i), #S(j,i) devient nul. Pour des valeurs régulièrement espacées de j, #S(j,i) est 

supposé suivre la fonction pris en exemple. La suite de l’argumentaire n’est en rien affectée en supposant les j espacés de 

1 pour notre modélisation.  

 

Cas 1 : #S(j,i) = si(j = 1 à jmax(i), c(i), 0), c(i) constante par rapport à j.  

Alors ∑#S(j,i) = ∏(pk-2) = jmax.c(i) et ∑Δ(j).#S(j,i) = ∑ j.#S(j,i) = (1/2).jmax².c(i) = ∏ pk.  

Nous en déduisons d’après la relation 4 pour la première équation ci-dessous: 

 

                          i 

  jmax(i) = 2   ∏ pk/(pk-2)  → ≈ 2.(1/c2).e
2γ

.ln
2
(pi)                                         (114) 

                        k = 1 

et 

                          i 

  c(i)  = (1/2)  ∏ (pk-2)²/pk                                          (115) 

                        k = 1 

 

Ainsi asymptotiquement, utilisant ln(pi+1)-ln(pi) = ln(pi+1/pi) → ln(1) = 0 : 

 

jmax(i+1)-jmax(i) → 2.(1/c2).e
2γ

.(ln
2
(pi+1)-ln

2
(pi)) ≈ 2.(1/c2).e

2γ
.(ln(pi+1)-ln(pi)).2.ln(pi) << 2.ln(pi) << 2.pi 

 

Ceci montre bien qu’avec un tel modèle l’augmentation de jmax(i) avec i est largement plus lente que celle observée dans 

les faits restant en cohérence avec les besoins de la démonstration précédente (seulement une croissance plus rapide que 

2pi est préjudiciable). 

Il reste à noter en simple remarque qu’asymptotiquement c(i+1)/c(i) → (pi+1-2)²/pi+1 → pi+1-4 qui est l’ordre de grandeur 

dans la relation 113. 

 

Cas 2 : #S(j,i) = a.j
-b

 où a = a(i) et b = b(i) constante par rapport à j (et on suppose b ≠ 1, b ≠ 2).  

Alors 

∑#S(j,i) = ∏(pk-2) = ∑ a.j
-b

 ≈ ∫ a.j
-b

 ≈  a/(-b+1).jmax
(-b+1) 

et  

∑Δ(j).#S(j,i) = ∏ pk = = ∑ a.j
-b+1

 ≈ ∫ a.j
-b+1

 ≈  a/(-b+2).jmax
(-b+2)

 

 

Nous en déduisons (d’après la relation 4) : 

 

                          i 

  jmax(i) = (-b+2)/(-b+1)   ∏ pk/(pk-2)  → ≈ (-b+2)/(-b+1).(1/c2).e
2γ

.ln
2
(pi)                         (116) 

                        k = 1 

 

Ainsi asymptotiquement, utilisant ln(pi+1)-ln(pi) = ln(pi+1/pi) → ln(1) = 0, nous trouvons : 
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jmax(i+1)-jmax(i) →  

(-b+2)/(-b+1).(1/c2).e
2γ

.(ln
2
(pi+1)-ln

2
(pi))  

≈ (-b+2)/(-b+1).(1/c2).e
2γ

.(ln(pi+1)-ln(pi)).2.ln(pi)  

<< 2.ln(pi) 

<< 2.pi 

 

 

Pour b ≠ 1, le résultat est bien à nouveau conforme à notre besoin. Pour b = 1, il aboutit à   

 

jmax(i+1)/ln(jmax(i+1))-jmax(i)/ln(jmax(i) →  

≈ (1/c2).e
2γ

.(ln(pi+1)-ln(pi)).2.ln(pi)  

 

soit encore utilisant ln(jmax(i+1)) ≈ ln(jmax(i))  

   

jmax(i+1)-jmax(i) →  

≈ (1/c2).e
2γ

.ln(jmax(i).(ln(pi+1)-ln(pi)).2.ln(pi) << 2.pi 

 

D’où encore la même conclusion. 

 

Cas 3 : #S(j,i) = a.e
-bj

 où a = a(i) = ai et b = b(i) = bi constantes positives par rapport à j.  

Les deux premiers cas sont très éloignés du cas réel et la condition << 2.pi est très largement acquise. Ici, nous sommes 

bien mieux configurés.  

A l’origine (j = 1 ou plutôt j = 0), la valeur de #S(j,i) est ∏(pk-4), donc  

 

                          i 

  a(i)  =   ∏ (pk-4)                                          (117) 

                        k = 1 

 

Avec ce type de profil, #S(j,i) prend a priori des valeurs nulles après l’atteinte de #S(j,i) = 1 (et donc j = jmax ici). Ceci est 

le cas lorsque a.e
-bjmax

 = 1, soit encore jmax = (1/b).ln(a).  

Passant de i à i+1, il vient : 

 

jmax(i+1)-jmax(i)  

≈  

(1/bi+1).ln(ai+1)-(1/bi).ln(ai)  

= (1/bi+1).ln(ai+1)-(1/bi+1).ln(ai)+(1/bi+1).ln(ai)-(1/bi).ln(ai)  

= (1/bi+1).ln(ai+1/ai)+(1/bi+1-1/bi).ln(ai)  

= (1/bi+1).ln(pi+1-4)+(1/bi+1-1/bi).∑k ln(pk-4) 

 

Ici la dernière somme porte sur k = 1 à k = i.  

Maintenant, d’après le théorème fondamental des nombres premiers, en moyenne la distance entre nombres premiers est 

ln(pk). Une valeur approximative asymptotique de pi est donc ∑k ln(pk), k décrivant 1 à i, et par ailleurs asymptotiquement 

ln(pk-4) ≈ ln(pk). 

Il suit : 

jmax(i+1)-jmax(i)  

≈< (1/bi+1).ln(pi+1-4)+(1/bi+1-1/bi).pi 

≈ (1/bi+1).ln(pi+1)+(1/bi+1-1/bi).pi 

= si(bi = bi+1, (1/bi+1).ln(pi+1), (1/bi+1-1/bi).pi) 

 

Ceci correspondant bien à l’accroissemnt de jmax(i) qui nous importe. En effet, dans le cas bi = bi+1, le résultat 

(1/bi+1).ln(pi+1) << 2.pi est trivial asymptotiquement (bi+1 pouvant être considéré une constante), sinon les valeurs de bi et 

bi+1 étant proches, on a encore (1/bi+1-1/bi).pi < 2.pi.  

 

Cas 4 : #S(j,i) = a.e
-b.(j^r)

 où a = a(i) = ai et b = b(i) = bi , r = r(i) = ri, constantes positives par rapport à j.  

C’est ce cas qui se rapprochent le plus du cas qui nous occupe. Asymptotiquement, la valeur de r varie peu entre i et i+1 et 

nous reprenons les calculs précédent en supposant r(i+1) ≈ r(i) ≈ r lorsque i croit et par ailleurs r > 1. 

A l’origine (en j = 0), la valeur de #S(j,i) est toujours ∏(pk-4), puis a.e
-b.(jmax^r)

 = 1 donne jmax
r
 = (1/b).ln(a).  

Passant de i à i+1, il vient : 

jmax(i+1)-jmax(i)  

≈  

(1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(ai+1)-(1/bi)
1/r

.ln
1/r

(ai)  

= (1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(ai+1)-(1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(ai)+(1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(ai)-(1/bi)
1/r

.ln
1/r

(ai)  

= (1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(ai+1/ai)+((1/bi+1)
1/r

 –(1/bi)
1/r

).(ln(ai))
1/r

  

= (1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(pi+1-4)+((1/bi+1)
1/r

 –(1/bi)
1/r

).(∑k ln(pk-4))
1/r

 

Il suit : 

jmax(i+1)-jmax(i)  
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≈ si(bi = bi+1, (1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(pi+1), ((1/bi+1)
1/r

 –(1/bi)
1/r

).pi
1/r

) 

 

Ceci correspondant bien à l’accroissemnt de jmax(i) qui nous importe. En effet, dans le cas bi = bi+1, le résultat 

(1/bi+1)
1/r

.ln
1/r

(pi+1) << 2.pi est trivial asymptotiquement, sinon les valeurs de bi et bi+1 étant proches et r > 1, on a encore 

((1/bi+1)
1/r

 –(1/bi)
1/r

).pi
1/r

 < 2.pi asymptotiquement. 

 

Note : C’est la condition #R(j,i) ≥ pi-4 qui est certainement à l’origine de la valeur r > 1 qu’avoisinent ledit coefficient des 

courbes de tendance graphiques   

Ici a(i) ≈ 1,57.∏k (pk-4), b(i) ≈ 0,001 et r(i) suivant tableau : 

 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 

 
r(i) 3,5 3 2,2 2,05 1,99 1,9 1,82 1,78 1,76 

 

 
 

L’ensemble des cas montre qu’il est très difficile (voire impossible) de trouver une simultation non discrète conduisant à 

une étendue de valeurs aussi grandes que celle observée. 

Ce qui va encore une fois en faveur du théorème. 

 

Argumentaire opposé à la démonstration 
 

Pour rester impartial, nous proposons un contre-exemple sous la forme d’une simulation discrète. La construction en est 

relativement triviale et Δmax/2∑i pk →+∞ tout en répondant aux contraintes connues pour le problème.  

Donnons ce contre-exemple d’abord. 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 

pi 3 5 7 11 13 17 

Ampleurs cycle 1 6 30 210 2310 30030 510510 

Nombres 

d’espacements 1 3 15 135 1485 22275 

Espacements Δ(j) Quantités #Sn(j,i) d’espacements Δ(j) dans le cycle 1 

6 1 1 3 21 189 2457 

12  2 8 56 504 6552 

18   0 12 192 3252 

24   4 38 412 5986 

30    0 0 0 

36    0 24 696 

42    0 0 0 

48    8 148 2748 

54     0 0 

60     0 0 

66     0 0 

72     0 48 

78     0 0 

84     0 0 

90     0 0 

96     16 504 

102      0 
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108      0 

114      0 

120      0 

126      0 

132      0 

138      0 

144      0 

150      0 

156      0 

162      0 

168      0 

174      0 

180      0 

186      0 

192      32 

 

L’algorithme de l’étape i-1 à l’étape i est le suivant (à partir de i = 4) : 

 

j Δ(j) Ti-1(j) 

Mi(j)  

=  

Ti-1(j).(pi-4) 

Ni(2j-1) = 0  

et 

Ni(2j) = 2.Ti-1(2j-1) 

Pi(2) = -Ni(2)  

et  

Pi(3) = 2Ni(2)  

et  

Pi(4) = -Ni(2)  

Ti(j)  

=  

Mi-1(j)+Ni-1(j)+Pi-1(j) 

1 6 21 189 
  

189 

2 12 56 504 42 -42 504 

3 18 12 108 
 

84 192 

4 24 38 342 112 -42 412 

5 30 0 0 
  

0 

6 36 0 0 24 
 

24 

7 42 0 0 
  

0 

8 48 8 72 76 
 

148 

9 54 
 

 
  

0 

10 60 
 

 0 
 

0 

11 66 
    

0 

12 72 
  

0 
 

0 

13 78 
    

0 

14 84 
  

0 
 

0 

15 90 
     

16 96 
  

16 
 

16 

 

En plus du respect du nombre total d’espacements, de la taille du cycle 1, des trois relations (deux égalités et une 

inégalité), le tableau est aussi conforme pour ces deux premières lignes au tableau 34 (en Δ(1) = 6 et Δ(2) = 12).  

 

Pour autant, nous avons : 

 

Etapes i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … i 

pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 … pi 

3.2
i
 6 12 24 48 96 192 384 768 1536 3072 … 3.2

i
 

2∑i pk 6 16 30 52 78 112 150 196 254 316 … 2∑i pk 

3.2
i
/2∑i pk 1,00 0,75 0,80 0,92 1,23 1,71 2,56 3,92 6,05 9,72  → 3.2

i
/(ln(pi).i

2
) → +∞ 

 

Si cette divergence était effective, elle ne permettrait pas de répondre au théorème recherché. 

 

En note finale, nous faisons remarquer cependant que les formules itératives à l’œuvre ici ne sont pas dans le moule 

observé pour les tableaux réels d’effectifs. Elles ont la propriété d’être toutes basées sur la multiplication p i-4 et non pi-4, 

pi-6, pi-8, pi-10, pi-12, etc. Les données initiales sont celles qui suivent. Les seules lignes j(n) non nulles sont telles que 

j(n) = j(n-1)+2
ent((k-3)/2)

 pour n ≥ 3, k étant incrémenté à partir de k = 3 et n = 3. 
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   i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 … 

   pi 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 … 

k j(n) Δ(j) Dif Δ(j)            

1 1 6  1 
     

   
 

… 

2 2 12 3.2
1
 

 
(2) 8 

   
   

 
… 

3 3 18 3.2
1
 

  
0 12 

  
   

 
… 

4 4 24 3.2
1
 

  
(4) 38 70 

 
   

 
… 

5 6 36 3.2
2
 

    
24 168    

 
… 

6 8 48 3.2
2
 

   
8 76 140    

 
… 

7 12 72 3.2
3
 

     
48 336   

 
… 

8 16 96 3.2
3
 

    
16 152 280   

 
… 

9 24 144 3.2
4
 

      
96 672  

 
… 

10 32 192 3.2
4
 

     
32 304 560  

 
… 

11 48 288 3.2
5
 

      
 192 1344 

 
… 

12 64 384 3.2
5
 

      
64 608 1120 

 
… 

13 96 576 3.2
6
 

      
  384 2688 … 

14 128 768 3.2
6
 

      
 128 1216 2240 … 

… … … … … … … … … … … … … … … 

 

A partir de j(n) ≥ 3, le nombre de valeurs initiales, hors les valeurs initiales à 0, alterne entre 2 et 3 valeurs, lesquelles 

doublent par paires de k (8 = 2.4, 76 = 2.38 = 140 = 2.70, 48 = 2.24, 336 = 2.168, etc.), tandis que le nombre d’équations 

récursives augmente d’une équation après chaque paire de k. Le tableau suivant, qui donne les premières exemplaires, est 

à lire avec l’indice k au lieu de j dans #Sn(k,i). 

 

k Formules 

1 
#Sn(1,1) = 1 

#Sn(1,i) = (pi-4).#Sn(1,i-1) 

2 
#Sn(2,3) = 8  

#Sn(2,i) = (pi-4).#Sn(2,i-1) 

3 

x1(4) = 12 

x1(i) = (pi-1-4).x1(i-1) 

#Sn(3,3) = 0 

#Sn(3,i) = (pi-4).#Sn(3,i-1)+x1(i) 

4 

x1(5) = 70 

x1(i) = (pi-1-4).x1(i-1) 

#Sn(4,4) = 38 

#Sn(4,i) = (pi-4).#Sn(4,i-1)+x1(i) 

5 

x1(6) = 168 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(5) = 24 

x2(i) = (pi-1-4).x2(i-1)+x1(i) 

#Sn(5,4) = 0 

#Sn(5,i) = (pi-4).#Sn(5,i-1)+x2(i) 

6 

x1(6) = 140 

x1(i) = (pi-2-4).x1(i-1) 

x2(5) = 76 

x2(i) = (pi-1-4).x2(i-1)+x1(i) 

#Sn(6,4) = 8 

#Sn(6,i) = (pi-4).#Sn(6,i-1)+x2(i) 

7 

x1(7) = 336 

x1(i) = (pi-3-4).x1(i-1) 

x2(6) = 46 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 0 

x3(i) = (pi-1-4).x3(i-1)+x2(i) 

#Sn(7,4) = 0 

#Sn(7,i) = (pi-4).#Sn(7,i-1)+x3(i) 

8 

x1(7) = 280 

x1(i) = (pi-3-4).x1(i-1) 

x2(6) = 152 

x2(i) = (pi-2-4).x2(i-1)+x1(i) 

x3(5) = 16 

x3(i) = (pi-1-4).x3(i-1)+x2(i) 

#Sn(8,4) = 0 

#Sn(8,i) = (pi-4).#Sn(8,i-1)+x3(i) 
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9 

x1(8) = 672 

x1(i) = (pi-4-4).x1(i-1) 

x2(7) = 96 

x2(i) = (pi-3-4).x2(i-1) +x1(i) 

x3(6) = 0 

x3(i) = (pi-2-4).x3(i-1) +x2(i) 

x4(5) = 0 

x4(i) = (pi-1-4).x4(i-1) +x3(i) 

#Sn(9,4) = 0 

#Sn(9,i) = (pi-4).#Sn(9,i-1)+x4(i) 

10 

x1(8) = 560 

x1(i) = (pi-4-4).x1(i-1) 

x2(7) = 304 

x2(i) = (pi-3-4).x2(i-1) +x1(i) 

x3(6) = 32 

x3(i) = (pi-2-4).x3(i-1) +x2(i) 

x4(5) = 0 

x4(i) = (pi-1-4).x4(i-1) +x3(i) 

#Sn(10,4) = 0 

#Sn(10,i) = (pi-4).#Sn(10,i-1)+x4(i) 

… ... 
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ANNEXE 12 

Tableaux de dénombrement des écarts 2n = 2
m
.  

 

Etape 4 : pi = 11. Périodocité = 30. 

 
2n 

Δ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 … 

6 21 42 28 48 21 56 21 42 32 42 21 56 21 48 28 42 21 56 24 42 28 42 21 64 21 42 28 42 24 56 21 … 
12 56 16 42 14 48 6 56 16 42 20 42 6 56 14 48 18 42 6 56 18 42 18 42 0 64 16 42 18 42 6 56 … 
18 22 32 22 21 32 21 24 28 18 21 36 24 22 28 18 21 40 21 18 28 22 24 36 21 18 28 24 21 32 21 22 … 
24 6 20 16 30 14 24 6 26 16 32 20 18 6 20 14 36 18 22 6 26 18 30 18 18 0 28 16 32 18 22 6 … 
30 22 15 24 16 10 18 18 16 19 16 10 23 24 15 19 14 8 24 24 13 19 16 12 20 22 13 19 20 11 22 22 … 
36 4 10 0 2 4 6 4 6 0 0 2 4 2 6 2 2 0 2 2 6 2 2 2 4 4 6 0 0 2 4 4 … 
42 4 0 2 0 6 0 6 1 8 0 2 0 2 0 4 0 4 0 4 0 4 1 4 2 4 2 6 0 6 0 4 … 
48 0 0 0 2 0 4 0 0 0 4 2 2 2 2 2 0 0 2 0 0 0 2 0 6 0 0 0 2 0 4 0 … 
54 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 
60 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 … 
66 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 

 

Etape 5 : pi = 13. Périodocité = 30. 

 
2n 

Δ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 231 … 

6 189 378 252 432 210 504 189 378 288 378 210 504 189 432 252 378 210 504 216 378 252 378 210 576 189 378 252 378 240 504 189 … 

12 504 154 378 154 432 90 504 154 378 204 378 90 504 140 432 182 378 90 504 174 378 182 378 42 576 154 378 182 378 96 504 … 

18 238 288 260 189 312 189 264 252 228 189 344 216 238 252 228 189 384 189 210 252 260 216 344 189 210 252 288 189 312 189 238 … 

24 96 252 154 294 154 264 90 294 154 308 204 210 90 252 140 348 182 238 90 294 174 294 182 210 42 324 154 308 182 238 96 … 

30 270 214 288 260 161 224 238 240 239 264 161 259 304 206 235 250 149 284 280 202 239 264 192 236 262 194 235 316 167 254 270 … 

36 60 126 16 44 52 92 56 100 16 40 40 88 48 94 38 52 22 64 44 98 34 60 38 76 60 98 16 32 36 80 60 … 

42 84 27 90 14 110 16 94 21 138 4 100 12 60 21 102 14 106 8 92 19 108 16 98 26 80 38 114 8 130 8 84 … 

48 20 8 16 44 22 64 20 8 20 54 24 58 24 28 30 30 12 54 16 14 20 38 14 82 20 8 16 36 8 72 20 … 

54 0 22 19 44 4 32 4 12 12 40 0 30 2 38 8 30 4 38 0 36 6 30 5 28 4 18 16 24 0 32 0 … 

60 12 12 4 6 28 4 14 22 4 4 14 14 10 20 12 6 28 12 16 18 10 6 22 16 26 16 8 8 32 12 12 … 

66 12 2 2 0 0 2 8 2 0 0 8 0 8 2 0 2 2 2 13 0 0 0 0 0 12 4 0 0 0 0 12 … 

72 0 0 4 0 0 0 4 0 8 0 0 0 4 0 8 0 2 0 0 0 2 0 0 0 4 0 8 0 0 0 0 … 

78 0 0 2 4 0 4 0 2 0 0 2 4 0 0 0 4 2 2 4 0 0 1 0 4 0 1 0 4 0 0 0 … 

84 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 … 

90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 

 

Etape 6 : pi = 17. Périodocité = 60. 

 
2n 

Δ 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224 225 226 227 228 229 230 

6 2457 4914 3276 5616 2730 6552 2457 4914 3744 4914 2730 6552 2457 5616 3276 4914 2730 6552 2808 4914 3276 4914 2730 7488 2457 4914 3276 4914 3120 6552 

12 6552 2072 4914 2198 5616 1410 6552 2072 4914 2820 4914 1410 6552 1918 5616 2506 4914 1410 6552 2346 4914 2506 4914 882 7488 2072 4914 2506 4914 1536 

18 3374 3744 3700 2646 4440 2457 3768 3528 3348 2457 4792 3024 3374 3276 3348 2646 5376 2457 3066 3528 3700 2808 4792 2646 3066 3276 4128 2646 4440 2457 

24 1536 3780 2072 3906 2198 3768 1410 4032 2072 4144 2820 2898 1410 3780 1918 4608 2506 3374 1410 4032 2346 3990 2506 2898 882 4716 2072 4074 2506 3374 

30 4230 3636 4464 4112 2725 3676 3838 3792 3763 4600 2773 3819 4800 3492 3719 4012 2617 4568 4320 3206 3763 4600 3264 3565 4054 3372 3719 4912 2827 4056 

36 1022 1934 492 1036 906 1504 906 1904 484 864 746 1712 900 1550 750 1172 522 1152 770 1786 748 1096 730 1452 1030 1626 480 988 714 1356 

42 1716 601 1932 418 2006 422 1860 479 2442 196 2136 408 1332 495 2052 484 2010 244 1904 535 2172 404 1980 494 1544 718 2244 306 2322 260 

48 474 224 494 722 578 1018 468 216 580 832 468 968 472 472 652 568 428 890 396 334 556 654 386 1226 492 224 488 606 364 1126 

54 40 528 337 988 128 786 126 400 320 888 34 702 110 730 186 762 164 824 64 776 202 720 131 738 136 444 298 680 112 872 

60 380 544 276 320 708 362 338 582 280 294 472 438 302 704 380 298 636 486 408 602 314 296 578 510 534 584 284 320 748 422 

66 286 160 46 92 68 96 304 192 14 70 220 92 218 130 40 70 96 126 345 148 34 74 88 120 296 190 34 84 56 114 

72 64 4 126 8 50 6 108 4 244 10 10 0 122 8 216 8 66 6 44 2 138 12 32 2 132 4 208 10 36 6 

78 66 32 60 165 36 132 64 66 30 120 84 172 66 40 56 147 56 102 140 22 44 107 30 198 96 65 42 155 34 90 

84 12 72 44 34 68 60 32 58 28 38 4 64 24 32 46 62 112 54 8 28 48 74 46 28 24 42 62 54 50 34 

90 24 12 40 12 10 26 14 16 10 14 44 16 92 0 18 14 16 30 12 6 18 14 26 20 16 4 18 16 8 16 

96 22 18 0 2 2  0 6 0 4 20  8 8 0 0 6  0 2 0 2 6 0 4 14 2 0 4 0 

102 0  0  6  2 0 2 0 4  0 0 0 2 16  0 0 0 0 28 0 0 0 0 0 18 2 

108 20  0    24 6  6 4  16 8 0 0 2  20 4 0 4 0 4 20 2 0 4 0 2 

114   2    0 4  4   0 12 2 2 0  0 4 0  0 4 0 0 6  0  

120       4 4     20 4   2  4  2  4  4 2   2  

126                   0    0   4     

132                   4    0   0     

138                       4   0     

144                          0     

150                          2     
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2n 

Δ 

231 232 233 234 235 236 237 238 239 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251 252 253 254 255 256 257 258 259 260 261 … 

6 2457 4914 3276 5616 2730 6552 2457 4914 3744 4914 2730 6552 2457 5616 3276 4914 2730 6552 2808 4914 3276 4914 2730 7488 2457 4914 3276 4914 3120 6552 2457 … 

12 6552 2072 4914 2198 5616 1410 6552 2072 4914 2820 4914 1410 6552 1918 5616 2506 4914 1410 6552 2346 4914 2506 4914 882 7488 2072 4914 2506 4914 1536 6552 … 

18 3374 4032 3700 2457 4440 2646 3768 3276 3348 2646 4792 2808 3374 3528 3348 2457 5376 2646 3066 3276 3700 3024 4792 2457 3066 3528 4128 2457 4440 2646 3374 … 

24 1536 3528 2072 3990 2198 3600 1410 4242 2072 4074 2820 3066 1410 3528 1918 4692 2506 3234 1410 4242 2346 3906 2506 3066 882 4464 2072 4144 2506 3234 1536 … 

30 4230 3326 4464 4532 2725 3445 3838 4128 3763 4124 2773 4106 4800 3246 3719 4432 2617 4256 4320 3516 3763 4124 3264 3796 4054 3126 3719 5440 2827 3769 4230 … 

36 962 2094 508 832 854 1692 962 1680 468 1064 786 1468 852 1742 788 996 500 1412 814 1626 714 1308 768 1236 970 1786 496 744 678 1576 1022 … 

42 1800 679 1842 358 2116 472 1766 437 2580 296 2036 369 1392 537 1950 386 2116 283 1812 449 2280 480 1882 486 1624 788 2130 228 2452 316 1716 … 

48 460 224 520 722 526 1018 476 216 508 832 524 968 482 472 664 568 372 890 422 334 532 654 424 1226 492 224 536 606 292 1126 474 … 

54 28 576 387 904 98 782 160 344 250 1024 52 752 98 778 260 644 124 808 96 704 146 804 149 760 106 526 372 576 72 844 40 … 

60 340 560 280 314 736 316 366 588 276 286 486 472 290 664 360 328 630 454 430 630 304 296 584 524 532 528 272 220 748 406 380 … 

66 368 172 38 90 102 92 228 178 38 60 176 92 276 140 30 78 116 110 288 136 64 96 56 112 348 194 22 114 88 90 286 … 

72 32 4 172 10 26 4 156 8 198 2 22 6 92 8 256 8 54 0 80 6 92 14 46 4 98 4 248 16 22 0 64 … 

78 64 10 46 174 40 170 76 110 58 86 74 124 48 28 42 162 66 150 120 48 48 103 32 160 102 43 30 166 48 128 66 … 

84 8 62 32 52 18 58 12 38 30 38 30 68 20 42 32 76 82 48 0 30 60 46 96 52 22 48 52 92 12 36 12 … 

90 28 8 24 14 32 18 24 12 14 3 40 10 78 2 16 22 40 18 29 6 28  12 16 10 10 4 32 26 12 24 … 

96 20 6  0 6  4 18 0 0 6 2 2 8  2 6 2 8 10 4  2 0 0 10 0 12 6 0 22 … 

102 0 4  0 6  0 4 10 0 12 0 2 0  0 20 0 0 2 2  16 0 0 0 0 0 12 0 0 … 

108 16 2  6 2  12 0 0 4 2 0 16 10  0 2 0 12  0  0 6 12 4 2 4 4 4 20 … 

114  2  6 0  0 4 4 2  0 0 8  4 0 0 0  2  0 4 0 0 0 2 0   … 

120     4  4 6    0 26    0 2 8    2  2 2 2 0 0   … 

126       0     2 0    4        6 4  0 4   … 

132       0      4            4   0 0   … 

138       4      4               2 4   … 

144                                … 

150                                … 

 

A l’étape suivante pi = 19, il y a exactement 180 cas.  

 

Les dénombrements, à une étape donnée et pour la période correspondante, sont tous différents les uns des autres sans 

exception sur l’ensemble des exemples que nous avons examinés exhaustivement (c’est-à-dire jusqu’à l’étape pi = 19) et 

nous conjecturons ceci en général.  
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ANNEXE 13 

Horizons des espacements.  

 

Tableau 83 
 

      fac 

Δ 

 1 3 

2  0 1 

4  0 1 

6  1  

 

Tableau 84 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15  1 5 15 

2  0 1 3 
 

0 0 3 

4  0 2 3 
 

0 0 3 

6  1 2 2 
 

1 3 2 

8  0 1  
 

0 0  

10  0   
 

0 0  

12  2   
 

2 1  

 

Tableau 85 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105  1 7 35 385 

2  0 3 12 15 
 

0 0 0 15 

4  0 6 9 15 
 

0 0 0 15 

6  3 12 10 14 
 

3 10 15 14 

8  0 4 2 2 
 

0 0 0 2 

10  0 2 6 2 
 

0 0 0 2 

12  8 0 0  
 

8 1 7  

14  0 2 1  
 

0 0 0  

16  0 0   
 

0 0 0  

18  2 0   
 

2 5 2  

20  0 0   
 

0 0   

22  0 0   
 

0 0   

24  0 0   
 

0 2   

26  0 0   
 

0    

28  0 1   
 

0    

30  2    
 

2    

 

Tableau 86 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155  1 11 77 385 1155 

2  0 21 84 105 135 
 

0 0 0 0 135 

4  0 42 63 105 135 
 

0 0 0 0 135 

6  21 104 86 130 142 
 

21 36 90 135 142 

8  0 28 28 34 28 
 

0 0 0 0 28 

10  0 20 54 40 30 
 

0 0 0 0 30 

12  56 0 26 12 8 
 

56 54 13 71 8 

14  0 22 10 6 2 
 

0 0 0 0 2 

16  0 4 4 
   

0 0 0 0 
 

18  22 8 4 
   

22 22 45 28 
 

20  0 4 0 
   

0 0 0 0 
 

22  0 2 1 
   

0 0 0 0 
 

24  6 4 
    

6 19 26 6 
 

26  0 0 
    

0 0 0 
  

28  0 8 
    

0 0 0 
  

30  22 2 
    

22 17 6 
  

32  0 1 
    

0 0 
   

34  0 
     

0 0 
   

36  4 
     

4 0 
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      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155  1 11 77 385 1155 

38  0 
     

0 0 
   

40  0 
     

0 0 
   

42  4 
     

4 2 
   

 

Tableau 87 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155 15015  1 13 143 1001 5005 15015 

2  0 189 756 1050 1215 1485 
 

0 0 0 0 0 1485 

4  0 378 630 945 1350 1485 
 

0 0 0 0 0 1485 

6  189 1088 814 1250 1406 1690 
 

189 462 792 495 1485 1690 

8  0 252 336 368 445 394 
 

0 0 0 0 0 394 

10  0 218 516 576 378 438 
 

0 0 0 0 0 438 

12  504 0 434 276 306 188 
 

504 208 57 990 845 188 

14  0 246 196 146 110 58 
 

0 0 0 0 0 58 

16  0 68 108 42 40 12 
 

0 0 0 0 0 12 

18  238 124 76 66 22 8 
 

238 264 297 350 394 8 

20  0 88 10 10 2 0 
 

0 0 0 0 0 0 

22  0 38 36 15 4 2 
 

0 0 0 0 0 2 

24  96 80 28 4 2  
 

96 342 274 175 132  

26  0 8 6 4   
 

0 0 0 0 0  

28  0 92 13    
 

0 0 0 0 0  

30  270 56 0    
 

270 236 280 132 24  

32  0 14 0    
 

0 0 0 0   

34  0 4 1    
 

0 0 0 0   

36  60 8     
 

60 42 46 6   

38  0 4     
 

0 0 0 0   

40  0 9     
 

0 0 0 0   

42  84 0     
 

84 15 4 12   

44  0 4      0 0 0    

46  0 0      0 0 0    

48  20 0      20 32 42    

50  0 0      0 0 0    

52  0 0      0 0 0    

54  0 0      0 16 8    

56  0 2      0 0     

58  0       0 0     

60  12       12 3     

62  0       0      

64  0       0      

66  12       12      

 

Tableau 88 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155 15015 255255  1 17 221 2431 17017 85085 255255 

2  0 2457 9828 13650 17010 19305 22275 
 

0 0 0 0 0 0 22275 

4  0 4914 8820 12285 17550 19305 22275 
 

0 0 0 0 0 0 22275 

6  2457 15616 10902 18780 19302 24530 26630 
 

2457 7560 4620 4455 14850 22275 26630 

8  0 3276 4968 5298 6429 7320 6812 
 

0 0 0 0 0 0 6812 

10  0 3148 6948 8208 7104 8022 7734 
 

0 0 0 0 0 0 7734 

12  6552 0 7198 5712 5862 4658 4096 
 

6552 1476 6930 8910 2945 13315 4096 

14  0 3582 3708 2550 2538 1450 1406 
 

0 0 0 0 0 0 1406 

16  0 1164 2044 1072 1308 692 432 
 

0 0 0 0 0 0 432 

18  3374 2024 1692 1956 1254 766 376 
 

3374 3150 4130 7400 7425 6812 376 

20  0 1672 422 536 292 116 24 
 

0 0 0 0 0 0 24 

22  0 682 1034 585 324 174 78 
 

0 0 0 0 0 0 78 

24  1536 1540 846 350 164 54 20 
 

1536 3430 3120 3700 5890 2766 20 

26  0 248 350 164 37 4 2 
 

0 0 0 0 0 0 2 

28  0 1548 379 38 20 2  
 

0 0 0 0 0 0  

30  4230 1138 186 76 2 2  
 

4230 4099 4235 2382 2766 816  

32  0 310 0 2 0   
 

0 0 0 0 0 0  

34  0 182 49 10 0   
 

0 0 0 0 0 0  
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      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155 15015 255255  1 17 221 2431 17017 85085 255255 

36  1022 278 10 2 4   
 

1022 1580 658 493 408 72  

38  0 130 4 0    
 

0 0 0 0 0 0  

40  0 214 6 2    
 

0 0 0 0 0 0  

42  1716 86 2 4    
 

1716 298 1686 1126 24 24  

44  0 132 0      0 0 0 0 0   

46  0 16 0      0 0 0 0 0   

48  474 62 2      474 1028 310 152 204   

50  0 44 0      0 0 0 0 0   

52  0 11 0      0 0 0 0 0   

54  40 4 2      40 736 72 12 48   

56  0 30       0 0 0 0    

58  0 2       0 0 0 0    

60  380 32       380 248 115 152    

62  0 0       0 0 0 0    

64  0 0       0 0 0 0    

66  286 2      
 

286 30 12 12    

68  0 2      
 

0 0 0 0    

70  0 2       0 0 0 0    

72  64 0       64 1 20 0    

74  0 0       0 0 0 0    

76  0 0       0 0 0 0    

78  66 2       66 78 8 0    

80  0        0 0 0 0    

82  0        0 0 0 0    

84  12        12 40 4 6    

86  0        0 0      

88  0        0 0      

90  24        24 4      

92  0        0 0      

94  0       
 

0 0      

96  22       
 

22 0      

98  0        0 0      

100  0        0 0      

102  0        0 0      

104  0        0 0      

106  0        0 0      

108  20        20 0      

110           0      

112           0      

114           2      

 

Tableau 89 
 

      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155 15015 255255 4849845  1 19 323 4199 46189 323323 1616615 4849845 

2  0 36855 147420 204750 255150 289575 334125 378675 
 

0 0 0 0 0 0 0 378675 

4  0 73710 132300 184275 263250 289575 334125 378675 
 

0 0 0 0 0 0 0 378675 

6  36855 254464 171210 297060 314106 396110 435290 470630 
 
36855 47736 96390 67320 100980 252450 378675 470630 

8  0 49140 85920 92058 118824 132960 128192 128810 
 

0 0 0 0 0 0 0 128810 

10  0 51058 109980 140976 128592 156984 150114 148530 
 

0 0 0 0 0 0 0 148530 

12  98280 0 125398 114528 113722 99338 102424 90124 
 
98280 92820 48580 157080 151470 54545 235315 90124 

14  0 58338 66132 51258 50150 41854 39698 33206 
 

0 0 0 0 0 0 0 33206 

16  0 20988 41832 25344 31175 18242 16536 12372 
 

0 0 0 0 0 0 0 12372 

18  53690 35180 38680 47792 36720 24742 18080 12424 
 
53690 77592 48195 64050 79790 126225 128810 12424 

20  0 32088 11528 15112 10414 6338 2224 1440 
 

0 0 0 0 0 0 0 1440 

22  0 12682 24246 14735 11712 6110 3450 2622 
 

0 0 0 0 0 0 0 2622 

24  26208 30092 20856 10930 7560 4732 1844 1136 
 
26208 39852 80710 25305 57815 109090 59160 1136 

26  0 6072 9812 4684 1917 1008 258 142 
 

0 0 0 0 0 0 0 142 

28  0 27128 10917 2304 1714 812 268 72 
 

0 0 0 0 0 0 0 72 

30  72378 25122 9390 3756 1060 302 82 20 
 
72378 53850 103632 89580 83845 59160 22488 20 

32  0 6440 154 488 70 32 2 0 
 

0 0 0 0 0 0 0 0 

34  0 5422 1591 662 90 40 6 2 
 

0 0 0 0 0 0 0 2 

36  18776 7446 898 490 132 38 2  
 
18776 14361 11956 12728 6760 11244 3384  

38  0 3726 304 114 22 2   
 

0 0 0 0 0 0 0  
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      fac 

Δ 

 1 3 15 105 1155 15015 255255 4849845  1 19 323 4199 46189 323323 1616615 4849845 

40  0 5778 428 130 14 6   
 

0 0 0 0 0 0 0  

42  34812 2612 332 208 6    
 
34812 35626 4056 30458 28170 1152 1392  

44  0 3686 64 14      0 0 0 0 0 0 0  

46  0 906 32 44      0 0 0 0 0 0 0  

48  10462 2706 176 26      10462 11246 11806 5074 5036 5622 192  

50  0 1524 16 6      0 0 0 0 0 0 0  

52  0 401 20 8      0 0 0 0 0 0 0  

54  1968 568 90 2      1968 3255 9130 1204 2242 2256 24  

56  0 820 14 0      0 0 0 0 0 0   

58  0 364 14 6      0 0 0 0 0 0   

60  9452 1096 0       9452 17584 3267 5500 1476 312   

62  0 40 6       0 0 0 0 0 0   

64  0 226 14       0 0 0 0 0 0   

66  6322 152 10      
 

6322 2170 3512 5263 72 0   

68  0 96 8      
 

0 0 0 0 0 0   

70  0 184 4       0 0 0 0 0 0   

72  2816 16 2       2816 1342 242 860 648 0   

74  0 28 0       0 0 0 0 0 0   

76  0 16 0       0 0 0 0 0 0   

78  2620 84 2       2620 1214 3144 1616 48 24   

80  0 14        0 0 0 0 0    

82  0 8        0 0 0 0 0    

84  632 44        632 1142 1502 72 48    

86  0 4        0 0 0 0     

88  0 6        0 0 0 0     

90  1236 10        1236 344 1126 198     

92  0 2        0 0 0 0     

94  0 0       
 

0 0 0 0     

96  876 2       
 

876 108 188 32     

98  0 2        0 0 0 0     

100  0 0        0 0 0 0     

102  16 0        16 560 12 0     

104  0 2        0 0 0 0     

106  0 0        0 0 0 0     

108  954 0        954 46 48 138     

110  0 0        0 0 0 0     

112  0 0        0 0 0 0     

114  0 2        0 0 92 0     

116  0         0 0 0 0     

118  0         0 0 0 0     

120  142         142 62 70 74     

122  0         0 0 0 0     

124  0         0 0 0 0     

126  48         48 4 8 0     

128  0         0 0 0 0     

130  0         0 0 0 0     

132  26         26 12 0 4     

134  0         0 0 0 0     

136  0         0 0 0 0     

138  86         86 6 0 0     

140  0         0 0 0 0     

142  0         0 0 0 0     

144  0         0 6 12 0     

146  0         0 0 0 0     

148  0         0 0 0 0     

150  20         20 8 0 4     

152            0 0      

154            0 0      

156            4 0      

158             0      

160             0      

162             0      

164             0      

166             0      

168             0      

170             0      

172             0      

174             2      
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Exemple d’évolution :  

Colonne fac = 3.  

Effectifs #SP3(j,i). 

 

Les nombres entre parenthèses ne sont pas déduits des formules itératives.  

 

i 1 2 3 4 5 6 7 … 

pi 3 5 7 11 13 17 19 … 

j = 1 (1) 1 3 21 189 2457 36855 … 

j = 2 (1) (2) 6 42 378 4914 73710 … 

j = 3 
 

(2) 12 104 1088 15616 254464 … 

j = 4 
 

(1) (4) 28 252 3276 49140 … 

j = 5 
 

(0) 2 20 218 3148 51058 … 

j = 6 
  

(0) 0 0 0 0 … 

j = 7 
  

(2) 22 246 3582 58338 … 

j = 8 
  

… … … … … … 

 

j Formules 

1 
#SP3(1,1) = 1 

#SP3(1,i) = (pi-4).#SP3(1,i-1) 

2 
#SP3(2,2) = 2  

#SP3(2,i) = (pi-4).#SP3(2,i-1) 

3 

x1(3) = 4 

x1(i) = (pi-1-5).x1(i-1) 

#SP3(3,2) = 2 

#SP3(3,i) = (pi-3).#SP3(3,i-1)+x1(i) 

Indiscernable de  

x1(4) = 32 

x1(i) = (pi-1-3).x1(i-1) 

#SP3(3,3) = 12 

#SP3(3,i) = (pi-5).#SP3(3,i-1)+x1(i) 

4 
#SP3(4,3) = 4 

#SP3(4,i) = (pi-4).#SP3(4,i-1) 

5 

x1(4) = 2 

x1(i) = (pi-2-6).x1(i-1) 

x2(3) = 2 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#SP3(5,2) = 0 

#SP3(5,i) = (pi-4).#SP3(5,i-1)+x2(i) 

6 #SP3(6,i) = 0 

7 

x1(4) = 8 

x1(i) = (pi-3-5).x1(i-1) 

#SP3(7,3) = 2 

#SP3(7,i) = (pi-4).#SP3(7,i-1)+x1(i) 

8 

x1(6) = 24 

x1(i) = (pi-2-6).x1(i-1) 

x2(5) = 32 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#SP3(8,4) = 0 

#SP3(8,i) = (pi-4).#SP3(8,i-1)+x2(i) 

9 

x1(5) = 12 

x1(i) = (pi-2-7).x1(i-1) 

x2(4) = 8 

x2(i) = (pi-1-6).x2(i-1)+x1(i) 

#SP3(9,3) = 0 

#SP3(9,i) = (pi-4).#SP3(9,i-1)+x2(i) 

10 

x1(5) = 28 

x1(i) = (pi-2-7).x1(i-1) 

x2(4) = 4 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#SP3(10,3) = 0 

#SP3(10,i) = (pi-4).#SP3(10,i-1)+x2(i) 



P 140/142                                                    

11 

x1(6) = 28 

x1(i) = (pi-2-6).x1(i-1) 

x2(5) = 20 

x2(i) = (pi-1-5).x2(i-1)+x1(i) 

#SP3(10,4) = 2 

#SP3(10,i) = (pi-4).#SP3(10,i-1)+x2(i) 

… ? 

 

Nous notons ici l’unique cas j = 3 où le facteur multiplicatif de #SP3(j,i) n’est plus pi-4. Cependant, les facteurs 

multiplicatifs pi-3 et pi-5 des deux systèmes de formules itératives indiscernables (toujours constructibles d’après notre 

commentaire à la suite du tableau 14) produisent une moyenne de pi-4. Simple coïncidence ? Bien sûr, numériquement, 

nous constatons que les ratios #SP3(3,i)/#SP3(3,i-1) tendent vers pi-3. Nous savons que la colonne la plus à gauche des 

tableaux voit les rapports #SP(j,i)/#SP(j,i-1) tendre vers pi-4 (pseudo-jumeaux) et la plus à droite vers pi-2 (pseudo-

premiers). La stratégie pour concilier les deux tendances consiste-t-elle à passer au fur et à mesure certaines lignes de pi-4 

à pi-3 puis à pi-2 ? Nous n’avons pu le vérifier faute de données numériques suffisantes permettant de faire apparaître les 

routines par divisions euclidiennes successives. Cet échec peut également venir du fait que cette hypothèse soit totalement 

fausse. 

Du fait du rapport directeur pi-3 (au lieu de pi-4), les effectifs de la ligne j = 3 croissent plus rapidement que les autres 

lignes (gain logarithmique). Nous représentons, dans le premier graphique ci-dessous, le rapport des effectifs de cette 

ligne (j = 3) aux effectifs de la première ligne (j = 1). De ce fait aussi, la proportion des effectifs de cette ligne aux 

effectifs globaux (qui croissent en pi-2) reste importante relativement longtemps (bien que tendant ultimement comme 

pour toutes les autres lignes vers 0) comme le montre le second graphique où la courbe en bleu est celle relative à j = 3 et 

la courbe en rouge celle relative à j = 1. 

 

Graphiques 29 et 30 
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ANNEXE 14 

Programmation des évaluations de #S(i,j). 

Code  

https ://pari.math.u-bordeaux.fr/ 

 

 

Méthode récursive (étapes 3, 4, 5, etc.) 

Pour les cas 2n = 2
m

 uniquement. 

Fort espace mémoire (rapide saturation en espace mémoire) 

 

{expo = 1; ec = 2^expo; \\ choisir l’écart par le choix de l’exposant 

kk0 = 4001; kk1 = kk0; \\ à choisir tels que kk0 et kk0+ec soient nombres premiers   

rg = 3; prodt = 1; pp1 = primes(100)[rg];  

for(i = 2, rg-1, prodt = prodt*(primes(100)[i]-2)); 

sizm = (pp1-2)*prodt;  

siz = pp1*prodt;  

nbb = vector(siz+1,i,0); 

nbf = vector(siz+1,i,0); 

nbb[1] =6;  

for(i = 1, pp1-1, for(j = 1, prodt, nbb[i*prodt+j] = nbb[j])); 

for(i = 1, siz, kk1 = kk1+nbb[i]; kk2 = kk1+ec; 

if(Mod(kk1, pp1) == 0, nbf[i] = 1); 

if(Mod(kk2, pp1) == 0, nbf[i] = 1)); 

for(i = 1, siz, if(nbf[i] == 1, nbb[i+1] = nbb[i] + nbb[i+1]; nbb[i] =0)); 

k = 0; 

for(i = 1, siz, if(nbb[i] <> 0, k = k+1; nbb[k] = nbb[i])); 

\\ for(i = 1, sizm, print(nbb[i])); 

 

print("/"); 

nb = vecmax(nbb); 

print(nb); 

print("/"); 

nz = vector(nb/6,i,0); 

for(i = 1, sizm, nz[nbb[i]/6] = nz[nbb[i]/6]+1); 

for(i = 1, nb/6, print(nz[i])); 

print("/"); 

 

for(rg = 4, 7, \\ choose 6 or more 

prodt = 1; pp1 = primes(100)[rg]; kk1 = kk0; 

for(i = 2, rg-1, prodt = prodt*(primes(100)[i]-2)); 

sizm = (pp1-2)*prodt;  

siz = pp1*prodt;  

nba = vector(siz+1,i,0); 

nbg = vector(siz+1,i,0); 

for(i = 0, pp1-1, for(j = 1, prodt, nba[i*prodt+j] = nbb[j])); 

for(i = 1, siz, kk1 = kk1+nba[i]; kk2 = kk1+ec; 

if(Mod(kk1, pp1) == 0, nbg[i] = 1); 

if(Mod(kk2, pp1) == 0, nbg[i] = 1)); 

for(i = 1, siz, if(nbg[i] == 1, nba[i+1] = nba[i] + nba[i+1]; nba[i] =0)); 

k = 0; 

for(i = 1, siz, if(nba[i] <> 0, k = k+1; nba[k] = nba[i])); 

\\ for(i = 1, sizm, print(nba[i])); 

 

nbb = vector(sizm,i,0); 

for(i = 1, sizm, nbb[i]= nba[i]); 

print("/"); 

nb = vecmax(nbb); 

print(nb); 

print("/"); 

nz = vector(nb/6,i,0); 

for(i = 1, sizm, nz[nbb[i]/6] = nz[nbb[i]/6]+1); 

for(i = 1, nb/6, print(nz[i])); 

print("/"););} 

 

https://pari.math.u-bordeaux.fr/
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Méthode par évaluation directe (étape i) 

Faible espace mémoire  

 

{siz = 33; \\ à ajuster 

fac = 1; \\ à choisir 

expo = 1; \\ à choisir 

qtpr = 6; \\ à choisir 

ec = fac*(2^expo); ec2 = ec/2; nb = vector(siz,i,0); prodt = 1;  

for(i = 2, qtpr, prodt = prodt * primes(qtpr)[i]); 

for(c = 2001+ec2, 2001+ec2+prodt, a = 2*c+1 ; ac = a-ec; 

if(Mod(ac, 3) <> 0,  

if(Mod(a, 3) <> 0,  

if(Mod(ac, 5) <> 0,  

if(Mod(a, 5) <> 0,  

if(Mod(ac, 7) <> 0,  

if(Mod(a, 7) <> 0,  

if(Mod(ac, 11) <> 0,  

if(Mod(a, 11) <> 0,  

if(Mod(ac, 13) <> 0,  

if(Mod(a, 13) <> 0,  

anc = a; canc = (anc-1)/2;  

))))) ))))) );  

for(c = canc+1, canc+1+prodt, a = 2*c+1 ; ac = a-ec; 

if(Mod(ac, 3) <> 0,  

if(Mod(a, 3) <> 0,  

if(Mod(ac, 5) <> 0,  

if(Mod(a, 5) <> 0,  

if(Mod(ac, 7) <> 0,  

if(Mod(a, 7) <> 0,  

if(Mod(ac, 11) <> 0,  

if(Mod(a, 11) <> 0,  

if(Mod(ac, 13) <> 0,  

if(Mod(a, 13) <> 0,  

nouv = a; dif = nouv-anc; dif2 = dif/2; nb[dif2] = nb[dif2]+1; anc = nouv 

))))) ))))) );  

for(i = 1, siz, print(nb[i]))} 

 

Méthode par évaluation directe (étape i) 

Fort espace mémoire (rapide saturation en espace mémoire, peut manquer un élément dans le compte final) 

 

{reserve  = 1005; 

siz = 50; \\ à ajuster 

nb = vector(siz,i,0); 

qtpr = 7; \\ à choisir 

prodt = 1; 

for(i = 1, qtpr, prodt = prodt * primes(qtpr)[i]); 

base = vector(prodt+reserve,i,i+100); 

for(j = 1,qtpr, 

prem = primes(qtpr)[j]-100%primes(qtpr)[j]; 

\\ print(prem); 

for(i = 1, prodt/primes(qtpr)[j], base[primes(qtpr)[j]*i+prem] = 0)); 

for(i = 1, prodt/2, c = 2*i+1; 

if(base[c]-base[c-2] == 2, anc = c; break));  

for(i = anc, prodt/2, c = 2*i+1; 

if(base[c]-base[c-2] == 2, dif = c-anc ; dif6 = dif/6; nb[dif6] = nb[dif6]+1; anc = c));  

for(i = 1, siz, print(nb[i]))} 

 


