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Théorie des nombres / Number Theory 

 

Dixième problème de Hilbert. Dénombrements asymptotiques 

d’équations diophantines. Méthode des hypervolumes.  
 

Hubert Schaetzel 
 

Résumé  Nous construisons une méthode générale de dénombrement des solutions d’équations diophantines à 

branches asymptotiques dite des hypervolumes par analogie à la célèbre méthode du cercle de Hardy-

Littlewood. L’estimation repose sur le calcul de volumes par intégrations multiples associé à des corrections 

de ces volumes par un crible asymptotique reposant sur le principe local-global de Hasse. Les matrices mises 

en œuvre pour l’évaluation de ces corrections ont des propriétés remarquables et sont ici au-delà de tout le 

reste, à part la notion de représentant d’une variable, la contribution essentielle de notre étude. En effet, à une 

expression indépendante dans une équation va correspondre une matrice spécifique, brique de base 

réutilisable dans un autre contexte, c’est-à-dire pour une autre équation. Parmi ces propriétés, le 

remplacement d’une variable de nombres entiers par une variable de nombres premiers revient à une simple 

soustraction par la matrice identité tandis que l’élévation du degré de la variable répond à de simples règles 

d’additivité à découvrir dans cet article. L’utilité de ces objets est manifeste pour les équations à termes 

récurrents, telles les sommes de Waring, mais aussi dans tout autre assemblage hétéroclite, car la matrice de 

passage d’un rang donné s’avère unique. Ainsi les évaluations ultimes mènent à de simples produits de 

valeurs propres de matrices. Aucun calcul n’est désormais vain sitôt terminé car réutilisable dans d’autres 

configurations d’équations. Le « problème diophantien » ne serait-il alors que l’art de composer des valeurs 

propres entre elles ? Le lecteur peut se faire sa propre opinion. Par ailleurs, nous vérifions le recoupement des 

dénombrements établis ici avec des résultats effectivement démontrés (Vinogradov, Iwaniec/Friedlander, 

Terence Tao/Ben Green) ou des conjectures de la Théorie des Nombres (Goldbach, De Polignac, Hardy-

Littlewood, Fermat-Catalan, Pillai, nombres premiers jumeaux) et nous proposons de nombreux autres 

résultats particuliers ou généraux plus complexes, démontrant la facilité d’utilisation et le caractère prolifique 

de cet outil. 
 

 Hilbert’s tenth problem. Asymptotic diophantine counting.  

  Hypervolumes method. 
 

Abstract  We build up a general method to evaluate the number of solutions of Diophantine equations with asymptotic 

branches that we call hypervolumes method by analogy to Hardy-Littlewood famous circle method. The 

estimates are based on integral calculus of volumes associated with an asymptotic sieve resting on Hasse 

local-global principle in order to get a right volumes’ weighting. Matrices with remarkable properties emerge 

from this weighting process and are certainly beyond everything else, except the notion of representative of a 

variable, the most essential contribution of our study. Indeed, to an independent expression within an 

equation will correspond a specific matrix, a basic brick reusable in another context, namely for other 

equations counting. Among these properties, replacing a variable of integers by a variable of prime numbers 

amounts to a simple subtraction by the identity matrix while the elevation of the degree of the variable meets 

some simple rules of additivity to be discovered in this article. The usefulness of these objects is obvious for 

recurrent terms equations, such as Waring sums, but also for any other heteroclite assemblage since the 

matrix of change of basis of a given rank happens to be unique. The ultimate evaluations lead therefore to 

mere products of eigenvalues. No calculation becomes vain as soon as it is completed, as now it will be 

reusable in another equation configuration. Is the “diophantine problem” then only the art of composing 

matrices eigenvalues ? The reader can make his opinion himself. Besides of that, we cross-check our 

estimates with either proven results (Vinogradov, Iwaniec/Friedlander, Terence Tao/Ben Green) or Number 

Theory famous conjectures (Goldbach, De Polignac, Hardy-Littlewood, Fermat-Catalan, Pillai, twin primes) 

and we submit many additional more complex peculiar or general results demonstrating the ease of use and 

the prolific nature of this tool. 
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SIGNES ET ABREVIATIONS 

 

a\b : Signifie a divise b 

a∤b : Signifie a ne divise pas b 

\ Tel que (noté également /) 

| a | : Valeur absolue de a 

#{(x1, …, xn)} : Cardinal (nombre, multiplicité…) des n-uplets (x1, …, xn), noté également #(x1, …, xn).  

(  ) ou pgcd (  ) : Plus grand commun diviseur de ( ) 

ppcm(  ) : Plus petit commun multiple de ( ) 

Ln : Logarithme népérien 

Fae(c,pi) : Facteur d’abondance (entier) de la cible c à la séquence pi  

Fan(c,pi) : Facteur d’abondance normalisé de la cible c à la séquence pi 

Fan(c) : Facteur d’abondance normalisé de la cible c (produit d’Euler) 

Si(x, y, z) : Si x vrai alors y sinon z. La condition peut être imbriquée : si(x,si(y, z, t)… ) 

 : Quel que soit 

 : Il existe 

≡ Equivalent à 

[[x,y]] : Ensemble des nombres entiers de l’intervalle [x,y] 

φ Fonction indicatrice d’Euler 

Φ(δ) = Φp(δ) = φ(p
δ
) Raccourci d’écriture pour l’indicatrice d’Euler 

^ Signe d’exponentiation (x^n = x
n
) 

ch or cosh Cosinus hyperbolique 

sh or sinh Sinus hyperbolique 
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 LES CLES DU DENOMBREMENT ASYMPTOTIQUE 

 

1.  Préambule 
 

David Hilbert énonça en 1900, lors du 2
e
 congrès international de mathématiques une liste de 23 problèmes, le dixième 

étant de trouver une méthode générale et systématique pour résoudre les équations diophantines. En 1970, Youri 

Matiiassevitch démontra l’impossibilité de trouver un algorithme unique permettant de trouver les solutions d’une  équation 

diophantine quelconque [3].  

 

Qu’en est-il cependant d’une méthode générale 

- de dénombrement des solutions ? 

- de détermination du caractère fini ou infini du nombre de solutions ?   

- de détermination d’une expression asymptotique dans le cas d’un nombre infini de solutions ? 

 

Concernant la première question, il est permis de douter que le problème soit encore ouvert, en regard du résultat de Youri 

Matiiassevitch. Les deux autres problèmes sont explorés ici à travers d’exemples littéraux où la méthode proposée peut être 

appliquée dans une large mesure lorsque les variables des équations diophantines sont séparables et partiellement sinon. 

 

Généralement, le dénombrement d’équations diophantines (Vinogradov, De Polignac, Hardy Littlewood…) met en jeu, 

dans l’hypothèse de nombres de solutions infinis, des formules pouvant se scinder en deux parties : 

 

- l’une relevant de l’infinité ou non des solutions, en rapport avec la forme particulière et notamment le degré de 

l’équation diophantine étudiée : une fonction mélange de polynômes (en numérateur généralement) et de 

logarithmes (en dénominateur), partie que nous appellerons la fonction volume, 

- l’autre dépendant de critères de divisibilité relatifs aux constantes de l’équation diophantine proposée : un 

coefficient limite d’un produit infini de termes (produit d’Euler) que nous appellerons le facteur d’abondance 

normalisé (fudge factor en anglais, aussi série singulière en français). 

 

L’objet de cet article est de donner : 

- une expression sous forme de polynômes et d’intégrales de la fonction volume pour plusieurs types équations 

générales qui englobe des conjectures célèbres,  

- une méthode systématique de détermination des facteurs d’abondance et une méthode matricielle en découlant et 

s’appliquant à de nombreuses situations, 

- les précautions d’emplois s’il y a lieu… 

 

Notre propos ne sera pas dans ce texte de démontrer toutes les lignes qui suivent car d’une part le sujet est trop vaste et 

d’autre part certaines démonstrations nous échappent entièrement. Nous chercherons plutôt à rassembler des éléments de 

réflexion autour d’une certaine approche dont l’avantage est d’être à la fois élémentaire et riche en résultats.  

Si cet article permet d’ouvrir de nouveaux horizons de résolution dans le domaine mathématique abordé, nous en seront 

satisfaits. Notons d’ailleurs qu’il ouvre autant de conjectures nouvelles qu’il n’en referme d’anciennes, notamment au 

chapitre des dénombrements de Fermat-Catalan, ce qui est positif à notre sens.  

 

Les niveaux de difficulté et de qualité entre les différentes parties de l’article pourront apparaître hétérogènes. Ceci est dû 

d’une part à la nécessité de rappeler ou d’établir parfois quelques résultats élémentaires et d’autre part au temps écoulé 

entre le premier « trait de plume » et le présent rendu. 

 

Le choix du titre de l’article « méthode des hypervolumes » est ancien. Il reflète un manque de recul par rapport à la 

littérature mathématique sur le sujet. La méthode a été élaborée initialement à partir d’un bagage minimal et relativement 

trivial. Aujourd’hui, pour mieux placer l’article dans son contexte mathématique, des titres plus adaptés pourraient être 

« méthode local-global dissociée en n variables », « produit d’Euler en dimension n » ou « principe de Hasse et n-

volumes » même si aucun ne correspond exactement.   

 

Nota 
 

Série singulière et facteur d’abondance normalisé sont une seule et même chose. Le premier terme est utilisé lorsque les 

expressions sont issues de la littérature mathématique, le second lorsque nous faisons nos propres évaluations évitant ainsi 

toute ambiguïté entre nos apports et les autres. Le rapprochement est fait ensuite pour montrer l’équivalence des deux 

termes.  

 

2.  Cœur de la méthode 
 

L’approche adoptée est géométrique. Nous comptons le nombre de points solutions dans un volume, non nécessairement 

borné (bien au contraire), à n dimensions, délimité par un paramètre entier appelé la cible et notée c. Ce volume cumule les 

solutions pour c = 0, c = 1, c = 2, … , c = c. Nous cherchons ensuite le nombre de solutions à la surface du volume par 

incrémentation entière de la cible. La variation de volume est obtenue par dérivation de la fonction volume. Le nombre de 
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solutions est obtenu par une évaluation matricielle des proportions entre c, c+1, etc.  

 

Nous obtenons alors les « lois » régissant les dénombrements : 

- une loi géométrique d’évaluation du volume qui se traduit également comme une loi de moyenne à laquelle est 

soumis le nombre de solutions, 

- une loi arithmétique qui qualifie les écarts locaux à la loi de moyenne, loi arithmétique s’inscrivant dans la loi 

moyenne pour un échantillon étendu de cibles. 

 

Nous menons l’étude dans le cadre de deux types de variables : 

- les variables de nombres entiers positifs (x1, …, xk), 

- les variables de nombres premiers positifs (y1, …, ym). 

 
Les deux types de variables peuvent être incorporés dans la même équation diophantine. Nous n’abordons pas le cas des 

systèmes d’équations diophantines, mais uniquement celui d’une seule équation.   

Seule la valeur (ou plutôt l’expression) asymptotique est évaluée. Aucun encadrement n’est donné.  

 

3.  Deux lois pour une méthode 
 

La loi géométrique est obtenue par un calcul d’intégrales. Une des principales difficultés, a priori, est la maîtrise des 

expressions logarithmiques. Nous en donnons un traitement simple ce qui, a posteriori, élimine totalement cette difficulté 

qui peut sembler insurmontable au départ. 

La proportion entre le dénombrement de deux cibles proches (par exemple c et c+1, puis de proche en proche c et c + k, k 

un entier quelconque) est obtenue par une loi arithmétique. Elle consiste à trouver des objets mathématiques représentatifs 

des variables soit d’entiers, soit de nombres premiers et de définir les opérations qui peuvent être effectuées sur ces objets. 

Cette idée s’impose naturellement (voir exercice 1) par sa simplicité dans le cadre du calcul à base de congruences. De 

plus, la méthode donne directement, non seulement les valeurs relatives entre cibles, mais bien les valeurs absolues des 

coefficients multiplicatifs à prendre en compte dans les dénombrements. 

Dans cet article les deux lois, bien qu’indispensables l’une et l’autre à l’élaboration des dénombrements asymptotiques, 

n’ont pas même poids. La place dans le texte de la seconde est de loin prédominante.  

 

4. Crible asymptotique  
 

La méthode de détermination des facteurs d’abondance que nous proposons n’est pas un crible selon le sens habituel (voir 

par exemple une définition générale dans [11]). Nous avons choisi le terme de crible car il permet, comme les cribles 

standards, d’arriver aux mêmes fins, à savoir dénombrer les solutions d’équations diophantines asymptotiques. Ce terme est 

également adopté car nous retrouvons la notion de séquence (voir définition en page 19) qui existe habituellement dans un 

crible. 

Le crible consiste à substituer des objets mathématiques, que nous avons appelés variables de nombres entiers xi et 

variables de nombres premiers yj, par des outils équivalents {{xi}} et {{yj}}. Nous construisons deux objets {{xi}} et 

{{yj}} respectant des pondérations et qui remplacent les variables de l’un ou l’autre type dans les équations diophantines. 

S’il s‘agit de R(x1, x2, …,xk, y1, y2, …, ym) = c, l’équation devient R({{x1}}, {{x2}}, …,{{xk}}, {{y1}}, {{y2}}, …, 

{{ym}}) = c. Nous verrons dans l’exercice 1 le détail de ce processus en développant la notion de représentants, 

fondamentale à cette approche.  

 

5. Notion de représentants asymptotiques 
 

Nous verrons l’ « équivalence » d’une variable de nombres entiers positifs à l’entité {0, 1, 2, 3, …, p-1} modulo p et d’une 

variable de nombres premiers positifs à l’entité {1, 2, 3, …, p-1} modulo p à la séquence p. L’approche modulo p est 

élargie à l’approche modulo p
i
 (et p

∞
 par extension). 

La notion de représentant (asymptotique) est ainsi au cœur de la méthode présentée ici. Pour une construction modulo p :  

 

{{xi}}p = [0,1,2,…,p-1] 

et 

{{yi}}p = [1,2….,p-1] 

 

Pour l’approche modulo pi
δ
, les représentants sont respectivement pour les variables d’entiers et de nombres premiers : 

 

{{xi}}p
δ
 = [0,1,2,…,p

δ
-1] 

et 

{{yi}}p
δ
 = [g

0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p^δ)-1
] 

 

L’emploi de g, une primitive de p, permet d’éliminer simplement tous les multiples de p (y compris 0). 
 

Notons que le représentant adéquat d’une variable est obtenu  modulo p
δ
 lorsque δ → +∞.  
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6.  Mise en œuvre du formalisme modulo p 
 

Le dénombrement des n-uplets (x1, x2, …, xk, y1, y2, …, ym) satisfaisant l’égalité diophantine R(x1, x2, …,xk, y1, y2, …, ym) 

= c revient à dresser un tableau multidimensionnel  (ou une suite de tableaux à deux dimensions) ayant {{x1 pi}}, {{x2 pi}}, 

…, {{xk pi}}, {{y1 pi}}, {{y2 pi}}, …, {{ym pi}} comme vecteurs (ou axes) générateurs de la cible c. L’abondance des cibles c 

selon les valeurs entières 0, 1, …, pi est recueilli à l’intérieur du tableau. La famille {0, 1, 2…pi-1} est l’outil au stade pi 

pour la manipulation des variables de nombres entiers x et {1, 2…pi-1} est l’outil au stade pi pour la manipulation des 

variables de nombres premiers y. 

L’abondance de c obtenue à l’ordre pi est appelée le facteur d’abondance de la cible c à la séquence pi et notée fae(c,pi).  

Les cardinaux des cibles c sont bien sûr calculés sur ordinateur à moindre frais à l’ordre p i. Le procédé s’appuie sur un 

ensemble de boucles imbriquées, chaque boucle correspondant à une des variables x1, x2, …, y1, …, ym dans un ordre 

quelconque, une boucle (en général la boucle extérieure mais ce n’est pas obligatoire) étant réservée à l’incrémentation de 2 

à pi des nombres premiers. Les boucles correspondant aux variables de nombres entiers sont exécutées de 0 à pi-1, celles 

s’appuyant sur les variables de nombres premiers sont exécutées de 1 à  pi-1 (lorsque nous procédons modulo pi). Le 

débordement de capacité est évité par normalisation (voir paragraphe correspondant plus loin).  

 

7. Equations congruentes modulo p
δ
 

 

Le formalisme précédent s’applique également modulo p
δ
. Nous pouvons de plus nous appuyer ici sur des précédents. 

D’après Hermann Minkowski, l’équation diophantine f(x,y…) = c a une solution si et seulement si f(x,y…) = c mod p
k
 a 

une solution pour tout p et k, p nombre premier, k entier naturel (positif) et si l’équation f(x,y…) = c a une solution réelle 

[5]. Nous avons entrepris de résoudre f(x,y…) = c mod p
k
 pour des fonctions du type sommes de Waring et des variables 

d’entiers ou de nombres premiers. Pour ces sommes de Waring, nous étudierons le cas k = 1 (exercice 5), k quelconque 

(exercice 6) et la projection k → +∞ (même exercice). Ceci nous permet ensuite de raisonner en termes de correction entre 

le cas k = 1 et le cas k → +∞.  

 

8.  Normalisation 
 

La normalisation est une opération de pondération des facteurs d’abondance issus du formalisme précédent donnant la loi 

arithmétique des nombres de points de maille à la surface d’un volume et respectant la loi géométrique moyenne des 

nombres de points de maille dans le volume. Cette normalisation ramène les occurrences des cibles c à leur proportion 

effective. Cette normalisation n’est pas un artifice qui permet la cohérence entre surface et volume, mais résulte 

d’arguments arithmétiques. 

La procédure de normalisation modulo p et modulo p
k
 est donnée à l’exercice 2.  

Le produit d’Euler des facteurs d’abondance normalisés fan(c,pi) de chaque séquence pi est appelée le facteur d’abondance 

normalisé de la cible c et notée fan(c). 

 

9. Problème bien posé 
 

Nous ne sommes jamais à court de trivialité : la méthode du crible asymptotique ne s’applique que si le problème posé est 

effectivement asymptotique. Ceci vient de la nature même du crible utilisé. En effet, les objets mathématiques {{x i}} et 

{{yj}} se déclinent sur deux ensembles infinis (N (ou Z) et P). Le dénombrement ne vaut que si les objets {{xi}} et {{yj}} 

sont effectivement  étendus à tout leur ensemble de définition. 

Prenons des exemples. L’équation diophantine y1+y2 = c, c une valeur fixée d’avance n’est pas un problème recevable. 

Mais  y1+y2 = 2n+c est un problème asymptotique (c est encore une valeur fixée d’avance). Précédemment, le problème 

portait sur une seule valeur et ne pouvait être résolu dans ce cadre. Maintenant, il porte sur tous les nombres pairs et admet 

une formule asymptotique (nous pourrions aussi remplacer 2n par n).  

Remarquons cependant, et cela est essentiel, que le crible asymptotique est utile et à utiliser que le problème soit bien posé 

on non. Nous le faisons régulièrement dans les exercices qui suivent, en particulier pour toute l’étude sur les sommes de 

Waring. En effet, un problème mal posé se transforme en un problème bien posé par l’adjonction d’une variable 

supplémentaire et les calculs précédents restent utiles. Nous verrons comment mettre en œuvre cette opération.  

 

10. Champ d’application 
 

Nous voulons simplement revenir ici sur deux exemples pour ne pas laisser d’ambigüité à notre champ d’application dans 

le cadre asymptotique. Il s’agit de la conjecture de Goldbach et de la conjecture des nombres premiers jumeaux. Le premier 

problème s’écrit y1+y2 = 2n+c et le second y1-y2 = c. La cible c étant fixée, lorsque y1 et y2 décrivent toutes les solutions 

possibles, nous pouvons conclure à l’infinité des solutions en (y1,y2) ou non. Cependant, nous ne pouvons dire quelles 

valeurs la variable n va prendre. En d’autres termes, nous pouvons résoudre la conjecture des nombres premiers mais pas 

celle de Goldbach car le fait d’observer une valeur particulière de n fait sortir le problème du cadre asymptotique. 

Cependant, nous pouvons donner le comportement des solutions en progression arithmétique de cette dernière avec 

précision sans difficulté particulière. 

Récemment, nous avons mis en évidence une adaptation de la méthode permettant son utilisation dans un cadre non 

asymptotique, c’est-à-dire dans le cas d’un nombre fini de solutions. Ceci fait l’objet d’un autre article. Cependant, la 

présence de certains écarts d’évaluation reste à lever (ou à expliquer) lorsque le nombre de solutions est nul (alors que 
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l’évaluation semble parfois indiquer 1 ou 2 solutions). 

 

11. Point de vue sur un exemple particulier 
 

L’exemple de la formule asymptotique de Hardy-Littlewood pour l’équation diophantine x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c est célèbre. 

Obtenu par la méthode du cercle, le calcul de cette formule tient à la fois de l’exploit mathématique et du miracle. En effet 

pour le miracle, les arcs majeurs, bien que d’étendue négligeable devant les arcs mineurs, ont une contribution majoritaire 

qui, par chance, peut être calculée. Pour l’exploit, le lecteur peut par exemple se reporter à [11] où nous trouvons une 

méthode mettant en jeu l’inégalité de Weyl et le lemme de Hua et alliant prouesses et astuces mathématiques. Dans les 

grandes lignes, nous pouvons reconnaître ceux des éléments de calculs se rapportant à la loi géométrique (volume) et ceux 

se rapportant à l’impact de la loi arithmétique (surface). Cependant, les restrictions naissant dans le processus ne sont pas 

clairement attribuables à l’un ou l’autre et malheureusement les restrictions restent drastiques au final. 

Rappelons ces restrictions. La formule asymptotique est présentée comme telle, c’est-à-dire elle n’est vraie que lorsque c 

tend vers l’infini (donc non vérifiable si comportement « difficile » près de l’origine). De plus, une condition est imposée 

sur le nombre de variables par rapport au degré de l’expression. Initialement, la validité de la formule issue de la méthode 

du cercle imposait k > 2
n
+1. Les travaux de K.B. Ford (voir [7] et [11]) permettent de réduire la condition à k ≥ 

n
2
.(ln(n)+ln(1n(n))+ O(1)). Ceci donne par exemple le tableau suivant : 

 
n 2n+1 n2.(ln(n)+ln(1n(n))+1) kmin 

2 5 5,31 6 

3 9 19,73 10 

4 17 43,41 18 

5 33 77,13 34 

6 65 121,50 66 

7 129 176,97 130 

8 257 243,94 244 

9 513 322,74 323 

 

Pour simplifier, nous avons interpréter ici O(1) comme étant de l’ordre de l’unité pour la simulation numérique. 

L’amélioration de Koch ne prend ainsi effet que pour des degrés n relativement élevés. Le nombre de variables reste 

important par rapport aux degrés des équations. Or, pour tant de variables, les facteurs d’abondance (équivalent à la série 

singulière) discriminent peu ou pas les cibles c entre elles. 

Prenons en exemple le cas n = 2 (et k = 6). Les facteurs d’abondance normalisés sont donnés ci-dessous pour les cibles c 

compris entre 0 et 10 : 
 

c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 

1,1608 0,9508 0,9508 1,0605 0,9508 0,9891 1,0605 0,9702 0,9508 1,0605 0,9891 

 

A part pour c = 0, les cibles ont des abondances relatives variant entre 1% et 6 % par rapport à la moyenne 1. Pour n > 2, 

les effets discriminants sont plus faibles encore et les facteurs d’abondance tendent rapidement vers 1 avec l’augmentation 

de n. En fait, ce tableau est un véritable aveu d’impuissance. C’est une illusion de croire que S(c)(Г(1+1/n))
k
/Г(k/n).c

(k/n-1)
 

donne le dénombrement fin des solutions de la surface x1
n
+x2

n
+…+xk

n
 = c avec de telles contraintes entre n et k. Nous ne 

pouvons observer que le comportement moyen imposée par la loi géométrique volumique x1
n
+x2

n
+…+xk

n
 < c, comportement 

accessible sans le moindre calcul de S(c). Les restrictions qui sont imposées actuellement à la formule asymptotique de Hardy 

Littlewood ne font que revisiter une intégrale multiple très accessible par calculs standards (que nous donnons d’ailleurs). 

Nous proposons une alternative à ce dilemme avec le crible asymptotique. 

Ce crible permet de séparer le problème de dénombrement asymptotique en deux parties, l’une l’élaboration de la loi 

géométrique, l’autre l’élaboration de la loi arithmétique. Ceci peut faire croire à une perte en rigueur mathématique, mais il 

n’en est rien. De plus, cette séparation est mise à profit pour la simplicité des développements et moins de contraintes 

réductrices voire aucune. 

 

12. Type de partitions 
 

La décomposition 8 = 5+3 est analogue à la décomposition miroir 8 = 3+5. Elle sera comptée ici pour deux occurrences. 

Par contre, les décompositions 6 = 3+3 et 6 = 3+3 sont parfaitement identiques et comptées pour une seule.   

Nous nous plaçons dans cette optique de partitions redondantes tout au long de cet article  

 

13.  Dénombrement dans un volume borné 
 

Nous allons examiner un cas simple pour arriver de proche en proche à notre objectif de dénombrement d’équations 

diophantines asymptotiques. Soit ainsi : 

x1 + x2 +…+ xk ≤ c 

 

Ici les variables x1, x2,…, xk décrivent les entiers naturels N
*+ 

(c>0). Les solutions sont, ici ainsi que dans la suite, les points 

de la maille du premier « quadrant » de l’hypervolume formé à partir des vecteurs unitaires des axes depuis l’origine. Le 

nombre exact de solutions de cette inégalité est donné par : 
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x1 = c x2 = c - x1  xk = c – x1 - x2 -…- xk-1  

∑   ∑   … ∑        1                          
x1 = 1 x2 = 1  xk = 1  

 

Nous obtenons une bonne approximation de cette expression à partir du volume défini par l’inégalité x1 + x2 +…+ xk ≤ c,  

où x1, x2, …, xk prennent des valeurs réelles positives. Nous obtenons ainsi une formule qui sera plus facile à manipuler, 

soit :  

  x1 = c   x2 = c - x1    xk = c – x1 - x2 -…- xk-1 

∫   ∫   … ∫  1.1…1.dx1 dx2…dxk-1 dxk  
  x1 = 0   x2 = 0    xk = 0 

 

Le lecteur trouvera arguments théoriques et profusion de calculs de volumes pour des intégrales doubles et triples dans 

[13]. Ces argumentaires se généralisent (au-delà des intégrales triples développés dans [13]) et permettent de calculer 

l’intégrale précédente. Dans celle-ci, le volume élémentaire de la maille est le produit 1.1…1 soit 1. Le calcul exact de cette 

intégrale (voir exercice 16) est possible du fait que les variables sont séparables. Cette condition de séparation est 

essentielle à la résolution explicite du problème. Bien sûr, elle n’est pas toujours suffisante. 

 

Considérons à présent l’inégalité : 

y1 + y2 +…+ ym ≤ c 

 

Ici les variables y1, y2, …, ym décrivent les nombres premiers. Le nombre de solutions approché de cette équation dépend 

de la densité des nombres premiers localement et du volume défini par l’équation y1 + y2 +…+ ym ≤ c. Précédemment, 

chaque point de la maille unitaire de l’hypervolume était solution. Ici, il est nécessaire de pondérer chaque point (y1, y2, 

…,ym) de cette maille par la densité approximative : 
 

      1    .      1    …      1   

Ln(y1).Ln(y2)…Ln(ym) 

 

résultant de la densité de solutions 1/Ln(p) des nombres premiers en un point p donné.  

 

Nous obtenons l’estimation en utilisant directement la forme intégrale :  

 

  y1 = c-2   y2 = c-2-y1        ym = c-2-y1-y2-…-ym-1  

∫   ∫   …∫ 
  dy1 dy2       …     dym-1 dym  

Ln(y1).Ln(y2) … Ln(ym-1)Ln(ym)  

 y1 = 2   y2 = 2      ym = 2   

 

Nota: Les bornes inférieures des intégrales sont prises égales à 2 pour éviter la divergence. Il serait absurde d’intégrer à 

partir de 0 ou 1. Les bornes supérieures font l’objet de la même adaptation (c doit être remplacé par c-2) afin d’éviter 

éventuellement une divergence (boucles intérieures). L’expression est une approximation d’autant meilleure que le volume 

augmente (bien qu’avec des fluctuations). 

 

Par extension, pour un ensemble de polynômes tous croissants, considérons maintenant l’inégalité suivante, tenant compte 

des notations précédentes pour les nombres entiers xi d’une part et pour les nombres premiers yj d’autre part :  

 

P1(x1) + P2(x2) + … + Pk(xk) + Q1(y1) + Q2(y2) + … + Qm(ym) ≤ c  

 

Le nombre de solutions d’une telle inégalité répondra à : 

 

  x1 = P1
-1(c)   x2 = P2

-1(c - P1(x1))  ym = Qm-1(c - 2 - P1(x1) -…- Qm-1(ym-1))  

 

 ∫     ∫                    … ∫    dy1 dy2…          dym-1 dym dx1 dx2…dxk-1 dxk 
Ln(y1).Ln(y2)… Ln(ym-1)Ln(ym) 

 0  0  2    

 

Il est raisonnable de penser qu’une telle intégration n’est pas triviale en soi :  

- les fonctions réciproques P1
-1

, P2
-1

…Pk
-1

, Q1
-1

, Q2
-1

…Qm
-1

 ne peuvent être obtenues sous une forme littérale pour un grand 

nombre de cas (mais des approximations littérales sont possibles), 

- la présence de logarithmiques sous intégrales est une difficulté à surmonter, 

- la commodité de sa résolution dépend éventuellement de l’ordre des variables suivant lequel nous choisissons d’intégrer. 

 

Cependant, nous proposons des solutions asymptotiques pour les problèmes traditionnels (et sans doute les plus 

intéressants). Dans l’exercice 13, nous donnons la manière et les justifications permettant d’extraire les logarithmes sous 

intégrales. Nous procédons à partir de l’exercice 16 à la décomposition d’intégrales multiples en un produit d’intégrales 

simples pour des variables séparables. 
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14. Dénombrement dans un volume non borné 
 

Dans le paragraphe précédent, la valeur finie du paramètre c délimite dans le cadre de l’inégalité proposée un volume fini. 

Nous devons nous intéresser, dans le cadre asymptotique, à une autre catégorie d’inégalités générant des volumes infinis. Il 

s’agit, pour un ensemble de polynômes tous croissants, de : 

 

    i                   j                          k                 m     

   Σ   Pn(xn) +  Σ   Qn(yn)  ≤ c +  Σ  Rn(zn) +  Σ   Sn(tn) 

 n = 1            n = 1                   n = 1            n = 1  

 

Antérieurement, c introduisait une contrainte pour les variables des polynômes situés à gauche de l’inégalité. Ici cette 

contrainte n’est pas exercée sur le membre droit de l’inégalité (hors c). Le nombre de mailles dans le volume non borné 

s’écrit alors, xn et zn étant des variables de nombres entiers et yn et tn des variables de nombres premiers : 

 
                                                                           k             m                        k              m             i              j-1     

  z1   zk   t1   tm   x1 = P1
-1(c+Σ Rn(zn)+Σ Sn(tn))  yj = Qj

-1(c-2+Σ Rn(zn)+Σ Sn(tn))-Σ Pn(xn)-Σ  Qn(yn)))  

 

 ∫…     ∫     ∫…     ∫     ∫                          … ∫ 
      dy1 …dyj.dt1…dtm . dx1…dxi.dz1…dzk 
Ln(y1)…Ln(yj).Ln(t1)...Ln(tm) 

  0   0   2   2   0  2    

 

Nous obtenons ainsi un volume sous la forme V(c, z1, …, zk, t1, …, tm), au lieu de V(c), comprenant uniquement les 

variables à droite de l’inégalité. Nous en donnons des exemples dans les exercices.  

Nous ferons tendre les variables z1, …, zk, t1, …, tm vers l’infini pour les dénombrements asymptotiques. 

 

15.  Signe des cibles 
 

Dans le cas des volumes finis, les polynômes étant croissants, c est un nombre positif. Cette condition n’est plus posée dans  

le cas des volumes non bornés. 

 

16. Simplifications asymptotiques 
 

Lorsque les variables xi et yj tendent vers l’infini (c tend vers l’infini), les monômes non dominants de chaque polynôme P1, 

P2, …Pk, Q1, Q2, … Ql deviennent négligeables quant à leurs contributions à la forme du volume total et au nombre de 

solutions diophantines dans ce volume. Le dénombrement asymptotique des solutions s’obtient en se penchant uniquement 

sur les monômes dominants. En faisant cette observation, nous rappelons cependant que nous raisonnons sur une inégalité 

et non sur une égalité et donc sur une loi de moyenne mais pas sur la loi (le facteur) réglant l’abondance à la surface du 

volume. La simplification vaut pour l’évaluation de la fonction volume, mais pas pour celle du facteur d’abondance. 

Considérant les approximations asymptotiques P(x) ≡ a.x
i
 et Q(y) ≡ a.y

i
, nous montrons sur des exemples aux exercices 13 

et 14 comment se traduisent l’évaluation de la fonction volume de l’équation diophantine à partir des expressions obtenues 

pour les polynômes à coefficients unitaires P(x) ≡ x
i
 et Q(y) ≡ y

i
.  

 

17. Dénombrement moyen à la surface d’un volume limité par une cible 
 

Nous attaquons ici le dénombrement qui nous intéresse vraiment.  

Nous précisons d’emblée qu’il s’agit pour l’instant d’une approche (formule intuitive) qui sera complétée plus loin. 

Supposons que nous ayons résolu l’inégalité P1(x1) + … + Pk(xk) + Q1(y1) + … + Qm(ym) ≤ c au sens du dénombrement 

volumique. Les polynômes P1, P2, …Pk, Q1, Q2, … Qm étant fixés initialement, la seule variable du problème est c et 

l’intégrale s’écrit V(c). 

Partons de :  

P1(x1) + P2(x2) + … + Pk(xk) + Q1(y1) + Q2(y2) + … + Ql(ym) = c  

 

A grands traits, le nombre de solutions potentielles de cette égalité est : 

 

V(c) - V(c-1) 

 

où V(c) ≡ {P1(x1) + P2(x2) + … + Pk(xk) + Q1(y1) + Q2(y2) + … + Ql(ym) < c} 

 

En première approximation (développement de Taylor), nous obtenons un dénombrement fonction de la dérivée du volume 

soit : 

V’(c)  

Ecrivons maintenant : 

   i                   j                          k                 m     

   Σ   Pn(xn) +  Σ   Qn(yn)  = c +  Σ  Rn(zn) +  Σ   Sn(tn) 

 n = 1            n = 1                   n = 1            n = 1  

 



 

P 9/394                                      Les clés du dénombrement asymptotique 

Le cardinal des solutions de l’équation diophantine est obtenu (à grands traits toujours) comme précédemment par 

différence : 

V(c+1/2, z1, …, zk, t1, …, tm) - V(c-1/2, z1, …, zk, t1, …, tm) 

 

Cette opération doit être effectuée à variables z1, …, zk, t1, …, tm constants et conduit en première approximation à la 

dérivée partielle par rapport à c (notée ’ ici) : 

 

V’(c, z1, …, zk, t1, …, tm)  

 

La solution asymptotique est obtenue ensuite en faisant tendre les variables z1, …, zk, t1, …, tm vers l’infini (ce qui rend 

souvent c négligeable dans la formule littérale obtenue). Nous procédons ainsi, par exemple, dans le cas de la conjecture de 

Fermat-Catalan. 

 

18.  Dénombrement pondéré des solutions d’une équation diophantine 
 

Le dénombrement est menée sur la cible c. Le principe est d’identifier lors de l’augmentation de l’hypervolume avec c le 

facteur discriminant de l’entrée à la surface du volume des points des mailles choisies (entières ou premières). 

Tous calculs faits et après normalisation, ce facteur discriminant (le facteur d’abondance) vaut Fan(c). 

Tous calculs faits le volume (pour le premier quadrant) vaut V(c). 

Alors le cardinal des solutions de la cible c s’écrit, après calcul approché de V(c)-V(c-1) par dérivation de V(c) : 

 

#{R = c} ≡ (Fan(c)+O(1)).(V’(c)+O(c)) ≈ Fan(c).V’(c) 

 

19. Convergence ou divergence des dénombrements asymptotiques 
 

Nous affirmons les énoncés suivants : 

- si l’intégrale de volume, cardinal approché asymptotique des solutions, diverge alors le nombre de solutions diverge,  

- si l’intégrale de volume est finie, le cardinal des solutions est fini.  

Lorsque l’intégrale est finie, la limite obtenue n’a cependant pas de valeur indicative. Ainsi, si l’intégrale converge vers une 

valeur 0, le nombre de solutions peut être différent de 0. 
 

Par ailleurs, considérons le cas d’une cible à facteur d’abondance nul ou convergeant vers zéro. Asymptotiquement, nous 

sommes dans un cas limite 0x?, ce qui demande une étude plus fine pour décider de la convergence ou de la divergence du 

nombre de solutions. C’est le cas, par exemple, de y1²+y2² = p+c, où nous cherchons le cardinal de nombres premiers, à une 

translation près, généré par la somme de deux carrés. Pour les cibles 0 mod 2 et 2 mod 3, le facteur d’abondance est 0 pour 

un dénombrement en p/ln
3
(p) si nous considérons le problème comme répondant à deux variables y1 et y2, alors qu’il est 

différent de 0 pour un dénombrement en p
1/2

/ln
2
(p) si nous le considérons comme répondant à une seule variable y1 et une 

constante y2 (y2 = 2 pour les cibles 0 mod 2 et y2 = 0 pour les cibles 2 mod 3).   

 

20. Domaine de définition des variables 
 

La méthode d’élaboration des représentants {{z}} montre que les domaines de définition des variables z sont soit à valeurs 

positives soit à valeurs positives et négatives, c’est-à-dire que nous avons le choix d’intervalles soit semi-ouverts [0,+∞[, 

soit ouverts ]-∞,+∞[. Dans le premier cas, la borne 0 peut par ailleurs être remplacée par n’importe quelle valeur finie a 

puisque une contribution asymptotique entre 0 et a (valeur finie) est finie donc asymptotiquement négligeable (facteur 

d’abondance inchangé  a ). Lorsque le choix d’intervalle se présente sous la forme ]-∞,+∞[, nous ne sommes plus dans le 

cas d’intégration dans le premier quadrant présenté jusqu’à présent et nous devons en tenir compte : dans le cas de variables 

de nombres entiers, nous intégrons simplement entre -∞ et +∞ mais dans le cas de variables de nombres premiers, nous 

devons avoir soin de considérer la somme de deux intégrales entre -∞ et -2 et entre 2 et +∞ pour éviter toute divergence 

parasite.  

 

21. Système d’équations parasites 
 

Egalités 

 

La méthode des hypervolumes n’est pas conçue pour un système d’équations. 

Lorsque nous faisons cette remarque, nous attirons l’attention du lecteur sur la production inopinée d’un tel système lors 

des évaluations numériques. Ainsi, considérons l’intégrale  

 
                                                                           k             m                        k              m             i              j-1     

  z1   zk   t1   tm   x1 = P1
-1(c+Σ Rn(zn)+Σ Sn(tn))  yj = Qj

-1(c-2+Σ Rn(zn)+Σ Sn(tn))-Σ Pn(xn)-Σ  Qn(yn)))  

 

 ∫…     ∫     ∫…     ∫     ∫                          … ∫ 
      dy1 …dyj.dt1…dtm . dx1…dxi.dz1…dzk 
Ln(y1)…Ln(yj).Ln(t1)...Ln(tm) 

  0   0   2   2   0  2    
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Lorsque nous évaluons ce volume pour une vérification numérique, nous sommes amenés à faire des hypothèses sur les 

bornes z1 à zk et t1 à tm entre elles (par exemple z1 = … = zk = t1 = … = tm). Ce faisant, nous introduisons des équations 

supplémentaires à notre équation diophantine initiale. La méthode des hypervolumes n’étant pas adaptée aux systèmes 

d’équations, nous devons réinjecter ces relations dans l’équation initiale, créant une autre équation avec moins de variables. 

 

Nous sommes en présence d’un paradoxe d’une méthode permet d’évaluer toutes situations tant que nous ne cherchons pas 

à l’évaluer. Ceci est analogue à l’inférence de l’observateur en physique quantique et nous devons en prendre notre parti. 

 

Ainsi, l’évaluation des volumes V(c) et V’(c) doit se faire « naturellement » par le seul fait de l’équation diophantine 

étudiée. L’imposition artificielle d’une certaine forme de volume pour calculer le dit volume V(c) est proscrite. En effet, 

à une forme de volume correspond un nombre donné de cibles à sa surface (entre V(c) et V(c+1)) et donc un certain facteur 

d’abondance. Si le volume n’est pas imposé uniquement par l’équation diophantine, il n’y a aucune raison pour que le 

facteur d’abondance que nous calculons par notre méthode corresponde au dit volume.  

 

Inégalités 

 

Le point précédent étant éclairci, qu’en est-il de l’introduction d’inégalités ? Lorsque, nous posons cette question, nous 

faisons référence aux évaluations avec des restrictions telles que des semi-ouverts sur les domaines de définitions des 

variables : 

[a,+∞[ ou ]-∞, b] 

 

Considérons l’exemple 2x
2
-3z = c. Ceci amène à évaluer 2x

2
-3z < c. Examinons la situation pour la cible c = 1000 : 
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Le premier graphique montre, à l’intérieur des quatre quadrants définis par les systèmes d’axes en bleu, une totale 

asymétrie des « volumes » induits par 2x
2
-3z < c. Cependant, si nous prenons du recul en faisant jouer l’échelle, le 

deuxième graphique nous donne une autre perspective en montrant la situation asymptotique du problème. Nous constatons 

la quasi-symétrie par rapport à l’axe des y. Ainsi une évaluation asymptotique dans le premier quadrant (au-dessus de la 

courbe) est égale à la moitié de l’évaluation dans l’ensemble des quadrants (au-dessus de la courbe). Cette remarque est 

tout à fait générale y compris en dimension supérieure à 2.  

Nous sommes donc autorisés à introduire des inégalités sur les variables lors d’évaluations asymptotiques (en faisant le 

bilan des quadrants à volume zéro et les autres à volumes identiques).    

 

22. Expressions littérales des facteurs d’abondance normalisés 
 

Nous obtenons des expressions littérales dans des cas de polynômes à variables séparables dont certaines figurent déjà dans 

la littérature. La méthode proposée permet de généraliser certaines de ces expressions.  

Ainsi par exemple, l’expression du facteur d’abondance pour a1y1 + a2y2 + … + anyn = c  à n variables de nombres premiers 

est (voir exercice 5) : 

 
∞   ∞   ∞   
 

П       (1- 
  (-1)

m-2
 

 

)    
 

П                                  (1- 
 (-1)

m-1
 

 

) 
 

П       (1- 
  (-1)

m
 

 

) 
(pi-1)

m-2
 (pi-1)

m-1
 (pi-1)

m
 

pi\c, pi\ai   
  

ou(et(pi∤c,pi\ai),et(p\c,p∤ai)) 
  

pi∤c, pi∤ai  
  

    

Cet exemple et d’autres relativement plus complexes sont présentés dans les exercices : 
 

- dénombrement de Waring (ou de Fermat selon les préférences du lecteur) (si volume non borné), 

- dénombrement de Hardy-Littlewood (ou de Terence Tao et Ben Green),  

- dénombrement de Fermat-Catalan (conjecture de Pillai, dénombrement d’Iwaniec et de Friedlander), 

- dénombrement quadratique (et de degrés supérieurs) 
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23. Opposé  
 

Cette opération est un cas d’école. Ecrivons {{xi}} = [0,1,2,…,pi-1].  

Alors -{{xi}} = -[0,1,2,…,(pi-1)] = [-0,-1,-2,…,-(pi-1)] = [pi-0, pi-1, pi-2,…, pi-(pi-1)] mod p. Toute permutation des 

éléments d’un représentant n’affecte en rien de décompte des cibles c. Donc [pi-0, pi-1, pi-2,…, pi-(pi-1)] ≡ [0,1,2,…,pi-1]. 

Ainsi :  

-{{xi}} = {{xi}}  

puis     

-{{xi
2n+1

}} = {{xi
2n+1

}} 

 

Le lecteur vérifiera sans peine la relation précédente reste valable dans le cas d’une variable de nombre premier {{yi}} = 

[1,2,…,pi-1], ainsi que dans un raisonnement modulo pi
δ
. 

 

Ainsi, lorsqu’une équation diophantine comprend des variables à exposants impairs, les facteurs d’abondance restent 

identiques en remplaçant les signes négatifs devant ces variables par des signes positifs. 

 

Exemples 

Fan(-x
7
-y

5
-z

4
.t = c) = Fan(x

7
+y

5
+z

4
.t = c) 

Fan(-x
7
-y

5
-z

4
 = c) = Fan(x

7
+y

5
-z

4
 = c) ≠ Fan(x

7
+y

5
+z

4
 = c) 

 

24. Opérateurs matriciels 
 

Telle méthode doit être associée à des opérateurs puissants pour favoriser son succès. Or, le crible asymptotique débouche 

sur l’emploi de matrices ayant des propriétés géométriques remarquables, matrices qui montrent une généreuse flexibilité 

pour le calcul littéral des éléments des séries singulières. Nous montrons comment à telle expression diophantine 

correspond telle matrice et comment l’addition d’une nouvelle variable à l’expression initiale peut se traduire par une 

simple multiplication par une nouvelle matrice à la matrice existante (ou déduite de l’existante).   

Cette article consacre une grande partie du texte à leur étude, les matrices correspondant aux dénombrements 

asymptotiques de Waring, appelées matrices cardinales, étant les plus importantes. Nous donnons une expression générale 

des valeurs propres et des vecteurs propres de ces matrices. A une expression diophantine donnée correspond des matrices 

d’une dimension donnée (et des valeurs propres et des vecteurs propres déduits). Le choix peut être fait d’une matrice de 

vecteurs propres commune à cette dimension issue d’une matrice circulaire (commune) à coefficients entiers naturels. Le 

lieu des valeurs propres des matrices cardinales sont sommes entières de points répartis uniformément sur le cercle unité. 

Le lieu des valeurs propres est dicté par les racines primitives de la séquence étudiée.  

Nous introduisons dans ce texte la notion d’environnement qui est un nombre liée aux dimensions des opérateurs 

matriciels. L’évaluation des valeurs propres devenant plus difficile lorsque dimensions et séquences augmentent, nous 

développons une boîte à outils, avec les matrices fondatrices d’environnement, les matrices constructives et les matrices 

d’incrément de séquence, dans le but de lier les valeurs propres d’un environnement produit (de facteurs premiers) à celles 

des environnements élémentaires (à un facteur premier). Nous verrons aussi des points relatifs au passage d’un 

environnement pi
k
 à un environnement pi

k+1
.   

 

25. Variables imbriquées 
 

Les exercices proposés plus loin montrent qu’il est possible de trouver des équations littérales de la fonction volume de 

certaines équations diophantines. Dans les cas R(x1, …, xk, y1, …, ym) < c et R(x1, …, xk, y1, …, ym) = c où les variables 

sont imbriquées, il n’en est en général plus ainsi lorsque nous n’arrivons pas à séparer ces variables. Cependant si nous 

notons V(c, ...) le volume défini par l’inégalité R(...) < c, alors la dérivée partielle par rapport à c, V’(c), est la fonction 

volume de la surface R(x1, …, xk, y1, …, ym) = c. A défaut de solutions littérales, au cas par cas, nous pouvons 

éventuellement nous intéresser à la divergence ou non de V(c, ...) et de V’(c, ...). 

 

26. Groupements indépendants 
 

Nous définissons cette notion à l’exercice 11. Pour l’instant, nous portons simplement l’attention du lecteur sur l’intérêt que 

cette notion représente. En effet, nous verrons que nous pouvons trouver les facteurs d’abondance d’une association de 

groupements indépendants par un simple produit de matrices. Il suffit donc de constituer des briques élémentaires de 

données pour disposer de résultats près à servir dans des problèmes plus complexes. 

Ceci est une consolation du paradoxe de l’observateur (voir paragraphe 21) .  

 

27. Vérification numérique de la méthode 
 

Problème de fond 
 

Nous avons pris le parti, dans cet article, de donner des exemples numériques à l’appui des calculs littéraux que nous 

menons. Nous aurions pu être chanceux et observer près de l’origine (origine signifiant toutes les plages accessibles au 

calcul numérique aussi hautes soient-elles) le comportement asymptotique pour les équations de Waring (toutes les 
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variables dans le membre gauche de l'équation) . Mais, la conclusion des comparaisons (que nous ne présentons pas ici) 

entre les dénombrements effectifs et ceux issus de formules asymptotiques est sans appel aussi bien en raisonnement 

modulo p ou modulo p
δ 

: les proportions pour une cible donnée et la suivante ne sont pas en cohérence avec les facteurs 

d’abondance respectifs lorsque c est « petit » (c'est-à-dire toujours). Il n’y a pas de prolongement du comportement 

asymptotique de manière même approximative, près de l’origine, lorsque le nombre de variables n'est pas significativement 

supérieur à la puissance des variables. Quand le nombre de variables devient suffisant, la vérification reste d'ailleurs 

inaccessible, soit par le fait de la quantité de calcul induite, soit par la dégénérescence des solutions (même quantité 

approximative d'une cible à l'autre). Le problème tel qu’il est posé habituellement n’étant pas vérifiable numériquement, il 

est nécessaire pour aller plus loin de le reprendre autrement ce que nous faisons par adjonction d’une variable du côté de la 

cible c (membre droit de l'équation). Nous verrons cela plus loin. 

 

Problèmes annexes 
 

Des approximations résultent de la vérification qui n’est matériellement possible que près de l’ «origine». Premièrement, 

1/Ln(p) est la probabilité d’apparition des nombres premiers à l’infini. Le dénombrement obtenu sera une approximation 

que l’on pourra éventuellement améliorer en tenant compte d’une correction de densité des nombres premiers près de 

l’origine. Pour fixer les idées, l’erreur pour chaque densité 1/Ln(yi) par rapport à la densité des nombres premiers est 

d’environ 30% pour yi  = 1000 (nous dirons près de l’origine) et cette erreur est cumulée pour chaque nouvelle variable. 

Nous n’avons pas poursuivi dans le sens d’une correction de densité dans les exercices en regard des difficultés rencontrées 

pour de telles corrections (choix d’une expression adaptée) et de son inutilité théorique pour l’évaluation à l’infini (à 

l’infini 1/Ln(yi) est la meilleure approximation). Le plus simple consiste à corriger l'expression littérale par un coefficient 

dont nous observons l'évolution vers la limite théorique1. Il est utile cependant de rappeler que la convergence de la densité 

des nombre premiers vers son expression théorique à l’infini est extrêmement lente. Cette lenteur peut conduire à des 

valeurs relativement éloignées de celles espérées (par une équation explicite) lors de vérifications numériques même 

relativement « loin » de l’origine. 

Deuxièmement, nous avons choisi l’approximation par un développement de Taylor limité au premier degré pour 

l’évaluation du volume V(c)-V(c-1) qui constitue en général un petit écart supplémentaire lors de vérifications numériques.  

Troisièmement, les facteurs d’abondance est un produit infini qui ne s’applique qu’à l’infini. Près de l’origine où des 

oscillations importantes sont constatées, combien de termes du produit infini faut-il utiliser pour avoir la meilleure 

approximation ?  

Pour ces trois raisons (et peut être d’autres), la « vérification » numérique de certaines expressions peut donc être difficile, 

voire hors de portée des outils de calculs pour longtemps. La comparaison de cardinaux pour des cibles distincts est à 

l’opposé très simple près de l’origine. Cette comparaison est possible pour des équations polynomiales R à variables 

« entremêlées » et des ratios relativement précis s’obtiennent à très peu de frais. 

L'autre approche, déjà évoquée, est de suivre un paramètre d’écart relatif à la formule escomptée et d’observer sa 

convergence vers 1 lorsque l’application se rapproche du cas asymptotique. 

 

28. Cibles enrichies et cibles appauvries 
 

Notion 
 

Nous avons formulé l’expression du dénombrement des solutions d’une équation diophantine R(z1, …, zi) = c sous la 

forme : 

#{R = c} ≡ Fan(c).F(z1, …, zi) 

 

Bien sûr ici, la fonction F est une fonction donnée (unique).  

Dans la pratique, lorsque nous réussissons à trouver une telle expression, elle est adaptée à la plupart des cibles.    

Cependant, il peut exister des cibles parmi elles pour lesquelles nous avons : 

 

 

 

Le dénombrement asymptotique ne peut être approché par une fonction donnée. Il y a dans le premier cas, respectivement 

le deuxième cas, de plus en plus, respectivement de moins en moins, de solutions par rapport à une fonction a.F(z1, …, zi) 

définie d’avance lorsque le dénombrement est poussé plus loin Pour ces cibles, il n’existe pas de facteur d’abondance 

normalisé convergent. Nous avons : 

Cibles enrichies Fan(c) → +∞ 

Cibles appauvries Fan(c) → 0 

 

Nous avions déjà soulevé ce point au paragraphe 19 concernant la cible 0. Cependant, le cadre est ici plus large que celui 

exprimé alors. 

 

L’origine de ce phénomène est due, en général, à l’existence pour certaines cibles de facteurs d’abondance de la forme : 

 

Cibles enrichies  ε > 0, a.F(z1, …, zi) << #asymp{R = c} < (a.F(z1, …, zi))
1+ε

 

Cibles appauvries  ε > 0, (a.F(z1, …, zi))
1-ε

 < #asymp{R = c} << a.F(z1, …, zi) 
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Cibles enrichies Fan(c) ≡ ∏ (1+1/p)  
                p 

(→ +∞) 

Cibles appauvries Fan(c) ≡ ∏ (1-1/p)  
                p 

(→ 0) 

 

La dépendance doit être du premier ordre puisque ∏ (1+1/p
i
) ou ∏ (1-1/p

i
) sont convergents (et ≠ 0) lorsque i > 0. 

 

Versatilité 

 

Le lecteur notera également que le comportement de certaines cibles vis-à-vis de la notion présentée ici est versatile 

modulo p
δ
. Ce qui fait référence est le comportement à la limite δ → +∞. Cependant, il est utile de constater qu’une cible 

peut être appauvrie ou enrichie (et éventuellement standard) suivant la valeur de δ étudiée. 

Par exemple prenons l’équation diophantine (et la cible c  = 0) : 

 

c = x1
3
+2x2

3
 

 

Nous pouvons établir le tableau suivant : 
 

 Facteurs d’abondance Facteurs d’abondance normalisés aux séquences p 

δ = 1               

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 

2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 

3 6 6 6 6 6 6 6 1 1 1 1 1 1 1 

5 20 20 20 20 20 20 20 1 1 1 1 1 1 1 

7 6 72 18 54 54 18 72 0,1429 1,7143 0,4286 1,2857 1,2857 0,4286 1,7143 

11 110 110 110 110 110 110 110 0,1429 1,7143 0,4286 1,2857 1,2857 0,4286 1,7143 

13 12 144 252 252 108 144 108 0,011 1,5824 0,6923 2,0769 0,8901 0,3956 1,1868 

17 272 272 272 272 272 272 272 0,011 1,5824 0,6923 2,0769 0,8901 0,3956 1,1868 

19 18 216 378 378 486 378 486 0,0006 0,9994 0,7652 2,2955 1,2649 0,4372 1,6865 

…        → 0       

               

δ = 2               

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 

2 8 8 8 8 8 8 8 1 1 1 1 1 1 1 

3 54 108 54 54 0 0 54 1 2 1 1 0 0 1 

5 900 500 500 500 500 400 500 1,8 2 1 1 0 0 1 

7 2058 3528 882 2646 2646 882 3528 1,8 3,4286 0,4286 1,2857 0 0 1,7143 

11 25410 13310 13310 13310 13310 13310 13310 3,4364 3,4286 0,4286 1,2857 0 0 1,7143 

13 26364 24336 42588 42588 18252 24336 18252 3,4364 3,1648 0,6923 2,0769 0 0 1,1868 

17 152592 78608 78608 78608 78608 78608 78608 6,6706 3,1648 0,6923 2,0769 0 0 1,1868 

19 123462 77976 136458 136458 175446 136458 175446 6,6706 1,9988 0,7652 2,2955 0 0 1,6865 

…        → +∞       

               

δ = 3               

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 

2 64 32 32 32 0 32 32 2 1 1 1 0 1 1 

3 1458 972 486 486 0 0 486 6 2 1 1 0 0 1 

5 72500 12500 12500 12500 12500 10000 12500 34,8 2 1 1 0 0 1 

7 705894 172872 43218 129654 129654 43218 172872 243,6 3,4286 0,4286 1,2857 0 0 1,7143 

11 19179710 1610510 1610510 1610510 1610510 1610510 1610510 2901,1 3,4286 0,4286 1,2857 0 0 1,7143 

…        → +∞       

 

Notons que la versatilité intervient ici du fait que c = x1
3
+2x2

3
 n’est un problème asymptotique que lorsque la cible c tend 

vers l’infini, ce qui n’aura jamais de sens pratique (c infini ne peut être atteint). 

 

Autres exemples 
 

L’étude de la génération de carrés par une équation quadratique donne l’occasion de nombreuses cibles du type cibles 

enrichies (le phénomène n’est pas rare). 

 

29. Cibles ambigües 
 

Notion 
 

La notion l’est autant que son nom. La notion de cibles ambigües englobe les cibles enrichies ou appauvries et en donne 

une certaine explication. Nous choisissons ici d’être relativement floue sur notre explication faute d’en avoir une totale 

maîtrise  

Les cibles ambigües sont des singularités qui se dévoilent sur les « frontières » d’une équation diophantine. En effet, la 

cible c est un paramètre de l’équation posée. Aux dites frontières, l’équation posée passe, implicitement ou explicitement, 

d’une équation irréductible à une équation réductible au sens du dénombrement (et nous pensons en général au sens 

habituel de la réductibilité des équations). Nous rejoignons alors le cas des systèmes d’équations pour lesquels la méthode 

proposée n’est pas adaptée. 
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Le comportement asymptotique d’une cible ambigüe ne peut pas être certifié, a priori, par l’étude des facteurs d’abondance. 

Des exemples de contradictions peuvent être donnés. D’une certaine manière, la cohérence à l’intérieur des domaines 

irréductibles est assurée par la perte de la cohérence aux frontières réductibles. 

 

Exemple 
 

L’exemple suivant nous a été fourni, à propos, par Roger Heath-Brown à titre d’épreuve à notre méthode conduisant ainsi à 

l’ajout du paragraphe précédent : 

5x1
3
+9x2

3
 = 10x3

3
+12x4

3
 

 

Cette équation peut être mise de façon plus générale sous la forme c = 5x1
3
+9x2

3
-(10x3

3
+12x4

3
) et nous pouvons en 

chercher les facteurs d’abondance pour c = 0 ou toute autre valeur entière c. Cependant en c = 0, nous avons un phénomène 

d’ambigüité puisque nous pouvons écrire 5(x1
3
-2x3

3
) = 3(3x2

3
-4x4

3
), ce qui implique le système de deux équations : 

 

x1
3
-2x3

3
 = 3r 

3x2
3
-4x4

3
 = 5r 

 

Lorsque l’étude est poussée en omettant ce point, le facteur d’abondance normalisé en c = 0 de l’équation c = 5x1
3
+9x2

3
-

(10x3
3
+12x4

3
) tend vers une valeur non nulle (de l’ordre de 0.5 dans une étude modulo p aussi bien que dans une étude 

modulo p
∞
) ce qui fait croire à une infinité de solutions alors qu’en fait l’équation n’a (a priori) que la solution triviale 

(0,0,0,0). Cependant, une certaine part de vérité subsiste ici dans les facteurs d’abondance, mais de façon cachée. En effet, 

lorsque nous remplaçons l’équation en variables d’entiers par une équation en variables de nombres premiers  

   

5y1
3
+9y2

3
 = 10y3

3
+12y4

3
 

 

nous observons alors une interdiction à la séquence p = 7, d’où un produit des facteurs d’abondance nul (et un nombre a 

priori fini de solutions de l’équation correspondante). Cette interdiction est d’une certaine manière héritée par l’équation 

aux variables d’entiers (comment ?). 

 

30. Géométrie des nombres 
 

Nous verrons que l’étude d’une petite quantité de nombres suffit parfois à faire quasiment le tour du problème posé. Il 

s’agit souvent de 0, 1, 2, 3 et 5. Le nombre 0 est déterminant car il admet tous les diviseurs on nul en restant entier (et égal 

à lui-même). Le nombre 1 est spécial parce qu’il est premier sans l’être. Pour les autres nombres, soit p la valeur de l’un 

d’entre eux et considérons alors (-1)
(p-1)/2

, soit ±i (pour p = 2), -1 (pour p = 3), 1 (pour p = 5). Ces nombres sont aux quatre 

points cardinaux du cercle unité (dont 0 est le centre et 1 le « point principal »). Nous verrons le rôle central du cercle unité 

dans la suite de cet article. Suivant le cas, ce cercle peut subir des déformations : translation du centre, mise en jeu d’une 

excentricité, etc. L’exposant (p-1)/2 montre aussi l’importance des termes p-1 et (p-1)/2, que nous retrouverons si souvent, 

ce dont le lecteur se doutait certainement déjà.  

 

31. Niveau de preuve 
 

Le lecteur jugera de la pertinence des travaux présentés.  

La loi géométrique, basée sur des intégrales multiples et l’exploitation de logarithmes, va de soi. Concernant la loi 

arithmétique, nos arguments reposent sur la substitution dans l’équation diophantine étudiée des variables par des objets 

équivalents. Ce dernier adjectif nous convient, mais peut-être contesté. La réunion des deux lois nait lors de la procédure de 

substitution. 
 

En tous cas, si simplicité des principes, alignement systématique sur les résultats démontrés (ou conjecturés), universalité 

de l’emploi et richesse de nouveaux axes de recherche sont signes de preuve, le lecteur aura loisir de les vérifier.  

 

32. Ouverture sur les exercices 
 

L’ensemble des problèmes soulevés par le dénombrement diophantien est très riche ce qui fait son intérêt exceptionnel. Il 

passe par l’arithmétique (congruence, résidus…), l’analyse (fonction de plusieurs variables, intégrales multiples, 

convergence, suites entières…), l’algèbre (théorie des groupes, matrices…), la géométrie (représentation dans l’espace, 

hypervolume et hypersurface…). Nous n’allons pas nous plaindre bien sûr de l’harmonie résultante de certaines 

simplifications après de longs développements. Les pistes de recherche sont innombrables où que nous penchions la tête. 

Les exercices qui suivent en donnent quelques illustrations. Le terme « exercice » choisi ici ne se veut pas réducteur. Bien 

au contraire, après ce qui constitue ci-dessus un guide général de la méthode, les exercices sont le lieu des démonstrations, 

certes parfois sommaires, et d’exemples concrets.  

L’exercice 1 prime par son importance en exposant le crible asymptotique. L’exercice 2 le complète d’un point de vue 

algorithmique. Les exercices 3 et 4 présentent les bases fondamentales nécessaires à l’évaluation littérale des facteurs 

d’abondance. Les expressions littérales de ces facteurs pour les sommes de Waring sont données dans l’exercice 6 sous sa 

forme la plus élaborée à partir des préludes de l’exercice 5. Les exercices 7 à 10 donnent les facteurs d’abondance pour des 

équations diophantines classiques, telles que les équations de Fermat-Catalan, les polynômes, les équations quadratiques, 

les équations à variables imbriquées… En particulier, les équations de Fermat-Catalan fournissent une explosion de 
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conjectures et un fort potentiel d’axes de recherche. Les aspects les plus conséquents de notre article, avec les matrices 

fondatrices d’environnement, les matrices constructives et les matrices d’incrément de séquence, y sont abordés. L’exercice 

11 montre l’universalité de la méthode mais également ses limites. L’exercice 12 donne des pistes pour l’obtention 

d’expressions riches en nombres premiers. L’exercice 13 a une grande utilité pratique pour les dénombrements mettant en 

jeu des variables de nombres premiers (type conjecture de Goldbach). L’exercice 14 sert essentiellement à la 

compréhension de dénombrements non monotones près de l’origine. L’entrée en matière de l’exercice 15 est un clin d’œil 

et un apport d’énergie favorisant, nous l’espérons, la suite de la lecture. La suite de l’exercice met en scène une approche 

globale, et non locale, au problème d’écarts entre nombre premiers. Il est presque hors sujet ici et est comme une bouteille 

lancée à la mer. Les exercices ultérieurs offrent des partitions de portées hétérogènes, mais toujours captivantes, en donnant 

enfin des formules asymptotiques complètes classiques ou nouvelles. Les facteurs d’abondance restent généralement sous 

la forme de produits d’Euler ce qui permet leur évaluation approximative sans difficulté. La détermination de leur valeur 

exacte est une autre science qui n’est abordée que pour quelques cas favorables dans l’exercice (22). Notre texte finit en 

forme de fugue sur la présentation d’axes de recherche permettant d’aller encore plus loin dans les dénombrements 

asymptotiques. 

Nous espérons que le lecteur trouvera au détour de nombreuses formules de maths biscornues, celle de son choix, d’une 

pure beauté mathématique. 

 

33. Votre droit à l’essentiel 
 

Nous donnons ici quelques-uns de nos coups de cœur pour le lecteur pressé : 

 

 pages 

Représentant asymptotique d’une variable diophantine (d’entiers ou de nombres premiers)  19 

Génération itérative approchée de la suite des nombres premiers  326 

Racines primitives selon Legendre 43 

Racines primitives modulo 4p 253 

Classes réciproques quadratiques et polynomiales  257 

Fonction rho pour le dénombrement des classes p telles que x
n
 = c mod p, c fixé 259 

Fréquences inclusive et exclusive d’un diviseur donné dans la suite infinie p-1 262 

Corollaire du second théorème de Mertens et fonction ΓP 385 

Structure en double hélice des matrices cardinales élémentaires 66  

Théorème de décomposition d’une matrice cardinale élémentaire (éléments propres de la matrice) 71 

Théorème d’existence d’une matrice d’environnement commune 313 

Décomposition des matrices cardinales (cas général) 299 

Expression générale des matrices cardinales pour les équations de Waring (modulo p
δ
) 126 

Equations générales aux racines primitives des matrices cardinales 54, 189, 278 

Décomposition entière des nombres premiers : matrices fondatrices d’environnement, matrices constructives 

et matrices d’incrément de séquence 
217 

Géométrie des valeurs propres  103 

Règles de dichotomie extérieure et intérieure pour les valeurs propres des matrices cardinales de dimension 2
δ
 143 

Orthogonalité des valeurs propres des matrices cardinales d’environnements disjoints  197 

Dénombrement dans l’hypervolume de Fermat-Catalan  367 
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 EXERCICE 1 : CRIBLE ASYMPTOTIQUE 

  

1. Préambule 
 

Nous trouvons dans [11], une définition générale du concept de crible en introduction au crible linéaire et ses dépends 

(crible combinatoire, crible asymptotique de Bombieri…) et selon la définition et les propriétés énoncées à cet endroit, le 

crible asymptotique que nous proposons n’est pas un crible.  

Ceci dit, considérons une équation diophantine R(x1, x2, …,xk, y1, y2, …, ym) = c. Les xi sont des inconnues à déterminer en 

termes de nombres entiers et les yj sont des inconnues à déterminer en termes de nombres premiers. Nous attaquons ce 

problème en donnant aux variables xi et yj toutes les valeurs possibles dans leurs ensembles de définition et recueillons 

toutes les valeurs c. Nous notons soigneusement le nombre des occurrences de la cible c. Asymptotiquement, c’est-à-dire 

lorsque toutes les valeurs de c sont recueillies effectivement, la fréquence de c est trivialement la réponse au problème que 

nous avons posé.  

Ne disposant pas d’un temps infini, pour arriver à nos fins, nous élaborons des objets de type {{xi}} et {{yj}} qui sont 

équivalents au sens du dénombrement aux variables xi et yj. 

Lorsque ces objets sont trouvés, tout le reste n’est que technique de calcul (ce qui d’ailleurs occupe le plus clair de notre 

temps dans cet article). 

 

2. Théorème chinois 
 

Ce théorème est fondamental pour notre propos. 

Soient m1, m2, …, mr des nombres premiers entre eux et soit m leur produit. Pour toute suite x1, x2, …, xr d’entiers donnés, 

il existe un unique entier x entre 0 et m-1 tel que x = xi, mod mi pour i = 1 à r.  

Le lecteur trouvera ce théorème et sa démonstration dans [3] ainsi que son expression moderne :   

Si m1, m2, …, mr sont des nombres premiers entre eux, m = m1.m2…mr, alors l’anneau Z/m1Z x Z/m2Z x … x Z/mr est 

isomorphe à l’anneau Z/mZ. 

Ce théorème trouve un intérêt fondamental pour m1 = 2
k1

,  m2 = 3
k2

 , … mr = pr
kr

, puis en faisant tendre les ki vers +∞. Nous 

voyons ceci ci-dessous. 

 

3. Approche de Minkowski 
 

D’après Hermann Minkowski, l’équation diophantine R(x,y…) = c a une solution si et seulement si R(x,y…) = c mod p
k
 a 

une solution quels que soient p et k, p premier, k entier positif et l’équation R(x,y…) = c a une solution réelle. ([5] ne donne 

que le résultat et nous ne disposons pas de la démonstration). 

Arrêtons-nous sur la partie concernant R(x,y…) = c mod p
k
 pour tous p et k. 

Il paraît naturel d’écrire : 

 

{(x, y, …) / R(x, y, …) = c}  {(x, y, …) / ki,  pi, R(x, y, …) = c modulo 2
k2

.3
k3

…pi
ki

…} 

puis : 

#{(x, y, …) / R(x, y, …) = c}  #{(x, y, …) / ki,  pi, R(x, y, …) = c modulo 2
k2

.3
k3

…pi
ki
…} 

 

Du théorème chinois, il résulte (voir aussi relations (3) et (4)) :   

 

#{(x, y, …) / R(x, y, …) = c modulo 2
i2

.3
i3

 … pi
ka

} =  ∏ #{(x, y, …) / R(x, y, …) = c modulo pm
im

}   (1) 

 m = 2 à k 

Soit à la limite (par abus d’écriture) : 
 

 ∞ 

#{(x, y, …) / R(x, y, …) = c modulo 2
∞
.3

∞
 … p∞

∞
} =  ∏ #{(x, y, …) / R(x, y, …) = c modulo pm

∞
}   (2) 

 m 

 

La nature des variables, variables de nombres entiers ou variables de nombres premiers, n’a pas d’importance ici.  

Ces écritures sont à la base du dénombrement asymptotique d’une équation diophantine. Pour savoir le comportement de 

R(…) = c, il faut et il suffit d’indiquer le comportement pour tout nombre premier pi et d’effectuer un produit infini. 

 

4. Produit de cardinaux relatif à des nombres entiers 
 

Nous donnons à ce paragraphe et au suivant deux exemples numériques pour la bonne compréhension de la suite. 

Nous avons, d’après le théorème chinois, la relation : 
 

#{n / P(n) = c modulo mi.mj} = #{n / P(n) = c modulo mi}. #{n / P(n) = c modulo mj}     (3) 
 

à condition que (mi,mj) = 1. 

 

Prenons un exemple pour la clarté de l’exposé : P(n) = n², mi = 2², mj = 3². 
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                                                     Tableau 1                      Table de vérité 1 
 

n P(n) mod 36 P(n) mod 4 P(n) mod 9  P(n) #P(n) mod 36 #P(n) mod 4 #P(n) mod 9  

0 0 0 0  0 6 2 3 Vrai 

1 1 1 1  1 4 2 2 Vrai 

2 4 0 4  2 0 0 0 Vrai 

3 9 1 0  3 0 0 0 Vrai 

4 16 0 7  4 4 2 2 Vrai 

5 25 1 7  5 0 2 0 Vrai 
6 0 0 0  6 0 0 0 Vrai 

7 13 1 4  7 0 0 2 Vrai 

8 28 0 1  8 0 2 0 Vrai 

9 9 1 0  9 6 2 3 Vrai 
10 28 0 1  10 0 0 2 Vrai 

11 13 1 4  11 0 0 0 Vrai 

12 0 0 0  12 0 2 0 Vrai 

13 25 1 7  13 4 2 2 Vrai 

14 16 0 7  14 0 0 0 Vrai 

15 9 1 0  15 0 0 0 Vrai 

16 4 0 4  16 4 2 2 Vrai 

17 1 1 1  17 0 2 0 Vrai 

18 0 0 0  18 0 0 3 Vrai 

19 1 1 1  19 0 0 2 Vrai 

20 4 0 4  20 0 2 0 Vrai 
21 9 1 0  21 0 2 0 Vrai 

22 16 0 7  22 0 0 2 Vrai 

23 25 1 7  23 0 0 0 Vrai 

24 0 0 0  24 0 2 0 Vrai 
25 13 1 4  25 4 2 2 Vrai 

26 28 0 1  26 0 0 0 Vrai 

27 9 1 0  27 0 0 3 Vrai 

28 28 0 1  28 4 2 2 Vrai 

29 13 1 4  29 0 2 0 Vrai 
30 0 0 0  30 0 0 0 Vrai 

31 25 1 7  31 0 0 2 Vrai 

32 16 0 7  32 0 2 0 Vrai 

33 9 1 0  33 0 2 0 Vrai 
34 4 0 4  34 0 0 2 Vrai 

35 1 1 1  35 0 0 0 Vrai 

 

5. Produit de cardinaux relatif à des nombres premiers 
 

Nous avons la relation : 

 

#{p / P(p) = c modulo mi.mj} = # (p / P(p) = c modulo mi) . #{p / P(p) = c modulo mj}   (4)  

 

à condition que pgcd(mi,mj) = 1. 

Ici l’utilisation de p au lieu de n comme générateur des résidus signifie que pgcd(p,mi.mj) = 1. 

 

Reprenons un exemple. Soit P(p) = p², mi = 5,  mj = 7. 

 

                                    Tableau 2                                                                    Table de vérité 2 
 

p P(p) mod 35 (mi.mj) P(p) mod 5 (mi) P(p) mod 7 (mj)  P(n) #{P(n) mod 35} #{P(n) mod 5} #{P(n) mod 7} 
#{35}  = 

#{5}. #{7} 

0 0 0 0  1 4 2 2 Vrai 
1 1 1 1  2 0 0 2 Vrai 
2 4 4 4  3 0 0 0 Vrai 
3 9 4 2  4 4 2 2 Vrai 
4 16 1 2  6 0 2 0 Vrai 
5 25 0 4  8 0 0 2 Vrai 
6 1 1 1  9 4 2 2 Vrai 
7 14 4 0  11 4 2 2 Vrai 
8 29 4 1  12 0 0 0 Vrai 
9 11 1 4  13 0 0 0 Vrai 

10 30 0 2  16 4 2 2 Vrai 
11 16 1 2  17 0 0 0 Vrai 
12 4 4 4  18 0 0 2 Vrai 
13 29 4 1  19 0 2 0 Vrai 
14 21 1 0  22 0 0 2 Vrai 
15 15 0 1  23 0 0 2 Vrai 
16 11 1 4  24 0 2 0 Vrai 
17 9 4 2  26 0 2 0 Vrai 
18 9 4 2  27 0 0 0 Vrai 
19 11 1 4  29 4 2 2 Vrai 
20 15 0 1  31 0 2 0 Vrai 
21 21 1 0  32 0 0 2 Vrai 
22 29 4 1  33 0 0 0 Vrai 
23 4 4 4  34 0 2 0 Vrai 
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p P(p) mod 35 (mi.mj) P(p) mod 5 (mi) P(p) mod 7 (mj)  P(n) #{P(n) mod 35} #{P(n) mod 5} #{P(n) mod 7} 
#{35}  = 

#{5}. #{7} 

24 16 1 2       
25 30 0 2       
26 11 1 4       
27 27 4 1       

28 14 4 0       
29 1 1 1       

30 25 0 4       
31 16 1 2       
32 9 4 2       
33 4 4 4       
34 1 1 1       

 

Nous avons barré les solutions qui sont éliminées par la condition pgcd(p,mi.mj) = 1.  

Si cette condition n’est pas respectée alors soit  P(p) = 0 mod mi, soit P(p) = 0 mod mj. 

 

6. Notion de représentants 
 

Nous avons précisé la règle de multiplication des cardinaux modulo pi (et modulo pi
ki

 indirectement). Cette règle ne 

fonctionne que si la première colonne des tableaux 1 et 2 est bien choisie. C’est le fait de choisir des représentants adéquats 

pour des variables n ou p (première colonne des tableaux donnés en exemples) respectivement qui permet de construire la 

dite règle des produits de cardinaux. La notion de représentant se situe en amont de la règle de multiplication des cardinaux 

modulo pi
ki
. 

Approfondissons cette notion. 
 

Une variable de nombres entiers est la suite (ou la liste) infinie des nombres entiers naturels (0, 1, 2, …, +∞). Chaque 

élément de cette liste est pondéré d’un poids uniforme de valeur 1. Une variable de nombres premiers est la suite (ou la 

liste) infinie des nombres entiers naturels (0, 1, 2, …, +∞), mais chaque élément de cette liste est pondéré d’un poids 

uniforme de valeur 1 pour les nombres premiers et 0 pour les autres nombres. Nous construisons les deux objets {{x i}} et 

{{yj}} en respectant ces pondérations. 

Le cas des variables de nombres entiers pouvant sembler trop trivial, nous commençons par les variables de nombres 

premiers.  

 

Variable de nombres premiers 
 

Soit le tableau : 
 

séquence \ yj 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 … ∞ 

2 ε0 1-ε1 ε 1 ε2 1 ε 1 ε3 1 ε 1 … … 

3 ε0 1-ε1 1 ε 1 1 ε 1 1 ε2 1 1 … … 

5 ε0 1-ε1 1 1 1 ε 1 1 1 1 ε 1 … … 

7 ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 ε 1 1 1 1 … … 

11 ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ε … … 

… … … … … … … … … … … … … … … 

p ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 … … 
               

Π ε0
t (1-ε1)

t ε ε ε2 ε ε2 ε ε3 ε2 ε2 ε … … 

Π/ε ε0
t/ε (1-ε1)

t/ε 1 1 ε 1 ε 1 ε2 ε ε 1 … … 

 

Nous cherchons à représenter une variable de nombres premiers yj par sa décomposition en une succession de lignes dont 

l’ordonnée est la suite des nombres premiers. Les éléments de cette ordonnée sont appelés séquences du crible 

asymptotique. Lorsque la séquence r divise yj, fixons la pondération de yj à cette séquence à ε
k
, où k est la multiplicité de r 

dans yj, sinon fixons la pondération de yj à 1. Comme yj = 1 a un statut un peu particulier parmi les nombres (ce n’est pas 

tout à fait un nombre premier), nous lui donnons un poids 1-ε1. De même pour zéro qui reçoit la pondération ε0. Le produit 

des différents poids est donné sur l’avant dernière ligne du tableau. Nous sommes particulièrement intéressés par le poids 

relatif entre ces différents nombres. Dans cette optique, nous voyons que nous pouvons construire la dernière ligne où 

chaque nombre premier reçoit une pondération égale à 1, où 1 reçoit la pondération (1-ε1)
t
/ε et où les autres nombres sont 

des multiples de ε. Complétons le tableau jusqu’à l’infini. Faisons tendre ε vers 0. Nous obtenons alors sur la dernière ligne 

pour yj la pondération d’une variable de nombres premiers. Nous observons de plus près le cas de yj = 1. Sa pondération (1-

ε1)
t
/ε est inférieure à ε dès que t > 2.ln(ε)/ln(1-ε1). Le paramètre t étant libre, nous le choisissons pour répondre à 

l’expression précédente. Pour yj = 0, nous pouvons choisir aisément ε0 tel que ε0
t
/ε < ε. Dans ces conditions, une variable de 

nombres premiers tend à la séquence p vers :  

  

{{yj}}p ≡ [1,2,…,p-1] ≡ [g
0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p)-1
] mod p       (5) 

 

De plus, si nous considérons la variable yj sur l’ensemble des séquences, nous pouvons écrire symboliquement : 

 

{{yj}} ≡ Π/ε ≡ cfv.        Π{{yj}}p          (6) 
 p 
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Ici cfv est le facteur d’ajustement donnant le lien entre le représentant de la variable globale et les représentants à chaque 

séquence. Pour un ε donné (c’est-à-dire pour une précision donnée), cfv est une constante quelle que soit la cible c.   

 

Revenons au tableau et faisons ε = 0, δ = 0. 

 

séquence \ yj 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 … ∞ 
2 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 … … 
3 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 … … 
5 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 … … 
7 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 … … 
11 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 … … 
… … … … … … … … … … … … … … … 
p 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 … … 

               

Π 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … … 
limite Π/ε 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 … … 

 

Les deux dernières lignes, différentes, montrent la nécessité d’un passage à la limite pour aboutir à nos fins. Sans cet 

artifice, il est impossible de distinguer les qualités de représentation fondamentale contenues dans [1,2,…,p-1] mod p 

lorsque p décrit tous les nombres premiers. Ainsi, notre propos ne tient que dans un cadre asymptotique. 

 

Variable de nombres entiers 
 

Sur le même principe, nous avons immédiatement 

 

{{xi}}p ≡ [0,1,2,…,p-1] ≡ [0,g
0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p)-1
] mod p       (7) 

Nota 
 

Dans la pratique des dénombrements, nous observons de l’une à l’autre des types des variables des différences très 

significatives à valoir au seul élément {0}. Ceci est dû essentiellement aux petites valeurs des séquences p : un objet tel [1] 

mod 2 (pour une variable de nombres premiers) et très différent de [0,1] mod p (pour une variable de nombres entiers).  

 

7. Généralisation de la notion de représentants 
 

Nous avons raisonné modulo p dans le cas précédent. Ceci n’est pas suffisant généralement. Nous devons procéder modulo 

p
δ
. Dans ce cas, nous avons : 

 

Pour les variables xi d’entiers modulo p
δ
 : 

{{xi}} ≡ [0,1,2,…,p
δ
-1] mod p

δ
      (8) 

 

Pour les variables yj de nombres premiers modulo p
δ
 : 

 

{{yi}} ≡ [1,2,…,p-1, p+1, p+2,…, 2.p-1, 2.p+1, 2.p+2,…, 3.p-1, …, p
δ
-p+1, p

δ
-p+2,…, p

δ
-1]   mod p

δ
 

 

L’emploi de g, une primitive de p, permet d’éliminer sans effort tous les multiples de p (y compris 0). 

 

{{yi}} ≡ [g
0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p^δ)-1
] mod p

δ
               (9) 

 

La situation de ces variantes, et en particulier lorsque δ → +∞, est examinée sur l’exemple des sommes de Waring dans 

l’exercice 6 et plus généralement à l’exercice (11). Nous y vérifions que l’interprétation δ = 1 est dans certains cas 

identique à l’interprétation δ → +∞ et que dans d’autres cas un δ fini suffit.  

 

8. Opérations sur les représentants 
 

Reprenons le crible et remplaçons la première ligne yj par yj
n.  

Soit le tableau : 
 

séquence \ yj
n 0 1 2n 3n 4n 5n 6n 7n 8n 9n 10n 11n … ∞ 

2 ε0 1-ε1 ε 1 ε2 1 ε 1 ε3 1 ε 1 … … 
3 ε0 1-ε1 1 ε 1 1 ε 1 1 ε2 1 1 … … 
5 ε0 1-ε1 1 1 1 ε 1 1 1 1 ε 1 … … 
7 ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 ε 1 1 1 1 … … 

11 ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ε … … 
… … … … … … … … … … … … … … … 
p ε0 1-ε1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 … … 

               

Π ε0
t (1-ε1)

t ε ε ε2 ε ε2 ε ε3 ε2 ε2 εt … … 
Π/ε ε0

t/ε (1-ε1)
t/ε 1 1 ε 1 ε 1 ε2 ε ε 1 … … 
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Le raisonnement sur yj s’applique en tous points à yj
n. (en remplaçant ε dans le tableau initial par ε1/n). Plus généralement, les 

opérations polynomiales R sur l’ensemble de l’entité {{}} se traduit par la même opération sur chaque composante de cette 

entité du fait de la bijection entre yj et R(yj). Ainsi : 

 

R({{xi}}) ≡ {{R(0),R(1),…,R(pi
δ
-1)}} mod p

δ
      (10) 

et  

R({{yi}}) ≡ {{R(g
0
),R(g),R(g

2
),…,R(g

φ(pi^δ)-1
)} mod p

δ
               (11) 

 

9. Limite du raisonnement 
 

Le choix libre de t tel que ε0
t
/ε tend vers 0 est contestable. Il est contesté par des cas d’exception que nous avons appelés 

ambigus en nous référant aux cibles. C’est le cas souvent des cibles c = 0 dans des équations à base de monômes.  

 

10. Domaine de définition des variables 
 

Nous pouvons construire les tableaux à deux dimensions précédents avec comme choix d’abscisse non pas [[0, +∞[[ mais 

]]-∞,+∞[[ avec les mêmes conclusions. La notion de semi-ouverts ou d’ouverts est indifférenciée dans une approche 

modulo.  

 

11. Décomposition et reconstruction de l’équation diophantine  
 

Raisonnons modulo pi. 

Le calcul des occurrences d’une cible c est mené tour à tour pour chaque séquence pi. 
 

Pour t une variable, {{tpi}} son représentant modulo pi et {{t}} son représentant modulo 2.3…pi, nous écrivons (la flèche 

→ signifiant « devient ») : 

 

t → {{tpi}} => R(t) = c → R({{tpi}}) = c mod  pi  et  R({{t}}) = c mod 2.3…pi    
 

 
où   #{t / R(t) = c mod  2.3…pi} = Π pj  {2, 3, pi} #{t / R(t) = c mod pj}       

 

Pour plusieurs variables, nous écrivons successivement : 

 

x1 → {{ x1 pi}} => R(x1, x2, …, ym) = c → R({{x1 pi}}, x2, …, ym) = c mod  pi  et  R({{x1}}, x2, …, ym) = c mod 2.3…pi  

où   #{(x1) / R(x1, x2, …, ym) = c mod  2.3…pi} = Π pj  {2, 3, pi} #{ (x1) / R(x1, x2, …, ym) = c mod pj}       

 

x2 → {{ x2 pi}} =>  

R(x1, x2, …, ym) = c → R({{x1 pi}}, {{x2 pi}}, …, ym) = c mod  pi  et  R({{x1}}, {{x2}}, …, ym) = c mod 2.3…pi  

où   #{(x1,x2) / R(x1, x2, …, ym) = c mod  2.3…pi} = Π pj  {2, 3, pi} #{ (x1,x2) / R(x1, x2, …, ym) = c mod pj}       

… 

ym → {{ ym pi}} =>  

R(x1, x2, …, ym) = c → R({{x1 pi}}, {{x2 pi}}, …, {{ym}})= c mod  pi  et  R({{x1}}, {{x2}}, …, {{ym}}) = c mod 2.3…pi 

où   #{(x1,x2,…,ym) / R(x1, x2, …, ym) = c mod  2.3…pi} = Π pj  {2, 3, pi} #{ (x1,x2,…,ym) / R(x1, x2, …, ym) = c mod pj}       

 

S’il s‘agit de R(x1, x2, …,xk, y1, y2, …, ym) = c, l’équation devient à la séquence p, grâce à la notion de représentants, 

R({{x1}}p, {{x2}}p, …,{{xk}}p, {{y1}}p, {{y2}}p, …, {{ym}}p) = c.  

 

12. Approche stochastique de la notion de représentant  
 

Les représentants sont des opérateurs arithmétiques. Les dénombrements asymptotiques sont obtenus par passage à la 

limite. Nous montrons ici la passerelle avec la théorie des probabilités qui est utile pour l’évaluation, a priori, de tels 

dénombrements. Nous montrons pourquoi une approche par cette théorie est remplie de succès. 
  

Nous nous appuyons sur l’équiprobabilité des nombres premiers dans les progressions arithmétiques pour retrouver la 

notion de représentant. Notons [[a,b]] la suite des nombres entiers d’un intervalle [a,b]. Nous appelons cet ensemble un 

peigne. Si ce peigne est affecté d’une certaine contrainte, nous l’exprimons en indice de la façon suivante [[a,b]]C. 

Considérons une suite de nombres entiers [[x,y]]. Considérons un pointeur aléatoire PA sur cet intervalle. Enregistrons la 

valeur pointée modulo t sur le « peigne » [[0, t-1]]. Si y-x est un multiple de t la probabilité d’enregistrement sur chaque 

cran du peigne est équivalente. Le tableau 1 présente un essai aléatoire de ce type à l’aide d’un pointeur aléatoire d’un 

tableur standard. Les points qui nous intéressent ici sont représentés en vert. Ce peigne n’est pas discriminant si nous 

considérons une suite discontinue de nombres entiers et de taille appropriée (multiple de t) comme nous allons fait ; il n’en 

est pas de même si nous considérons des suites différentes sur un intervalle [x,y] telles celles des nombres pairs 

(enregistrement sur les crans pairs), des nombres impairs (enregistrement partiel sur les crans impairs) ou des nombres 

premiers (enregistrement en proportion quasi-égale sur certains crans impairs). 

Nous pouvons adopter le formalisme suivant :  

Soit {{n}} le résultat moyen de PA,mod(t)(n), n  [[x,y]], sur un grand nombre d’essais alors  
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[[0,t-1]]  {{n}}          (12) 

 

En bon français, ceci se traduit par l’énoncé :  

Le peigne [[0,t-1]] est un représentant modulo t d’un nombre entier choisi aléatoirement.  Nous obtenons une encapsulation 

de la propriété «être un nombre entier» dans la suite de nombres proposée.  

 

Nous avons évoqué ci-dessus le cas des nombres premiers. Nous pouvons affirmer, et c’est un résultat dû à Gustav 

Dirichlet [9], l’équidensité des nombres premiers dans la progression arithmétique a+k.m, a et m choisi convenablement. 

Plus précisément, il faut et il suffit que pgcd(a,m) = 1. 

Ainsi dans le formalisme à contrainte adopté précédemment, nous pouvons écrire maintenant : 

[[0,t-1]](x,t)=1  {{p}} où x est un élément approprié ((x,t)=1) du peigne. 

Comme (0,t) ≠ 1, nous pouvons (et devons) retirer 0 à la liste [[0,t-1]] : 

 

[[1,t-1]](x,t)=1  {{p}}       (13) 

 

Ce qui se traduit par le peigne [[1,t-1]](x,t)=1 est un représentant modulo t d’un nombre premier choisi aléatoirement. Nous 

obtenons une encapsulation de la propriété «être un nombre premier» dans la suite de nombre proposée.  

 

Le lecteur retrouvera dans le tableau 1 un exemple élémentaire de dénombrement concernant les nombres premiers. Il s’agit 

des points représentés en rouge. Nous observons une fluctuation des résultats autour de la droite moyenne attendue. Ceci 

est dû au fait que le nombre de premiers sur une progression c + k.t limitée à l’intervalle [1,65536] varie de quelques unités 

suivant c. Nous observerons également que les diviseurs impairs de t (ici 210=2*3*5*7) n’obéissent pas à la règle ce qui est 

attendu. Nous pouvons alors normaliser les occurrences suivant ces remarques pour obtenir les points en bleu.  

 

Tableau 1 
 

 
 

Ecart marginaux dans le cas modulo 210 = 2.3.5.7 (effectué sur x>2) 

 

Prolongement arithmétique du raisonnement stochastique 

 

Les expressions (12) et (13) relevant ici d’arguments statistiques, trouvent leur origine dans l’approche exclusivement 

arithmétique développée pour le crible asymptotique. 

Supposons que le pointeur P ne soit plus un pointeur aléatoire, mais renferme une information. Le résultat se traduira en 

abondance relative sur les différents crans du peigne considéré. Une telle opération est difficile à décrypter sous cette 

forme. Il est beaucoup plus commode de pointer de façon égalitaire sur les crans du peigne et de recueillir les abondances 

relatives définissant les « caractéristiques » du pointeur. Ce pointeur pouvant être à plusieurs entrées indépendantes, 

écrivons :  

R (P1(x1), P2(x2), …, Pk(xk), Q1(y1), Q2(y2), … , Ql(yl)) = c 

Alors 
 

R (P1({{x1}}), P2({{x2}}), …, Pk({{xk}}), Q1({{y1}}), Q2({{y2}}), … , Ql({{yl}}) = c mod pj, pj  {2, 3, pi}        (14) 
 

devient la forme itérative de nos dénombrements. 

 

13. Approche ensembliste de la notion de représentants  
 

Nous reprenons ici un extrait d’un exposé [8] sur l’apport de Cantor et des logiciens au corpus mathématique : 
 

 

« Depuis Cantor, tout ceci a été mieux formulé, en particulier, par Von Neumann qui a trouvé la bonne formulation : un 

ordinal est l’ensemble de ses prédécesseurs. C’est recycler un peu une idée de Shopenhauer qui disait “qu’un entier 

présuppose tous les précédents”. C’est la même chose avec les ordinaux. L’ordinal 0, c’est l’ensemble vide ∅. L’ordinal 1, 

c’est l’ensemble dont l’unique élément est l’ensemble vide : {∅}. L’ordinal 2, c’est l’ensemble dont les deux éléments sont 

l’ordinal 0 et 1 : {∅, {∅}}. L’ordinal 3, c’est : {∅, {∅}, {∅, {∅}}}… On a une échelle d’ensembles sur lesquels 
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l’appartenance coïncide avec l’inclusion : un ensemble appartient à un autre si et seulement s’il est inclus dans l’autre. 

Alors, qu’est-ce que w0, le premier ordinal infini ? Eh bien, c’est l’ensemble de tous ses prédécesseurs, c’est-`a-dire  

 

w0 := {0, 1, 2, …} 

» 

 

Dans ce texte que nous avons découvert récemment, nous retrouvons à la fois l’expression des représentants des nombres 

entiers et la notion asymptotique. Il est remarquable que cette notation ensembliste peut être utilisée sans modification pour 

nos problèmes de dénombrements diophantien puisque nous écrivons {{x}} ≡ {0, 1, 2, …}. Bien sûr, la généralisation au 

cas des nombres premiers ne figure pas ici, car le sujet d’alors ne s’y intéressait pas. 

 

14. Réciproque 
 

Il nous semble ici que la notion de représentant implique l’équidensité des nombres premiers dans les progressions 

arithmétiques. 

 

15. Introspection 
 

Comme nous l’avons souligné à la fin du préambule, nous pouvons nous arrêter ici. Toute la suite est redite ou technique de 

calcul. Continuons cependant.  

 

16. Normalisation 
 

La cible c délimite un volume V(c) comme nous l’avons précisé dans l’exposition de l’article (les clefs du dénombrement 

asymptotiques). Dans V(c)-V(c-1), le nombre de solutions est proportionnel au produit des facteurs d’abondance issu du 

crible asymptotique. Il vient pour des cibles c voisines :  

 

#{R(…) = c} ≡ (V(c)-V(c-1)).a.     Π Fae(c,p) 
  p 

 

Ici, a est une constante de proportionnalité, qui ne dépend que du nombre et du type de variables sur lesquels opère la 

relation R. La normalisation consiste à trouver a tel que : 

 

#{R(…) = c} ≡ Fan(c).(V(c)-V(c-1)) 

 

La somme sur tous les cardinaux #{R(…) = c} doit restituer l’ensemble du volume V(c), soit ∑ Fan(c).(V(c)-V(c-1)) = V(c). 

Nous ne pouvons pas résoudre précisément cette égalité car le raisonnement ne tient pas « près » de l’origine, mais nous pouvons 

noter que cette partie est négligeable par rapport à l’infini (quelle que soit sa taille). A l’infini, le poids moyen de Fan(c) doit être 1 

ce qu’il n’est possible de réaliser qu’en affectant une pondération unité aux variables. 
 

En effet, plaçons nous à la séquence p avec le recueil des occurrences d’une cible c donnée. 

Les entités {{xi}}p ≡ [0,1,2,…,p-1] ≡ [0,g
0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p)-1
] mod p et {{yj}}p ≡ [1,2,…,p-1] ≡ [g

0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p)-1
] mod p sont 

en fait des tableaux à deux entrées. La première ligne est occupée par les composantes et la seconde par les pondérations  : 

 

{{xi}}p ≡ 
0 1 2 … p-1  

1 1 1 1 1  

 

{{yi}}p ≡ 
1 2 3 … p-1  

1 1 1 1 1  

 

Le recueil des abondances c se présente sous la forme : 

 

{{c}}p ≡ 
0 1 2 … p-1  

#{0} #{1} #{2} #{…} #{p-1}  

 

Lorsque R(…)  = x = c, nous avons une bijection entre les deux pondérations. 

 

{{xi
c
}}p ≡ 

0 1 2 … p-1  

1 1 1 1 1  

 

Cependant, lorsque R(…)  = y = c, une correction est nécessaire (la bijection restant) : 

 

{{yi
c
}}p ≡ 

1 2 3 … p-1  

p/(p-1) p/(p-1) p/(p-1) p/(p-1) p/(p-1)  
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Ici, la pondération (à la seconde ligne) croit avec le nombre de variables. Le seul moyen d’éviter cette divergence est de 

donner un poids unité à l’ensemble de l’entité à l’introduction de chaque nouvelle variable. Ainsi :  

 

{{xi
*
}}p ≡ 

0 1 2 … p-1  

1/p 1/p 1/p 1/p 1/p (soit ∑ = 1) 

 

{{yi
*
}}p ≡ 

1 2 3 … p-1  

1/(p-1) 1/(p-1) 1/(p-1) 1/(p-1) 1/(p-1) (soit ∑ = 1) 

 

Ainsi, partant des facteurs d’abondance évalués aux séquences p, nous obtenons les facteurs d’abondance normalisé comme 

suit : 

  

Cas modulo pi : 

 

Les cibles sont dans l’intervalle [0,pi-1]  

 

- pour une variable de nombres entiers, le cardinal obtenu doit être divisé par pi à la séquence pi 

- pour une variable de nombres premiers, le cardinal obtenu doit être divisé par pi-1 à la séquence pi  

 

Ces rapports s’appliquent pour chaque entrée de variable : k variables d’entiers → rapport 1/(pi)
k
, m variables de nombres 

premiers → rapport 1/(pi-1)
m
.  

Pour ramener la somme à pi, il faut et il suffit alors d’effectuer une multiplication des coefficients par pi.  

Soit la règle (relations 1) : 
 

k variables de nombres entiers   → rapport 1/(pi)
k-1

 

m variables de nombres premiers  → rapport pi/(pi-1)
m
 

k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers  → rapport pi/((pi)
k
(pi-1)

m
) 

 

Cas modulo pi
δ
 : 

 

Les cibles sont dans l’intervalle [0,pi
δ
-1]  

 

- pour une variable de nombres entiers, le cardinal obtenu doit être divisé par pi
δ
 à la séquence pi 

- pour une variable de nombres premiers, le cardinal obtenu doit être divisé par pi
δ-1

(pi-1) à la séquence pi  

 

Ces rapports s’appliquent pour chaque entrée de variable : k variables d’entiers → rapport 1/(pi
δ
)

k
, m variables de nombres 

premiers → rapport 1/(pi
δ
.(pi-1))

m
.  

Pour ramener la somme à pi
δ
, il faut et il suffit alors d’effectuer une multiplication des coefficients par pi

δ
.  

Soit la règle (relations 2) : 
 

k variables de nombres entiers   → rapport 1/(pi
δ
)

(k-1)
 

m variables de nombres premiers  → rapport pi
δ
/((pi

δ-1
(p-1))

m
) 

k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers  → rapport 1/(pi
δ
)

(k-1)
/((pi

δ-1
(p-1))

m
) 

  

Les dénombrements sont alors corrects pourvu que la somme des valeurs trouvées pour des cibles de c1 à c2 soit égal au 

« volume » compris entre ces deux cibles et par prolongement entre zéro et l’infini (volume pondéré par les mailles 

logarithmiques lorsque nécessaire). Ceci est vrai car trivial à l’infini et les sommes intermédiaires sont négligeables devant 

cet infini.  
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 EXERCICE 2 : ALGORITHMES DE MISE EN ŒUVRE DU CRIBLE ASYMPTOTIQUE  

 

Une variable de nombres entiers, respectivement de nombres premiers, est remplacée par son représentant asymptotique 

{{x}} ou {{y}} (voir exercice 1). L’évaluation des facteurs d’abondance peut être menée sur une expression quelconque. Il 

s’appuie sur un algorithme élémentaire constitué de boucles imbriquées.   

L’équation de l’hypersurface est : 

R(x1, …,xk, y1, …,ym) = c   

 

c est la cible pour laquelle nous cherchons à évaluer le cardinal des solutions, les xi sont les variables de nombres entiers, 

les yj des variables de nombres entiers premiers. 

Le principe consiste à évaluer : 

#{c \ R(x1, …,xk, y1, …,ym) = c mod p} 

 

1. Boucles de dénombrement dans le cas modulo p 
 

La structure de l’algorithme utilisé est la suivante (sur tableur standard) : 
 

Données de base : c, np… 

For i = 0 To np-1   ‘np nombre de premiers lus 

pi = Cellule("B1").Offset(0, i)     

For x1 = 0 To pi - 1        ‘variables de nombres entiers 

… 

For xk = 0 To pi - 1 

For y1 = 1 To pi - 1        ‘variables de nombres premiers 

… 

For ym = 1 To pi - 1 

c = mod (R(x1, …, xk, y1, …, yl),pi) 

Cellule("B2").Offset(c, i) = Cellule("B2").Offset(c, i) + 1    ‘Incrémente le cardinal dans la colonne sous pi  

Next ym 

… 

Next y1 

Next xk 

… 

Next x1  

Next i 

 

Commentaires 
 

Les variables d’entiers x1, …, xk subissent une incrémentation de 0 à pi-1, les variables de nombres premiers y1, …, ym 

une incrémentation de 1 à pi-1. Notons que l’ordre dans lequel ces boucles sont choisies initialement n’a d’incidence ni sur 

le temps de calcul ni sur le résultat obtenu.  
 

La routine proposée n’entraîne aucune difficulté particulière dans le cas des variables imbriquées par rapport aux variables 

séparées ou séparables. 
 

L’unique difficulté ici est posée par l’augmentation exponentielle du temps de calcul des facteurs d’abondance avec les 

indices k et m. Cette divergence du temps de calcul est un inconvénient majeur. Un gain de temps est possible à condition 

de pouvoir établir des algorithmes particuliers pour des cas particuliers. Ainsi en est-il des équations diophantines du type 

somme de Waring z1
n
 + z2

n
 + … + zk

n
 = c. La méthode d’évaluation des facteurs d’abondance passe alors par un calcul 

matriciel que nous développons à l’exercice (5).  

 

2. Boucles de dénombrement dans le cas modulo p
δ
 

 

Nous utilisons les représentants {{x}} = [0,1,2,…,pi
δ
-1] et {{y}} = [gi

0
,gi

1
,gi

2
,…,gi

φ(pi^δ)-1
] adaptés à ce cas.  

Les boucles de calculs sont altérées comme suit : 

 

For x1 = 0 To pi
δ
 - 1        ‘variables de nombres entiers 

… 

For xk = 0 To pi
δ
 - 1 

For y1 = 1 To pi
δ
 - 1        ‘variables de nombres premiers 

If  mod(y1,p) = 0 then goto Suity1 

… 

For ym = 1 To pi
δ
 – 1 

If  mod(ym,p) = 0 then goto Suitym 

c = mod (R(x1, …, xk, y1, …, yl),pi) 

Cell("B2").Offset(c, i) = Cell("B2").Offset(c, i) + 1    ‘Incrémente les résultats dans la colonne sous pi  
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Suitym 

Next ym 

… 

Suity1 

Next yl 

Next xk 

… 

Next x1  

Next i 

 

Ici, les nombres multiples de p sont interdits dans les variables de nombres premiers, d’où les instructions « if » qui 

apparaissent dans les boucles d’itérations (alternative à l’utilisation de racines primitives). 

 

Commentaires 
 

Les temps de calcul « explose » ici avec l’augmentation de δ, d’autant que la solution est donnée pour ce paramètre à 

l’infini. Le recours à un algorithme plus efficace est indispensable, encore faut-il en disposer. C’est encore le cas des 

sommes de Waring que nous présentons à l’exercice 6.    

 

3. Universalité du crible asymptotique 
 

Le crible asymptotique est universel dans sa mise en forme algorithmique suivant les commentaires précédents : 
 

- crible indifférent aux types de variables (d’entiers ou de nombres premiers), 

- crible indifférent à la complexité de l’expression (cas des variables imbriquées). 
 

Les seules restrictions, qui nous sont apparues, sont : 
 

- l’une pratique : la croissance exponentielle avec la précision souhaitée (en l’absence d’opérateurs matriciels) du 

temps de calcul du facteur d’abondance normalisé, 

- l’autre de fond : l’éventuelle absence d’une convergence vers un point fixe du facteur d’abondance normalisé. 

 

Pour le second point, suivant les équations diophantines et/ou suivant le choix des cibles, le facteur d’abondance peut ne 

pas avoir de limite : divergence, oscillations (non amorties), brisure… La divergence apparaît souvent pour c  = 0 qui est 

une cible assez particulière. Les oscillations sont un phénomène général dû à la répartition des nombres premiers à 

l’intérieur des nombres entiers naturels. Leur ampleur diminue avec le nombre de variables. La brisure est observée, par 

exemple, pour une somme de Waring à nombre de variables inférieur ou égal au degré de l’expression, où nous constatons 

un effondrement soudain de la valeur du facteur d’abondance à une certaine séquence p.  

 

4. Algorithme de construction de matrices 
 

Nous allons développer par la suite une méthode permettant de vaincre le problème précédent pour les sommes de Waring 

(et d’autres expressions). Nous présentons ici une traduction algorithmique de cette méthode. A partir des données initiales 

p, n et δ, ce programme permet de générer une matrice de transformation qui est au cœur de la méthode. L’inconvénient en 

est toujours le traitement cas par cas. Ainsi, comme pour l’algorithme des boucles imbriquées, son intérêt est ceci de la 

vérification de résultats plus généraux. Le temps de calcul de la matrice est de l’ordre de grandeur de celui du calcul de la 

première boucle imbriquée. La matrice permet ensuite le calcul « instantané » de l’équivalent d’un nombre quasi-

quelconque de boucles imbriquées (après détermination des valeurs propres et vecteurs propres). Nous ne donnons pas plus 

d’explication pour son élaboration pour l’instant car il faut expliciter le sujet plus longuement avant cela. Aussi, nous 

invitons le lecteur à revenir plus tard sur cet algorithme après avoir pris connaissance de l’approche globale avec p, n et δ  

sous forme littérale (expression littérale des matrices et de ses valeurs et vecteurs propres).   

 

Notons que cet algorithme n’est qu’une ébauche et peut être amélioré et optimisé en temps de calcul.  

 
Public a 

Public b 

Public x 
 

Sub Macro() 

 
'Données initiales 

p = 3 

n = 9 'degré polynôme 
delta = 5 'degré pour la congruence p^delta 

 

'Recherche g 
g = 2 

If p = 3 Then GoTo Suit1 
gi = 1 

g = 1 

Suit2: 

For k = 0 To wi - 1 

Range("A1").Offset(s, k+2) = Range("A1").Offset(s-1,k+2) * g - pdelta 

* Int((Range("A1").Offset(s-1,k+2) * g) / pdelta) 
Range("A1").Offset(s - 1000, 0) = Range("A1").Offset(s - 1000, 0) & "," 

& Range("A1").Offset(s, k + 2) 

Range("A1").Offset(s - 1000, 1) = "." 
Next k 

Next j 

Suit6: 
Next i 

 

For j = 1 To wi - 1 
fac = gdi * fac - pdelta * Int((gdi * fac) / pdelta) 

t = t + 1 
facpi = fac * (p ^ i) 

Range("A1").Offset(s, t) = facpi - pdelta * Int(facpi / pdelta) 

Range("A1").Offset(s - 1000, 0) = Range("A1").Offset(s - 1000, 0) & "," 
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g = g + 1 

gi = g 
For i = 1 To (p - 1) / 2 

gi = gi * g - p * Int(gi * g / p) 

If gi = 1 Then GoTo Suit2 

Next i 

Suit1: 

 
'Recherche deltan 

deltan = Int((delta - 1) / n) 

pdelta = p ^ delta 
 

'Vecteur de base ligne (cardinaux et valeurs) 

Range("A1").Offset(502, 0) = p ^ (delta - deltan - 1) 
Range("A1").Offset(502, 2) = 0 

For i = deltan To 0 Step -1 

phidin = (p ^ (delta - i * n - 1)) * (p - 1) 
a = n 

b = phidin 

Macrochdi 
din = x 

gdin = g ^ din - pdelta * Int((g ^ din) / pdelta) 

cardi = (p ^ (i * (n - 1))) * din 
Range("A1").Offset(i + 503, 0) = cardi 

win = phidin / din 

fac = 1 
For j = 0 To win - 1 

fac = fac * gdin - pdelta * Int((fac * gdin) / pdelta) 
Range("A1").Offset(i + 503, j + 2) = fac*p ^ (i *n) 

Next j 

Next i 
 

'Vecteur de base colonne (« faux-cardinaux » et valeurs) 

Range("A1").Offset(1002, 2) = 0 
Range("A1").Offset(1002, 0) = 1 

Range("A1").Offset(2, 0) = ",0" 

s = 1002 
For i = delta - 1 To 0 Step -1 

t = 1 

phidi = (p ^ (delta - i - 1)) * (p - 1) 
a = n 

b = phidi 

 
Macrochdi 

di = x 

gdi = g ^ di - pdelta * Int((g ^ di) / pdelta) 
wi = phidi / di 

t = t + 1 

s = s + 1 
Range("A1").Offset(s, 0) = wi 

gdipi = gdi * (p ^ i) 

Range("A1").Offset(s, t) = gdipi - pdelta * Int(gdipi / pdelta) 
Range("A1").Offset(s - 1000, 0) = Range("A1").Offset(s - 1000, 0) & "," 

& Range("A1").Offset(s, t) 

Range("A1").Offset(s - 1000, 1) = "." 
If wi <= 1 Then GoTo Suit7 

fac = gdi 

 
 

& Range("A1").Offset(s, t) 

Next j 
Suit7: 

If di <= 1 Then GoTo Suit6 

For j = 1 To di - 1 

s = s + 1 

Range("A1").Offset(s, 0) = wi 

'Elaboration matrice 
Range("A1").Select 

ActiveCell.FormulaR1C1 = "=Counta(R[2]C:R[450]C)" 

x = Range("A1") 
Range("A1") = "" 

For i = 2 To x + 1 

For j = 2 To x + 1 
Range("A1").Offset(i, j) = 0 

Next j 

Next i 
i = 1001 

Suit8: 

i = i + 1 
j = 1 

If Range("A1").Offset(i, 2) = "" Then GoTo Suit9 

Suit11: 
j = j + 1 

If Range("A1").Offset(i, j) = "" Then GoTo Suit8 

x = Range("A1").Offset(i, j) 
k = 501 

Suit10: 
k = k + 1 

q = 1 

If Range("A1").Offset(k, 2) = "" Then GoTo Suit11 
Suit14: 

q = q + 1 

If Range("A1").Offset(k, q) = "" Then GoTo Suit10 
y = Range("A1").Offset(k, q) 

z = x + y - p ^ delta * Int((x + y) / p ^ delta) 

r = 1001 
Suit12: 

r = r + 1 

s = 1 
Suit13: 

s = s + 1 

If Range("A1").Offset(r, s) = "" Then GoTo Suit12 
If z <> Range("A1").Offset(r, s) Then GoTo Suit13 

Range("A1").Offset(r - 1000, i - 1000) = Range("A1").Offset(r - 1000, i - 

1000) + Range("A1").Offset(k,0)/Range("A1").Offset(r, 0) 
GoTo Suit14 

Suit9: 

End Sub 
 

Sub Macrochdi() 

Suit101: 
x = max(a,b) 

y = min(a,b) 

'Recherche facteur commun (a,b), a et b connus et positifs 
If x = y Then GoTo Suit100 

a = x - y 

b = y 
GoTo Suit101 

Suit100: 

'Retour x 
End Sub 

 

Avec les données initiales du programme précédent, nous obtenons la matrice suivante (pour toute explication voir les 

exercices qui suivent). Les cases vides sont à composantes nulles. 

 

Cas p = 3, n = 9, δ = 5  

 
81                       162         

 81                      162         

  81                     162         

   81                    162         

    81                   162         

     81                     81   81   

      81                    81   81   

       81                   81   81   

        81                  81   81   

         81                 81   81   

          81                81   81   

           81               81   81   

            81              81   81   

             81             81   81   
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              81          81 81       

               81             81  81  

                81           81    81 

                 81       81 81       

                  81          81  81  

                   81        81    81 

                    81    81 81       

                     81       81  81  

                      81     81    81 

9 18 18 18 18                   81 81        

              27   27   27   81 81        

              27   27   27     81   81    

     9 9 9 9 9 9 9 9 9             81    81  

                27   27   27     81  81   

               27   27   27    81   81    

     9 9 9 9 9 9 9 9 9              81  81   

               27   27   27     81    81  

                27   27   27         162 

 

Ceci est un cas relativement complexe car p divise n. Nous verrons à l’exercice 6 que l’allure générale des matrices est plus 

simple lorsque p ne divise pas n.  

 

5. Algorithme de Fermat-Catalan 
 

Cet algorithme permet de calculer les matrices de Fermat-Catalan décrites à l’exercice 9. L’algorithme est conduit modulo 

p (l’approche modulo p
δ→∞

 étant laissée au lecteur). Un petit nombre de lignes de l’algorithme sont à adapter au cas étudié.  
 

Sub Macro1() 
'Données initiales 

cm = 15  'degré de l'environnement 

d = 5  'degré de l'espace de Fermat-Catalan 
p = 31 ’séquence examinée 

'Recherche de la primitive g 

g = 1 
Suit2: 

g = g + 1 

gi = g 
For i = 1 To (p - 1) / 2 

gi = gi * g - p * Int(gi * g / p)  'gi = gi*g mod p 

If gi = 1 Then GoTo Suit2 
Next i 

Suit1: 
gd = 1 

For i = 1 To d 

gd = g * gd - p * Int(g * gd / p) 
Next i 

gcm = 1 

For i = 1 To cm 
gcm = g * gcm - p * Int(g * gcm / p) 

Next i 

gpmun = 1 
For i = 1 To p - 2 

gpmun = g * gpmun - p * Int(g * gpmun / p) 

Next i 

'Calcul matrice réduite 
gx = gpmun 

For x = 0 To cm - 1 

gx = g * gx - p * Int(g * gx / p) 
gy = gpmun 

For y = 0 To cm - 1 

gy = g * gy - p * Int(g * gy / p) 
gud = 1 

For u = 1 To (p - 1) / d 

gud = gud * gd - p * Int(gd * gud / p) 
gvcm = 1 

For v = 1 To (p - 1) / cm 

gvcm = gvcm * gcm - p * Int(gcm * gvcm / p) 
If gx = gud + gy * gvcm - p * Int((gud + gy * gvcm) / p) Then 

Range("A1").Offset(x + 2, y + 2) = Range("A1").Offset(x + 2, y + 
2) + d 

Next v 

Next u 
Next y 

Next x 

For i = 0 To cm / d - 1 
Range("A1").Offset(2 + i * d, 1) = d 

Next i 

For i = 0 To cm / d - 1 
Range("A1").Offset(1, i * d + 2 + ((p - 1) / 2) - d * Int((p - 1) / 2 / 

d)) = (p - 1) / cm * d 

Next i 
End Sub 

 

Lorsque d = cm, la matrice qui est obtenue est la matrice « standard ».  
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 EXERCICE 3 : RACINES PRIMITIVES ET RESIDUS 

 

Le dénombrement asymptotique des sommes de Waring ne peut se faire sans passer d’abord par l’étude de l’équation la 

plus simple :  

x
n
 = c mod p

δ
 

 

Pour ce faire, un examen des racines primitives s’impose. Le lecteur familier de ces objets pourra bien sûr survoler les 

paragraphes qui suivent. Pour notre part, ayant trouvé peu d’éléments sur le sujet dans la littérature mathématique, nous 

avons construit l’exercice essentiellement par nos propres moyens. Nous avons intitulé « lemmes » des résultats que nous 

avons voulu mettre en relief et qui sont éventuellement nouveaux. Ces lemmes sont des fondamentaux indispensables à 

l’étude des cas à plusieurs variables x1
n
+x2

n
+…+xk

n
 = c mod p

δ
. 

 

1. Groupe cyclique modulo p
δ
 

 

Nous désignons par groupe cyclique ou cycle suivant x l’ensemble des nombres {x
1
, x

2
, …, x

k
 = x

0
} engendré par un 

nombre naturel positif x, k étant le plus petit nombre satisfaisant x
k
 = 1 mod p

δ
. 

 

2. Relation modulo p-1 
 

Soit d le plus grand diviseur commun de n et de p-1 : 

d = (n,p-1)    (1) 

 

D’après le théorème de Bachet/Bézout, il existe deux entiers relatifs i et k tels que d = i.n+k.(p-1), soit :  

 

d = i.n mod p-1    (2) 

3. Génération par une racine primitive 
 

Soit g une racine primitive du nombre premier p. Par définition de g, il existe une équivalence, à une permutation près, 

entre l’ensemble {0, g
1
, g

2
, …, g

(p-1)
} et {0, 1, 2, …, (p-1)} mod p. Une telle bijection peut être construite ainsi pour toute 

primitive de p (g’ ≠ g). 

 

4. Relation modulo p 
 

De (2), nous déduisons (p nombre premier, n entier naturel) : 

 

 p et n, d = (n,p-1),  i \ g
i.n

 =  g
d
 mod p    (3) 

D’autre part et trivialement : 

 p et n, d = (n,p-1),  j \ g
n
 =  g

j.d
 mod p    (4) 

 

Ainsi {g
1.n

, g
2.n

, …, g
(p-1).n

} mod p est un groupe cyclique dont un des éléments est g
d
. 

L’application immédiate est que :  

 

{g
1.n

, g
2.n

, …, g
(p-1).n

} ≡ Ud fois {g
1.d

, g
2.d

, …, g
((p-1)/d).d

} mod p      (5) 

et 

{g
0
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(p-1)
}, g

1
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(p-1)
}, g

2
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(p-1)
}, …, g

(d-1)
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(p-1)
}}. 

≡ {1, 2, …, (p-1)} mod p         (6) 

 

Ici l’écriture g
r
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(p-1)
} se lit { g

r
.g

d
, g

r
.g

2d
, g

r
.g

3d
, …, g

r
.g

(p-1)
}. 

 

La relation (6) signifie que tout nombre entier (≠0 mod p) peut être écrit sous la forme : 

 

c = g
r
.g

s.d
    où r est un entier de [0,d-1] et s un entier de [0,(p-1)/d-1]       (7) 

 

5. Opposé et inverse 
 

Système modulo p-1  

Soit un nombre r mod (p-1). Alors p-1-r mod (p-1) est l’unique opposé de r.   

 

Système modulo p 

Soit x mod p, x non nul.  Il existe alors r tel que x = g
r
 mod p, g racine primitive de p et g

p-1-r
 = (g

r
)

-1
 est l’inverse de x. 

Ainsi x mod p quelconque admet toujours un inverse mod p, noté x
-1

 et cet inverse est unique. 
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6. Résolution du monôme 
 

Cardinaux des solutions 

Soit : 

x
n
 = c mod p       (8) 

 

Si c = 0 mod p alors x = 0 et l’équation a 1 solution unique. 

Si c ≠ 0 mod p alors c est nécessairement de la forme g
j.d

 (car de la forme (g
k
)

n
, donc g

(k.n/d).d
 ). 

Ainsi : 

si c ≠ g
j.d

 mod p, l’équation diophantine n’a pas de solution, 

si c = g
j.d

 mod p, l’équation diophantine admet d solutions en x. 

 

Expression des solutions x 

Soit g
j
 une solution. Les autres solutions s’en déduisent immédiatement et sont de la forme g

j
.g

k(p-1)/d
, k = 0 à d-1. En effet 

g
j
.g

k(p-1)/d
 est bien solution (vérification immédiate par remplacement de x dans l’équation) et toutes les valeurs pour k = 0 à 

d-1 sont distinctes par définition de g. La première valeur de k, après k = 0, telle que g
k(p-1)/d

 = 1 est k = d. 

 

g
j.n

 =g
i.d

 mod p  j.n = i.d mod p-1  j(n/d)d = i.d mod p-1 

 

j = i(n/d)
-1

 mod p-1 satisfait cette équation. Soit β = (n/d)
-1

 mod p-1.  

Ainsi x = g
j
  = g

i.β
 mod p. Comme g

i.d
 = c mod p, g

i
 mod p est nécessairement racine d

ème
 de c et nous pouvons écrire         

g
i
 = c

(1/d)
 mod p et cette racine est unique puisque si g

i
 = g

j
  alors i = j mod p-1 par définition de g.  

Alors x = g
j
 = c

(1/d) β
 mod p. Posons par ailleurs α = c

(1/d)
 mod p. Alors x = α

β
 mod p. 

Réécrivons les relations obtenues : 

 

α = c
(1/d)

 mod p      α
d
 = c mod p      β = (n/d)

-1
 mod p-1      β.(n/d) = 1 mod p-1      x = α

β
 mod p      (9) 

 

LEMME 1 

 

Soit c un résidu de x
n
 = c mod p. Les solutions de l’équation x

n
 = c mod p (c ≠ 0), au nombre de d = (n,p-1), sont :  

 

{α
β
 mod p, α

β
g

(p-1)/d
 mod p,, α

β
g

2(p-1)/d
 mod p,, …, α

β
g

(d-1)(p-1)/d
 mod p, } où α = c

(1/d)
 mod p et β = (n/d)

-1
 mod p-1   (10) 

 

7. Critère d’Euler 
 

Si c = g
i.d

 alors c
(p-1)/d

 = g
i(p-1)

 = 1 mod p. 

Sinon c = g
j
g

id
 alors c

(p-1)/d
 = g

j(p-1)/d
 mod p où j est un entier de l’intervalle [1,d-1]. Par définition de g, p-1 est le premier 

exposant k (≠0) tel que g
k
 = 1 mod p. Ainsi l’expression g

j(p-1)/d
 est nécessairement différent de 1 mod p 

 

LEMME 2 

 

x
n
 = c mod p, c ≠ 0, accepte d solutions si et seulement si c

(p-1)/d
 = 1 mod p où d = (n,p-1)    (11) 

 

8. Notation de Legendre  
       (par analogie au cas habituel d=2) 

   

LEMME 3 

 

Soit d = (n,p-1) et posons : 

     (p-1)  

( 
c 

) 

 

=  c 
d 

mod p                         (12) 
p 

 

d  

Alors :  

( 
c 

) 

 

= 0       c = 0 mod p 
 

p 
 

d  

( 
c 

) 

 

= 1       c est un n-résidu mod p (13) 
p 

 

d 

( 
c 

) 

 

≠ 1       c est un non n-résidu mod p 
 

p 
 

d  

Propriété : 

( 
a.b 

) 

 

 = 
 

( 
a 

) 

 

( 
b 

) 

 

mod p    (14)     
p 

 

d  p 
 

d p 
 

d 
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Si n = 2 alors pour tout p impair d = 2 et nous retrouvons les formes habituelles du critère d’Euler et de la notation de 

Legendre. En effet, écrivons c = g
j
 mod p (suivant la notation et les remarques faites plus haut). Alors : 

  

     (p-1)  j.(p-1)  

( 
c 

) 

 

= c 
2 

 = g 
2  

mod p p 
 

2   

 

Si j = 0, (ce qui signifie que x² = c mod p) alors l’expression précédente vaut 1, ce qui est attendu. 

Si j = 1, (ce qui signifie que x² ≠ c mod p pour tout x) comme nécessairement g
(p-1)/2

 = -1 puisque -1 est racine carré de 1 et 

que 1 ne peut être égal à g
(p-1)/2

 par définition de g, l’expression précédente vaut -1 ce qui est attendu également.  

 

9. Système complet et système réduit de congruence 
 

Soit d = (n,p-1). Les éléments de {g
n
, g

2n
, g

3n
, …, g

(p-1).n
} mod p se répètent exactement d fois. Il y a (p-1)/d éléments 

distincts à l’intérieur de cette suite. 

 

LEMME 4 

 

Si d = (n,p-1) = 1 alors x
n
 = c mod p admet un système complet de résidus. 

Si d = (n,p-1) ≠ 1 alors x
n
 = c mod p admet un système réduit de résidus à (p-1)/d éléments. 

La multiplicité des résidus obtenus lors de l’opération x
n
 est égale à d pour chacun des résidus (≠0). 

 

Remarque  

Pour P(x) un polynôme quelconque le système de résidus P(x) mod p n’obéit plus à une règle simple.   

 

10. Racines primitives mod p
δ
 

 

Cas p impair (p>2) 

 

Soit la suite de nombres {0, 1, 2,…  p
δ
-1}. D’après [1] p 12, pour tout nombre t, premier avec p, de cette suite de nombres, 

il existe une primitive g telle que t = g
m
 mod p

δ
. Les primitives mod p restent des primitives mod p

δ
, toujours suivant [1], à 

condition que g
p-1

 ≠ 1 mod p
2
. Le cardinal des nombres premiers avec p est donné par la fonction indicatrice d’Euler Φ(δ) = 

p
δ-1

(p-1).  

Ecrivons la suite des nombres engendrés par une des primitives de p : 

 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-1
} mod p

δ
       (15) 

 

Ces nombres sont distincts et le plus petit entier k tel que g
k
 =1 mod p

δ
 est : 

 

k = Φ(δ)    (16) 

Cas p pair (p=2) 

 

Soit la suite de nombres {0, 1, 2,…  2
δ
-1}. Il n’existe pas de racine primitive générant l’ensemble des nombres  impairs (les 

non-multiples de p=2) de cette suite modulo 2
δ
. Cependant, le nombre 5, et ce pour δ un entier naturel quelconque, est un 

générateur pour la moitié d’entre eux, soit 5
i
 et -5

i
 avec i = 0 à 2

δ-1
-1 assurant le complément (cf. [1]).  

Par analogie, la fonction indicatrice d’Euler Φ(δ) = p
δ-1

(p-1) = 2
δ-1

. 

Ecrivons la suite des nombres engendrés par 5 : 

 

{5
0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ)/2-1
} ≡ {5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(2^(δ-2))-1
} ≡ {5

1
, 5

2
, 5

3
, …, 5

2^(δ-2)
} mod 2

δ
       (17) 

 

Ces nombres sont distincts et le plus petit entier k tel que 5
k
 =1 mod 2

δ
 est : 

 

k = Φ(δ)/2 = 2
δ-2

       (18) 

 

11. Dénombrement des racines primitives modulo p
δ
 

 

Cas p impair (p>2) 

 

Supposons que nous ayons déterminé une racine primitive g et soit la famille {g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-1
}mod p

δ
. Soit h = g

a
 l’un 

de ces nombres. Soit b un entier. Si a.b = Φ(δ) alors g
a.b

 = 1 mod p
δ
. Ainsi, si a divise Φ(δ), il existe un entier b < Φ(δ) tel 

que h
b
 = 1 mod p

δ
, donc h n’est pas une racine primitive. Inversement, si a ne divise pas Φ(δ), d’après le théorème chinois, 

il n’existe pas de nombre entier b < Φ(δ) tel que h
b
 = 1 mod p

δ
 et h est donc racine primitive.  

Ainsi, à la manière du crible d’Eratosthène, connaissant une racine primitive g, ayant formé la famille {g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-

1
} dans cet ordre, nous pouvons obtenir l’ensemble des autres racines primitives par élimination des nombres ayant 

exposants multiples des diviseurs premiers de p (si δ>1), ainsi que des diviseurs premiers de p-1.  
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Soit {di}, i = 1 à n, la liste des diviseurs premiers de p-1. Appliquons le crible avec le premier diviseur. Nous obtenons 

Φ(δ)/d1 éliminations, soit Φ(δ).(d1-1)/d1 racines restantes. Par application à chaque diviseur, nous obtenons les ng racines 

primitives restantes :  

ng = si(δ>1,(p-1)/p,1).Φ(δ).  Π       (di-1)/di           
 

    (19) 
                                  di \ (p-1) 

 

La condition sur δ ne s’applique qu’aux diviseurs premiers de p, soit uniquement p dans le cas présent, d’où le facteur (p-

1)/p. Le résultat ne dépend pas des multiplicités des facteurs premiers de p-1 (et de p), mais uniquement des facteurs 

distincts. Ainsi, toute racine primitive g’ au-delà de p
2
 se déduit d’une racine primitive g inférieur à p

2
 mod p

2
 : 

 

 g’ > p
2
,  g < p

2
  /  g’ = g mod p

2
      (20) 

 

Cherchons par ailleurs l’expression φ(φ(p
δ
)) :   

 

φ(φ(p
δ
)) = φ(p

δ-1
.(p-1)) = si(δ>1,(p-1)/p,1).p

δ-1
.(p-1).Π (di-1)/d              = si(δ>1,(p-1)/p,1).Φ(δ). Π (di-1)/di           

                                                                                   di \ (p-1)                                     di \ (p-1) 

 

Nous retrouvons l’expression classique du nombre de racines primitives mod n en remplaçant n par p
δ
, cas qui nous 

intéresse ici : 

ng = φ(φ(n)) = φ(φ(p
δ
))       (21) 

Cas p pair (p=2) 

 

Il n’existe pas de racines primitives :  

ng = 0      (22) 

 

12. Propriétés des racines primitives modulo p (p>2) 
 

Propriété 1  

 

Partons de la remarque suivante : une racine primitive g s’exprime trivialement comme la puissance d’une autre racine 

primitive modulo p, soit g = g0
i
. Alors pour g l’une d’elle et pour que g

j
 ≠ 1 mod p pour tout j < p-1, il faut nécessairement 

que i et p-1 soit premier entre eux. 

Soit donc la liste des nombres premiers avec p-1 (dans le domaine 1 à jusqu’à p-1) : 

 

{1, np1, np2, …, npk} 

 

Alors, pour g l’une des racines primitives, les autres s’en déduisent immédiatement : 

  

{g
1
, g

np1
, g

np2
, …, g

npk
} 

 

Ces racines sont au nombre de φ(p-1) = φ(φ(p)). Nous retrouvons à nouveau le dénombrement précédent, mais avec un 

renseignement supplémentaire sur les relations entre racines primitives. 

 

Donnons un exemple.  

Soient p = 23 et ces racines primitives {5, 7, 10, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21}.  

Soient les nombres premiers avec 22 (jusqu’à p) : {1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 19, 21}. 

φ(φ(23)) = φ(22) = φ(2).φ(11) = 10. 

 

Nous avons alors le tableau (modulo 23) : 

 

i g0
i g1

i g2
i g3

i g4
i g5

i g6
i g7

i g8
i g9

i 
1 5 7 10 11 14 15 17 19 20 21 
3 10 21 11 20 7 17 14 5 19 15 
5 20 17 19 5 15 7 21 11 10 14 
7 17 5 14 7 19 11 20 15 21 10 
9 11 15 20 19 21 14 7 10 5 17 

13 21 20 15 17 11 5 10 7 14 19 
15 19 14 5 10 17 21 15 20 11 7 
17 15 19 17 14 20 10 11 21 7 5 
19 7 11 21 15 10 19 5 14 17 20 
21 14 10 7 21 5 20 19 17 15 11 

 

Sur chaque colonne (et ligne d’ailleurs) figure une et une seule fois les racines primitives de 23. 
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Propriété 2 

 

Si g est racine primitive pour le nombre p, alors g
-1

 l’est aussi. 
 

En effet, considérons g 0 une racine primitive de p. Alors si x est premier avec p-1, alors p-1-x est également premier avec 

p-1 et donc g 0
x
 et g 0

p-1-x
 sont racines primitives de p. (cqfd) 

Pour p = 23, nous avons les couples (g,g
-1

) suivants : (5, 14), (7,10), (11,21), (15,20), (17,19). 

Les racines primitives s’associent en φ(φ(p))/2 couples dont le produit vaut un. 

 

Propriété 3 

 

Aucune racine primitive ne peut être le produit modulo p de deux autres racines primitives.  

Cependant, des facteurs communs sont courants, y compris pour un couple (g,g
-1

). (comme par exemple (15,20) dans le cas 

de p=23).    
 

En effet, soit g une racine primitive. Considérons la suite {1, np1, np2, …, npk} des nombres premiers avec p-1 et 

l’ensemble des racines primitives {g
1
, g

np1
, g

np2
, …, g

npk
} de p. Les exposants npi sont tous impairs et donc ne se suivent 

jamais dans l’ordre naturel des entiers.  

Considérons alors le produit de deux racines primitives h = g1.g2. Il existe une valeur nps tel que g1= g2
nps

 car g2 est racine 

primitive. Puis h = g2
nps+1

. Comme nps+1 ne peut être premier avec p-1 (car pair), il vient immédiatement que h ne peut être 

une racine primitive. 

 

13. Racine n
ième

 de l’unité modulo p
δ
 

 

Nous ne nous intéressons ici qu’au cas où p ne divise pas n. 

 

Cas p impair (p>2) 

 

Soit à résoudre : 

ω > 0 \ g
ω.n

 = 1 mod p
δ
 

 

Nous cherchons le plus petit nombre entier positif ω = ωg,p,n,δ,0 répondant à l’équation précédente. Le nombre ω ne dépend 

pas du choix particulier de g, racine primitive comme nous le verrons ci-dessous. Ainsi, nous pouvons écrire ωg,p,n,δ,0 = 

ωp,n,δ,0.  

Plaçons en parallèle les mêmes suites successives : 

 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ)-1)
}, {g

0
=g

Φ(δ)
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ)-1)
}, …,{g

0
=g

k.Φ(δ)
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ)-1)
} 

 

appelé premier ensemble et 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, g
3.n

, …, g
i.n

} 

appelé second ensemble. 

Les premiers termes, respectivement de chaque ensemble, sont trivialement égaux. Les éléments du premier ensemble sont 

ensuite, au pas du n
ième

 nombre, identiques aux termes du second ensemble. Nous cherchons la plus petite valeur ωp,n,δ,0 

(ωp,n,δ,0 > 0) pour laquelle g
ω[p,n,δ,0].n

 vaut 1, c’est-à-dire g
k.Φ(δ)

. Cette coïncidence est obtenue, en application du théorème 

chinois, en considérant le diviseur commun d à n et Φ(δ), pour la condition suivante : 

 

ωp,n,δ,0 = Φ(δ)/dn,δ, k = n/dn,δ,0, dn,δ,0 = (n,Φ(δ)) 

 

LEMME 5 (lemme fondamental 1) 

 

La valeur minimale de ω positif de l’équation g
ω.n

 = 1 mod p
δ
 est égale à Φ(δ)/(n,Φ(δ)). 

 

g
ω.n

 = 1 mod p
δ
 => ωp,n,δ,0 = Φ(δ)/(n,Φ(δ))    (23) 

 

Soit m la multiplicité du facteur p dans n. Alors n = r.p
m
 et comme Φ(δ) = p

δ-1
.(p-1), d = p

min(m,δ-1)
.(n.p

-min(m,δ-1)
,p

δ-1-min(m,δ-

1)
.(p-1)), soit : 

 

ωp,n,δ,0 = 
p

δ-1-min(m,δ-1)
.(p-1) 

 

             (24) 
pgcd(n.p

-min(m,δ-1)
,p

δ-1-min(m,δ-1)
.(p-1)) 

 

Cette dernière expression, du fait de sa « lourdeur » de manipulation, ne sert qu’aux étapes ultimes de résolution. Nous lui 

préférons par la suite ωp,n,δ,0 = ω0 (en l’absence d’ambigüité sur n, p et δ)) ou Φ(δ)/(n,Φ(δ)), 

 

Cas p pair (p=2) 

 

Soit à résoudre : 

ω > 0 \ 5
ω.n

 = 1 mod 2
δ
 

Nous nous plaçons dans le cas δ ≥ 2. 
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Il n’y a pas de racine primitive dans le cas présent, mais 5 et -5 sont des générateurs selon les remarques faites plus haut. 

Nous cherchons le plus petit nombre entier positif ω = ωp=2,n,δ,0 répondant à l’équation précédente. Trivialement, le nombre 

ω ne dépend pas de g, racine primitive. Ainsi ωg,p,n,δ,0 = ωp,n,δ,0.  

Plaçons en parallèle les mêmes suites successives : 

 

{5
0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ)/2-1)
}, {5

0
=5

Φ(δ)/2
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ)/2-1)
}, …,{5

0
=5

k.Φ(δ)/2
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ)/2-1)
} 

et 

{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, 5
3.n

, …, 5
i.n

} 

 

Par les mêmes arguments que dans le cas p > 2 : 

 

ω2,n,δ,0 = (Φ(δ)/2)/dn,δ, k = n/dn,δ,0, dn,δ,0 = (n,Φ(δ)/2) 

 

LEMME 6 (lemme fondamental 2)  

 

La valeur minimale de ω positif de l’équation 5
ω.n

 = 1 mod 2
δ
 est égale à (Φ(δ)/2)/(n,Φ(δ)/2). 

 

5
ω.n

 = 1 mod 2
δ
 => ω = (Φ(δ)/2)/(n,Φ(δ)/2) = 2

δ-2
/(n,2

δ-2
)        (25) 

 

Soit m la multiplicité du facteur 2 dans n. Alors n = r.2
m
 . Il vient immédiatement : 

 

ω2,n,δ,0 = 2
δ-2-min(m,δ-2)

             (26) 

14. Résidus modulo p
δ
 

 

Cas p impair (p>2) 

 

Posons dk le plus grand diviseur commun de n et de p
δ-1-k

.(p-1) : 

 

dk = d[k] = (n,p
δ-1-k

.(p-1))     (27) 

 

Nous utilisons l’écriture d[k] lorsque dk se trouve en exposant ce qui en rend la lecture plus difficile. 

Nous posons également : 

d = d0 = (n,p
δ-1

.(p-1)) 

 

D’après le théorème de Bachet/Bézout, il existe deux entiers relatifs i et k tels que d = i.n+k.p
δ-1

.(p-1), soit : 

 

d = i.n mod p
δ-1

.(p-1) 

 

Ici, i peut toujours être choisi égal à un nombre entier positif par ajustement de k. Nous prenons le plus petit des i obtenu 

par ce biais. Nous déduisons (p nombre premier, n entier naturel) : 

 

 p et n, d = (n,p
δ-1

.(p-1)),  i > 0 \ g
i.n

 =  g
d
 mod p

δ
    (28) 

D’autre part et trivialement : 

 p et n, d = (n,p
δ-1

.(p-1)),  j > 0 \ g
n
 =  g

j.d
 mod p

δ
    (29) 

 

Choisissant une des racines primitives de p, il vient (relation 30) : 

 

{0, 1, 2,…  p
δ
-1}  

≡ 

{0, 

p
0
.{g

0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-1
}, 

p
1
.{g

0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ-1)-1
}, 

… 

p
j
.{g

0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ-j)-1
}, 

… 

p
δ-1

.{g
0
, …, g

Φ(1)-1
} 

} mod p
δ
 

 

Ici p
j
.{g

0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ-j)-1)
} est l’écriture abrégée de {p

j
.g

0
, p

j
.g

1
, p

j
.g

2
, …, p

j
.g

Φ(δ-j)-1)
}. Passons alors à l’étude des 

cardinaux des résidus c de : 

x
n
 = c mod p

δ
  

 

en écrivant, dans un premier temps, par simple exponentiation de chaque terme de {0, 1, 2,…  p
δ
-1}, 
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{0
n
, 1

n
, 2

n
,…  (p

δ
-1)

n
} ≡ 

 

{0, 

p
0.n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ)-1).n

}, 

p
1.n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-1)-1).n

 }, 

… 

p
j.n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

}, 

… 

p
(δ-1).n

.{g
0.n

, …, g
(Φ(1)-1).n

} 

} mod p
δ
 

 

Etudions la ligne p
j.n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} mod p
δ
. Issu du groupe cyclique {g

0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ-j)-1
} mod p

δ-j
,  p

j
.{g

0
, 

g
1
, g

2
, …, g

Φ(δ-j)-1
} puis p

j.n
.{g

0.n
, g

1.n
, g

2.n
, …, g

(Φ(δ-j)-1).n
} mod p

δ
 forment un nombre entier de cycles dont le cardinal 

(nombre de répétitions à l’intérieur de l’ensemble) est obtenu ci-dessous. Pour ce qui nous intéresse, l’étude de p
j.n

.{g
0.n

, 

g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} mod p
δ
 et de {g

0.n
, g

1.n
, g

2.n
, …, g

(Φ(δ-j)-1).n
} mod p

δ-j.n
 est équivalente. Considérons la suite de 

nombres {g
0
, g

1
, g

2
, g

3
, …, g

i
} mod p

δ-j.n
. g étant racine primitive, le plus petit entier i (i>0) tel que g

i
 = 1 mod p

δ-j.n
 est i = 

Φ(δ-j.n). Considérons les deux ensembles de suites successives :  

 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ-n.j)-1)
}, {g

0
=g

Φ(δ-n.j)
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ-n.j)-1)
}, {g

0
=g

2.Φ(δ-n.j)
, g

1
, g

2
, …, g

(Φ(δ-n.j)-1)
},  …,{g

0
=g

k.Φ(δ-n.j)
,  …} mod 

p
δ-j.n

 

et 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

},{ g
Φ(δ-j).n

, …}mod p
δ-j.n

 

 

D’après le lemme 5, nous avons g
ω.n

 = 1mod p
δ-j.n

 lorsque ω = Φ(δ-j.n)/(n,Φ(δ-j.n)). La suite {g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} 

mod p
δ-j.n

 contient donc Φ(δ-j)/(Φ(δ-j.n)/(n,Φ(δ-j.n))) répétitions, soit : 

 

#{g
i.n

} = dj.n.p
j.(n-1)

              (31) 

et : 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} 

≡ 

Ud[j.n].(p^j.(n-1))  fois {g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(ω[j.n]-1).n

} mod p
δ-j.n

  

où 

dj.n = (n,Φ(δ-j.n)) et ωj.n = Φ(δ-j.n)/dj.n      (32) 

Posons n = k.dj.n, alors : 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

}  

≡ 

Ud[j.n].(p^j.(n-1))  fois {g
0.k.d[j.n]

, g
1.k.d[j.n]

, g
2.k.d[j.n]

, …, g
(Φ(δ-j.n)/d[j.n]-1).k.d[j.n]

} mod p
δ-j.n

 

 

De (28), nous déduisons : 

 p et n, dj.n = (n,Φ(δ-j.n)),  i > 0 \ g
i.n

 = g
d[j.n]

 mod p
δ-j.n

 

 

Alors {g
0.k.d[j.n]

, g
1.k.d[j.n]

, g
2.k.d[j.n]

, …, g
(Φ(δ-j.n)/d[j.n]-1).k.d[j.n]

} est la répétition (éventuellement une seule fois) d’un groupe 

cyclique qui contient nécessairement g
d[j.n]

. Il vient immédiatement : 

 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

}  

≡ 

Ud[j.n].(p^j.(n-1))  fois {g
0.d[j.n]

, g
1.d[j.n]

, g
2.d[j.n]

, …, g
(ω[j.n]-1).d[j.n]

} mod p
δ-j.n

 

 

                   (33)  

 

Le résultat précédent s’applique tant que les éléments de la famille p
j.n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

}mod p
δ
 ne sont pas 

multiples de p
δ
 et donc, puisque une primitive g ne peut engendrer de multiples de p, tant que p

j.n
 < p

δ
 , soit δ > j.n. Au-delà, 

les éléments sont nuls modulo p
δ
, c’est-à-dire pour j ≥ δ/n. Posons δn = ent((δ-1)/n). La condition précédente s’écrit : 

 

j > δn       (34) 
 

La répétition des résidus c = 0 s’obtient en dénombrant toutes les familles répondant à cette inégalité, soit les familles : 

 

p
(δn+1).n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-δn-1)-1).n

}mod p
δ-δn-1

, 

p
(δn+2).n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-δn-2)-1).n

}mod p
δ-δn-2

, 

… 

p
(δ-1).n

.{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(1)-1).n

}mod p} mod p
δ
 

dont le nombre est : 

       Φ(δ-δn-1)+Φ(δ-δn-2)+…+Φ(1) = (p-1).p
(δ-δn-2)

+(p-1).p
(δ-δn-3)

+…+(p-1) = p
(δ-δn-1)

-1 

 

Il convient de rajouter à ce nombre une unité pour la cible 0. 

Ainsi : 

#{0} = p
δ-δn-1

     (35) 
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LEMME 7  

 

Soit di = (n,Ф(δ-i)) où Ф(δ-i) = p
δ-i-1

.(p-1). 

L’équation x
n
 = c mod p

δ
, p nombre premier impair, admet di.n.p

i.(n-1)
 solutions pour c de la forme p

i.n
.g

i.d[i.n]
 et i ≤ δn, p

δ-δn-1
 

solutions pour c = 0, sinon elle n’a pas de solution. 

 

Nous pouvons ainsi dresser le tableau des cardinaux des résidus (relations 36) : 

 

Ligne x x
n
 = c mod p

δ
 #{c} 

δn+1 0 

p
δ-1

.{g
0
, g

1
, … , g

Φ(1)-1
} 

p
δ-2

.{g
0
, g

1
, … , g

Φ(2)-1
} 

… 

p
δn+1

.{g
0
, g

1
, … , g

Φ(δ-(δn+1))-1
} 

0 p
δ-δn-1

 

δn p
δn

.{g
0
, g

1
, … , g

Φ(δ-δn)-1
} p

δn.n
.{g

0.d[δn.n]
, g

1.d[δn.n]
, … , g

(Φ(δ-δn.n)/d[δn.n]-1).d[δn.n]
} dδn.n.p

δn.(n-1)
 

… … … … 

i p
i
.{g

0
, g

1
, … , g

Φ(δ-i)-1
} p

i.n
.{g

0.d[i.n]
, g

1.d[i.n]
, … , g

(Φ(δ-i.n)/d[i.n]-1).d[i.n]
} di.n.p

i.(n-1)
 

… …  … 

1 p
1
.{g

0
, g

1
, … , g

Φ(δ-1)-1
} p

n
.{g

0.d[n]
, g

1.d[n]
, … , g

(Φ(δ-n)/d[n]-1).d[n]
} dn.p

(n-1)
 

0 p
0
.{g

0
, g

1
, … , g

Φ(δ)-1
} p

0
.{g

0.d[0]
, g

1.d[0]
, … , g

(Φ(δ)/d[0]-1).d[0]
} d0 

 

Nous adoptons la convention d’écriture vi ou v[i] qui signifie que le terme vi varie entre 0 et ωi-1et où ωi = Φ(δ-i)/di et di = 

(n, Φ(δ-i)) 

La partie utile de ce tableau dans la méthode des tableaux à double entrées est :   

 

#{p
δ
} = #{0}  p

δ-δn-1
  

#{p
δn.n

.g
0
.g

v[δn.n].d[δn.n]
}  dδn.n.p

δn.(n-1)
  

#{p
δn.n

.g
1
.g

v[δn.n].d[δn.n]
}  0  

…  …  

#{p
δn.n

.g
d[δn.n]-1

.g
v[δn.n].d[δn.n]

}  0  

...  …  

#{p
j.n

.g
0
.g

v[j.n].d[j.n]
}  dj.n.p

j.(n-1)
  

#{p
j.n

.g
1
.g

v[j.n].d[j.n]
}  0  

…  …  

#{p
j.n

.g
d[j.n]-1

.g
v[j.n].d[j.n]

} = 0 (37) 

…  …  

#{p
1.n

.g
0
.g

v[n].d[n]
}  dn.p

n-1
  

#{p
1.n

.g
1
.g

v[n].d[n]
}  0  

…  …  

#{p
1.n

.g
d[n]-1

.g
v[n].d[n]

}  0  

#{p
0
.g

0
.g

v[0].d[0]
}  d0  

#{p
0
.g

1
.g

v[0].d[0]
}  0  

…  …  

#{p
0
.g

d[0]-1
.g

v[0].d[0]
}  0  

 

Ce cas général se simplifie si n n’a aucun facteur égal à p : 
 

p ∤ n         (38) 

Alors : 

di = (n,Ф(δ-i)) = (n,p
δ-1-i

.(p-1)) = (n,p-1) = d0  = d        (39) 

Puis: 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} ≡ 

Ud.(p^j.(n-1))  fois {g
0.d

, g
1.d

, g
2.d

, …, g
(Φ(δ-j.n)/d-1).d

} mod p
δ-j.n

 

 

                   (40)  
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#{p
δ
} = #{0}  p

δ-δn-1
  

#{p
δn.n

.g
0
}  d.p

δn.(n-1)
  

#{p
δn.n

.g
1
}  0  

…  …  

#{p
δn.n

.g
d-1

}  0  

...  …  

#{p
j.n

.g
0
}  d.p

j.(n-1)
  

#{p
j.n

.g
1
} = 0           (41) 

…  …  

#{p
j.n

.g
d-1

}  0  

…  …  

#{p
0
.g

0
}  d = #{1}  

#{p
0
.g

1
}  0  

…  …  

#{p
0
.g

d-1
}  0  

 

Pour chacune des lignes, il est sous-entendu que le cardinal de p
j.n

.g
i
 est également celui de p

j.n
.g

i
.g

u.d
.  

Notons que si d = 1, alors l’exposant d-1 vaut 0 et les lignes correspondant aux cardinaux #{p
j.n

.g
1
.g

v[j.n].d[j.n]
} à #{p

j.n
.g

d[j.n]-

1
.g

v[j.n].d[j.n]
} n’existent pas. Nous avons alors #{p

j.n
.g

0
} = #{p

j.n
.g

1
} = … = #{p

j.n
.g

u(j.n)-1
} = p

j.(n-1)
 

 

Cas p pair (p=2) 

 

Nous procédons avec la particularité de ce cas : 
 

Φ(δ) = 2
δ-1

(2-1) = 2
δ-1

 

di = (n,Ф(δ-i)/2) = (n,2
δ-i-2

) pour 0≤i≤δ-2 

 

Posons n = r.2
m
 où r ne contient pas de facteur 2. Alors : 

 

di = (n,Ф(δ-i)/2) = (2
m
,2

δ-i-2
) = 2

min(m,δ-i-2)
 

 

Cherchons les racines x (0 < x < 2
δ
-1) de : 

x
n
 = 1 mod 2

δ
 

 

D’après le lemme 6, la valeur minimale de ω (≥0) de l’équation (5
ω
)

n
 = 1 mod 2

δ
 est égale à 2

δ-2-min(m,δ-2)
. 

Il en résulte le tableau suivant (relations 42) : 

 

x conditions sur n conditions sur k,i  c  #{c} = #{1} 

1 n impair  1 1 

(-1)
i
+k.2

δ-min(m, δ-2)
 n pair i = 0, 1 

k = 0, 1, …, min(2
m
,2

δ-2
)-1 

1 min(2
m+1

,2
δ-1

) 

 

Nous utilisons la multiplicité m du facteur 2 pour les nombres pairs. Dans le cas des nombres impairs, la valeur à retenir 

pour m n’est pas 0, mais -1 dans le cas d’une généralisation à une formule littérale unique #{1} = min(2
m+1

,2
δ-1

). En 

constatant ce point particulier du saut des valeurs de m lors du passage d’une valeur n impaire à une valeur n paire, deux 

« mots », l’un physico-philosophique, l’autre plus mystique nous viennent à l’esprit : 

 

Il n’y a pas de saut quantique mais l’antagonisme des nombres pairs et impairs. 

Tout change, tout est nouveau lorsque d(i)eux apparait. 

 

Poursuivons. Nous avons (relation 43) : 

 {0, 1, 2,…  2
δ
-1}  

≡ 

{0,  

2
0
.{5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ)/2-1
}, 

2
0
.{-5

0
, -5

1
, -5

2
, …, -5

Φ(δ)/2-1
}, 

2
1
.{5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ-1)/2-1
}, 

2
1
.{-5

0
, -5

1
, -5

2
, …, -5

Φ(δ-1)/2-1
}, 

 … 

2
j
.{5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ-j)/2-1
}, 

2
j
.{-5

0
, -5

1
, -5

2
, …, -5

Φ(δ-j)/2-1
}, 

… 

2
δ-2

.{5
0
},  

2
δ-2

.{-5
0
},  

2
δ-1

} mod 2
δ
  

 

Le lecteur notera l’appariement (par valeurs opposées dans le second membre de l’équivalence) des lignes intermédiaires 

par opposition aux lignes extrêmes. 
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Passons alors à l’étude des cardinaux des résidus c de  

 

x
n
 = c mod 2

δ
 

 

en écrivant dans un premier temps, par simple exponentiation de chaque terme de {0, 1, 2,…  2
δ
-1} : 

 

{0
n
, 1

n
, 2

n
,…  (2

δ
-1)

n
} ≡ 

 

{0, 

2
0.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ)/2-1).n

}, 

(-1)
n
.2

0.n
.{5

0.n
, 5

1.n
, 5

2.n
, …, 5

(Φ(δ)/2-1).n
}, 

2
1.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-1)/2-1).n

 }, 

(-1)
n
.2

1.n
.{5

0.n
, 5

1.n
, 5

2.n
, …, 5

(Φ(δ-1)/2-1).n
 }, 

… 

2
j.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

}, 

(-1)
n
.2

j.n
.{5

0.n
, 5

1.n
, 5

2.n
, …, 5

(Φ(δ-j)/2-1).n
}, 

… 

2
(δ-2).n

.{5
0.n

}, 

(-1)
n
.2

(δ-2).n
.{5

0.n
}, 

2
(δ-1).n

} mod 2
δ
 

 

Etudions la ligne 2
j.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

} mod p
δ
. Issu du groupe cyclique {5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ-j)/2-1
} mod 2

δ-j
,  

2
j
.{5

0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

Φ(δ-j)/2-1
} mod 2

δ
 puis 2

j.n
.{5

0.n
, 5

1.n
, 5

2.n
, …, 5

(Φ(δ-j)/2-1).n
} mod 2

δ
 forment un nombre entier de cycles. 

L’étude de 2
j.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

} mod 2
δ
 et de {5

0.n
, 5

1.n
, 5

2.n
, …, 5

(Φ(δ-j)/2-1).n
} mod 2

δ-j.n
 est équivalente ici. 

Considérons la suite de nombres {5
0
, 5

1
, 5

2
, 5

3
, …, 5

i
} mod 2

δ-j.n
. Le plus petit entier i (i>0) tel que 5

i
 = 1 mod 2

δ-j.n
 est, 

d’après le lemme 6, i = Φ(δ-j.n)/2. Considérons les deux ensembles de suites successives :  

 

{5
0
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ-n.j)/2-1)
}, {5

0
=5

Φ(δ-n.j)/2
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ-n.j)/2-1)
}, {5

0
=5

2.(Φ(δ-n.j)/2)
, 5

1
, 5

2
, …, 5

(Φ(δ-n.j)/2-1)
},  …,  

{5
0
=5

k.(Φ(δ-n.j)/2)
,  …} mod 2

δ-j.n
 

et 

{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

},{ 5
(Φ(δ-j)/2).n

, …}mod 2
δ-j.n

 

 

Toujours d’après le lemme 6, nous avons 5
ω.n

 = 1mod 2
δ-j.n

 lorsque ω = (Φ(δ-j.n)/2)/(n,Φ(δ-j.n)/2). La suite {5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, 

…, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

} mod 2
δ-j.n

 contient donc (Φ(δ-j)/2)/(Φ(δ-j.n)/2/(n,Φ(δ-j.n)/2)) répétitions, soit : 

 

#{5
i.n

} = dj.n.2
j.(n-1)

              (44) 

et : 

{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

} 

≡ 

Ud[j.n].(2^j.(n-1))  fois {5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(ω[j.n]-1).n

} mod 2
δ-j.n

  

où 

dj.n = (n,Φ(δ-j.n)/2) et ωj.n = Φ(δ-j.n)/(2dj.n)      (45) 

Posons n = k.dj.n, alors : 

{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

}  

≡ 

Ud[j.n].(2^j.(n-1))  fois {5
0.k.d[j.n]

, 5
1.k.d[j.n]

, 5
2.k.d[j.n]

, …, 5
(Φ(δ-j.n)/2d[j.n]-1).k.d[j.n]

} mod 2
δ-j.n

 
 

De (44), nous déduisons : 

 n, dj.n = (n,Φ(δ-j.n)/2),  i > 0 \ 5
i.n

 = 5
d[j.n]

 mod 2
δ-j.n

 

 

Alors {5
0.k.d[j.n]

, 5
1.k.d[j.n]

, 5
2.k.d[j.n]

, …, 5
(Φ(δ-j.n)/2d[j.n]-1).k.d[j.n]

} est la répétition (éventuellement une seule fois) d’un groupe 

cyclique qui contient nécessairement 5
d[j.n]

. Il vient immédiatement : 

 

{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

}  

≡ 

Ud[j.n].(2^j.(n-1))  fois {5
0.d[j.n]

, 5
1.d[j.n]

, 5
2.d[j.n]

, …, 5
(ω[j.n]-1).d[j.n]

} mod 2
δ-j.n

 

 

                   (46)  

 

Nous avons bien sûr également : 

{(-5)
0.n

, (-5)
1.n

, (-5)
2.n

, …, (-5)
(Φ(δ-j)/2-1).n

}  

≡ 

Ud[j.n].(2^j.(n-1))  fois {(-5)
0.d[j.n]

, (-5)
1.d[j.n]

, (-5)
2.d[j.n]

, …, (-5)
(ω[j.n]-1).d[j.n]

} mod 2
δ-j.n

 

 

         (47) 

 

Voyons ceci sur deux exemples (n = 2, n = 3) obtenus par résolution directe avec δ = 16 :  
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n = 2  

δn = 7 
    

 x cible c #(c) #(k) #(c). #(k) 

 2
0
+2

15
k, -2

0
+2

15
k 2

0
+2

3
k 2

2
 2

13
 32768 

 2
1
+2

14
k, -2

1
+2

14
k 2

2
+2

5
k 2

3
 2

11
 16384 

 2
2
+2

13
k, -2

2
+2

13
k 2

4
+2

7
k 2

4
 2

9
 8192 

 2
3
+2

12
k, -2

3
+2

12
k 2

6
+2

9
k 2

5
 2

7
 4096 

 2
4
+2

11
k, -2

4
+2

11
k 2

8
+2

11
k 2

6
 2

5
 2048 

 2
5
+2

10
k, -2

5
+2

10
k 2

10
+2

13
k 2

7
 2

3
 1024 

 2
6
+2

9
k, -2

6
+2

9
k 2

12
+2

15
k 2

8
 2

1
 512 

 0+2
8
k 0 2

8
 1 256 

 2
7
+2

8
k 2

14
 = 2

2.7
 2

8
 1 256 

     65536 = 2
16

 
     

n = 3  

δn = 5 
    

 x cible c #(c) #(k) #(c). #(k) 

 (2
0
+2

1
k)

1/3
 ou 1+2k' 2

0
+2

1
k 2

0
 2

15
 32768 

 (2
3
+2

4
k)

1/3
+16384k' 2

3
+2

4
k 2

2
 2

12
 16384 

 (2
6
+2

7
)

1/3
+4096k' 2

6
+2

7
k 2

4
 2

9
 8192 

 (2
9
+2

10
k)

1/3
+1024k' 2

9
+2

10
k 2

6
 2

6
 4096 

 (2
12

+2
13

k)
1/3

+256k' 2
12

+2
13

k 2
8
 2

3
 2048 

 0+2
6
k' 0 2

10
 1 1024 

 2
5
+2

6
k' 2

15
 = 2

3.5
 2

10
 1 1024 

     65536 = 2
16

 

 

Nous remarquons d’avoir non seulement c = 0 mais également c = 2
δn.n

 comme cibles particulières à étudier. Pour le 

confirmer, revenons à dj.n et développons son expression : 

 

dj.n = (n,Φ(δ-j.n)/2) = 2
δ-j.n-2

       (48) 

Ce terme n’a de sens que tant que : 

δ-j.n-2 ≥ 0 

soit encore 

j ≤ (δ-2)/n 

Il nous faut donc examiner les cas particuliers où : 
 

 j > (δ-2)/n = ent((δ-1)/n)+(δ-1)/n-ent((δ-1)/n)-1/n = δn+((δ-1)/n-ent((δ-1)/n)-1/n) > δn-1 

soit encore 

j ≥ δn   (49) 

 

Ce résultat est à comparer à j > δn lorsque nous étudions les cas p > 2. 

La répétition des résidus c = 0 s’obtient en dénombrant toutes les familles répondant à (49), soit : 

 

2
(δn+1).n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-δn-1)/2-1).n

}, 

2
(δn+2).n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-δn-2)/2-1).n

}, 

… 

2
(δ-2).n

.{5
0.n

} mod 2
δ
 

et 

2
(δn+1).n

.{(-5)
0.n

, (-5)
1.n

, (-5)
2.n

, …, (-5)
(Φ(δ-δn-1)/2-1).n

}, 

2
(δn+2).n

.{(-5)
0.n

, (-5)
1.n

, (-5)
2.n

, …, (-5)
(Φ(δ-δn-2)/2-1).n

}, 

… 

2
(δ-2).n

.{(-5)
0.n

} mod 2
δ
 

mais également 

2
(δ-1).n

 mod 2
δ
 et {0} mod 2

δ
 

dont le nombre total est : 

       2.(Φ(δ-δn-1)/2+Φ(δ-δn-2)/2+…+Φ(2)/2)+1+1 

= 2
(δ-δn-2)

+2
(δ-δn-3)

+…+2
1
+1+1 = 2

(δ-δn-1)
-1+1 

Ainsi : 

#{0} = 2
δ-δn-1

     (50) 

 

D’après (49), il nous reste à considérer le cas particulier j = δn pour les familles : 
 

2
j.n

.{5
0.n

, 5
1.n

, 5
2.n

, …, 5
(Φ(δ-j)/2-1).n

} mod 2
δ
 

2
j.n

.{(-5)
0.n

, (-5)
1.n

, (-5)
2.n

, …, (-5)
(Φ(δ-j)/2-1).n

} mod 2
δ
 

dont la quantité de termes est : 

#{2
δn.n

} = 2.(Φ(δ-δn)/2) = 2
δ-δn-1

  (51)  
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LEMME 8  

 

Soit di = (n,Ф(δ-i)/2) où Ф(δ-i) = 2
δ-i-1

. 

L’équation x
n
 = c mod 2

δ
 admet di.n.2

i.(n-1)
 solutions pour c de la forme 2

i.n
.5

i.d[i.n]
 et i ≤ δn, 2

δ-δn-1
 solutions pour c = 0, 2

δ-δn-1
 

solutions pour c = 2
δn.n

, sinon elle n’a pas de solution. 

 

Nous pouvons ainsi dresser le tableau des cardinaux des résidus (relations 52) : 

 

Ligne x x
n
 = c mod p

δ
 #{c} 

≥δn+1 2
δ-1

.{5
0
} 

2
δ-2

.{5
0
, 5

1
, … , 5

Φ(2)-1
} 

2
δ-2

.{(-5)
0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(2)-1
} 

… 

2
δn+1

.{5
0
, 5

1
, … , 5

Φ(δ-(δn+1))-1
} 

2
δn+1

.{(-5)
0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(δ-(δn+1))-1
} 

0 2
δ-δn-1

 

δn 2
δn

.{5
0
, 5

1
, … , 5

Φ(δ-δn)-1
} 

2
δn

.{(-5)
0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(δ-δn)-1
} 

2
δn.n

.{5
0
, 5

1
, … , 5

(Φ(δ-δn.n)/d[δn.n]-1)
} 

2
δn.n

.{(-5)
0
, (-5)

1
, … , (-5)

(Φ(δ-δn.n)/d[δn.n]-1)
} 

2
 δ-δn-1

 

… … … … 

i 2
i
.{5

0
, 5

1
, … , 5

Φ(δ-i)-1
} 

2
i
.{(-5)

0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(δ-i)-1
} 

2
i.n

.{5
0.d[i.n]

, 5
1.d[i.n]

, … , 5
(Φ(δ-i.n)/d[i.n]-1).d[i.n]

} 

2
i.n

.{(-5)
0.d[i.n]

, (-5)
1.d[i.n]

, … , (-5)
(Φ(δ-i.n)/d[i.n]-1).d[i.n]

} 

di.n.2
i.(n-1)

 

… …  … 

1 2
1
.{5

0
, 5

1
, … , 5

Φ(δ-1)-1
} 

2
1
.{(-5)

0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(δ-1)-1
} 

2
n
.{5

0.d[n]
, 5

1.d[n]
, … , 5

(Φ(δ-n)/d[n]-1).d[n]
} 

2
n
.{(-5)

0.d[n]
, (-5)

1.d[n]
, … , (-5)

(Φ(δ-n)/d[n]-1).d[n]
} 

dn.2
(n-1)

 

0 2
0
.{5

0
, 5

1
, … , 5

Φ(δ)-1
} 

2
0
.{(-5)

0
, (-5)

1
, … , (-5)

Φ(δ)-1
} 

2
0
.{5

0.d[0]
, 5

1.d[0]
, … , 5

(Φ(δ)/d[0]-1).d[0]
} 

2
0
.{(-5)

0.d[0]
, (-5)

1.d[0]
, … , (-5)

(Φ(δ)/d[0]-1).d[0]
} 

d0 

 

Nous adoptons la convention d’écriture vi ou v[i] qui signifie que le terme vi varie entre 0 et ωi-1et où ωi = Φ(δ-i)/di et di = 

(n, Φ(δ-i)/2) 

La partie utile de ce tableau dans la méthode des tableaux à double entrées est :   

 

#{2
δ
} = #{0}  2

δ-δn-1
  

#{2
δn.n

.5
0
.5

v[δn.n].d[δn.n]
} ou #{2

δn.n
.(-5)

0
.(-5)

v[δn.n].d[δn.n]
}  2

δ-δn-1
  

#{2
δn.n

.5
1
.5

v[δn.n].d[δn.n]
} ou #{2

δn.n
.(-5)

1
.(-5)

v[δn.n].d[δn.n]
}  0  

…  …  

#{2
δn.n

.5
d[δn.n]-1

.5
v[δn.n].d[δn.n]

} ou  #{2
δn.n

.(-5)
d[δn.n]-1

.(-5)
v[δn.n].d[δn.n]

}  0  

...  …  

#{2
j.n

.5
0
.5

v[j.n].d[j.n]
} ou #{2

j.n
.(-5)

0
.(-5)

v[j.n].d[j.n]
}  dj.n.2

j.(n-1)
  

#{2
j.n

.5
1
.5

v[j.n].d[j.n]
} ou #{2

j.n
.(-5)

1
.(-5)

v[j.n].d[j.n]
}  0  

…  …  

#{2
j.n

.5
d[j.n]-1

.5
v[j.n].d[j.n]

} ou #{2
j.n

.(-5)
d[j.n]-1

.(-5)
v[j.n].d[j.n]

} = 0 (53) 

…  …  

#{2
1.n

.5
0
.5

v[n].d[n]
} ou #{2

1.n
.(-5)

0
.(-5)

v[n].d[n]
}  dn.2

n-1
  

#{2
1.n

.5
1
.5

v[n].d[n]
} ou #{2

1.n
.(-5)

1
.(-5)

v[n].d[n]
}  0  

…  …  

#{2
1.n

.5
d[n]-1

.5
v[n].d[n]

} ou #{2
1.n

.(-5)
d[n]-1

.(-5)
v[n].d[n]

}  0  

#{2
0
.5

0
.5

v[0].d[0]
} ou #{2

0
.(-5)

0
.(-5)

v[0].d[0]
}  d0  

#{2
0
.5

1
.5

v[0].d[0]
} ou #{2

0
.(-5)

1
.(-5)

v[0].d[0]
}  0  

…  …  

#{2
0
.5

d[0]-1
.5

v[0].d[0]
} ou #{2

0
.(-5)

d[0]-1
.(-5)

v[0].d[0]
}  0  

 

Notons que si dj.n = 1, alors l’exposant dj.n-1 vaut 0 et les lignes correspondant aux cardinaux nuls n’existent pas.  

Ce cas correspond à n n’ayant aucun facteur égal à 2 : 
 

2 ∤ n         (54) 

 

Notons #{1} le cardinal des solutions de x
n
 = 1 mod 2

δ
 : 

 

#{1} = #{x / x
n
 = 1 mod 2

δ
, x = 0,1, …, 2

δ
-1}       (55) 

 

Notons c un résidu mod 2
δ
, soit δn=ent((δ-1)/n) et soit m la multiplicité du facteur 2 dans n. Nous avons alors le 

tableau récapitulatif (relations 56) de notre exposé (les valeurs de la colonne x se vérifie par substitution dans x
n
 = c mod 

2
δ
: 
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x conditions sur k,i et n c #{c} #{variantes de c} 

2
δn

.(2k) k = 0, 1, …, 2
δ-δn-1

-1 0 2
δ-δn-1

 1 

2
δn

.(1+2k) k = 0, 1, …, 2
δ-δn-1

-1 2
δn.n

 2
δ-δn-1

 1 

2
i
.(1+2.(#{1}).k)

1/n 

+2
δ-i.(.n-1)

/(#{1})k’ 

k = 0, 1, …, 2
δ-1-i.n

/(#{1})-1 

i = 0 à δn-1 

k’ = 0 à 2
i.(n-1)

.(#{1})-1 

2
i.n

 (1+2.#{1}.k) 

 

2
i.(n-1)

.(#{1}) 2
δ-1-i.n

/(#{1}) 

 

Faisant alors la somme ∑ #{c}.#{variantes de c}, nous la trouvons égale à 2
δ
, ce qui démontre que toutes les solutions sont 

décrites. La particularité du cas p = 2 se résume à la deuxième ligne de données du tableau précédent (#{2
δn.n

} = 2
δ-δn-1

) qui 

n’existe pas dans le cas p impair. 

 

LEMME 9 (variante du lemme 8) 

 

L’équation x
n
 = c mod 2

δ
 admet 2

i.(n-1)
.(#{1}) solutions pour c différent de 0 et 2

δn.n
, 2

δ-δn-1
 solutions pour c = 0 et c = 2

δn.n
, 

sinon elle n’a pas de solution. 

 

15. Notation de Legendre 
        (modulo p

δ
) 

 

Dans le cas p impair (p > 2), une condition nécessaire et suffisante pour que c soit un résidu de l’équation x
n
 = c mod p

δ
 est que c 

soit de la forme p
i.n

.g
v[i.n].d[i.n]

. Alors c/p
i.n

  = g
v[i.n].d[i.n]

 
 

Soit dj.n = (n,Φ(δ-i.n)) et i ≤ δn et posons : 

     Φ(δ)  
 

( 
c 

 

) 

  

 = (c/p
i.n

) 
   di.n 

 

mod p
δ
            (57) 

p,δ 
 

n,i  

Alors :  
 

( 
c 

 

) 

  

=  0                    c = k.p
i
 mod p

δ
 et i > δn 

 

p,δ 
 

n,i  
 

( 
c 

 

) 

  

=  1 et i ≤ δn      c est un n-résidu mod p
δ                        

(58) 
 

p,δ 
 

n,i  
 

( 
c 

 

) 

  

≠ 1 et i ≤ δn       c est un non n-résidu mod p
δ
 

 

p,δ 
 

n,i  

Notons qu’en général : 
 

( 
a b 

 

) 

  

≠ 
 

 

( 
a 

 

) 

  

( 
b 

 

) 

  

mod p     
p,δ 

 

n,i  p,δ 
 

n,i p,δ 
 

n,i 

 

16. Déplacement modulo p 
 

Cas p > 2 

 

Nous avons la bijection (avec égalité entre composants) : 

 

{1, 2, 3, …, p-1} ≡ {g
0
, g

1
, g

2
, …, g

p-2
} mod p 

 

Il vient, la première équivalence étant trivial et la seconde étant déduite immédiatement de ladite bijection (relation 59) : 

 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-1
}mod p

δ
 

≡ 

{1, 1+p, 1+2p,  …, 1+(p
δ-1

-1).p}mod p
δ
 

{2, 2+p, 2+2p,  …, 2+(p
δ-1

-1).p}mod p
δ
 

{3, 3+p, 3+2p,  …, 3+(p
δ-1

-1).p}mod p
δ
 

… 

{p-1, p-1+p, p-1+2p,  …, p-1+(p
δ-1

-1).p}mod p
δ
 

≡ 

{g
0
, g

0
+p, g

0
+2p,  …, g

0
+(p

δ-1
-1).p}mod p

δ
 

{g
1
, g

1
+p, g

1
+2p,  …, g

1
+(p

δ-1
-1).p}mod p

δ
 

{g
2
, g

2
+p, g

2
+2p,  …, g

2
+(p

δ-1
-1).p}mod p

δ
 

… 

{g
p-2

, g
p-2

+p, g
p-2

+2p,  …, g
p-2

+(p
δ-1

-1).p}mod p
δ
 

 

Prenons une approche un peu différente pour le même résultat : 

 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(δ)-1
}     
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≡ 

{g
0
, g

0
.g

p-1
, g

0
.g

2(p-1)
,  …, g

0
.g

(p^δ-1).(p-1)
} 

{g
1
, g

1
.g

 p-1
, g

1
.g

2(p-1)
,  …, g

1
.g

(p^δ-1).(p-1)
} 

{g
2
, g

2
.g

 p-1
, g

2
.g

2(p-1)
,  …, g

2
.g

(p^δ-1).(p-1)
} 

… 

{g
p-2

, g
p-2

.g
p-1

, g
p-2

.g
2(p-1)

,  …, g
p-2

.g
(p^δ-1).(p-1)

} mod p
δ 

 

Le second membre de l’équivalence se lit colonne par colonne et est trivialement égal au premier membre. 

D’autre part, g n’est pas un diviseur de p, et d’après le petit théorème de Fermat, nous avons donc g
p-1

-1 = k.p, k un entier. 

Nous en tirons immédiatement la relation (59). 

 

Par exponentiation des termes, nous avons (relation 60) : 

 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ (δ)-1).n

} 

≡ 

{g
0.n

, g
0.n

+p, g
0.n

+2p,  …, g
0.n

+((p
δ-1

-1)/n).p} 

{g
1.n

, g
1.n

+p, g
1.n

+2p,  …, g
1.n

+((p
δ-1

-1)/n).p} 

{g
2.n

, g
2.n

+p, g
2.n

+2p,  …, g
2.n

+((p
δ-1

-1)/n).p} 

… 

{g
(p-2).n

, g
(p-2).n

 +p, g
(p-2).n

 +2p,  …, g
(p-2).n

 +((p
δ-1

-1)/n).p}mod p
δ
 

 

En effet, considérons (g
i
+k1.p)

n
 = g

i.n
+k1’.p et (g

i
+k2.p)

n
 = g

i.n
+k2’.p mod p

δ
. Si k1 ≠ k2 alors nécessairement k1’ ≠ k2’. En 

effet, résonnons par l’absurde. Posons k1 ≠ k2 et k1’ = k2’. Alors, par identité remarquable, (g
i
+k1.p)

n
 - (g

i
+k2.p)

n
 = (k1-

k2).p.∑(g
i
+k1.p)

2n-x
.(g

i
+k1.p)

x
, x entier variant de 0 à 2n, soit après quelques réarrangements simples (g

i
+k1.p)

n
-(g

i
+k2.p)

n
 

= (k1-k2).p.(g
2n.i

+k.p), k étant une expression composite de k1, k2 et p. g étant une primitive g
2n.i

 n’est pas un multiple ne p, 

ni donc g
2n.i

+k.p. Ce terme ne peut être donc être nul ce qui suffit à notre argumentaire. 

Il découle immédiatement:     

 

{(g
i
)

n
, (g

i
+p)

n
, (g

i
+2.p)

n
, ..., (g

i
+(u(k1)-1).p)

n
} ≡ {(g

i
)

n
, (g

i
)

n
+p, (g

i
)

n
+2.p, ..., (g

i
)

n
+(u(k1)-1).p} 

  

Ceci démontre la relation (60). 

 

Considérons l’équivalence obtenue plus haut : 

 

{g
0.n

, g
1.n

, g
2.n

, …, g
(Φ(δ-j)-1).n

} ≡ 

Ud[j.n].(p^(n-1))  fois {g
0.d[j.n]

, g
1.d[j.n]

, g
2.d[j.n]

, …, g
(Φ(δ-j.n)/d[j.n]-1).d[j.n]

} mod p
δ-j.n

 

 

Nous avons alors (relation 61) : 

 

LEMME 10 

{g
0.d[j.n]

, g
1.d[j.n]

, g
2.d[j.n]

, …, g
(Φ(δ-j.n)/d[j.n]-1).d[j.n]

} 

≡ 

{ g
0.d[j.n]

, g
0.d[j.n]

+p, g
0.d[j.n]

+2p,  …, g
0.d[j.n]

+(p
δ-1-j.n

p} 

{ g
1.d[j.n]

, g
1.d[j.n]

+p, g
1.d[j.n]

+2p,  …, g
1.d[j.n]

+(p
δ-1-j.n

p} 

{ g
2.d[j.n]

, g
2.d[j.n]

+p, g
2.d[j.n]

+2p,  …, g
2.d[j.n]

+(p
δ-1-j.n

p} 

… 

{g
(p-2).d[j.n]

+p, g
(p-2).d[j.n]

+2p,  …, g
(p-2).d[j.n]

+(p
δ-1-j.n

p}mod p
δ-j.n

 

 

Voyons cela à travers un exemple. 

Soit p = 3, g =2 et δ = 4 (d = 2) : 

{g
0
, g

1
, g

2
, …, g

Φ(4)-1
} mod 3

4
 ≡ 

 

1 4 16 64 13 52 46 22 7 28 31 43 10 40 79 73 49 34 55 58 70 37 67 25 19 76 61 

2 8 32 47 26 23 11 44 14 56 62 5 20 80 77 65 17 68 29 35 59 74 53 50 38 71 41 

  ≡ 

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 

2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32 35 38 41 44 47 50 53 56 59 62 65 68 71 74 77 80 

 

{g
0
, g

2
 g

4
, …, g

2(Φ(4)-1)
} mod 3

4
 ≡ 

 

1 16 13 46 7 31 10 79 49 55 70 67 19 61 4 64 52 22 28 43 40 73 34 58 37 25 76 

4 64 52 22 28 43 40 73 34 58 37 25 76 1 16 13 46 7 31 10 79 49 55 70 67 19 61 

  ≡ 

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76 79 
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Les deuxièmes membres montrent que ce qui prime sont les têtes de ligne {1, 2, …, p-1} et {1
n
, 2

n
, …, (p-1)

n
}. 

Nous exploitons ce résultat à l’exercice 6. 

 

Cas p = 2 

 

Nous pouvons procéder de même ce que nous ne faisons pas par souci de ne pas trop alourdir notre exposé.  

 

17. Décomposition de p 
 

Nous cherchons une condition sur le couple (i,j) lorsque p est décomposé en deux termes comme suit (g primitive) : 

 

p = g
i+u.d

+g
j+v.d

 mod p        (62) 

 

Ici, d est une constante (entière), u et v des entiers arbitraires. 

La relation précédente est équivalente à 0 = g
i+u.d

+g
j+v.d

 mod p, puis g
i+u.d

 = -g
j+v.d

 mod p, soit encore g
i-j+(u-v).d

 = -1 mod p. 

Remplaçons u-v par w nombre entier et -1 par g
(p-1)/2

.  

Ainsi :  

g
i-j+w.d

 = g
(p-1)/2

 mod p 

Soit encore  

i-j+w.d = (p-1)/2 mod p-1 

Lorsque  

d = (n,p-1) 

il suit : 

i-j = (p-1)/2 mod d        (63) 

 

Nous examinerons d’autres décompositions de p, notion fondamentale de notre article, notamment aux exercices (5) et (9). 

 

18. Définition alternative de la notion de racine primitive mod p 
 

Nous utilisons la notation de Legendre pour cette définition à la fois élégante et fondamentale. Soit g une telle racine. 

Comme g
(p-1)/2

 = -1, nous avons donc : 

 

LEMME 11 

   g racine primitive  ( 
g 

) 

 

=  - 1       (64)                  
p 

 

2 

La réciproque est immédiate. 

Ce lemme est utilisé à l’exercice 10 page 254. 

 

19. Généralisation de la notion de racine primitive  
 

Cette partie de notre article n’a pas grande incidence sur les autres chapitres. Nous la relatons cependant n’en ayant pas 

trouvé trace dans la littérature mathématique pour les résultats les plus généraux (n quelconque). Le lecteur n’en retiendra 

que ce qu’il pensera utile à d’autres fins.  
 

Soit a un entier positif qui ne divise pas n.  

a ∤ n 

Il existe un exposant entier m > 0 tel que : 

a
m
 = 1 mod n 

 

Suivant a, le plus petit nombre m est donné par le tableau: 
  

n m  

p Ω(a,p)  

p
2
 Ω(a,p).si(a = g

p
 mod p

2
, 1, p)  

… …  

p
k
 Ω(a,p).si(a = g

p
 mod p

2
, 1, p).si(a = g

p^2
 mod p

3
, 1, p)…si(a = g

p^(k-1)
 mod p

k
, 1, p)  

 

Ici g est une racine primitive de p. 

Dans le cas où a est une racine primitive de p, nous avons Ω(a,p) = p-1, sinon l’expression divise p-1 : 

 

Ω(a,p) \ p-1            (65) 

 

La comportement de Ω en fonction de a et p est une grande « inconnue » de la théorie des nombres. Cependant, si nous 

admettons l’avoir élucidé, le reste suit.  

Posons : 

Ψ(a,p
k
) = si(a = g

p
 mod p

2
, 1, p).si(a = g

p^2
 mod p

3
, 1, p)…si(a = g

p^(k-1)
 mod p

k
, 1, p)            (66) 
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Le nombre Ψ(a,p
k
).Ω(a,p) est le plus petit nombre m tel que a

m
 = 1 mod p

k
. Il est maximum pour Ψ(a,p

k
).Ω(a,p) = (p-1).p

k-1
 

= Φ(p), résultat classique. Le nombre a pourrait être qualifié de racine primitive dans ce cas (m maximum).  

 

Supposons n de la forme :  

n = ∏ pi
ki

 

 i = 1 à r  

 

Alors, le plus petit exposant tel que a
m
 = 1 mod n est donné, en utilisant le plus petit commun multiple d’une liste de 

nombres entiers, par :  

ppcm(Ω(a,p1), Ω(a,p2), …, Ω(a,pr)) . ∏ Ψ(a,pi
ki
)           (67) 

 i = 1 à r   

 

Le nombre a pourrait être qualifié de racine primitive mod n lorsque m, vérifiant a
m
 = 1 mod n, est maximal, c’est-à-dire si 

et seulement si : 

mmin = ppcm(p1-1, p2-1, …, pr-1). ∏ pi
ki-1

           (68) 

 i = 1 à r   
 

20. Test d’un nombre premier  
 

Par produits successifs de a entier > 1 choisi aléatoirement, nous obtenons a
m
 = 1 mod n, nous avons l’équivalence :  

 

m \ n-1  n est premier 

 

Ceci découle intuitivement de la relation (67), mais la démonstration n’est pas entreprise ici. 

 

21. Factorisation  
 

Dans le cas d’un produit de deux facteurs premiers n = p.q, nous avons pour tout entier : 

 

a
ppcm(Ω(a,p), Ω(a,q))

 = 1 mod n           (69) 

 

Comme Ω(a,p) divise p-1, si nous trouvons rapidement (peu d’essais), des valeurs m (et/ou a) telles que a
m
 = 1 mod n, nous 

pouvons reconstituer par produits des facteurs potentiellement p-1 ou q-1, qui par essais et erreurs permettent de factoriser 

n. Ce problème reste difficile.  
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 EXERCICE 4 : MATRICES CIRCULAIRES 

 

Les matrices circulaires sont les outils indispensables à l’étude des facteurs d’abondance. Les exponentielles complexes, 

qui les règlent, vont rapidement être nos compagnons dans cet exercice. Le rôle des matrices circulaires en théorie des 

nombres est fondamental, même si cela est rarement (ou jamais) perçu et décrit ainsi. Par contre, la présence des 

exponentielles complexes n’est pas sans rappeler le grand crible. 

 

1. Formes des matrices  
 

La littérature mathématique distingue deux types de matrices : le groupe des matrices circulaires droites (index d) et le 

groupe des matrices circulaires gauches (index g), respectivement :  

 

 c0 cn-1 … c1   

[CId] = [CId(c0,c1, …,cn-1)] = 
c1 c0 … c2     (1) 

 

… … … …  

 cn-1 cn-2 … c0   
 

et 
 

 c0 c1 … cn-1   

[CIg] = [CIg(c0,c1, …,cn-1)] = 
c1 c2 … c0     (2) 

 

… … … …  

 cn-1 c0 … cn-2   
 

2. Eléments propres    
 

2.1. Matrices circulaires droites 

 

Les matrices circulaires (non nulles) sont diagonalisables. 

En effet, le déterminant des matrices circulaires droites, qui se calcule à partir du déterminant de Vandermonde, est indiqué 

par exemple dans [17] p 262. Nous avons : 
 

 n-1 n-1  

Dét([CId]) =  ∏  ∑ ct.e
-2πi.t.v/n

                       (3)  

 v = 0 t = 0  

 

Nous pouvons en déduire les valeurs propres σ des matrices [CId, t,1] = [C(c0 = 0, …, ct-1 = 0, ct = 1, ct+1 = 0, …, cn-1 = 0)], 

où une seule des diagonales est non nulle et égale à 1 par :   
 

  n-1   

 Dét([CId,t,1]-σ[I]) =  ∏  (e
-2πi.t.v/n

-σ) = 0  

  v = 0   
 

D’où les valeurs propres, avec v variant de 0 à n-1, et t une constante pour l’instant : 

 

σv, t = e
-2πi.t.v/n

        (4) 

 

Les valeurs propres des matrices circulaires [CId,t,1] sont racines de l’unité. Les racines sont scindées dans le corps des 

complexes. Les matrices [CId,t,1] sont donc diagonalisables. Soit [P] une matrice de passage : [CId,t,1] = [P].[σt].[P
-1

]. 

Considérons (X) le vecteur propre (x1, x2, …, xn), vecteur colonne. Nous avons : 

 

([CId,t,1]-σv, t.[I])(X) = 0 

 

D’où, il résulte immédiatement 

xt+1 - e
-2πi.t.v/n

.x1 = 0  

xt+2 - e
-2πi.t.v/n

.x2 = 0  

xt+k - e
-2πi.t.v/n

.xk = 0                (5) 

...  

xt+n - e
-2πi.t.v/n

.xn = 0  

 

L’indice des x est ici modulo n (compris entre 0 et n-1). 

Formons alors la matrice symétrique (dans laquelle nous reconnaîtrons une Transformée de Fourier Discrète) : 
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 1 1 1 ... 1  

 1 (e
2πi/n

)
.1.1

 (e
2πi/n

)
.1.2

 ... (e
2πi/n

)
.1.(n-1)

  

[P] = (1/n
1/2

). 1 (e
2πi/n

)
.2.1

 (e
2πi/n

)
.2.2

 ... (e
2πi/n

)
.2.(n-1)

       (6) 

 ... ... ... ... ...  

 1 (e
2πi/n

)
.(n-1).1

 (e
2πi/n

)
.(n-1).2

 ... (e
2πi/n

)
.(n-1).(n-1)

  

 

Lignes et colonnes de la matrice [P] sont indexées (r,s) en commençant à 0.  

Nous avons alors : 

[P(r,s)] = (1/n
1/2

).[(e
2πi/n

)
.r.s

] 

 

D’où la transposée de la conjuguée de cette matrice : 
 

[
t
P*(t,s)] = (1/n

1/2
).[(e

-2πi/n
)
.t.s

] 

 

Effectuons le produit de ces matrices : 

   n-1 

[P(r,s)].[
t
P*(t, s)] = (1/n). [ ∑ e

(2πi/n).s(r-t)
 ]        

   s = 0 

 

Si r = t, la somme ∑e
(2πi/n).s(r-t)

 vaut n. Lorsque r ≠ t, e
(2πi/n)

 d’une part et e
(2πi/n).s

 d’autre part (pour tout s entier donné) 

sont géométriquement uniformément répartis autour de l’origine. La somme ∑e
(2πi/n).s(r-t)

 vaut alors 0. Ainsi [P(r,s)].[
t
P*(t, 

s)] = [I] où [I] est la matrice identité de dimension n. 

 

[P], symétrique, est donc également matrice unitaire : 

 

                     [P
-1

] = [
t
P*]           (7) 

 

La composante en (r,s) de [P] après multiplication par n
1/2

 est : 

 

xr, s = e
(2πi/n).r.s

 
 

Nous avons alors : 

xr+k, s = e
(2πi/n).(r+k).s

 = e
(2πi/n).r.s

.e
(2πi/n).k.s

 = e
(2πi/n).r.s

.xk, s 

 

Nous retrouvons la relation (5) pour r = t et s = v. Ainsi : 

 

La matrice [P] est matrice de passage commune à toutes les matrices circulaires droites [Cd,t,1] quel que soit le choix de t.  

 

Ayant écrit [CId,t,1] = [P].[σt].[P
-1

], nous avons ensuite : 

 

[CId] = ∑ ct.[CId,t,1] = [P].( ∑ct.[σt] ).[P
-1

]         (8)  
 t = 0 à n-1 t = 0 à n-1  

 

Les valeurs propres de [CId,t,1], la matrice [ ] ci-dessous étant une matrice diagonale, sont donc (première composante pour 

v = 0, deuxième pour v  = 1, etc.) : 

∑ct.[e
-2πi.t.v/n

]              (9)  
t = 0 à n-1 

 

Développons l’expression (8) pour trouver la composante en (r,s) : 
 

CId(r,s)  =  ∑ P(r,w) .( ∑ct.σt(w,w) ) . P
-1

(w,s)  
              w = 0 à n-1 t = 0 à n-1   

 

Soit en utilisant en particulier [P
-1

] = [
t
P*] :  

 

CId(r,s) = ∑ e
(2πi/n).r.w

. (∑ct.e
(-2πi/n).t.w

).e
(-2πi/n).w.s

  

 w = 0 à n-1 t = 0 à n-1  

Puis : 

CId (r,s) =  ∑ ∑ct.e
(2πi/n).w.(-t+r-s)

             (10) 

                    w = 0 à n-1 t = 0 à n-1  
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2.2. Matrices circulaires gauches 

 

Nous pouvons obtenir une matrice circulaire gauche (ou droite) à partir d’une matrice circulaire droite (ou gauche 

respectivement) par la transformation :  
 
 

 1 0 0 0 … 0 0  
 0 0 0 0 … 0 1  
 0 0 0 0 … 1 0  

[CIg(1,0, …,0)] = … … … … … … …      (11) 
 0 0 0 1 … 0 0  
 0 0 1 0 … 0 0  
 0 1 0 0 … 0 0  

 

Soit [σm] la matrice des valeurs propres et [P] une matrice de vecteurs propres de la matrice circulaire [CIm].  

Nous avons :  

[CIm] = [P].[σm].[P
-1

] 

Puis : 

[CIm].[CIg(1,0, …,0)] = [P].[σm].[CIg(1,0, …,0)].[P
-1

] 

 

Nous conservons la matrice de passage [P]. Cependant, les composantes de la « matrice des valeurs propres » ne sont plus 

alignées sur la diagonale principale dans ce schéma. Nous appellerons, s’il y a lieu, cette matrice la matrice des valeurs 

propres gauche. 
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 EXERCICE 5 : FACTEURS D’ABONDANCE DES SOMMES DE WARING MODULO Pi 

 

Nous cherchons ici les facteurs d’abondance d’une expression du type somme de Waring (ou de Fermat) x1
n
 + x2

n
 + … + 

xk
n
 = c et y1

n
 + y2

n
 + … + yk

n
 = c dans le cas d’une approche modulo pi. La correction à apporter entre l’approche modulo pi 

et l’approche modulo pi
δ
 est étudiée dans l’exercice 6.  

Pour le lecteur, le présent exercice constitue un premier morceau de bravoure. Si en quelques lignes, nous aboutissons par 

exemple au résultat de Vinogradov pour trois variables, le cas général offre une foule de rebondissements associant 

conjectures et résultats certains.  

 

1. Cas des hyperplans maille unitaire  
 

x1 + x2 + … + xk = c         (1) 

Ici les xi sont des nombres entiers positifs.  

Partons de : 

x1 + x2 + … + xk = c mod pi 

 

pi décrit la suite des nombres premiers et chacune des variables est remplacée par son représentant [0, 1, 2, …, p i-1]. Nous 

sommes ainsi amenés à construire un tableau à k dimensions et de taille pi suivant chaque axe de liberté. Les éléments de ce 

tableau sont obtenus par somme modulo pi conformément aux opérateurs (+) présents dans l’égalité (1). Il convient de 

compter alors le nombre d’apparitions de chaque nombre (compris entre 0 et pi-1) dans le tableau. Par normalisation, nous 

trouvons ensuite le facteur d’abondance pour la cible c. 

Dans le cas présent, le dénombrement des occurrences est trivial : Chaque nombre [0, 1, 2, …, pi-1] apparaît le même 

nombre de fois et, quels que soient k et c, conduit à un seul résultat : Fan(c) = 1.  

 

2. Cas des hyperplans affines maille unitaire 
 

a1x1 + a2x2 + … + akxk = c           (2)    

Partons de : 

a1x1 + a2x2 + … + akxk = c mod pi         

 

Soit aj l’un des coefficients et écrivons a1x1 + a1x1 + a2x2 + … + akxk = c - ajxj mod pi, alors si pj\ai, alors ajxj « disparaît » 

dans mod pi. Ainsi, dans le cas pj\ai les cibles multiples de pi seules possèdent des cardinaux non nuls (égal à pi). Le facteur 

Fan(c) s’écrit (pi décrivant 2,3, 5, 7 , 11, +∞) : 

 
 

П   pi 
 

. П  0              (3) 
pi\c, pi\ai   pi\c pi∤ai, 

 

Ces termes d’abondance sont conditionnels. Si la condition n’est pas vérifiée, le terme vaut 1. 

 

3. Cas des hyperplans maille logarithmique  
 

y1 + y2 + … + ym = c         (4) 

 

Ici les yi sont des nombres premiers positifs.  

Procédant de même, les tableaux à n dimensions sont construits à partir des représentants [1, 2, …, p i-1]. Les éléments des 

tableaux sont obtenus par somme modulo pi conformément aux opérateurs (+) présents dans l’égalité (4). Il convient de 

compter alors le nombre d’apparitions de chaque nombre (nombres compris entre 0 et p i–1).  

Commençons par des exemples. 

 

Cas pi = 2, m = 1       

Matrice (1dimension)       

  1   Eléments Occurrences 

  1   0 0 

     1 1 

Cas pi = 2, m = 2       

Matrice (2 dimensions)       

  1   Eléments Occurrences 

 1 0   0 1 

     1 0 

       

Cas pi = 2,  m = 3       

Matrice (3 dimensions)       
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 +1 1   Eléments Occurrences 

 1 1   0 0 

     1 1 

Cas pi = 3, m = 1       

Matrice       

  1 2  Eléments Occurrences 

  1 2  0 0 

     1 1 

     2 1 

Cas pi = 3, m = 2       

Matrice       

  1 2  Eléments Occurrences 

 1 2 0  0 2 

 2 0 1  1 1 

     2 1 

Cas pi = 3, m = 3       

Matrice       

 +1 1 2    

 1 0 1  Eléments Occurrences 

 2 1 2  0 2 

     1 3 

 +2 1 2  2 3 

 1 1 2    

 2 2 0    

 

Ces exemples permettent d’envisager l’hypothèse suivante aussi bien pour pi impair que pour pi = 2 : 

 

Pour m impair, si l’élément 0 apparaît x fois alors les autres éléments sont présents x + 1 fois ; pour m pair, si l’élément 0 

apparaît x+1 fois alors les autres éléments sont présents x fois. Comme la matrice de dimension m à la séquence p i contient 

exactement (pi-1)
m
 éléments, il vient : 

 

Pour m impair : 

x+(pi–1)(x+1) = (pi–1)
m
, soit x = ((pi-1)

m
-(pi-1))/pi et x + 1 = ((pi-1)

m
+1)/pi 

Pour m pair : 

x+1+(pi–1)(x) = (pi–1)
m
, soit x = ((pi-1)

m
-1)/pi et x + 1 = ((pi-1)

m
+(pi-1))/pi 

 

Ces deux cas combinés s’écrivent : 

Occurrence de l’élément 0 : ((pi-1)
m
+(-1)

m
(pi-1))/pi                                      (i) 

Occurrence des autres éléments : ((pi-1)
m

-(-1)
m
)/pi                                       (ii) 

Il s’agit de notre hypothèse de récurrence qu’il convient de démontrer en la vérifiant pour m+1 après l’avoir vérifié pour m 

= 1. 

 

Démonstration : 

Pour m = 1, l’occurrence de l’élément 0 est ((pi-1)
1
+(-1)

1
(pi-1))/pi = 0 et celle des autres éléments est ((pi-1)

1
-(-1)

1
)/pi = 1 ce 

qui est bien conforme à la construction des représentants [1, 2, …, pi-1]. Posons y l’occurrence de l’élément 0 et x 

l’occurrence des autres éléments. Le compte des éléments de la matrice multidimensionnelle est obtenu suivant le schéma 

suivant : 

 

Matrice       

Vecteur dim m+1 0 1 2 … pi-2 pi-1 

Compte à m y x x x x x 

Compte à m+1       

Par addition de 1 x y x x x x 

Par addition de 2  x x y x x x 

… … … … … … … 

Par addition de pi-2 x x x x y x 

Par addition de pi-1 x x x x x y 

 

Le nombre d’apparitions de l’élément 0 est donc (pi-1)x soit (pi-1)((pi-1)
m
-(-1)

m
)/pi d’après (ii) soit encore ((pi-1)

m+1
+(-

1)
m+1

(pi-1))/pi ce qui confirme (i).  

Le nombre d’apparitions des autres éléments est (pi-2)x+y soit (pi-2)((pi-1)
m

-(-1)
m
)/pi + ((pi-1)

m
+(-1)

m
(pi-1))/pi d’après (i) et 

(ii) soit encore ((pi-1)
m+1

-(-1)
m+1

)/pi ce qui confirme (ii). 

Les facteurs d’abondance sont obtenus pour c par produit suivant que p i divise c (cas correspondant à l’élément 0 ou non 

(cas correspondant aux autres éléments). 
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La normalisation est obtenue par division par le nombre d’éléments de la matrice (soit (pi-1)
n
) et multiplication par le 

nombre d’éléments, soit pi. 

Toutes opérations faites, nous obtenons :  
 

 

Fan(c) = 
 

П (1- 
(-1)

 m
 

 

) 
 

П (1- 
(-1)

 m-1
 

 

)      (5) 
(pi-1)

m
 (pi-1)

m-1
 

pi ∤ c 
  

pi ∖ c 
  

Ou encore : 

Fan(c) = 

 

П (1- (-1)
 m

 
 

)    П  
(1- 

(-1)
 m-1

 
)       

(6) 

(pi-1)
m-1

 

(pi-1)
m

 
(1- 

(-1)
 m

 
) 

pi     pi ∖ c (-1)
 m

 

 

Dans le cas m = 2, correspondant à la conjecture de Goldbach, nous obtenons : 

 
Fan(c) =  

       
=  

      
 

П (1- 
   1 

 

) 
 

П (1+ 
   1 

 

) 
 

П (1- 
   1 

 

) 
 

П ( 
pi-1 

 

)       (7) 
(pi-1)

2
 (pi-1) (pi-1)

 2
 pi-2 

pi ∤ c 
  

pi ∖ c 
   pi    

pi ∖ c 
  

 

La deuxième forme du résultat est celle donnée, par exemple, dans [2] p13 pour la « conjecture de Goldbach » (la forme n’a 

pas été développée par Goldbach) et dans [3] pour celle de Polignac. Celle-ci intéresse p+q = c et p-q = c. La même forme 

de résultat pour les deux conjectures s’explique simplement par les arguments concernant les signes évoqués dans les pages 

d’introduction de notre article. 

 

Dans le cas m = 3, correspondant au résultat de Vinogradov, nous obtenons grâce à (5) : 

 
Fan(c) =  

       
=  

      
 

П (1+ 
   1 

 

) 
 

П (1- 
   1 

 

) 
 

П (1+ 
   1 

 

) 
 

П (1- 
1 

 

)      (8) 
(pi-1)

3
 (pi-1)

2
 (pi-1)

3
 pi

2
-3pi+3 

pi ∤ c 
  

pi ∖ c 
   pi    

pi ∖c 
  

 

Ce résultat se retrouve sous la deuxième forme dans [2] (page 17) et confirme l’approche proposée.  

Dans [2] (page 66), nous trouvons une expression de Fan(c) pour m entier positif sous la forme :       

 
 

Sm(c) = ∑  
μ

m
(pi) cpi (c) 

φ
m
(pi) 

               pi   

 

Ici φ est la fonction d’Euler, μ la fonction de Moebius et cpi la fonction de Ramanujan définie par : 

 

cpi(c) = ∑ e
2πifc/pi

 

             (f,pi)=1  

 

Il est proposé dans [2] de chercher à titre d’exercice l’expression précédente sous forme de produit d’Euler, ce que nous 

faisons ici. Nous avons d’après [11] p 213 : 
 

cpi(c) = 

 

{ 

pi-1 si p\c 

-1 si pi ∤ c 
 

De [11] p 325, nous avons, dans le cas où la série ∑ f(n) converge absolument, l’égalité : 

 

∞       +∞ 

∑  f(n) = ∏ (1+f(p)+f(p²)+ …)  = ∏ (1+∑ f(p
k
)) 

n=1  p  p      k=1 

 

L’absolue convergence de Sm(c) est établie dans [11] pour m = 3, méthode qui se généralise sans difficulté particulière. 

Utilisant alors l’égalité ci-dessus, nous avons : 
                        +∞   
 

Sm(c) = ∏ (1+∑  
μ

m
(pi

k
) cpi (c) 

 

) 
φ

m
(pi

k
) 

                pi       k=1   

 

Par définition, la fonction de Moebius est 1 pour 1, 0 pour les nombres divisibles par un carré parfait et (-1)
w(n)

 pour les 

entiers n à w(n) facteurs premiers distincts. Ainsi pour tout nombre premier pi, nous avons : 
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μ(pi) = -1 

μ(pi
k
) = 0 si k > 1 

 

Enfin la fonction d’Euler vaut pour les nombre premiers : 
 

φ(pi) = pi-1 

Il suit immédiatement  :  
 

Sm(c) = ∏ (1+ 
μ

m
(pi) cpi (c) 

 

) 
 

= ∏ (1+ 
(-1)

m
 si(pi\c,pi-1,-1) 

 

) 
φ

m
(pi)  (pi-1)

 m
 

                pi               pi                          

D’où : 
 

Sm(c) = 
 

П (1- 
(-1)

 m
 

 

) 
 

П (1- 
(-1)

 m-1
 

 

)  = Fan(c)     (9) 
(pi-1)

m
 (pi-1)

m-1
 

 
pi ∤ c 

  
pi ∖ c 

  

 

Nous obtenons ainsi la coïncidence entre le facteur d’abondance normalisé Fan(c) et la série singulière Sm de la cible c. 

Notons encore, quand n augmente, nous assistons à une dégénérescence des facteurs normalisés, résultat attendu et naturel. 

En effet, plus le nombre de variables indépendantes dans (4) est grand, plus grand sera le « degré de liberté » par rapport à 

la cible c. L’ensemble des facteurs normalisés tend alors vers 1. 

 

Applications numériques  

 

Le facteur d’abondance varie en fonction du nombre fini des diviseurs de c. L’expression П (1-(-1)
m
/(pi-1)

m
) peut être 

assimilée comme la partie fixe de ce facteur. Nous en donnons une approximation suivant la séquence jusqu’à laquelle nous 

développons le calcul (p = 2 exclus). 

 

séquence m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7 m = 8 m = 9 

3 0,7500000000 1,1250000000 0,9375000000 1,0312500000 0,9843750000 1,0078125000 0,9960937500 1,0019531250 

5 0,7031250000 1,1425781250 0,9338378906 1,0322570801 0,9841346741 1,0078740120 0,9960785508 1,0019569471 

7 0,6835937500 1,1478678385 0,9331173367 1,0323898292 0,9841135807 1,0078776124 0,9960779578 1,0019570466 

11 0,6767578125 1,1490157064 0,9330240250 1,0324001531 0,9841125965 1,0078777132 0,9960779478 1,0019570476 

13 0,6720581055 1,1496806460 0,9329790296 1,0324043021 0,9841122670 1,0078777413 0,9960779455 1,0019570478 

17 0,6694328785 1,1499613298 0,9329647935 1,0324052866 0,9841122083 1,0078777450 0,9960779453 1,0019570478 

19 0,6673667276 1,1501585111 0,9329559061 1,0324058330 0,9841121794 1,0078777467 0,9960779452 1,0019570478 

23 0,6659878708 1,1502665275 0,9329519234 1,0324060333 0,9841121707 1,0078777471 0,9960779452 1,0019570478 

29 0,6651383964 1,1503189266 0,9329504056 1,0324060933 0,9841121686 1,0078777472 0,9960779452 1,0019570478 

31 0,6643993538 1,1503615310 0,9329492538 1,0324061358 0,9841121673 1,0078777472 0,9960779452 1,0019570478 

… … … … … … … … … 

1009 0,6602450942 1,1504806959 0,9329472788 1,0324061851 0,9841121662 1,0078777472 0,9960779452 1,0019570478 

10007 0,6601682899 1,1504807718 0,9329472788 1,0324061851 0,9841121662 1,0078777472 0,9960779452 1,0019570478 

100003 0,6601682833 1,1504807718 0,9329472788 1,0324061851 0,9841121662 1,0078777472 0,9960779452 1,0019570478 

écart à 1 -33,983% 15,048% -6,705% 3,241% -1,589% 0,788% -0,392% 0,196% 

 

A part pour le cas classique m = 2, les autres cas convergent rapidement vers une valeur limite. Il faut ainsi peu de calcul 

pour obtenir une bonne approximation numérique. Lorsque m augmente, la valeur asymptotique 1 est approchée 

alternativement par le haut ou par le bas de mieux en mieux. 

 

4. Cas des hyperplans affines maille logarithmique  
  

a1y1 + a2y2 + … + amym = c             (10) 

 

Ce cas admet de nombreux points communs avec le cas précédent. 

Les vecteurs [1, 2, …, pi-1], supports de construction des matrices multidimensionnelles, identiques précédemment, sont 

remplacés par les vecteurs ai[1, 2, …, pi-1]. 

Si pi ne divise pas ai, alors ai[1, 2, …, pi-1] = [ai, 2ai, …, (pi-1)ai] est une simple permutation de [1, 2, …, pi-1] (car sinon 

l’un des éléments de [ai, 2ai, …, (pi-1)ai] serait un doublon, puis il existerait n et m entiers positifs inférieurs à pi tels que  

n.ai-m.ai = 0 mod pi, puis il existerait n entier positif inférieur à pi tel que n.ai = 0 mod pi, soit encore n = 0 mod pi ou.ai = 0 

mod pi, la première proposition étant contradictoires par rapport aux conditions sur n, la deuxième proposition étant 

contradictoires par rapport à l’hypothèse sur ai) : le compte est identique qu’en absence du coefficient ai. Le lecteur se 

reportera alors au paragraphe précédent donnant le résultat pour y1 + y2 + … + ym = c. 

 

Si pi divise ai, alors ai[1, 2, …, pi-1] = [0, 0, …, 0] mod pi : à la séquence pi, le vecteur [0, 0 … 0] ne modifie pas la valeur 

des éléments décomptés à ce stade ; chacun de ces éléments voit augmenter son décompte avant normalisation du facteur 
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d’abondance pi-1. 

 

L’examen de quelques exemples conduit à poser l’hypothèse de récurrence: 

Pour m impair, si l’élément 0 apparaît x+(pi-1)  fois alors les autres éléments sont présents x fois ; pour m pair, si l’élément 

0 apparaît x fois alors les autres éléments sont présents x+(pi-1) fois. Comme la matrice de dimension m à la séquence pi 

contient exactement (pi-1)
m
 éléments, il vient : 

Pour m impair : 

x+(pi–1)+(pi–1)(x) = (pi–1)
m
, soit x = ((pi-1)

m
-(pi-1))/pi et x +pi–1 = ((pi-1)

m
+(pi–1)

2
)/pi 

Pour m pair : 

x+(pi–1)(x+(pi–1)) = (pi–1)
m
, soit x +(pi–1) = ((pi-1)

m
+(pi-1))/pi et x = ((pi-1)

m
-(pi–1)

2
)/pi 

 

Le nombre d’apparitions de l’élément 0 est ainsi ((pi-1)
m

-(-1)
m
(pi–1)

2
)/pi et le nombre d’apparitions des autres éléments est 

((pi-1)
m
+(-1)

m
(pi-1))/pi  

La démonstration de ce résultat se fait par récurrence sans difficulté par un raisonnement identique à celui utilisé plus haut, 

nous obtenons ainsi immédiatement l’expression générale des facteurs d’abondance normalisés Fan(c)  : 

 
 

П       (1- 
 (-1)

 m
 

 

) 
 

П      (1- 
 (-1)

 m-1
 

 

) 
 

П       (1- 
  (-1)

 m-2
 

 

) 
 

П      (1- 
  (-1)

 m-1
 

 

) 
(pi-1)

m
 (pi-1)

m-1
 (pi-1)

m-2
 (pi-1)

m-1
 

pi∤c, pi∤ai 
  

pi\c, pi∤ai 
  

pi\c, pi\ai 
  

pi∤c, pi\ai 
  

 

Soit encore : 
 

П       (1- 
  (-1)

m-2
 

 

)    
 

П                                  (1- 
 (-1)

m-1
 

 

) 
 

П       (1- 
  (-1)

m
 

 

)       (11) 
(pi-1)

m-2
 (pi-1)

m-1
 (pi-1)

m
 

pi\c, pi\ai   
  

ou(et(pi∤c,pi\ai),et(p\c,p∤ai)) 
  

pi∤c, pi∤ai  
  

 

Dans le cas m = 2, correspondant à la conjecture de Goldbach généralisée, nous obtenons : 

 
 

П   
pi (pi-2) 

 

П ( 
 pi 

 

) 
 

П (0)                  (12) 
  (pi-1)

2
 pi-1 

pi∤c , pi∤ai 
 pi\c   

pi∤c , pi\ai 

 

Le dernier terme multiplicatif est conditionnel. Si la condition n’est pas vérifiée, le terme vaut 1. 

 

5. Cas des coefficients entiers non tous positifs, maille unitaire ou maille logarithmique  
 

Le changement de signe d’un coefficient ai n’a pas d’incidence sur le facteur d’abondance obtenu. En effet ai[1, 2, …, pi-1] 

= -ai[-1, -2, …, -pi-1] = -ai[pi-1, pi-2, …, 2, 1]. Un changement de signe étant équivalent à une simple permutation, ceci n’a 

aucune incidence sur le dénombrement des occurrences des éléments [1, 2, …, pi-1] modulo pi suivant la méthode présentée 

dans cet article. 

 

6. Cas des hypersurfaces maille unitaire  
 

x1
n
 + x2

n
 + … + xk

n
 = c          (13) 

 

Le dénombrement est mené modulo pi selon la méthode précédente maintenant familière. pi décrit la suite des nombres 

premiers et chacune des variables xi
n
 est remplacée par son représentant [0

n
, 1

n
, 2

n
, …, (pi-1)

n
]. Nous sommes ainsi amenés 

à un tableau à k dimensions et de taille pi suivant chaque axe. Les éléments de ces tableaux sont obtenus par somme 

modulo pi conformément aux opérateurs (+). Il convient de compter alors dans le tableau le nombre d’occurrences de 

chaque nombre (compris entre 0 et pi-1). Par normalisation, nous trouvons ensuite le facteur d’abondance pour la cible c. 

 

Nous traitons d’abord le cas pi = 2 qui est particulier. Ce cas revient à former des tableaux multidimensionnels avec un 

vecteur générateur {0,1} pour chaque axe. Le lecteur vérifiera facilement que nous obtenons : 

 

#{0} = 2
k-1

    et    #{1} = 2
k-1

      si pi = 2    (14) 

 

L’utilisation de la méthode des boucles imbriquées exposée à l’exercice 2 permet d’observer le nombre restreint de 

cardinaux distincts obtenus. Les valeurs atteintes sont au plus au nombre de d+1 où d = pgcd(n,p-1). Pour arriver à ce 

résultat, nous commençons par reprendre l’argumentaire développé à l’exercice 3 sur les résidus de x
n
 mod pi qui nous 

permet d’établir immédiatement le tableau donnant le nombre de cardinaux distincts pour k=1, cardinaux distincts au 

nombre de trois : 
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Cible c Cardinal (pour k = 1) 

{0} 1 

{g
d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
} mod pi d = (n,pi-1) 

Autres parmi {0, 1, 2, …, (pi-1)} 0 

 

Nota : Il serait plus rigoureux d’indicer d (di) à pi. Ce n’est pas fait en général pour simplification d’écriture. 

 

Dans l’exercice 3, nous avons rappelé l’égalité, à une permutation près, entre l’ensemble {1, 2, …, (p i-1)} et l’ensemble 

{g
0
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
}, g

1
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
}, g

2
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
}, …, g

(d-1)
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
}}. 

L’itération au cas k > 1 se fait alors à partir du tableau 1 suivant :  

 

  card0 card1 card2 … cardd-1 

  0 g
0
.g

d
 g

0
.g

2d
 … g

0
.g

(pi-1)
 g

1
.g

d
 g

1
.g

2d
 … g

1
.g

(pi-1)
  g

d-1
.g

d
 g

d-1
.g

2d
 … g

d-1
.g

(pi-1)
 

card 

= 1 

0               

 

card 

= d 

g
d
               

g
2d

               

…               

g
(pi-1)

               

 

Notre hypothèse de récurrence, implicite dans le tableau ci-dessus, est qu’un ensemble de type g
r
.{g

d
, g

2d
, g

3d
, …, g

(pi-1)
} = 

{g
r
.g

d
, g

r
.g

2d
, g

r
.g

3d
, …, g

r
.g

(pi-1)
} a pour chacun de ses cardinaux la même valeur cardr+1. Il est nécessaire alors de vérifier la 

propriété en passant de k à k+1 en notant qu’elle est effectivement vraie pour k = 1 (cas trivial). 

 

Nous donnons d’abord un exemple pour expliciter la démonstration. 

Soit p = 13 et n = 9. Les valeurs qui suivent sont modulo 13. d =  (9,12) = 3. 

g = 2 est une primitive de p = 13 ce qui permet d’obtenir le tableau 2 : 

 

   card0 card1 card2 card3 

   0 g
0d

.g
0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

1
 g

1d
.g

1
 g

2d
.g

1
 g

3d
.g

1
 g

0d
.g

2
 g

1d
.g

2
 g

2d
.g

2
 g

3d
.g

2
 

   0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

card = 1 0 0 0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

card = 3 

g
d
 8 8 9 3 7 0 10 11 6 5 12 1 4 2 

g
2d

 12 12 0 7 11 4 1 2 10 9 3 5 8 6 

g
3d

 5 5 6 0 4 10 7 8 4 2 9 11 1 12 

g
4d

 1 1 2 9 0 6 3 4 12 11 5 7 10 8 

 

Soit le tableau 3 : 

Cible c Cardinaux 

0 card’0 = 3.(0.card0+4.card1+0.card2+0.card3) + 1.card0 

5 card’1 = 3.(1.card0+0.card1+1.card2+2.card3) + 1.card1 

12 card’1 = 3.(1.card0+0.card1+1.card2+2.card3) + 1.card1 

8 card’1 = 3.(1.card0+0.card1+1.card2+2.card3) + 1.card1 

1 card’1 = 3.(1.card0+0.card1+1.card2+2.card3) + 1.card1 

10 card’2 = 3.(0.card0+1.card1+2.card2+1.card3) + 1.card2 

11 card’2 = 3.(0.card0+1.card1+2.card2+1.card3) + 1.card2 

3 card’2 = 3.(0.card0+1.card1+2.card2+1.card3) + 1.card2 

2 card’2 = 3.(0.card0+1.card1+2.card2+1.card3) + 1.card2 

7 card’3 = 3.(0.card0+2.card1+1.card2+1.card3) + 1.card3 

9 card’3 = 3.(0.card0+2.card1+1.card2+1.card3) + 1.card3 

6 card’3 = 3.(0.card0+2.card1+1.card2+1.card3) + 1.card3 

4 card’3 = 3.(0.card0+2.card1+1.card2+1.card3) + 1.card3 

 

Ainsi, il existe ici une matrice de transformation permet de calculer par itération à l’ordre k les cardinaux de chaque cible  

modulo p-1. Cette matrice est : 

 

card’0  1 12 0 0 card0 

card’1 
 

= 
3 1 3 6 card1 

card’2 0 3 7 3 card2 

card’3  0 6 3 4 card3 

 

Dans le cas général, nous observons que le tableau 1 est formé des parties suivantes : la première ligne, la première colonne 

hormis l’élément de la première ligne, le premier carré (sous card1) et les autres carrés (sous card2 à cardd-1). Nous sommes 
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amené ainsi à considérer les cas, correspondant à chacune des parties du tableau, afin d’obtenir les contributions 

correspondantes par cible c donnée, contributions que nous devons additionner ensuite.  

Nous prenons, par ailleurs, comme convention d’appeler vecteur générateur du tableau 1 suivant x, respectivement y, les 

éléments 0 et g
u.d

 situés à gauche de la première colonne de ce tableau et les éléments 0 et g
y
.g

v.d
 situés au-dessus de la 

première ligne de ce tableau : 

 

Cas 1 : Première ligne du tableau 1. 

Cette ligne par addition avec 0 reproduit simplement avec un cardinal 1 chacun des éléments du vecteur générateur suivant 

y. La contribution aux cardinaux est l’identité : 

card’r = cardr        (15) 

 

Cas 2 : Première colonne du tableau 1 hors ligne 1 comptabilisée ci-dessus. 

La contribution est d.card0 pour chaque cible de la forme g
u.d

 et est 0 pour chaque cible de la forme g
x
.g

u.d
 avec x ≠ 0. De 

par la convention des indices adoptées pour les cardinaux, nous agissons sur card’1, chaque cible g
u.d

 étant concernée de 

façon identique, soit : 

card’1 = d.card0  

card’i = 0, i ≠ 1 

 

         (16) 

 

Cas 3 : Premier carré du tableau 1 à droite de la première colonne et carrés suivants. 

Ici une cible s’écrit c = g
u.d

 + g
y
.g

v.d
 mod pi et nous cherchons, pour y donné, les couples (u,v) répondant à l’équation. Soit 

s(c) = #{(u,v)}. Alors pour la cible c.g
d
, nous avons c.g

d
 = g

(u+1).d
 + g

y
.g

(v+1).d
 mod pi et le nombre de couples (u,v) solutions 

est identique au nombre de couples précédents et ceci avec les mêmes contributions de chacun des carrés du tableau. Ainsi, 

il suffit de résoudre respectivement chaque cas éventuellement distinct du type c = g
r
, r = 0 à d-1, pour obtenir les cas 

respectivement identiques c = g
r
.g

d
, c = g

r
.g

2d
, …, g

r
.g

((pi-1)/d-1).d
 mod pi, au nombre de (pi-1)/d (le cas c = g

r
 inclus). D’où la 

contribution :  

 

                    d-1 

card’r+1 =     ∑       d.(#{(u,v) / g
r
 = g

u.d
 + g

y
.g

v.d
 mod pi }.cardy+1)         (17) 

                  y = 0 

 

L’argumentaire est identique pour c = 0 avec une multiplicité égale à (pi-1)/d à multiplier par d, soit pi-1 ce qui impose 

l’existence d’une seule composante non nulle sur la première ligne de la matrice. Nous vérifions ce point sur l’exemple. 

L’équation du problème est g
u.d

 + g
y
.g

v.d
 = 0, u et v variant indépendamment de 1 à (pi-1)/d, soit encore g

y
.g

v.d
 = -g

u.d
, puis 

g
y+(v-u).d

 = -1 mod pi. Or comme g est une racine primitive de pi, nous avons nécessairement g
(pi-1)/2

 = -1mod pi. Il suit alors 

y+(v-u).d = (pi-1)/2 mod pi-1, puis y = (pi-1)/2 + (v-u).d mod pi-1. Or d divise pi-1. Nous en déduisons immédiatement y = 

(pi-1)/2 mod d. Ceci signifie que la colonne y+2 de la matrice porte en première ligne 1’ensemble des solutions : le cardinal 

vaut pi-1 à la position y+2 indiquée. D’où la contribution (l’indice est ici y+1) : 

 

card’0 = (pi-1).card(pi+1)/2           (18) 

 

L’addition des contributions 1, 2 et 3 permet de reconstituer la matrice. Celle-ci, notée [A], s’écrit de façon « abrégée » par 

des conditions imbriquées suivant les numéros de lignes et de colonnes (x,y) de la matrice  (relation 19) : 

 
 

[A(x,y)] = 

[si((x,y) = (2,1), d, si((x,y) = (1,(pi+1)/2 mod d), pi-1, si((x,y) > (1,1), #(u,v).d / g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi, 0)))]+[ I ] 
  

 

où  

x est indice de ligne 1 à d+1, y est indice de colonne 1 à d+1,  

{u, v} entiers décrivant [0,(pi-1)/d-1]
2
, d = (n,pi-1), 

[I] est la matrice carrée unité de dimension d+1. 

Par convention, l’axe x est orienté vers le bas, l’axe y vers la droite. 

Par convention également (x,y) > (1,1) signifie x > 1 et y > 1. 

 

Si A désigne la matrice ainsi obtenue, et en écrivant l’expression des cardinaux sous forme de suite (uk, vk, wk, xk), nous 

obtenons : 

   k   

uk    1  

vk    0 
   

    (20) 
wk = A  0 

…    …  

xk    0  

 

Le fait que les nouveaux cardinaux s’expriment en fonction des anciens par le truchement d’une matrice de dimension d+1 

signifie que d+1 est le nombre maximum de cardinaux distincts. 

Pour k = 1, le résultat de (19) est la première colonne de A, qui en ce reportant à la construction de A est le vecteur colonne 

générateur de A. Ceci est conforme au résultat cherché par la première étape de l’hypothèse de récurrence. 
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La correspondance entre les valeurs des cardinaux résulte de la construction des matrices (relations 21) : 

 

 # uk = card0 vk = card1 wk = card2 … xk = cardd 

 c 0 g
d
.g

0
 g

2d
.g

0
 … g

(pi-1)
.g

0
 g

d
.g

1
 g

2d
.g

1
 … g

(pi-1)
.g

1
  g

d
.g

d-1
 g

2d
.g

d-1
 … g

(pi-1)
.g

d-1
 

 

La valeur du cardinal correspond à la cible qui figure sur la deuxième ligne. Il suffit donc de dresser ce tableau à la 

séquence k choisi et d’effectuer un tri croissant de la deuxième ligne (en ayant soin d’y attacher la première). Nous 

noterons T(uk, vk, wk, xk) la fonction correspondant au tri et T(c, uk, vk, wk, xk) la valeur correspondante à la cible c. Cette 

notation nous servira plus tard dans notre propos. 

 

La détermination des facteurs d’abondance pour les hypersurfaces x1
n
 + x2

n
 + … + xk

n
 = c peut s’effectuer alors à partir 

d’un algorithme basé sur les contributions développées précédemment. Le fait important est qu’il n’y a plus ici 

d’accroissement exponentiel du temps de traitement avec k comme dans le cas de la méthode en boucles imbriquées.  

 

7. Cas des hypersurfaces, maille logarithmique 
 

y1
n
 + y2

n
 + … + ym

n
 = c           (22) 

 

Ici les yi sont des nombres premiers positifs.  

Le cas est très similaire au précédent. Le représentant n’est plus [0
n
, 1

n
, 2

n
, …, (pi-1)

n
] mais [1

n
, 2

n
, …, (pi-1)

n
]. L’absence 

de {0} fait que la première colonne du tableau donné en exemple précédemment disparaît (colonne correspondant à card0). 

Ainsi : 

{B] = [A] – [I]             (23) 

 

où [A] est la matrice obtenue précédemment, [B] la matrice qui nous intéresse ici et [I] la matrice unité de dimension d+1. 

Ainsi (relation 24) : 

 
 

[B(x,y)] = [si((x,y) = (2,1), d, si((x,y) = (1,(pi+1)/2 mod d), pi-1, si((x,y) > (1,1), #(u,v).d / g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi, 0)))] 
  

 

Si nous nous intéressons uniquement à la matrice réduite [B’] qui est la matrice [B] hors première colonne et première 

ligne, nous avons aussi (les lignes et colonnes étant numérotées de 1 à d) : 

  

[B’(r,s)] = [#(u,v).d / g
r-1

 = g
u.d

 + g
s-1

.g
v.d

 mod pi]      (25) 

  

Les cardinaux à l’ordre m s’obtiennent comme précédemment : 
 

   m   

um    1  

vm    0 
   

    (26) 
wm = B  0 

…    …  

xm    0  

 

Le fait que les nouveaux cardinaux s’expriment en fonction des anciens par le truchement d’une matrice de dimension d+1 

comme précédemment signifie que d+1 est le nombre maximum de cardinaux distincts. 

 

Comme précédemment, la correspondance entre les valeurs des cardinaux résulte de la construction des matrices (relation 

27) : 

 

 # um = card0 vm = card1 wm = card2 … xm = cardd 

 c 0 g
d
.g

0
 g

2d
.g

0
 … g

(pi-1)
.g

0
 g

d
.g

1
 g

2d
.g

1
 … g

(pi-1)
.g

1
  g

d
.g

d-1
 g

2d
.g

d-1
 … g

(pi-1)
.g

d-1
 

 

La valeur du cardinal correspond à la cible qui figure sur la deuxième ligne. Il suffit donc de dresser ce tableau à la 

séquence m choisi et d’effectuer un tri croissant de la deuxième ligne (en ayant soin d’y attacher la première). Nous 

noterons T(um, vm, wm, xm) la fonction correspondant au tri et T(c, um, vm, wm, xm) la valeur correspondante à la cible c. 

Cette notation nous servira plus tard dans notre propos. 

 

La détermination des facteurs d’abondance pour les hypersurfaces y1
n
 + y2

n
 + … + ym

n
 = c pour les nombres premiers 

d’autre part peut s’effectuer alors à partir d’un algorithme comme précédemment sans accroissement exponentiel du temps 

de traitement avec m.  
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8. Matrice cardinale 
 

Nous proposons d’appeler par la suite les matrices de transformation sous le nom de matrices cardinales puisqu’elles 

intéressent la cardinalité des cibles. 

La matrice [A] est la matrice cardinale des variables d’entiers. 

La matrice [B] est la matrice cardinale des variables de nombres premiers. 

Lorsque le contexte le permet, nous parlons de matrice cardinale sans expliciter le type de variable.  

Les matrices cardinales (modulo p) sont les pierres angulaires dans la construction des facteurs d’abondance. Il est 

important de les étudier dans le détail car leur utilisation se prolonge largement au-delà des somme de Waring.  

 

9. Dépendance au choix de la primitive 
 

Il est indispensable de remarquer que la matrice cardinale dépend du choix qui est fait pour la primitive g. En toute rigueur, 

nous devons parler non pas de la matrice, mais des matrices à la séquence p. En effet, suivant g et g’,  les familles de 

nombres {g
u.d

.g
i
} et {g’

v.d
.g’

i
} ne sont pas les mêmes (mais des permutations) lorsque u et v, pris dans l’ordre, varient dans 

leur domaine de définition entre 0 et (p-1)/d-1. 

Néanmoins, et c’est trivial, l’application à une cible c, quel que soit le choix de g, laisse inchangée le facteur d’abondance 

de c. Par ailleurs, comme g
0
 est indifférent au choix de g, la valeur de la composante x1 en (x=2,y=2) est la même quel que 

soit le choix de g.   
 

Nous devons tenir compte de cette dépendance au choix de g lorsque nous donnons une expression littérale d’une matrice 

cardinale. Suivant le niveau du paramétrage de cette expression littérale, l’expression peut ne pas être unique. Nous ne 

sommes pas malheureusement en mesure de donner une correspondance littérale entre une forme particulière de la matrice 

en fonction d’un choix a priori de g ne disposant pas de fonction (forme = g(p,d)) appropriée à chaque situation (peut-il en 

exister ?). Nous pouvons cependant anticiper celle-ci dans les conditions suivantes : soit g une primitive, alors toutes les 

primitives g’ telles que g’ = g
k.d

 (k un entier) conduisent à la même matrice cardinale, résultat qui découle trivialement des 

équations servant à construire les matrices cardinales. Ainsi, il existe φ(d) formes de matrices distinctes correspondant à 

φ(d) choix de familles de cibles {g, g
2+k1.d

, g
3+k2.d

,…, g
d-1+kd.d

} (où le choix de k1, k2, …, kd entraîne effectivement que 

g
2+k1.d

, g
3+k2.d

,…, g
d-1+kd.d

 soient des primitives).  

En effet, g étant une primitives, g
r
 est également primitive à condition, nous avons vu à l’exercice 3, que (r, d) = 1. Soit 

alors, la famille {g
r
, g

r(2+k1.d)
, g

r(3+k2.d)
,…, g

r(d-1+kd.d)
}. Alors {r, 2r, 3r, … r(d-1)} mod p-1 décrit {1, 2, 3, …, d-1} dans son 

ensemble (système complet de résidus) pour φ(d) valeurs distinctes de r. 

Le tableau ci-dessous donne ainsi le nombre de matrices cardinales distinctes pour quelques valeurs de d :  

 
d # formes de matrices Permutations  admissibles 

1 1  

2 1  

3 2 {g0,g1,g2}.g3u 

{g0,g2,g1}.g3u 

4 2 {g0,g1,g2,g3}.g4u 

{g0,g3,g2,g1}.g4u 

5 4 {g0,g1,g2,g3,g4}.g5u 

{g0,g2,g4,g1,g3}.g5u 

{g0,g3,g1,g4,g2}.g5u 

{g0,g4,g3,g2,g1}.g5u 

6 2 {g0,g1,g2,g3,g4,g5}.g6u 

{g0,g5,g4,g3,g2,g1}.g6u 

7 6 {g0,g1,g2,g3,g4,g5,g6}.g7u 

{g0,g2,g4,g6,g1,g3,g5}.g7u 

{g0,g3,g6,g2,g5,g1,g4}.g7u 

{g0,g4,g1,g5,g2,g6,g3}.g7u 

{g0,g5,g3,g1,g6,g4,g2}.g7u 

{g0,g6,g5,g4,g3,g2,g1}.g7u 

8 4 {g0,g1,g2,g3,g4,g5,g6,g7}.g8u 

{g0,g3,g6,g1,g4,g7,g2,g5}.g8u 

{g0,g5,g2,g7,g4,g1,g6,g3}.g8u 

{g0,g7,g6,g5,g4,g3,g2,g1}.g8u 

9 6 {g0,g1,g2,g3,g4,g5,g6,g7,g8}.g9u 

{g0,g2,g4,g6,g8,g1,g3,g5,g7}.g9u 

{g0,g4,g8,g3,g7,g2,g6,g1,g5}.g9u 

{g0,g5,g1,g6,g2,g7,g3,g8,g4}.g9u 

{g0,g7,g5,g3,g1,g8,g6,g4,g2}.g9u 

{g0,g8,g7,g6,g5,g4,g3,g2,g1}.g9u 

…   

d φ(d)  
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10. Conséquences pour les applications numériques  
 

Dès que φ(d) > 1, comme nous l’avons expliqué précédemment, la forme de la matrice est liée au choix de g. Tout calcul de 

facteur d’abondance passe par un tel choix. Les expressions littérales des matrices introduisent forcément cette dépendance 

vis-à-vis de g. Dans ces conditions (d > 2), le calcul (approximatif) d’un facteur d’abondance à la séquence p est passe 

toujours par un recours à l’équation de base g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi.  

 

11. Propriétés des matrices cardinales 
 

Propriété 1 
 

A et B étant liées par A = B+I, l’ordre de ces matrices associées est le même; cet ordre est égal à 1+d i où di = pgcd(n,pi-1), 

n étant la puissance du monôme étudié. 

 

Propriété 2 
 

La première colonne s’écrit (1, di, 0, …, 0) et  (0, di, 0, …, 0) respectivement pour A et B. Cette colonne correspond en 

effet à la première colonne du tableau construit pour élaborer les matrices (colonne card0). Cette colonne est identique au 

vecteur colonne générateur (addition avec 0). Ce qui entraîne la proposition. 

 

Propriété 3 
 

La somme de chaque ligne est respectivement pi et pi-1 pour les matrices A et B.  

En effet, l’ensemble des valeurs 0 à pi-1 figurent une et une seule fois dans le vecteur ligne générateur du tableau 1 à 

l’origine des matrices de type A (et B en l’absence de la première ligne). Ceci entraîne que nous retrouvons exactement (p i-

1)/di valeurs d’une cible c donnée dans l’ensemble du tableau hors la première ligne. Ces valeurs supportent une 

multiplicité di dans le montage des matrices. D’où le résultat sur la somme des lignes de la matrice. 

 

Propriété 4 
 

La somme des composantes de la matrice réduite B’ (en enlevant la première ligne et colonne de la matrice) sur une 

diagonale, parallèle à la diagonale principale est égale à p-1.  

En effet, nous partons de g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi. Les composantes du couple (x,y) varient ensemble par incrément 

d’une unité. La somme suivant une diagonale vaut ∑(x,x+t) #{(u,v) \ g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi}, t entier constant dépendant 

de la diagonale, x = 2 à d+1 (mod d). Pour y = x+m, l’équation locale est g
x+m-2

 = g
u.d

 + g
y+m-2

.g
v.d

 mod pi, soit encore g
x-2

 = 

g
-m mod d

.g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi. Lorsque m varie dans le domaine de définition 2 à d+1 mod d, la somme recherchée est donc 

donnée par  #{(u,v,n) \ g
x-2

 = g
n
.g

u.d
 + g

y-2
.g

v.d
 qui, par construction, est trivialement p-1. 

 

Propriété 5 
 

La somme de chaque colonne est respectivement pi et pi-1 pour les matrices A et B, sauf pour la première colonne et la 

colonne dont la première ligne est non nulle.  

En effet, dans le cas de B, la somme d’une colonne est égale au cardinal des éléments du tableau 1 figurant dans un carré 

(sous cardr+1), soit la taille de ce carré multiplié par la multiplicité uniforme d de chaque cible et divisé par la redondance 

(pi-1)/di des cibles (dénombrement identique de 5, 12, 8 et 1 par exemple dans l’exemple donné, dont seule 5 par exemple 

est évalué dans la matrice). Ainsi la dite somme d’une colonne vaut ((pi-1)/di).((pi-1)/di).di/((pi-1)/di) = pi-1 pour les 

matrices B. Pour A, nous rajoutons bien sûr 1. Ce schéma ne fonctionne évidemment pas pour la cible 0 car ni sa 

multiplicité (1 au lieu de d), ni sa redondance (1 au lieu de (pi-1)/di) ne correspondent. Cependant, nous savons qu’hormis 

la première colonne du tableau 1, un seul carré du tableau contient cet élément. Nous résonnons sur ces deux colonnes 

correspondantes de la matrice B. La somme de l’ensemble des éléments de la matrice est (pi-1)². Par différence des autres 

colonnes qui ont toutes (pi-1) comme somme, les deux colonnes qui nous intéressent ont 2(pi-1) comme somme. Comme le 

somme de la première colonne est di, celle de l’autre colonne est 2.(pi-1)-di. Dans le cas de la matrice A, la somme de la 

première colonne est di+1, celle de l’autre colonne est  2pi-1-di.  

 

Propriété 6 
 

La première ligne comporte une seule composante non nulle, hormis la première colonne (qui est 1 ou 0 pour A et B 

respectivement). Cette composante vaut, suivant la propriété précédente, pi-1 pour les matrices A et B. La composante 

apparaît en colonne ((pi-1)/2 mod di) + 2 (la première colonne a pour numéro 1) ainsi que nous l’avons démontré plus haut. 

Précisons cette position r. Ecrivons r = 2+((pi-1)/2 mod di). Nous avons di = (pi-1,n), donc pi-1 = k.di, k un entier, d’où (pi-

1)/2 = k.di/2. 

Si di est impair, alors comme pi-1 = k.di est pair, k doit être pair et donc (pi-1)/2 = k’.di, k’ entier d’où r = 2 mod di = 2, ce 

qui correspond à une seule position de pi-1 et une seule forme de matrice. 

Si di est pair, alors (pi-1)/2 = k.di/2 où k est soit pair, soit impair d’où r = 2 mod di ou r = 2+di/2, ce qui correspond à deux 

positions de pi-1, dans la première ligne de matrice, uniquement et deux formes de matrices associées. Pour r = 2, k est pair 

et pi = 1 mod 2di. Pour r = di/2, k est impair et pi = 1+di mod 2di.   

Résumons : 
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di = (n,pi-1) impair pi = 1 mod 2di matrice type 1 pi-1 en position 2 dans la première ligne   

di = (n,pi-1) pair pi = 1 mod 2di matrice type 1 pi-1 en position 2 dans la première ligne   

di = (n,pi-1) pair pi = 1+di mod 2di matrice type 2 pi-1 en position 2+di/2 dans la première ligne   

 

Le cas di impair et p = 1+di mod 2di n’existe pas. 

 

Propriétés 7 
 

Nous cherchons pour B les identités (et non les égalités dues au hasard) pouvant exister entre certains éléments de la 

matrice en dehors de la première ligne et première colonne. Nous notons B’ la restriction à ces colonnes. La position (x,y) 

dans B’ n’est pas repérée par rapport à la position origine dans B, mais dans B’ (x ≥ 1 et y ≥ 1). L’équation servant au 

dénombrement dans la ligne x et la colonne y de B’ est :  

 

B’ =[B’(x,y)] = [ #(u,v) / {g
x-1

 = g
u.d

 + g
y-1

.g
v.d

 mod pi }]    

 

Notre recherche consiste à trouver les permutations des exposants entraînant systématiquement  

 

B’(x’,y’) = B’(x,y) 

Nous partons donc de deux expressions : 

 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
x-1

 = g
y-1

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B(x’,y’)] = #(u’,v’) / {g
x’-1

 = g
y’-1

.g
v’.d

 + g
u’.d

}] 

 

Six arrangements (y compris l’original) sont possibles pour la première équation et la laisse inchangée : 

 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
x-1

 = g
y-1

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
x-1

 = g
u.d

 + g
y-1

.g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {-g
u.d

 = g
y-1

.g
v.d

 - g
x-1

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {-g
u.d

 = -g
x-1

 + g
y-1

.g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {-g
y-1

.g
v.d

 = -g
x-1

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {-g
y-1

.g
v.d

 = g
u.d

 - g
x-1

}] 

 

Le premier arrangement correspondant à l’identité est trivial et ne sert pas dans la suite. 

Utilisant la propriété g
(p-1)/2

 = -1, il vient pour les cinq expressions restantes : 

 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
x-1

 = g
u.d

 + g
y-1

.g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
(p-1)/2

.g
u.d

 = g
y-1

.g
v.d

 + g
x-1+(p-1)/2

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
(p-1)/2

.g
u.d

 = g
x-1+(p-1)/2

 + g
y-1

.g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-1+(p-1)/2

.g
v.d

 = g
x-1+(p-1)/2

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-1+(p-1)/2

.g
v.d

 = g
u.d

 + g
x-1+(p-1)/2

}] 

 

Ramenant toutes les derniers termes à droite à une forme g
r.d

, par multiplication adéquate par une expression de type g
s.d

, il 

vient : 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-y+x

 = g
-y+1

.g
u.d

 + g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-x+1

.g
(u+w).d

 = g
y-x-(p-1)/2

.g
(v+w).d

 + g
w.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-y+1+(p-1)/2

.g
u.d

 = g
-y+x+(p-1)/2

 + g
v.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-1+(p-1)/2

.g
v.d

 = g
x-1+(p-1)/2

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-x

.g
(v+w).d

 = g
-x+1-(p-1)/2

.g
(u+w).d

 + g
w.d

}] 

 

L’ordre des permutations (u,v) n’importent pas, pourvu que toutes ces permutations soient effectivement réalisées. Une 

incrémentation par w (fixé) en exposant n’influe pas sur les permutations. Nous pouvons ainsi écrire :  

 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
x-1

 = g
y-1

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-y+x

 = g
-y+1

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-x+1

 = g
y-x-(p-1)/2

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
-y+1+(p-1)/2

 = g
-y+x+(p-1)/2

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-1+(p-1)/2

 = g
x-1+(p-1)/2

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

B’(x,y) = #(u,v) / {g
y-x

 = g
-x+1-(p-1)/2

.g
v.d

 + g
u.d

}] 

 

Nous obtenons alors par identification de chacune des expressions de B(x’,y’) et B’(x,y) les couples de conditions : 
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x’-1 = x-y mod d  y’-1 = -y + 1 mod d 

x’-1 = -x+1 mod d  y’-1 = -x+y-(p-1)/2 mod d 

x’-1 = -y+1+(p-1)/2 mod d  y’-1 = x-y+(p-1)/2 mod d 

x’-1 = y-1+(p-1)/2 mod d  y’-1 = x-1+(p-1)/2 mod d 

x’-1 = -x+y mod d  y’-1 = -x+1-(p-1)/2 mod d 

 

Ici y, y’, x, x’ sont des nombres correspondant à des numéros de colonnes et de lignes compris entre 1 et d+1. Ainsi, les 

égalités précédentes s’écrivent précisément : 

 

x’ = 1+((x-y) mod d)  y’ = 1+((-y + 1) mod d) 

x’ = 1+((-x+1) mod d)  y’ = 1+((-x+y-(p-1)/2) mod d) 

x’ = 1+((-y+1+(p-1)/2) mod d)  y’ = 1+((x-y+(p-1)/2) mod d) 

x’ = 1+((y-1+(p-1)/2) mod d)  y’ = 1+((x-1+(p-1)/2) mod d) 

x’ = 1+((-x+y) mod d)  y’ = 1+((-x+1-(p-1)/2) mod d) 

 

Nous gardons en vue ce point (mod d pour x≥1) tout en simplifiant l’écriture de ces égalités dans la suite de ce texte.  

Nous notons également que (p-1)/2 ou -(p-1)/2 est indifférent dans le résultat mod d (signe + systématique ci-dessous).  

Ainsi : 

x’ = x-y+1  y’ = -y + 2 

x’ = -x+2  y’ = -x+y+1+(p-1)/2 

x’ = -y+2+(p-1)/2  y’ = x-y+1+(p-1)/2 

x’ = y+(p-1)/2  y’ = x+(p-1)/2 

x’ = -x+y+1  y’ = -x+2+(p-1)/2 

Soit : X = (x,y), X’ = (x’,y’).  

Nous pouvons écrire les égalités précédentes sous la forme de transformations linéaires : 

 

X’ = T(X) = R.X + S 

 

R matrice carré de dimension 2, S vecteur de dimension 2. 

Ceci donne respectivement :  

 
 

R1 = 
1 -1  

 

S1 = 
1 

0 -1  2 

 
 

R2 = 
-1 0  

 

S2 = 
2 

-1 1  1+(p-1)/2 

 
 

R3 = 
0 -1  

 

S3 = 
2+(p-1)/2 

1 -1  1+(p-1)/2 

 
 

R4 = 
0 1  

 

S4 = 
(p-1)/2 

1 0  (p-1)/2 

 
 

R5 = 
-1 1  

 

S5 = 
1 

-1 0  2+(p-1)/2 

 

Nous avons, sachant que p-1 = 0 mod d : 

 

T1 R1
2
 = I T1

2
 = I Involution 

T2 R2
2
 = I T2

2
 = I Involution 

T3 R3
2
 = R5, R3

3
 = I T3

2
 = T5, T3

3
 = I “Racine cubique” 

T4 R4
2
 = I T4

2
 = I Involution 

T5 R5
2
 = R3, R5

3
 = I T5

2
 = T3, T5

3
 = I “Racine cubique” 

 

L’ensemble des produits s’écrit ainsi :  

 

T1 x T1 = I T2 x T1 = T5 T3 x T1 = T4 T4 x T1 = T3 T5 x T1 = T2 

T1 x T2 = T3 T2 x T2 = I T3 x T2 = T1 T4 x T2 = T5 T5 x T2 = T4 

T1 x T3 = T2 T2 x T3 = T4 T3 x T3 = T5 T4 x T3 = T1 T5 x T3 = I 

T1 x T4 = T5 T2 x T4 = T3 T3 x T4 = T2 T4 x T4 = I T5 x T4 = T1 

T1 x T5 = T4 T2 x T5 = T1 T3 x T5 = I T4 x T5 = T2 T5 x T5 = T3 

 

Il suffit du choix de deux d’entre ces transformations, à savoir T2 et T4, pour retrouver l’ensemble des identités entre 

éléments de la matrice B. En effet : 
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T1 = T5 x T4 = T4 x T2 x T4 

T2 = T2 

T5 = T4 x T2 

T4 = T4 

T3 = T2 x T4 

ce qui suffit à notre argumentaire. 

Le lecteur pourra vérifier sans pleine que tout autre couple (Ti,Tj), i≠j, convient également, à l’exception de (T3,T5).   

 

I = T3 x T5 

T1 ≠ Π (T3,T5) 

T2 ≠ Π (T3,T5) 

T3 = T5 x T5 

T4 ≠ Π (T3,T5) 

T5 = T3 x T3 

 

Ici Π (T3,T5) est un produit quelconque de T3 et T5. 

Il n’est pas possible de générer T1, T2 et T4 à partir d’un couple (Ti,Tj) qui n’abrite au moins une involution. 

 

Fort des transformations T2 et T4 et des propriétés invoquées plus haut, nous pouvons, à l’aide de quelques lignes de 

programmation, obtenir l’allure des matrices pour d donné et limiter le nombre de composantes différentes.  

 

Nous avons deux cas : 

Si (p-1)/2 = 0 mod d, alors : 
 

R2 = 
-1 0  

 

S2 = 
2 

-1 1  1 

 
 

R4 = 
0 1  

 

S4 = 
0 

1 0  0 

 

Si (p-1)/2 = d/2 mod d, alors : 

 
 

R2 = 
-1 0  

 

S2 = 
2 

-1 1  1+d/2 

 
 

R4 = 
0 1  

 

S4 = 
d/2 

1 0  d/2 

 

12. Allures des matrices 
 

12.1. Allure générale 

 

Propriété 8 
 

Nous déduisons cette allure directement des propriétés 2 et 6. 

Ainsi B s’écrit sous la forme : 

0 0 … 0 p-1 0 … 0  

d         

0         

…  U   V   

…         

0         

Deux cas se présentent : 

Si p = 1 mod 2d, alors U est vide et V est carrée de dimension d. 

Si p = 1+d mod 2d, alors U et V sont de taille identique (d/2 colonnes, d lignes chacune). 

 

Propriété 9    ( ‘de symétrie’) 
 

Montrons que la matrice carrée formée à partir de U et V dans l’ordre suivant est symétrique (si U est vide, la propriété 

n’intéresse bien sûr que V) : 

V U 

Comme : 

B’ =  U V = d.(#(u,v)/{g
x-1

 = g
y-1

.g
v.d

 + g
u.d

 }) 

Il faut et il suffit de montrer que :  

 

#(u,v)/{g
x-1

 = g
u.d

 + g
(p-1)/2+y-1

.g
v.d

 } = #(u,v)/{g
y-1

 = g
u.d

 + g
(p-1)/2+x-1

.g
v.d

 } 

 

Nous pouvons démontrer ce résultat soit directement, soit en utilisant la transformation T4, ce que nous faisons ici : 
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Equation précédente au second membre : y’-1 = (p-1)/2+x-1  x’-1 = y-1 

Transformation T4 : y’’ = 1+((x’-1+(p-1)/2) mod d)  x’’ = 1+((y’-1+(p-1)/2) mod d) 

 

Soit, avec p-1 = 0 mod d, pour le premier membre de l’équation qui nous intéresse : 

 

y’’-1 = 1+((y-1+(p-1)/2) mod d)  x’’-1 = (x-1) mod d 

Ceci est l’identité cherchée. 

Notons ici que la transformation T4 régit la symétrie de la matrice B au sens défini ci-dessus.  

 

12.2. Allure détaillée 

 

Commençons par quelques exemples. Nous construisons les matrices cardinales types pour d = 14. Nous obtenons en 

appliquant les transformations T2 et T4, les formes suivantes. 

Pour p = 1 mod 28 (soit (p-1)/2 = 0 mod 14) et la matrice B 

 

0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 x1-14 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 

0 x2 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 

0 x3 x15 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 

0 x4 x16 x25 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 

0 x5 x17 x26 x24 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 

0 x6 x18 x27 x33 x23 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 

0 x7 x19 x28 x34 x32 x22 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 

0 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 

0 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 x7 x19 x28 x34 x32 x22 

0 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 x6 x18 x27 x33 x23 

0 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 x5 x17 x26 x24 

0 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 x4 x16 x25 

0 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 x3 x15 

0 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 x2 

 

Pour p = 15 mod 28 (soit (p-1)/2 = 7 mod 14) et la matrice B 

 

0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 

0 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 x7 x19 x28 x34 x32 x22 

0 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 x6 x18 x27 x33 x23 

0 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 x5 x17 x26 x24 

0 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 x4 x16 x25 

0 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 x3 x15 

0 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 x2 

0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 

0 x2 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 

0 x3 x15 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 

0 x4 x16 x25 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 

0 x5 x17 x26 x24 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 

0 x6 x18 x27 x33 x23 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 

0 x7 x19 x28 x34 x32 x22 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 

 

Ainsi, les matrices de type (p-1)/2 = 0 mod d se construisent géométriquement, a priori, grâce à six branches en colimaçon 

comme suit (construction géométrique n°1) :  
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0 p-1 0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0  
d x1-d               

0                

0                

0                

0                

0          xmax      
…          xmax xmax     
0                
0                
0                
0                
0  symétrique           
0                
0              x2+d-1  
0              x2  

 

De même, les matrices de type (p-1)/2 =d/2 mod d se construisent par une méthode tout à fait similaire : 

Nous formons d’abord trois branches de « vortex » comme précédemment.  

Nous procédons ensuite à un échange d’ensemble des lignes 2 à d/2+1 et des lignes d/2+2 à d+1, à l’exception de la 

première colonne, pour trouver la matrice qui convient. 

 

Si le sens des flèches ci-dessus sont inversées, nous pouvons vérifier qu’une autre construction géométrique peut être 

proposée également (construction géométrique n°2) :  

 

0 p-1 0 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0  

d x1-d             x2  

0              x2+d-1  

0                

…                

0          xmax      

0          xmax xmax     

0                

0                

                

0   symétrie            

…                

0                

0                

0                

 

Dans le cas d = 14, ceci conduit à : 

Si (p-1)/2 = 0 mod d 

 

0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 x1-14 x14 x13 x12 x11 x10 x9 x8 x7 x6 x5 x4 x3 x2 

0 x14 x2 x15 x25 x24 x23 x22 x21 x20 x19 x18 x17 x16 x15 

0 x13 x15 x3 x16 x26 x33 x32 x31 x30 x29 x28 x27 x26 x25 

0 x12 x25 x16 x4 x17 x27 x34 x38 x37 x36 x35 x34 x33 x24 

0 x11 x24 x26 x17 x5 x18 x28 x35 x39 x40 x39 x38 x32 x23 

0 x10 x23 x33 x27 x18 x6 x19 x29 x36 x40 x40 x37 x31 x22 

0 x9 x22 x32 x34 x28 x19 x7 x20 x30 x37 x39 x36 x30 x21 

0 x8 x21 x31 x38 x35 x29 x20 x8 x21 x31 x38 x35 x29 x20 

0 x7 x20 x30 x37 x39 x36 x30 x21 x9 x22 x32 x34 x28 x19 

0 x6 x19 x29 x36 x40 x40 x37 x31 x22 x10 x23 x33 x27 x18 

0 x5 x18 x28 x35 x39 x40 x39 x38 x32 x23 x11 x24 x26 x17 

0 x4 x17 x27 x34 x38 x37 x36 x35 x34 x33 x24 x12 x25 x16 

0 x3 x16 x26 x33 x32 x31 x30 x29 x28 x27 x26 x25 x13 x15 

0 x2 x15 x25 x24 x23 x22 x21 x20 x19 x18 x17 x16 x15 x14 
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Si (p-1)/2 = d/2 mod d 

 

0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 x8 x21 x31 x38 x35 x29 x20 x8 x21 x31 x38 x35 x29 x20 

0 x7 x20 x30 x37 x39 x36 x30 x21 x9 x22 x32 x34 x28 x19 

0 x6 x19 x29 x36 x40 x40 x37 x31 x22 x10 x23 x33 x27 x18 

0 x5 x18 x28 x35 x39 x40 x39 x38 x32 x23 x11 x24 x26 x17 

0 x4 x17 x27 x34 x38 x37 x36 x35 x34 x33 x24 x12 x25 x16 

0 x3 x16 x26 x33 x32 x31 x30 x29 x28 x27 x26 x25 x13 x15 

0 x2 x15 x25 x24 x23 x22 x21 x20 x19 x18 x17 x16 x15 x14 

0 x1 x14 x13 x12 x11 x10 x9 x8 x7 x6 x5 x4 x3 x2 

0 x14 x2 x15 x25 x24 x23 x22 x21 x20 x19 x18 x17 x16 x15 

0 x13 x15 x3 x16 x26 x33 x32 x31 x30 x29 x28 x27 x26 x25 

0 x12 x25 x16 x4 x17 x27 x34 x38 x37 x36 x35 x34 x33 x24 

0 x11 x24 x26 x17 x5 x18 x28 x35 x39 x40 x39 x38 x32 x23 

0 x10 x23 x33 x27 x18 x6 x19 x29 x36 x40 x40 x37 x31 x22 

0 x9 x22 x32 x34 x28 x19 x7 x20 x30 x37 x39 x36 x30 x21 

 

Dans les constructions géométriques, les « entrées » de matrice sont dans des positions qui s’appliquent de façon 

systématique (1 entrée à gauche en colonne 2, 1 entrée à droite en bas suivant la direction de la trace, 1 entrée juste au-

dessus de la précédente dans le même sens pour la première construction, etc.).  Les « sorties » dépendent de la valeur 

modulo 3 de d et de la valeur modulo 2d de p. Ainsi , nous avons les configurations de positionnement de xmax et xmax-1 

comme suit (point qui peut être démontré à partir des transformations T2 et T4, mais laissé ici sans démonstration car non 

critique) : 

 

Pour la première construction géométrique : 

Si p = 1 mod 2d 

 

d = 0 mod 3 d = 1 mod 3 d = 2 mod 3 

                

  xmax-1      xmax-1    xmax-1 xmax xmax-1  

 xmax-1 xmax    xmax-1 xmax xmax     xmax xmax  

   xmax-1     xmax      xmax-1  

         xmax-1       

                

 

Si p = 1+d mod 2d 

 

d = 0 mod 3 d = 1 mod 3 d = 2 mod 3 

                

  xmax-1     xmax-1     xmax-1    

 xmax-1 xmax     xmax     xmax xmax   

   xmax-1   xmax-1 xmax xmax    xmax-1 xmax xmax-1  

         xmax-1       

                

 

Les figures dans le cas p = 1+d mod 2d sont les figures de p = 1 mod 2d dans un miroir. 

Si nous utilisons la deuxième construction géométrique nous obtenons les situations suivantes : 

 

Si p = 1 mod 2d 

 

d = 0 mod 3 d = 1 mod 3 d = 2 mod 3 

                

 xmax-1     xmax-1      xmax-1 xmax xmax-1  

  xmax xmax-1    xmax xmax xmax-1    xmax xmax  

  xmax-1      xmax      xmax-1  

        xmax-1        
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Si p = 1+d mod 2d 

 

d = 0 mod 3 d = 1 mod 3 d = 2 mod 3 

                

 xmax-1     xmax-1      xmax-1    

  xmax xmax-1    xmax     xmax xmax   

  xmax-1     xmax xmax xmax-1   xmax-1 xmax xmax-1  

       xmax-1         

                

 

Nous pouvons donner une correspondance entre les deux numérotations (à condition de garder les conventions pour les 

entrées x1) des deux constructions géométriques : 

 

Système géométrique 1 Système géométrique 2 Somme des numéros 

(i-1)d-3(i-1)(i-2)/2+1 (i-1)d-3(i-1)(i-2)/2+1 2((i-1)d-3(i-1)(i-2)+2 

(i-1)d-3(i-1)(i-2)/2+2 

à 

(i-1)d-3(i-1)(i-2)/2+d-3(i-1) 

d+(i-1)d-3i(i-1)/2 

à 

(i-1)d-3(i-1)(i-2)/2+2 

d+2(i-1)d-3(i-1)²/2+2 

 

 

Ici i varie de 1 jusqu’à épuisement de la liste. 

Pour d = 14, les deux listes sont : 

 

Système 1 Système 2 Commentaire 1 Somme Commentaire 2 
1 1  2  
2 14 

13 inversions 

(d-1 inversions) 

16 

Précédent + d 

3 13 16 
4 12 16 
5 11 16 
6 10 16 
7 9 16 
8 8 16 
9 7 16 

10 6 16 
11 5 16 
12 4 16 
13 3 16 
14 2 16 
15 15  30 Précédent + d 
16 25 

10 inversions 
 (d-3 inversions) 

41 

Précédent + d-3 

17 24 41 
18 23 41 
19 22 41 
20 21 41 
21 20 41 
22 19 41 
23 18 41 
24 17 41 
25 16 41 
26 26  52 Précédent + d-3 
27 33 

7 inversions 
 (d-2.3 inversions) 

60 

Précédent + d-.2.3 

28 32 60 
29 31 60 
30 30 60 
31 29 60 
32 28 60 
33 27 60 
34 34  68 Précédent + d-2.3 
35 38 

4 inversions 

 (d-3.3 inversions) 

73 

Précédent + d-3.3 36 37 73 
37 36 73 
38 35 73 
39 39  78 Précédent + d-3.3 
40 40 1 inversion 80 Précédent + d-4.3 

 

Sur ce tableau, le lecteur peut voir clairement comment construire la formule générale pour le passage de l’un à l’autre 

système de numérotation. Nous n’entreprenons pas la démonstration de cette formule qui n’a somme toute que peu 

d’intérêt. Nous allons cependant nous étendre ci-dessous sur des points qui permettraient de la mener à bien mais que nous 

utilisons à des fins plus utiles. 

Pour cela revenons d’abord à l’exemple initial, et au cas (p-1)/2 = 0 mod d (d = 14) : 
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0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14 x1-14 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12 x13 x14 

0 x2 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 

0 x3 x15 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 

0 x4 x16 x25 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 

0 x5 x17 x26 x24 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 

0 x6 x18 x27 x33 x23 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 

0 x7 x19 x28 x34 x32 x22 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 

0 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21 

0 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20 x7 x19 x28 x34 x32 x22 

0 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19 x6 x18 x27 x33 x23 

0 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18 x5 x17 x26 x24 

0 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17 x4 x16 x25 

0 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16 x3 x15 

0 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15 x2 

 

La trace en rouge et la première ligne en vert se correspondent par les transformations T2 et T4 : 

 

x’ = -x+2 mod d        y’ = -x+y+1+(p-1)/2 mod d 

x’’ = y+(p-1)/2 mod d        y’’ = x+(p-1)/2 mod d 

 

En effet, ici (p-1)/2 = 0 mod 2d et pour la trace x = y, soit donc x’ = -x+2 et y’ = 1, puis par symétrie y’’ = -y+2 et x’’ = 1 

ce qui est bien la correspondance cherchée : (y,y ‘’) = (2,14), soit y+y’’ = 16 = 2 mod 14, (y,y ‘’) = (3,13), soit y+y’’ = 2 

mod 14, etc. Nous faisons de même pour la rangée oblique au-dessus de la trace en bleu en correspondance avec les 

éléments de la troisième ligne en rouge, etc. Nous obtenons en retirant successivement les éléments qui se correspondent 

les deux tableaux : 

 

0 p-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

14               

0 x2             x15 

0 x3 x15           x26 x16 

0 x4 x16 x25         x34 x27 x17 

0 x5 x17 x26 x24       x39 x35 x28 x18 

0 x6 x18 x27 x33 x23      x40 x36 x29 x19 

0 x7 x19 x28 x34 x32 x22      x37 x30 x20 

0 x8 x20 x29 x35 x38 x31 x21     x38 x31 x21 

0 x9 x21 x30 x36 x39 x37 x30 x20     x32 x22 

0 x10 x22 x31 x37 x40 x40 x36 x29 x19    x33 x23 

0 x11 x23 x32 x38 x39 x40 x39 x35 x28 x18    x24 

0 x12 x24 x33 x34 x35 x36 x37 x38 x34 x27 x17   x25 

0 x13 x25 x26 x27 x28 x29 x30 x31 x32 x33 x26 x16   

0 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x15  

 

x1-14 x1-14 x15 x15 x26 x26 x34 x34 x39 x39 

x2 x2 x16 x16 x27 x27 x35 x35 x40 x40 

x3 x3 x17 x17 x28 x28 x36 x36   

x4 x4 x18 x18 x29 x29 x37 x37   

x5 x5 x19 x19 x30 x30 x38 x38   

x6 x6 x20 x20 x31 x31     

x7 x7 x21 x21 x32 x32     

x8 x8 x22 x22 x33 x33     

x9 x9 x23 x23       

x10 x10 x24 x24       

x11 x11 x25 x25       

x12 x12         

x13 x13         

x14 x14         

 

Pour les éléments restant au-dessus de la trace dans le premier tableau, il faut repartir de la matrice initiale complète.  

La dernière colonne en vert correspond au morceau oblique bleu au-dessus de la trace. En effet, reprenons la transformation 

T2 : 

x’ = -x+2 mod d        y’ = -x+y+1+(p-1)/2 mod d 

 

Pour y = 14 et (p-1)/2 = 0 mod d, il vient  x’ = -x+2  et y’ = -x+15, soit x’ = -x+2 et x’-y’ = -13 = 1 mod 14, ce qui 

démontre notre point. Nous procédons de même pour les autres colonnes à gauche de celle étudiée précédemment.  
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Ainsi toute la partie au-dessus de la trace de la matrice, et trace comprise, est prise en compte. La partie symétrique est 

prise en compte par T4 immédiatement.  

 

Si nous en venons ensuite au cas (p-1)/2 = d/2 mod d, à partir de l’exemple donné plus haut pour d = 14 et à partir des 

transformations T2 et T4, nous pouvons décrire, par les même arguments élémentaires, l’ensemble des jeux de 

correspondance. 

Nous pouvons faire de même avec le deuxième mode de construction géométrique des matrices.  

 

Venons-en au deuxième tableau présenté ci-dessus. Nous notons, à chaque retrait couplé du premier tableau des éléments 

en correspondance, la diminution de la longueur des nouveaux segments appariés de trois éléments exactement. Cela tient 

au fait que partant d’une ligne horizontale (respectivement oblique, respectivement verticale), il faut précisément trois 

étapes de retrait pour revenir à l’horizontale (respectivement oblique, respectivement verticale). Ceci implique également 

exactement trois points entrées dans les matrices et une hélice à trois pales en forme de vortex.     

 

Pour finir, remarquons que les transformations T2 et T4 s’appliquent quel que soit le nombre d. Ainsi notre argumentaire 

s’applique à toute matrice B. D’où il suit : 

 

Propriété 10    ( ‘construction géométrique’) 
 

Nous procédons d’une analogie à la fois biologique et nautique. Les matrices cardinales [B] admettent une construction 

géométrique à double hélices (symétrie), chaque hélice comprend trois pales en forme de vortex. Les vortex ne sont pas 

orientés et peuvent être décrits soit dans le sens des aiguilles d’une montre, soit dans le sens trigonométrique.  

Pour les matrices de type 1 (où (p-1)/2 = 0 mod d), la construction aboutit immédiatement. Pour les matrices de type 2 (où 

(p-1)/2 = d/2 mod d), un échange d’ensemble suivant l’horizontale, hors première ligne et première colonne, des moitiés 

constituantes est nécessaire (les vortex sont brisés avant l’échange des composantes) pour faire apparaître les deux vortex. 

Dans le premier cas, nous parlerons donc de double hélice sans brisure, dans le second, de double hélice avec brisure.    

  

Réduction des inconnues 
 

Nous avons démontré que les matrices B se construisent géométriquement à partir d’une double hélice à trois pales. Nous 

allons en tirer les conséquences du jeu de symétries résultant au niveau du dénombrement des éléments identiques de ces  

matrices.  
 

Pour cela nous considérons successivement les trois « branches » des hélices de la partie au-dessus de la trace, trace 

incluse. 

Pour la première branche, la numérotation commence à 1 et se termine à max, max étant éventuellement commun aux 

autres branches. Cependant jusqu’à d la trace est commune à deux branches. Pour la seconde, elle commence à 2 et se 

termine à max (max éventuellement commun aux autres branches). Pour la troisième, la numérotation commence à d+1 et 

se termine à max (rappelons que si la première branche est effectivement numéroté par incrément de 1, les numérotations 

des autres branches sont données sans appel par les transformations T2 et T4). 

Il vient immédiatement pour la partie décrite : 

 

Variables Nombres d’occurrences 

x1 1 

x2 à xd 2 

xd+1 à xmax-1 3 

xmax r = 1, 2 ou 3 

 

 Ces éléments occupent un espace de (d²-d)/2+d positions à prendre. 

Ainsi 1+2(d-1)+3(max-d-1)+r = (d²+d)/2, soit : 

max = (d²+3d+8-2r)/6 

Posons d = 3k +i, alors : 

max = (9k²+9k+8-2r+i²+6ki+3i)/6 

Soit encore : 

i max max (r = 1) max (r = 2) max (r = 3) 

0 3k(k+1)/2+(4-r)/3 3k(k+1)/2+1 non entier non entier 

1 k(3k+5)/2+2-r/3 non entier non entier k(3k+5)/2+1 

2 k(3k+1)/2+1-r/3 non entier non entier k(3k+1)/2 

 

Qu’il n’y ait pas ici de solution au cas r = 2 ne nous étonnera pas. Nous retrouvons, par ailleurs, les cardinaux des xmax 

donnés plus haut dans les figures montrant xmax-1 et xmax. 

Ce qui précède permet de dresser alors le tableau suivant (relations 28): 
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d r max 

0 mod 3 1 (d²+3d+6)/6 

1 mod 3 3 (d²+3d+2)/6 

-1 mod 3 3 (d²+3d+2)/6 

d 1+2.((d-3.ent((d+1)/3))
2
 (d²+3d+6-4.((d-3.ent((d+1)/3))

2
/6 

 

Ayant effectué le dénombrement sur la partie au-dessus de la trace de la matrice, trace comprise, nous pouvons sans 

difficulté, tenant compte de la symétrie par rapport à la trace et des cardinaux des éléments de la première colonne et de la 

première ligne, obtenir un dénombrement pour l’ensemble de la matrice.   

Ainsi, les matrices B admettent : 

 

Propriété 11   ( ‘cardinaux des éléments de matrice’) 
 

Si d = 0 mod 3 

 

Variables Nombres d’occurrences Quantités de variables Nombres de 

cases occupées 

0 2d-1 1 2d-1 

p-1 1 1 1 

d 1 1 1 

x1(-d) 1 1 1 

x2 à xd 3 d-1 3(d-1) 

xd+1 à xmax-1 6 d.(d-3)/6 d.(d-3) 

xmax = x(d²+3d+6)/6 2 1 2 

Total   (d+1)
2
 

 

Si d = 1 mod 3 et d = 2 mod 3 

 

Variables Nombres d’occurrences Quantités de variables Nombres de 

cases occupées 

0 2d-1 1 2d-1 

p-1 1 1 1 

d 1 1 1 

x1(-d) 1 1 1 

x2 à xd 3 d-1 3(d-1) 

xd+1 à xmax (= x(d²+3d+2)/6) 6 (d-1).(d-2)/6 (d-1).(d-2) 

Total   (d+1)
2
 

 

Notre travail de réduction du nombre de variables n’est pas terminé ici. En effet, nous savons également que les sommes 

des lignes et des colonnes des matrices sont égales à p-1. Nous disposons donc de d+d équations supplémentaires. 

Cependant la matrice B’ étant symétrique, nous avons dans les 2d équations précédentes d équations redondantes. Nous 

considérons ensuite la transformation T2 : 

 

x’ = -x+2 mod d        y’ = -x+y+1+(p-1)/2 mod d 

Ceci est équivalent à : 

(x’+0) = -(x+0)+2 mod d        (y’+a) = -(x+0)+(y+a)+1+(p-1)/2 mod d 

Donc si : 

        T2                            T2 

(x,y) →(x’,y’) alors   (x+0,y+a) →(x’+0,y’+a)  

 

Ceci signifie la redondance des indices de variables entre les lignes x et x’ telles que x+x’ = 2 mod d, et donc des équations 

correspondantes. Observons que dans le cas x = x’ = 1, il s’agit de la même ligne. 

De ces deux remarques, il vient que nous ne disposons, à présent, non pas de d équations, mais seulement de 1+ent(d/2) 

équations résiduelles, la valeur entière étant issus d’une dernière redondance à mi-tableau suivant la parité de d. 

 

Propriété 12   ( ‘réduction additionnelle des cardinaux’) 

 

rad = 1+ent(d/2) 

 

Le tableau ci-dessous donne la valeur, pour d donné, de trois choses : 

- le nombre d’éléments différents après utilisation des transformations involutives T1 (ou T2) et T4, 

- le nombre d’équations supplémentaires dont nous disposons du fait des sommes sur les lignes et les colonnes, 

- le nombre d’éléments (cardinaux) restant à trouver par la résolution de [#(u,v) / {g
x-1

 = g
y-1

.g
v.d

+g
u.d

 mod pi}] ou 

par d’autres moyens lorsque les propriétés élémentaires 1 à 7 ont été pleinement utilisées. 
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d 

 

 

 

Nombre 

d’inconnues 

en utilisant 

T1 et T4 

Nombre 

d'équations 

supplémentaires 

 

Nombre 

d'inconnues 

restant à traiter 

 

Nombre 

d'éléments 

de la matrice 

 

Pourcentage 

traité 

 

 

1 1 1 0 4 100 % 

2 2 2 0 9 100 % 

3 4 2 2 16 88 % 

4 5 3 2 25 92 % 

5 7 3 4 36 89 % 

6 10 4 6 49 88 % 

7 12 4 8 64 88 % 

8 15 5 10 81 88 % 

9 19 5 14 100 86 % 

10 22 6 16 121 87 % 

11 26 6 20 144 86 % 

12 31 7 24 169 86 % 

13 35 7 28 196 86 % 

14 40 8 32 225 86 % 

15 46 8 38 256 85 % 

100 1717 51 1666 10201 84 % 

1000 167167 501 166666 1002001 83 % 

d (d²+3d+6 

-4.((d-3.ent((d+1)/3))
2
/6 

1+ent(d/2) (d²+3d-6.ent(d/2)-4. 

((d-3.ent((d+1)/3))
2
/6 

(d+1)²  

∞     5/6 

 

Le terme « inconnues » doit, bien sûr, être pris avec une acception particulière puisque les composantes des matrices 

décrites ici sont en réalité parfaitement définies.   

 

13. Algorithme de production de matrices et vecteurs 
 

Un tel algorithme est très simple à produire grâce à la relation B’(x,y) = #(u,v)/{g
x-1

 = g
u.d

 + g
y-1

.g
v.d

 mod pi} et à 

l’utilisation des propriétés 2 et 6. La vitesse d’exécution sera améliorée lorsque d croit par l’utilisation de la propriété 7 

mais l’algorithme demande alors plus d’élaboration. 

 

14. Diagonalisation des matrices  
 

Ayant établi la matrice cardinale A, le calcul de A
k
, k quelconque, impose la recherche des valeurs et vecteurs propres de 

A. Soit PA la matrice des vecteurs propres de A et DA la matrice des valeurs propres correspondante. Alors :  

DA = PA
-1

APA, soit A= PADAPA
-1

, soit A
k
 = PADA

k
 PA

-1
 

De même pour B, B
k
 = PBDB

k
 PB

-1
. 

 

Comme A = B + I, nous avons DA = DB + I, PA = PB et PA
-1

 = PB
-1

, ensemble de résultats qui découlent de l’algèbre linéaire. 

 

15. Valeurs propres et vecteurs propres des matrices cardinales 
 

15.1.1. Cadre général 

 

Pour la séquence p égale à 2, le calcul est mené directement. Nous nous plaçons dans les cas où la séquence est impaire. 

Nous trouvons alors une expression générale sous la forme d’une somme dont le nombre de termes augmente avec p. En 

raison de l’importance de ce qui suit et pour plus de clarté, nous conduisons en parallèle l’évaluation des expressions 

littérales et l’exemple numérique de la page 53.  

En toute généralité, la matrice cardinale [C] associée à l’opérateur x
n
 à la séquence p se construit en partant d’une matrice 

circulaire [CI] : 

card’(i) =  ∑ #(i-j mod p).card(j)                                                               (29)       

 j = 0 à p-1  

 

Ici #(i-j) sont les composantes en (i,j) de la matrice [CI] qui est circulaire droite puisque #(i-j) = #(i+t-(j+t)).   

D’où, pour l’exemple cité, nous avons  : 

d = (n,p-1) = (3,12) = 3  

g primitive de p (g = 2 pour p = 13) 

#(0) = 1 

 

#(g
u.d

) =  #(2
4u

) = 3  

#(g.g
u.d

) =  #(2
4u+1

) = 0  

#(g
2
.g

u.d
) =  #(2

4u+2
) = 0  
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 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 1 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3 

1 3 1 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 

2 0 3 1 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 

3 0 0 3 1 3 0 0 0 3 0 0 3 0 

4 0 0 0 3 1 3 0 0 0 3 0 0 3 

5 3 0 0 0 3 1 3 0 0 0 3 0 0 

6 0 3 0 0 0 3 1 3 0 0 0 3 0 

7 0 0 3 0 0 0 3 1 3 0 0 0 3 

8 3 0 0 3 0 0 0 3 1 3 0 0 0 

9 0 3 0 0 3 0 0 0 3 1 3 0 0 

10 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3 1 3 0 

11 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3 1 3 

12 3 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0 3 1 

 

D’après l’étude faite dans l’exercice 4, les valeurs propres d’une telle matrice [CId(c0,c1, …, cp-1)] sont  

 

σv = ∑ct.e
-2πi.t.v/p

  

 t = 0 à p-1  

 

Pour la clarté de l’écriture, posons ct = c(t). Nous avons c(t) = #(t), soit :  

 

c(0) = #(0) = si(variable d’entiers = ve, 1, 0) 

c(g
k
.g

u.d
) = #(g

k
.g

u.d
) = si(k = 0, d, 0) 

D’où 

σv = si(ve,1,0)+ d.∑e
-2πi.(g^(r.d)).v/p

           (30)       

     r = 0 à (p-1)/d-1  

Soit, pour notre exemple 
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 0 0 5,132 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 0 0 0 5,132 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4 0 0 0 0 -6,95 0 0 0 0 0 0 0 0 

5 0 0 0 0 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 

6 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 0 0 0 0 0 

7 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 0 0 0 0 

8 0 0 0 0 0 0 0 0 1,822 0 0 0 0 

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 0 0 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5,132 0 0 

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5,132 0 

12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,822 

 

Nous observons la répétition des valeurs propres du fait de la périodicité des coefficients ct. Lorsque v’ = v.g
u.d

, u entier, 

nous avons effectivement σv’ = σv. 
 

Par ailleurs,  pour [P] une matrice de passage [CI] = [P].[σ].[P
-1

], nous retenons la matrice unitaire  

 

[P(r,s)] = [
t
P*(r,s)] = (1/p

1/2
).[e

(2πi/p).r.s
] 

 

Soit, pour notre exemple, avec [P] = [P1]+i.[P2] 
 

√p.P1               √p.P2              

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12   0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0,89 0,57 0,12 -0,4 -0,7 -1 -1 -0,7 -0,4 0,12 0,57 0,89  1 0 0,46 0,82 0,99 0,94 0,66 0,24 -0,2 -0,7 -0,9 -1 -0,8 -0,5 

2 1 0,57 -0,4 -1 -0,7 0,12 0,89 0,89 0,12 -0,7 -1 -0,4 0,57  2 0 0,82 0,94 0,24 -0,7 -1 -0,5 0,46 0,99 0,66 -0,2 -0,9 -0,8 

3 1 0,12 -1 -0,4 0,89 0,57 -0,7 -0,7 0,57 0,89 -0,4 -1 0,12  3 0 0,99 0,24 -0,9 -0,5 0,82 0,66 -0,7 -0,8 0,46 0,94 -0,2 -1 

4 1 -0,4 -0,7 0,89 0,12 -1 0,57 0,57 -1 0,12 0,89 -0,7 -0,4  4 0 0,94 -0,7 -0,5 0,99 -0,2 -0,8 0,82 0,24 -1 0,46 0,66 -0,9 

5 1 -0,7 0,12 0,57 -1 0,89 -0,4 -0,4 0,89 -1 0,57 0,12 -0,7  5 0 0,66 -1 0,82 -0,2 -0,5 0,94 -0,9 0,46 0,24 -0,8 0,99 -0,7 

6 1 -1 0,89 -0,7 0,57 -0,4 0,12 0,12 -0,4 0,57 -0,7 0,89 -1  6 0 0,24 -0,5 0,66 -0,8 0,94 -1 0,99 -0,9 0,82 -0,7 0,46 -0,2 

7 1 -1 0,89 -0,7 0,57 -0,4 0,12 0,12 -0,4 0,57 -0,7 0,89 -1  7 0 -0,2 0,46 -0,7 0,82 -0,9 0,99 -1 0,94 -0,8 0,66 -0,5 0,24 

8 1 -0,7 0,12 0,57 -1 0,89 -0,4 -0,4 0,89 -1 0,57 0,12 -0,7  8 0 -0,7 0,99 -0,8 0,24 0,46 -0,9 0,94 -0,5 -0,2 0,82 -1 0,66 

9 1 -0,4 -0,7 0,89 0,12 -1 0,57 0,57 -1 0,12 0,89 -0,7 -0,4  9 0 -0,9 0,66 0,46 -1 0,24 0,82 -0,8 -0,2 0,99 -0,5 -0,7 0,94 

10 1 0,12 -1 -0,4 0,89 0,57 -0,7 -0,7 0,57 0,89 -0,4 -1 0,12  10 0 -1 -0,2 0,94 0,46 -0,8 -0,7 0,66 0,82 -0,5 -0,9 0,24 0,99 

11 1 0,57 -0,4 -1 -0,7 0,12 0,89 0,89 0,12 -0,7 -1 -0,4 0,57  11 0 -0,8 -0,9 -0,2 0,66 0,99 0,46 -0,5 -1 -0,7 0,24 0,94 0,82 

12 1 0,89 0,57 0,12 -0,4 -0,7 -1 -1 -0,7 -0,4 0,12 0,57 0,89  12 0 -0,5 -0,8 -1 -0,9 -0,7 -0,2 0,24 0,66 0,94 0,99 0,82 0,46 

 

Nous procédons ensuite à un réarrangement des éléments générateurs différent de 0 modulo p (première ligne et première 

colonne hors tableau) en commençant par g
u.d

, u = 0 à (p-1)/d-1, puis g
u.d+1

, puis g
u.d+2

, etc. 

Ceci donne une nouvelle matrice :  
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[CI’]              

 0 2
0
 2

3
 2

6
 2

9
 2

1
 2

4
 2

7
 2

10
 2

2
 2

5
 2

8
 2

11
 

0 1 3 3 3 3 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 3 1 0 0 0 3 0 0 0 0 3 3 0 

8 3 0 1 0 0 0 3 0 0 0 0 3 3 

12 3 0 0 1 0 0 0 3 0 3 0 0 3 

5 3 0 0 0 1 0 0 0 3 3 3 0 0 

2 0 3 0 0 0 1 3 0 3 0 0 0 3 

3 0 0 3 0 0 3 1 3 0 3 0 0 0 

11 0 0 0 3 0 0 3 1 3 0 3 0 0 

10 0 0 0 0 3 3 0 3 1 0 0 3 0 

4 0 0 0 3 3 0 3 0 0 1 0 3 0 

6 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 1 0 3 

9 0 3 3 0 0 0 0 0 3 3 0 1 0 

7 0 0 3 3 0 3 0 0 0 0 3 0 1 

 

Le même réarrangement est fait sur [P] (et [P
-1

]). D’où : 
 

√p.P’1               √p.P’2              

 0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7   0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1  1 0 0,46 -0,7 -0,5 0,66 0,82 0,99 -0,8 -1 0,94 0,24 -0,9 -0,2 

8 1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4  8 0 -0,7 -0,5 0,66 0,46 0,99 -0,8 -1 0,82 0,24 -0,9 -0,2 0,94 

12 1 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1  12 0 -0,5 0,66 0,46 -0,7 -0,8 -1 0,82 0,99 -0,9 -0,2 0,94 0,24 

5 1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4  5 0 0,66 0,46 -0,7 -0,5 -1 0,82 0,99 -0,8 -0,2 0,94 0,24 -0,9 

2 1 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89  2 0 0,82 0,99 -0,8 -1 0,94 0,24 -0,9 -0,2 -0,7 -0,5 0,66 0,46 

3 1 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7  3 0 0,99 -0,8 -1 0,82 0,24 -0,9 -0,2 0,94 -0,5 0,66 0,46 -0,7 

11 1 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89  11 0 -0,8 -1 0,82 0,99 -0,9 -0,2 0,94 0,24 0,66 0,46 -0,7 -0,5 

10 1 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7  10 0 -1 0,82 0,99 -0,8 -0,2 0,94 0,24 -0,9 0,46 -0,7 -0,5 0,66 

4 1 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57  4 0 0,94 0,24 -0,9 -0,2 -0,7 -0,5 0,66 0,46 0,99 -0,8 -1 0,82 

6 1 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12  6 0 0,24 -0,9 -0,2 0,94 -0,5 0,66 0,46 -0,7 -0,8 -1 0,82 0,99 

9 1 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57  9 0 -0,9 -0,2 0,94 0,24 0,66 0,46 -0,7 -0,5 -1 0,82 0,99 -0,8 

7 1 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12  7 0 -0,2 0,94 0,24 -0,9 0,46 -0,7 -0,5 0,66 0,82 0,99 -0,8 -1 

 

D’où il résulte le réarrangement des valeurs propres  : 
 

[σ’]               

 s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

r  0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

0 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

2 8 0 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

3 12 0 0 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

4 5 0 0 0 0 1,822 0 0 0 0 0 0 0 0 

5 2 0 0 0 0 0 5,132 0 0 0 0 0 0 0 

6 3 0 0 0 0 0 0 5,132 0 0 0 0 0 0 

7 11 0 0 0 0 0 0 0 5,132 0 0 0 0 0 

8 10 0 0 0 0 0 0 0 0 5,132 0 0 0 0 

9 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 0 0 

10 6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 0 

11 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 0 

12 7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -6,95 
 

Soit : 

[CI’] = [P’].[σ’].[P’
-1

] 

avec (relations (31)) :       

 

[P’(r,s)] = (1/p
1/2

).[e
(2πi/p).si(r=0,0,(g^ent((r-1)/((p-1)/d))).(g^d.((r-1) mod (p-1)/d))).si(s=0,0,(g^ent((s-1)/((p-1)/d))).(g^d.((s-1) mod (p-1)/d)))

] 

[P’
-1

(r,s)] = (1/p
1/2

).[(e
(-2πi/p).si(r=0,0,(g^ent((r-1)/((p-1)/d))).(g^d.((r-1) mod (p-1)/d))).si(s=0,0,(g^ent((s-1)/((p-1)/d))).(gd.^((s-1) mod (p-1)/d)))

] 

[σ’(r,s)] = [si(r≠s,0,σsi(r=0,0,(g^ent((r-1)/((p-1)/d))).(g^d.((r-1) mod (p-1)/d)))] 

 

La progression des indices est ici de la forme : 

 

{{0}, {g
0.d

, g
1.d

, …, g
((p-1)/d-1).d

}, {g.g
0.d

, g.g
1.d

, …, g.g
((p-1)/d-1).d

}, …, {g
d-1

.g
0.d

, g
d-1

.g
1.d

, …, g
d-1

.g
((p-1)/d-1).d

}} 

 

Elle n’a été représentée que pour la matrice des valeurs propres mais s’applique à toutes les matrices. 

 

Nous procédons ensuite à la « contraction » par blocs de l’ensemble des matrices.  

La somme par ligne de la matrice cardinale doit rester inchangée à la valeur p. La première ligne, hors première colonne, 

est contractée par sommation de (p-1)/d composants (sans division du résultat). La première colonne, hors première ligne, 

est contractée par sommation de (p-1)/d composantes et division par (p-1)/d. Les blocs carrés ((p-1)/d, (p-1)/d) des matrices 

sont contractés par sommation et division par (p-1)/d (pas de division suivant les lignes mais suivant les colonnes). 
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Des indices u et v sont choisis pour le repérage des blocs ((p-1)/d, (p-1)/d). Ces indices varient de 0 à d.      

 
 √p.P’1              

 v 0 0+1 1+1 2+1 

u  0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 

1 1 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 

8 1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 

12 1 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 

5 1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 

2 

2 1 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 

3 1 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 

11 1 0,57 0,12 0,57 0,12 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 

10 1 0,12 0,57 0,12 0,57 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 

3 

4 1 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 

6 1 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 

9 1 -0,4 -1 -0,4 -1 -0,7 0,89 -0,7 0,89 0,12 0,57 0,12 0,57 

7 1 -1 -0,4 -1 -0,4 0,89 -0,7 0,89 -0,7 0,57 0,12 0,57 0,12 

 

La contraction donne par l’exemple : 

   

1 12 0 0  1 4 4 4 13 0 0 0 1 4 4 4  

3 1 3 6 
=1/13. 

1 0,274 1,377 -2,65 0 1,822 0 0 1 0,274 1,377 -2,65  

0 3 7 3 1 1,377 -2,65 0,274 0 0 5,132 0 1 1,377 -2,65 0,274  

0 6 3 4  1 -2,65 0,274 1,377 0 0 0 -6,95 1 -2,65 0,274 1,377  

 

Soit : 

[CI’’] = [P’’].[σ’’].[P’’
-1

] 

 

Il découle des relations (31) qu’à l’intérieur d’un bloc (d,d) : 

 

[P’(r+1 mod d, s+1 mod d)] = [P’(r mod d, s mod d)] 

[P’
-1

(r+1 mod d, s+1 mod d)] = [P’
-1

(r mod d, s mod d)] 

 

La somme d’une bloc ((p-1)/d, (p-1)/d) divisée par (p-1)/d est donc la somme d’une ligne (1, (p-1)/d). 

Ainsi, la somme portant sur r = 0 à (p-1)/d-1 : 

[P’’(u,v)] 

= 

[si(v = 0, 1,  

si(u = 0, (p-1)/d,  

(1/p
1/2

).∑e
(2πi/p).(g^(u-1)).(g^(r.d))

] 

 

[P’’ 

-1
(u,v)] 

= 

[si(v = 0, 1,  

si(u = 0, (p-1)/d,  

(1/p
1/2

).∑e
(-2πi/p).(g^(u-1)).(g^(r.d))

] 

 

[σ’’(u,v)] = [si(u≠v,0, si(ve,1,0)+d.∑e
(-2πi/p).(g^(u-1)).(g^(r.d))

] 

 

Nous avons pour u > 0 et v > 0 (dans le bloc ((p-1)/d, (p-1)/d) :  

 

P’’(u,v) = P’’(u-1,v+1) 

P’’ 

-1
(u,v) = P’’ 

-1
(u-1,v+1) 

 

La partie intérieure de ces matrices est circulaire gauche. 

Ceci s’impose encore (les σ’’i sont remplacés par σi pour une meilleure homogénéité d’écriture) sous la forme suivante : 

 

THEOREME : Décomposition des matrices cardinales 

 

La matrice cardinale [M], relative à l’opération x
n
 (avec ve = 1), respectivement y

n
 (avec ve = 0),  à la séquence p, de taille 

d+1 où d = (n,p-1), est diagonalisable suivant : 
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  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d σ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d  

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 σ1 0 … 0 1 λ1/d λ2/d … λd/d  

[M] = (1/p) 1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 σ2 … 0 1 λ2/d λ3/d … λ1/d     (32) 

  … … … … … … … … … … … … … … …  

  1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 0 … σd 1 λd/d λ1/d … λd-1/d  

avec  

λu = d.  ∑e
(-2πi/p).g^(u-1+r.d)

           (33)       

 r = 0 à (p-1)/d-1  

et  

σu = si(ve,1,0)+d. ∑e
(-2πi/p).g^(u-1+r.d)

           (34)       

 r = 0 à (p-1)/d-1  

 

Cette écriture est à privilégier par sa simplicité, bien que nous-mêmes ne l’utilisons que rarement pour des raisons de 

calendrier de rédaction et de découverte des fondamentaux. 

D’autres écritures sont possibles. Ainsi, en multipliant à gauche et à droite de la matrice des valeurs propres par : 

 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

nous avons d’abord  

1 4 4 4  1 4 4 4 1 0 0 0 

1 0,274 -2,65 1,377 
= 

1 0,274 1,377 -2,65 0 1 0 0 

1 1,377 0,274 -2,65 1 1,377 -2,65 0,274 0 0 0 1 

1 -2,65 1,377 0,274  1 -2,65 0,274 1,377 0 0 1 0 
 

 

 1 4 4 4  1 0 0 0 1 4 4 4 

1 0,274 1,377 -2,65 
= 

0 0 0 1 1 0,274 1,377 -2,65 

1 -2,65 0,274 1,377 0 0 1 0 1 1,377 -2,65 0,274 

1 1,377 -2,65 0,274  0 1 0 0 1 -2,65 0,274 1,377 

puis 

13 0 0 0  1 0 0 0 13 0 0 0 1 0 0 0  

0 1,822 0 0 
= 

0 1 0 0 0 1,822 0 0 0 1 0 0  

0 0 -6,95 0 0 0 0 1 0 0 5,132 0 0 0 0 1  

0 0 0 5,132  0 0 1 0 0 0 0 -6,95 0 0 1 0  

 

Soit finalement : 
 

1 12 0 0  1 4 4 4 13 0 0 0  1 4 4 4  

3 1 3 6 
= 1/13. 

1 0,274 -2,65 1,377 0 1,822 0 0 1 0,274 1,377 -2,65  

0 3 7 3 1 1,377 0,274 -2,65 0 0 -6,95 0 1 -2,65 0,274 1,377  

0 6 3 4  1 -2,65 1,377 0,274 0 0 0 5,132 1 1,377 -2,65 0,274  

 

Nous utilisons pour passer d’une forme à l’autre la matrice dont le carré est l’identité : 

 

 1 0 0 0 0 … 0 0 

 0 1 0 0 0 … 0 0 

 0 0 0 0 0 … 0 1 

[CC] = 0 0 0 0 0 … 1 0 

 … … … … … … … … 

 0 0 0 0 1 … 0 0 

 0 0 0 1 0 … 0 0 

 0 0 1 0 0 … 0 0 

 

La multiplication à droite et à gauche de la matrice des valeurs propres par [CC] renversent l’ordre initial des valeurs 

propres à partir de σ2 second élément (les deux premiers restant à leur place). La multiplication à droite de la matrice des 

vecteurs propres par [CC] laisse inchangée première et seconde colonne, avec le reste du bloc devenant circulaire droit. La 

multiplication à gauche de la matrice P’’  

-1
(u,v) par [CC] laisse encore inchangée première colonne, permutent les éléments   

de seconde colonne à partir de la seconde ligne avec le reste du bloc devenant circulaire droit. 

D’où la forme de la décomposition en éléments propres : 
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  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d σ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d  

  1 λ1*/d λd*/d … λ2*/d 0 σ1 0 … 0 1 λ1/d λ2/d … λd/d  

[M] = (1/p) 1 λ2*/d λ1*/d … λ3*/d 0 0 σd … 0 1 λd/d λ1/d … λd-1/d         (35) 

  … … … … … … … … … … … … … … …  

  1 λd*/d λd-1*/d … λ1*/d 0 0 0 … σ2 1 λ2/d λ3/d … λ1/d  
 

où (pour u > 0) : 

λu =d.  ∑e
(-2πi/p).g^(u-1+r.d)

                

 r = 0 à (p-1)/d-1  

et 

σu = si(ve=1,1,0)+d. ∑e
(-2πi/p).g^(u-1+r.d)

  

 r = 0 à (p-1)/d-1  

 

Toute une gamme de permutations d’indices est admissible entre le choix (35) et le choix (36) qui suit :  

 

  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d σ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d  

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 σ1 0 … 0 1 λ1/d λd/d … λ2/d  

[M] = (1/p) 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 σ2 … 0 1 λ2/d λ1/d … λ3/d         (36) 

  … … … … … … … … … … … … … … …  

  1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 0 … σd 1 λd/d λd-1/d … λ1/d  

 

Nous utiliserons pour des raisons de calendrier de découverte et de rédaction la matrice de passage circulaire droite 

précédente. Cependant, dans ce cas précis, nous devons être vigilant sur le rapprochement des λu et des σu basé sur les 

formules précédentes :    

 

Positions en colonne 2 de λu et σu 1 2 3 4 … (p-1)/d-1 (p-1)/d 

Indices de λu et σu 0 1 (p-1)/d-1 (p-1)/d-2 … 3 2 

 

Nous pouvons encore écrire :  

[M] = [P].[σ].[P-1] 

avec 

  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d  

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d  

[P] = (1/p1/2) 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d     (37) 

  … … … … …  

  1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d  

 

Soit [P’] la matrice obtenue par le retrait de la première ligne et première colonne de [P]. 

Alors : 

P’ = (1/p
1/2

). 

λ1*/d λ2*/d … λd*/d     

          P’ 

-1
 = (1/p

1/2
). 

λ1/d λd/d … λ2/d 

λd*/d λ1*/d … λd-1*/d  λ2/d λ1/d … λ3/d 

… … … …  … … … … 

λ2*/d λ3*/d … λ1*/d  λd/d λd-1/d … λ1/d 

 

Ainsi P’ est circulaire droite et unitaire : 

P’
-1

 = 
t
P’*  

La matrice des vecteurs propres s’écrit : 

 

 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

 1 

p
1/2

.P’ 
[P] = (1/p

1/2
). 1 

 … 

 1 
 

Nous nommons ce type de matrice intra-unitaire. 
 

Les notations suivantes nous seront utiles dans d’autres exercices : 

 

          [λ’] =  

λ1 λd … λ2  

[λ’*] =  

λ1* λ2* … λd*  

λ2 λ1 … λ3  λd* λ1* … λd-1* 
          (38) 

… … … …  … … … … 

λd λd-1 … λ1  λ2* λ3* … λ1*  

Ainsi : 

[P’] = (1/(d.p
1/2

)).[λ’*]      et      [P’
-1

] = (1/(d.p
1/2

))[λ’] 
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15.1.2. Cas d impair 

 

Nous avons d = (n,p-1). Donc p-1 = m.d. Par ailleurs, p-1 est pair. Donc, m est pair, puis p = 1 mod 2d. Ainsi (p-1)/2d est 

un entier. Soit u’ = u+(p-1)/2d. Alors, pour tous u, il existe u’ tel que g
u’.d

 = g
u.d+(p-1)/(2d).d

 = -g
u.d

. Ainsi, la première 

somme portant sur les indices u = 0 à (p-1)/d-1 et la seconde sur les indices u = 0 à (p-1)/(2d)-1, nous avons 

∑sin((2π/p).g
k+u.d

) = ∑sin((2π/p).g
k+u.d

)-sin((2π/p).g
k+u.d

) = 0. 

Puis : 

σk = si(ve,1,0)+d. ∑ cos((2π/p).g
k-1+u.d

)            (39) 

 u = 0 à (p-1)/d-1  
 

Toutes les valeurs propres sont des nombres réels. 

 

15.1.3. Cas d pair 

 

Nous avons deux alternatives : 

  

Cas p = 1 mod 2d 
  

C’est le cas précédent d’une certaine manière. En effet, g
(u+(p-1)/(2d)).d

 = g
(p-1)/2

.g
u.d

 = -g
u.d

 mod p. D’où cos((2π/p).g
k-

1+(u+(p-1)/(2d)).d
) = cos((2π/p).g

k-1+u.d
) et sin((2π/p).g

k-1+(u+(p-1)/(2d)).d
) = -sin((2π/p).g

k-1+u.d
). Il vient : 

 

σk = si(ve,1,0)+d. ∑ cos((2π/p).g
k-1+u.d

) = si(ve,1,0)+2d. ∑ cos((2π/p).g
k-1+u.d

)            (40) 

 u = 0 à (p-1)/d-1  u = 0 à (p-1)/(2d)-1  
 

Toutes les valeurs propres sont des nombres réels. 
 

Cas p = 1 + d mod 2d 
  

Le cas général s’impose : 

μk = 1+d.( ∑ cos((2π/p).g
k-1+u.d

)-i.sin((2π/p).g
k-1+u.d

))            (41) 

 u = 0 à (p-1)/d-1  

 

λk = d.( ∑ cos((2π/p).g
k-1+u.d

)-i.sin((2π/p).g
k-1+u.d

))            (42) 

 u = 0 à (p-1)/d-1  

 

Comme d/2 = (p-1)/2 = mod d, nous avons g
d/2

 = g
(p-1)/2

 = -1 mod p. Puis cos((2π/p).g
k+d/2

) = cos((2π/p).g
k
) et 

sin((2π/p).g
k+d/2

) = -sin((2π/p).g
k
). Il en résulte immédiatement que les valeurs réelles, respectivement imaginaires, des 

valeurs propres à l’indice k+d/2 sont égales, respectivement sont opposées, aux mêmes valeurs à l’indice k (mod d, en 

retirant bien sûr l’indice 0) :  

(λk+d/2) = (λk)             (43) 
 (λk+d/2) = -(λk)  

 

Les valeurs propres sont imaginaires (ou réelles, cas que nous rejetons sans le démontrer ici).  

 

16. Etudes de cas particuliers.   
 

Nous avons établi les expressions des valeurs propres et vecteurs propres des matrices cardinales précédemment. Ces 

expressions ont cependant l’inconvénient d’être des sommes dont le nombre d’éléments croit avec la séquence p. Les 

études des cas particuliers qui vont suivre ont pour but d’obtenir quand cela est possible des expressions « plus simples », 

non sommatives en tous cas. 

  

17. Matrices de dimension 2  
 

Nous établissons ici un résultat général pour d = (n,p-1) = 1 

 

Les matrices A et B sont alors de dimension 1 + d = 2. De l’allure générale des matrices, nous déduisons immédiatement :  

 
 

A = 
1 p-1 

1 p-1 

 
 

B = 
0 p-1 

1 p-2 

Nous avons : 

Dét(A-μI) = μ(μ-p) 

Dét(B-λI) = (λ+1)(λ-p+1) 

Les valeurs propres de la matrice A sont : 
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μ0A  
 

= 
p 

μ1A  0 

 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres (λ0B = λ0B* = μ0A-1, λ1B = λ1B* = μ1A-1) : 

 

 
 

PA = (1/p
1/2

). 
1 p-1 

 

= (1/p
1/2

). 
1 μ0A-1  

 

= (1/p
1/2

). 
1 μ0A*-1 

1 -1 1 μ1A-1  1 μ0A*-1 

et à la matrice inverse 

P
-1

A = PA 

 

La forme conjuguée de λ, notée λ*, est égale à λ puisque réelle. 

Ces calculs étant faits, nous pouvons déduire aisément les valeurs (#{0}, #{g
u
}) après diagonalisation : 

 

#{0} 
 

=(1/p) 
1 p-1 pk 0 1 p-1 1 

#{g
u
} 1 -1 0 0k  1 -1 0 

 

Soit encore : 

#{0} 
 

= 
pk-1        

      (44) 
#{g

u
} pk-1 

 

Les valeurs propres de la matrice B sont décalées d’une unité : 

 

λ0B  
 

= 
p-1 

λ1B  -1 

 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres identiques à celle de A : 

 
 

PB = (1/p
1/2

). 
1 p-1 

 

= (1/p
1/2

). 
1 λ0B  

 

= (1/p
1/2

). 
1 λ0B* 

1 -1 1 λ1B  1 λ1B* 

 

et à la matrice inverse (identique à P
-1

A)  

P
-1

B = PB 

Puis : 

#{0} 
 

=(1/p) 
1 p-1 (p-1)k 0 1 p-1 1 

#{g
u
} 1 -1 0 (-1)k  1 -1 0 

Soit encore : 

#{0} 
= 

(1/p).((p-1)k + (p-1).(-1)k)        

(45) 

#{g
u
} (1/p).((p-1)k  - (-1)k)  

D’où le tableau en exemple : 

 

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

#{0} 0 p-1 (p-1).(p-2) (p-1).(p
2
-3p+3) (p-1).( p

3
-4p

2
+6p-4) 

#{g
u
} 1 p-2 p

2
-3p+3 p

3
-4p

2
+6p-4 p

4
-5p

3
+10p

2
-10p-5 

 

18. Cas des hyperplans, premier quadrant, maille unitaire et maille logarithmique 
 

Il s’agit des équations x1 + x2 + … + xk = c et y1 + y2 + … + ym = c que nous avons déjà résolues. Ici n = 1 donc d = 1. Les 

matrices A et B sont à deux dimensions et donc identiques à celle obtenus au paragraphe précédent. Le lecteur pourra 

comparer le dénombrement y1 + y2 + … + ym = c par la relation (45) et par la relation (5) de cet exercice pour constater leur 

parfaite identité après normalisation par multiplication par p/(p-1)
k
 des termes de la relation (45). 

 

19. Cas des hypersphères, maille unitaire 
(application au cas n =2) 

x1
2
 + x2

2
 + … + xk

2
 = c       (46)   

 

Ici les xi sont des nombres entiers positifs. 

L’analyse est menée modulo pi. pi décrit la suite des nombres premiers et chacune des variables est remplacée dans la 

construction d’un tableau à k dimensions par son représentant [0
2
, 1

2
, 2

2
, …, (pi-1)

2
]. Les éléments du tableau sont obtenus 

par somme modulo pi. 

 

Nous nous appuyons sur la relation A = B + I pour déterminer les formes des matrices cardinales que nous donnons 

directement ici. Le lecteur se reportera au paragraphe suivant pour les évaluations de B.  

Ainsi : 
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Pour p = 2  
 

 

A = 
1 1 

(47) 
1 1 

 

Pour p = 1 mod 4 

 1 p-1 0  

A = 2 (p-3)/2 (p-1)/2 (48) 

 0 (p-1)/2 (p+1)/2  

 

Dét(A-μI) = -μ
3
+p.μ

2
+p.μ-p

2
 = -(μ-p)(μ

2
-p) = -(μ-p)(μ

2
+√p)(μ-√p) 

 

Pour p = 3 mod 4 

 1 0 p-1  

A = 2 (p-1)/2 (p-3)/2 (49) 

 0 (p+1)/2 (p-1)/2  

 

Dét(A-μI) = -μ
3
+p.μ

2
-p.μ+p

2
 = -(μ-p)(μ

2
+p) = -(μ-p)(μ

2
+i√p)(μ-i√p) 

 

Les dénombrements sont alors (hors cas p = 2) 

   k  

#{0}    1 

#{g
0
.g

2u
} = A  0 

#{g
1
.g

2u
}    0 

 

Ayant établi la matrice cardinale A, le calcul de A
k
 impose la recherche des valeurs et vecteurs propres. 

 

Pour p = 2, que nous déduisons du cas d = (n,p-1) = 1 déjà étudié, les valeurs propres de la matrice A sont : 

 

μ0A  
 

= 
2 

μ1A  0 

 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres : 

 
 

PA = (1/√2) 
1 1 

1 -1 

et à la matrice inverse  

P
-1

A = PA 

et 

#{0} 
 

= 
2k-1 

#{g
u
} 2k-1 

Pour p = 1 mod 4 : 

Les valeurs propres de la matrice A sont : 

μ0A  p 

μ1A = -√p 

μ2A  √p 

 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres : 

 

 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

PA = (1/p
1/2

). 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 

 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 

et à sa matrice inverse  

P
-1

A = PA 
 

Ces calculs étant faits, nous pouvons déduire aisément les valeurs suivantes à partir de A
k
 = PADA

k
 PA

-1
. Ainsi : 

 

#{0}  1 (p-1)/ 2 (p-1)/2 pk 0 0 1 (p-1)/2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 (-1)kpk/2 0 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 0 pk/2 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 

 

Cette expression se calcule sans difficulté en commençant à droite. Tous calculs faits, nous arrivons à : 

 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(1+(-1)k))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+(1/2).pk/2.(-(1+(-1)k)+p1/2.(1-(-1)k)))            (50) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((1+(-1)k)+p1/2.(1-(-1)k)))  
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D’où le tableau en exemple : 

 

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

#{0} 1 2p-1 p
2
 p

3
+ p

2
-p p

4
 

#{g
0
.g

2u
} 2 p-1 p

2
+p p

3
-p p

4
+p

2
 

#{g
1
.g

2u
} 0 p-1 p

2
-p p

3
-p p

4
-p

2
 

 

Pour p = 3 mod 4 : 

Les valeurs propres de la matrice A sont : 

μ0A  p 

μ1A = i.√p 

μ2A  -i.√p 

et associés à la matrice des vecteurs propres : 

 

 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

PA = (1/p
1/2

). 1 (-1-i.√p)/2 (-1+i.√p)/2 

 1 (-1+i.√p)/2 (-1-i.√p)/2 

et à la matrice inverse 

 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

P
-1

A = (1/p
1/2

). 1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 

 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 

 

Nous pourrons remarquer la simplicité du passage du cas p = 1 mod 4 au cas p = 3 mod 4 grâce au nombre imaginaire -i. 

Ensuite :  

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 pk   1 (p-1)/2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2  ikpk/2  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2   (-i)kpk/2 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 

 

Soit tous calculs faits : 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(ik+(-i)k)) 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk-(1/2).pk/2.(ik+(-i)k+p1/2.(ik+1+(-i)k+1))) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.(ik+(-i)k-p1/2.(ik+1+(-i)k+1))) 

 

Les valeurs précédentes étant des cardinaux n’ont pas de parties imaginaires. Nous trouvons une expression équivalente en 

remplaçant i
k
+(-i)

k
 par l’expression (-1)

k/2
(1+(-1)

k
) : 

 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(-1)
k/2

(1+(-1)
k
)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k/2
(1+(-1)

k
)+p1/2. (-1)

(k+1)/2
(1+(-1)

k+1
))        (51) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k/2
.(1+(-1)

k
))-p1/2.(-1)

(k+1)/2
.(1+(-1)

k+1
))  

 

D’où le tableau en exemple : 

 

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

#{0} 1 1 p
2
 p

3
+ p

2
-p p

4
 

#{g
0
.g

2u
} 2 p+1 p

2
-p p

3
-p p

4
+p

2
 

#{g
1
.g

2u
} 0 p+1 p

2
+p p

3
-p p

4
-p

2
 

 

Les cas p = 1 mod 4 et p = 3 mod 4 peuvent être réunis en un seul, en s’appuyant sur les valeurs de (-1)
(p-1)/2

 : 

 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(-1)
k(p-1)/4

(1+(-1)
k
)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k(p-1)/4
(1+(-1)

k
)+p1/2. (-1)

(k+1)(p-1)/4
(1+(-1)

k+1
))        (52) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k(p-1)/4
.(1+(-1)

k
))-p1/2.(-1)

(k+1)(p-1)/4
.(1+(-1)

k+1
))  

Nota :  

Le lecteur pourra vérifier que les expressions obtenues ci-dessus donnent les cardinaux dans l’ordre (#{0}, #{g
0
.g

2u
}, 

#{g
1
.g

2u
}) attendu. Ceci n’est pas évident a priori car il dépend de la bonne correspondance lors de l’attribution des valeurs 

propres et des vecteurs propres à l’ordre mentionné. Par essais et erreurs, il est facile de retrouver cet ordre.  

 

Au-delà des expressions littérales, certes intéressantes, il est essentiel de vérifier si ces expressions ne peuvent s’inscrivent 

dans un cadre plus large. Ce que nous faisons maintenant.  

Soit μi les valeurs propres de A et λi les valeurs propres de B. Soit μi*et λi* les valeurs complexes conjuguées de μi et λi. 

Alors, d’après les résultats obtenus plus haut, nous avons bien : 
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 1 λ0*/2 λ0*/2 

PA = (1/p
1/2

). 1 λ1*/2 λ2*/2 

 1 λ2*/2 λ1*/2 

et la matrice inverse 

 1 λ0/2 λ0/2 

P
-1

A = (1/p
1/2

). 1 λ1/2 λ2/2 

 1 λ2/2 λ1/2 

puis 

#{0}  

= (1/p) [μ0
k
 

1  

+ 1/2 (μ1
k
 

λ0*  

+ μ2
k
 

λ0*  

)] #{g
0
.g

2u
} 1 λ1* λ2* 

#{g
1
.g

2u
} 1 λ2* λ1* 

 

Par ailleurs, nous pouvons faire le rapprochement avec les résultats obtenus à la relation (35) du présent exercice. Il vient : 
 

Pour p = 1 mod 4  

μ1 = p
1/2

 = 1+2  ∑e
(-2πi/p).g^(2r)

           (53)  

 r = 0 à (p-1)/2-1   

 

μ2 = -p
1/2

 = 1+2  ∑e
(-2πi/p).g^(1+2r)

         (54)  

 r = 0 à (p-1)/2-1   

Pour p = 3 mod 4  

μ1 = -i.p
1/2

 = 1+2  ∑e
(-2πi/p).g^(2r)

         (55)  

 r = 0 à (p-1)/2-1   

 

μ2 = i.p
1/2

 = 1+2  ∑e
(-2πi/p).g^(1+2r)

         (56)  

 r = 0 à (p-1)/2-1   

 

Test des racines primitives et des nombres premiers 
 

Il y a équivalence entre p est premier et il existe g tel que 
 

-(i)
(p-1)/2

.p
1/2

 = 1+2  ∑e
(-2πi/p).g^(2r)

         (57) 

 r = 0 à (p-1)/2-1  
 

Ne connaissant pas g a priori, son choix est critique : 
 

- si pour un g donné (2≤ g ≤ p-2), la relation (57) est vérifiée, alors p est premier, 

- si pour g donné, la relation est vérifiée sur la partie réelle ou sur la partie imaginaire, mais pas sur l’ensemble de la 

relation (partie imaginaire et réelle), alors g n’est pas racine primitive de p (et on choisit une autre valeur), 

- si pour g donné, la relation n’est vérifiée ni sur la partie réelle, ni sur la partie imaginaire, alors p n’est pas 

premier. 

 

Avertissement 
 

Ce test est fondé sur les groupes cycliques modulo p. Il n’apporte rien de nouveau comme test d’un nombre premier par 

rapport à ce qui découle d’une étude directe de ces groupes.  

 

Démonstration 
 

La relation est vraie pour p premier. L’expression des valeurs propres est obtenue de deux manières toutes deux 

effectivement démontrées. 

La réciproque est découle du petit théorème de Fermat et du théorème chinois. Lorsque p n’est pas premier le membre droit 

de (57) présente un excédent de termes qui empêche l’égalité. 

 

Exemple :  

p = 5, g = 3, √5 ≈ 2,23607 
 

r g2r cos((2πi/p).g2r) -sin((2πi/p).g2r) 

0 1 0,61803 -1,90211 

1 4 0,61803 1,90211 

  + 1  

  2,23607 0 
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 p = 13, g = 6, √13 ≈ 3,60555 
  

r g2r cos((2πi/p).g2r) -sin((2πi/p).g2r) 

0 1 1,77091 -0,92945 

1 10 0,24107 1,98542 

2 9 -0,70921 1,87003 

3 12 1,77091 0,92945 

4 3 0,24107 -1,98542 

5 4 -0,70921 -1,87003 

  + 1  

  3,60555 0 

 

q = 65, √65 ≈ 8,06226 (« g » = 2) 
 

r g2r cos((2πi/p).g2r) -sin((2πi/p).g2r) 

0 1 1,99066 -0,19303 

1 4 1,85235 -0,75419 

2 16 0,04833 -1,99942 

3 64 1,99066 0,19303 

4 61 1,85235 0,75419 

5 49 0,04833 1,99942 

6 1 1,99066 -0,19303 

7 4 1,85235 -0,75419 

8 16 0,04833 -1,99942 

9 64 1,99066 0,19303 

10 61 1,85235 0,75419 

11 49 0,04833 1,99942 

12 1 1,99066 -0,19303 

13 4 1,85235 -0,75419 

14 16 0,04833 -1,99942 

15 64 1,99066 0,19303 

16 61 1,85235 0,75419 

17 49 0,04833 1,99942 

18 1 1,99066 -0,19303 

19 4 1,85235 -0,75419 

20 16 0,04833 -1,99942 

21 64 1,99066 0,19303 

22 61 1,85235 0,75419 

23 49 0,04833 1,99942 

24 1 1,99066 -0,19303 

25 4 1,85235 -0,75419 

26 16 0,04833 -1,99942 

27 64 1,99066 0,19303 

28 61 1,85235 0,75419 

29 49 0,04833 1,99942 

30 1 1,99066 -0,19303 

31 4 1,85235 -0,75419 

  + 1  

  43,75641 -0,94722 
 

Les deux dernières lignes de la dernière colonne contribuent à une somme sur les sinus différente de zéro.  

(-0,94722 = -0,75419-0,19303). 

 

Les deux colonnes de droite n’ont pas sommes nulles puisque tous les cycles sur les racines primitives ne sont pas 

complets. Il y a échec sur cette complétude dès que q n’est plus premier. En effet, la partie récurrente est somme dans le 

plan complexe de points répartis uniformément autour de l’origine. Lorsque la troncature d’une partie des points n’est pas 

symétrique, le point somme est écarté de l’origine ce qui est le cas d’une troncature de bout de chaîne comme ici. 

 

Nota  
 

Pour les grands nombres premiers, il est indispensable de détecter la partie récurrente (en bleu) du tableau, pour en déduire 

la partie non-cyclique et d’économiser ainsi du temps de calcul des valeurs propres.  

Notons que la taille de la partie récurrente est variable en fonction de la « primitive » choisie.    

 

20. Cas des hypersphères, maille logarithmique 
 

y1
2
 + y2

2
 + … + yk

2
 = c          (58) 
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Ici les yi sont des nombres premiers positifs.  

Pour p = 2, B s’écrit suivant le cas général  
 

 

B = 
0 1 

1 0 

 

Pour p impair, d =  (n,p-1) =  (2,p-1) = 2. Ainsi la matrice B est carrée de dimension 2+1 = 3. Nous l’écrivons sous la 

forme : 

 0 p-1 0  0 p-1 0 

B = 2 #{(0,0)} #{(1,0)} = 2 
 

B’ 
 0 #{(0,1)} #{(1,1)}  0 

 

Les valeurs déjà inscrites découlent des relations générales déjà démontrées. Ici #{(x,y)} correspond aux cardinaux des 

solutions modulo p des équations de la forme g
2i

+g
2j

.g
y-2

 = g
x-2 

 (i, j variant dans le domaine de définition habituel), soit : 

 
  

B’ = 
#{g

2i
+g

2j
 = g

2k
} #{g

2i
+g

2j
.g = g

2k
} 

#{g
2i

+g
2j

 = g
2k

g} #{g
2i

+g
2j

.g = g
2k

g} 

 

B’ étant la partie de la matrice B qui nous intéresse pour l’instant. Après réarrangement des termes, et sachant que g est une 

primitive de p (soit nécessairement g
(p-1)/2

 = -1) 

 
 

B’ = 
B’1 B’3 

 

= 
#{g

2i
-g

2k
 = -g

2j
} #{g

2i
-g

2k
 = -g

2j
g} 

B’2 B’4 #{g
2i

-g
2j

.g
(p-1)/2

= -g
2k

.g.g
(p-1)/2

} #{g
2j

-g
2k

 = - g
2i

g
-1

} 

 

Ici (B’3) et (B’4) sont clairement équivalent par la permutation i → j, k → k, j → i –1 : il n’y a également des cardinaux 

dans tous les cas de figures. 

Si p = 1 mod 4, soit (p-1)/2 = 2r, alors (B’2) et (B’3) sont équivalents par la permutation i → i, k → j+r, j → -k. 

Si p = 3 mod 4, soit (p-1)/2 = 2r+1, alors (B’1) et (B’4) sont équivalents par la permutation i → k, k → j, j → i+r. 

 

Ainsi B s’écrit : 

Dans le cas 1 mod 4 

 0 p-1 0 

B = 2 x1-2 x2 

 0 x2 x2 

Dans le cas 3 mod 4 

 0 p-1 0 

B = 2 x2 x2 

 0 x1 x2 

 

Le même résultat s’obtient par construction géométrique (cf. propriété 10).  

Il suffit alors de se rappeler que chaque ligne a pour somme p-1 pour aboutir aux relations cherchées : 

 

Pour p = 1 mod 4  

 0 p-1 0 

B = 2 (p-5)/2 (p-1)/2 

 0 (p-1)/2 (p-1)/2 

 

Pour p = 3 mod 4 

 0 0 p-1 

B = 2 (p-3)/2 (p-3)/2 

 0 (p+1)/2 (p-3)/2 

 

Les dénombrements sont alors (hors cas p = 2) 

(après avoir pris soin de vérifier l’exactitude du résultat pour k = 1) 

   k  

#{0}    1 

#{g
0
.g

2u
} = B  0 

#{g
1
.g

2u
}    0 

 

Nous cherchons alors pour le calcul de B
k
 les valeurs et vecteurs propres de B. 

 

Pour p = 2 

λ0B 
 

= 
-1 

λ1B 1 
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Pour p = 1 mod 4 : 

λ0B  p-1 

λ1B = -1-√p 

λ2B  -1+√p 

 

Pour p = 3 mod 4 : 

λ0B  p-1 

λ1B = -1+i.√p 

λ2B  -1-i.√p 

 

Nous pourrons remarquer à nouveau la simplicité du passage du cas p = 1 mod 4 au cas p = 3 mod 4 grâce au nombre 

imaginaire -i. Nous avons μ2 = μ1*. 

 

Pour p = 2, ainsi : 

#{0} 
 

= 
(1/2).(1+(-1)k)     

           (59) 
#{g

u
} (1/2).(1-(-1)k) 

Pour p = 1 mod 4 : 

 

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 (p-1)k 0 0 1 (p-1)/2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 (-1)k(p1/2+1)k 0 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 0 (p1/2-1)k 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 

 

Soit tous calculs faits : 

#{0}  (1/p).((p-1)k+(1/2).(p-1).((p1/2-1)k+(-1)k.(p1/2+1)k))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k+(1/2).((p1/2-1)k+1+(-1)k+1.(p1/2+1)k+1))     (60) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k-(1/2).(p-1).((p1/2-1)k-1+(-1)k-1.(p1/2+1)k-1))  

 

En écrivant e
x
 = (p

1/2
+1)/(p-1)

1/2
 alors e

-x
 = (p

1/2
-1)/(p-1)

1/2
, et x = Ln((p

1/2
+1)/(p-1)

1/2
). Alors les expressions précédentes 

s’écrivent suivant deux cas : 

 

Si k = 0 mod 2 : 

#{0}  (1/p).((p-1)k+(p-1)(k/2+1).ch(k.Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k-(p-1)((k+1)/2).sh((k+1).Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k+(p-1)((k+1)/2).sh((k-1).Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

Si k = 1 mod 2 : 

#{0}  (1/p).((p-1)k-(p-1)(k/2+1).sh(k.Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k+(p-1)((k+1)/2).ch((k+1).Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k-(p-1)((k+1)/2).ch((k-1).Ln((p1/2+1)/(p-1)1/2))) 

 

L’ensemble de ces expressions sont évidemment entières (sans qu’il n’y ait besoin de le démontrer). 

 

En exemple, nous avons constitué le tableau suivant : 

 

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

#{0} 0 2(p-1) (p-1).(p-5) (p-1).(p
2
-2p+9) (p-1).(p

3
-4p²+p-14) 

#{g
0
.g

2u
} 2 p-5 p

2
-2p+9 p

3
-4p²+p-14 p

4
-5p

3
+11p

2
+5p+20 

#{g
1
.g

2u
} 0 p-1 (p-1).(p-3) (p-1).(p

2
-3p+6) (p-1).( p

3
-4p

2
+5p-10) 

 

Pour 3 mod 4 : 

 

#{0}  1 (p-1/2 (p-1)/2 (p-1)k 0 0 1 (p-1)/2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 (i.p1/2-1)k 0 1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 0 (-1)k(i.p1/2+1)k 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 

 

Soit tous calculs faits : 

#{0}  (1/p).((p-1)k+(1/2).(p-1).((-1+i.p1/2)k+(-1-i.p1/2)k))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k+(1/2).(p+1).((-1+i.p1/2)k-1+(-1-i.p1/2)k-1)))     (61) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k+(1/2).((-1+i.p1/2)k+1+(-1-i.p1/2)k+1)))  

 

Signalons que (1/2).(-1+i.p
1/2

)
k
+(-1-i.p

1/2
)

k
 = (p+1)

k/2
.cos(k.arccos(-1/(p+1)

1/2
), ce qui permet de réécrire les dernières 

expressions : 

#{0}  (1/p).((p-1)k+(p-1).(p+1)k/2.cos(k.arccos(-1/(p+1)1/2)))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k+(p+1)(k+1)/2.cos((k-1).arccos(-1/(p+1)1/2)))     (62) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k+(p+1)(k+1)/2.cos((k+1).arccos(-1/(p+1)1/2)))  

 

Là encore, l’ensemble de ces expressions sont entières (sans qu’il n’y ait besoin de le démontrer). 
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Nota :  

Le lecteur pourra vérifier que les expressions obtenues ci-dessus donnent les cardinaux dans l’ordre (#{0}, #{g
0
.g

2u
}, 

#{g
1
.g

2u
}) attendu. 

 

En exemple, nous avons constitué le tableau suivant : 

 

 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

#{0} 0 0 (p-1).(p+1) (p-1).(p+1).(p-3) (p-1).(p
3
-4p²+p+6) 

#{g
0
.g

2u
} 2 p-3 (p-1).(p-3) p

3
-4p²+9p-2 p.(p

3
-5p

2
+11p-15) 

#{g
1
.g

2u
} 0 p+1 (p+1).(p-3) p

3
-4p²+p+6 p

4
-5p

3
+9p

2
+5p-10 

 

A nouveau, les expressions littérales s’inscrivent dans le cadre général.  

Nous avons pour λi* complexe conjugués de λi : 

 

 1 λ0*/2 λ0*/2 

PB = 1/p
1/2

 1 λ1*/2 λ2*/2 

 1 λ2*/2 λ1*/2 

et la matrice inverse 

 1 λ0/2 λ0/2 

P
-1

B = 1/p
1/2

 1 λ1/2 λ2/2 

 1 λ2/2 λ1/2 

puis 

#{0}  

= (1/p) [λ0
n
 

1  

+ 1/2 (λ1
k
 

λ0*  

+ λ2
k
 

λ0*  

)] #{g
0
.g

2u
} 1 λ1* λ2* 

#{g
1
.g

2u
} 1 λ2* λ1* 

 

Nous avons également : 

∑ μi = 0    et        ∑       μiμj = -(-1)
(p-1)/2

p    et  ∑ μi
2
 = (-1)

(p-1)/2
2p 

i ≠ 0 i ≠ 0 j ≠ 0 i ≠ 0 

     i ≠ j  

 

∑ λi = -2    et        ∑       λi λj = 1-(-1)
(p-1)/2

p    et  ∑ λi
2
 = 2((-1)

(p-1)/2
p+1) 

i ≠ 0 i ≠ 0 j ≠ 0 i ≠ 0 

     i ≠ j  

 

21. Cas des 3_hypersurfaces, maille unitaire  
 
 

21.1. Généralités 

 

Soit : 

x1
3
 + x2

3
 + … + xk

3
 = c          (63) 

 

Ici les xi sont des nombres entiers positifs. 

L’analyse est menée modulo pi. La séquence pi décrit la suite des nombres premiers et chacune des variables est remplacée 

dans la construction d’un tableau à k dimensions par son représentant [0
3
, 1

3
, 2

3
, …, (pi-1)

3
]. Les éléments du tableau sont 

obtenus par somme modulo pi. 

 

21.2. Allure des matrices 

 

Comme précédemment, nous nous appuyons sur la relation A = B + I pour déterminer les formes des matrices cardinales. 

Le lecteur se reportera au paragraphe suivant pour les évaluations de B dont nous déduisons immédiatement la suite.  

 

La matrice désignée A s’écrit : 

Pour p = 2, p = 3 mod 6 et p = 5 mod 6, nous avons d = (n,p-1) = (3,p) =1 (d’où ordre(A) = 2) et : 

 
 

A = 
1 p-1 

1 p-1 

 

Le dénombrement correspondant a été étudié précédemment et nous avons : 

 

#{0} 
 

= 
pk-1 

#{g
u
} pk-1 

 



 

P 83/394                                                                                        Facteurs d’abondance des sommes de Waring modulo pi 

Pour p = 1 mod 6 (d’après B au paragraphe suivant) 

 

 1 p-1 0 0 
 

A = 
3 x1-2 x2 x3 

0 x2 x3+1 x1 

 0 x3 x1 x2+1 
 

21.3. Déterminant 

 

Nous avons par simple développement des termes : 

 

Dét(A-μI) = μ
4
-(x1+x2+x2+1)μ

3
+(x1x2+x2x3+x3x1-x1

2
-x2

2
-x3

2
+3x1-3p)μ

2
 +(x1

3
+x2

2
+x3

3
-3x1x2x3-2x1x2-2x1x3+x2x3-

x1
2
+2x2

2
+2x3

2
-3x1+3x2+3x3+3(p-1)(x2+x3)+6p-1)μ+p².(3x1-p-1) 

 

En utilisant la relation x1+x2+x3 = p-1, nous sommes conduit à : 

 

Dét(A-μI) = μ
4
-p.μ

3
-(3(x1

2
+x1x2+x2

2
-px1-(p-1)x2)+(p-1)

2
+3p).μ

2
+p(3(x1

2
+x1x2+x2

2
-(p+1)x1+p

2
+2p+2).μ+p².(3x1-p-1) 

 

Conjecture 1 
 

De x1+x2+x3 = p-1, nous tirons 

(x1+x2+x3).(x2-x3) - (p-1).(x2-x3) = 0 

puis,  

3(x1
2
+x1x2+x2

2
)-3px1-3(p-1)x2+(p-1)

2
 = 3(x1

2
+x1x3+x3

2
)-3px1-3(p-1)x3+(p-1)

2
          

 

De même, nous pouvons écrire 

(x1+x2+x3).(x1-x2) - (p-1).(x1-x2) = 0 

puis, 

3(x1
2
+x1x3+x3

2
)-3px1-3(p-1)x3+(p-1)

2
 = 3(x2

2
+x2x3+x3

2
)-3(p-2)(x2+x3)+(p-1)(p-4)    

 

Nous avons observé que les membres de l’égalité précédente s’annulaient à chaque essai effectué sur p (vérification jusqu’à 

p = 37243). D’où, a priori, les identités remarquables entre les couples d’entiers (x1,x2), (x1,x3), (x2,x3) : 

 

3(x1
2
+x1x2+x2

2
)-3px1-3(p-1)x2+(p-1)

2
 = 0  

3(x1
2
+x1x3+x3

2
)-3px1-3(p-1)x3+(p-1)

2
 = 0  (64) 

3(x2
2
+x2x3+x3

2
)-3(p-2)(x2+x3)+(p-1)(p-4) = 0  

 

Ces expressions se mettent immédiatement sous la forme : 

 

(x1-(p+1)/3)
2
+(x1-(p+1)/3).(x2-(p-2)/3)+(x2-(p-2)/3)

2
-p/3 = 0   

(x1-(p+1)/3)
2
+(x1-(p+1)/3).(x3-(p-2)/3)+(x3-(p-2)/3)

2
-p/3 = 0  (65) 

(x2-(p-2)/3)
2
+(x2-(p-2)/3).(x3-(p-2)/3)+(x3-(p-2)/3)

2
-p/3 = 0   

 

Nous constatons que x2 et x3 ne sont pas différenciables dans ce système d’équations (mêmes symétries), point que nous 

retrouverons plus loin. 

 

D’où la forme générale 

x
2
+xy+y

2
-p/3 = 0      (66) 

associée alternativement aux couples : 

(x,y) = (x1-(p+1)/3,x2-(p-2)/3)  

(x,y) = (x1-(p+1)/3,x3-(p-2)/3)      (67) 

(x,y) = (x2-(p-2)/3,x3-(p-2)/3)  

Posons X = x/√p, Y = y/√p, alors : 

X
2
+XY+Y

2
-1/3=0    (68) 

 

Après translations de (p-1)/3 ou (p-2)/3 suivant l’axe x et (p+2)/3 suivant y, le lieu des solutions se trouvent sur une ellipse 

de grand axe 2.√(2p/3) incliné à –π/4 et petit axe 2.(√(2p))/3 incliné à +π/4.  

Les couples d’entiers (x1,x2), (x1,x3), (x2,x3) se trouvent sur des coniques (et les deux premiers sur la même). 

En coordonnées polaires, ces coniques s’écrivent encore  

 

x1 = (p+1+2.√p.cos(θ))/3   

  (69) x2 = (p-2+2.√p.cos(-2π/3+θ))/3  

x3 = (p-2+2.√p.cos(2π/3+θ))/3  

à condition d’écrire : 
 

θ = si(x3>x2,-1,1).arccos(f/√p)+k.2π        (70) 
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Paramétrage x ou s 
 

Nous posons par ailleurs : 

s1 = 2f  

s1 = 2f1 = 3x1-p-1 
   (71) 

s2 = 2f2 = 3x2-p+2 

s3 = 2f3 = 3x3-p+2 

 

Nous reviendrons sur les expressions notées si = 2fi lorsque nous aborderons la notion de matrice constructive de  

séquence à l’exercice (9) en remarquant déjà ici que (d = 3) :   
 

si = 1 mod d     (72) 

 

En effet, en remplaçant dans la matrice A le triplet (x1,x2,x3) par le triplet (s1,s2,s3), la formule précédente va de soi : 

 

 1 p-1 0 0 
 

A = 
3 (p-1)/3+(s1-1)/3+1 (p-1)/3+(s2-1)/3 (p-1)/3+(s3-1)/3 

0 (p-1)/3+(s2-1)/3 (p-1)/3+(s3-1)/3+1 (p-1)/3+(s1-1)/3 

 0 (p-1)/3+(s3-1)/3 (p-1)/3+(s1-1)/3 (p-1)/3+(s2-1)/3+1 

 

Indiscernabilité de x2 et x3 
 

La raison de cette indiscernabilité est simple. Nous savons que la matrice cardinale dépend du choix de la racine primitive g 

de p. Pour d = 3, il existe φ(d=3) = 2 configurations selon que nous choisissons la famille {g
0
, g

1
, g

2
}.g

3u
 ou {g

0
, g

2
, g

1
}.g

3u
 

pour construire la matrice cardinale (g étant un choix arbitraire d’une racine primitive). Ceci peut être pris en compte par 

une condition sur la permutation de x2 et x3 (condition telle que x2 > x3). 

 

Evaluation du déterminant 
 

La conjecture 1 permet de tirer une expression très simple du déterminant. 

De dét(A-μI) = μ
4
-p.μ

3
-(3(x1

2
+x1x2+x2

2
-px1-(p-1)x2)+(p-1)

2
+3p).μ

2
+p(3(x1

2
+x1x2+x2

2
-(p+1)x1+p

2
+2p+2).μ+p².(3x1-p-1) et 

3(x1
2
+x1x2+x2

2
)-3px1-3(p-1)x2+(p-1)

2
 = 0, nous tirons : 

 

dét(A-μI) = μ
4
-p.μ

3
-3pμ

2
+p(-3x1+4p+1)μ +p².(3x1-p-1) 

Alors : 

dét(A-μI) = μ
4
-p.μ

3
-3pμ

2
+p(3p-2f)μ +2p².f = (μ-p)(μ

3
-3p.μ-2p.f) 

D’où (en faisant μ = 0) : 

dét(A) = p
2
.(2f) = p

2
.s1          (73) 

 

Identités remarquables 
 

De e
-i.θ

+e
-i.(θ-2π/3)

+e
-i.(θ+2π/3)

 = 0 et cos²(θ)+sin²(θ) = 1, il est aisé de déduire : 

 

cos(θ)+cos(-2π/3+θ)+cos(2π/3+θ) = 0              (74) 

cos²(θ)+cos²(-2π/3+θ)+cos²(2π/3+θ) = 3/2              (75) 

 

La première identité donne (p+1+2√p.cos(θ))/3+(p-2+2√p.cos(-2π/3+θ))/3+(p-2+2√p.cos(2π/3+θ))/3 = p-1, d’où la formule 

donnée plus haut : 

x1+x2+x3 = p-1 
 

La seconde identité entraine : 

p = ((3x1-p-1)
2
+(3x2-p+2)

2
+(3x3-p+2)

2
)/6    (76) 

soit : 

 p = (1/6).((2f1)
2
+(2f2)

2
+(2f3)

2
) 

(77) 
 p = (1/6).(s1

2
+s2

2
+s3

2
) 

 

Décomposition de Lagrange 
 

L’équation diophantine p = t1
2
+t1t2+t2

2
, p un nombre premier 1 mod 6 fixé par avance, t1 et t2 deux variables d’entiers 

naturels, tels que  

t1 > t2 > 0  

admet une seule et une seule solution (t1,t2) :  

 

#{(t1,t2) \ p = t1
2
+t1t2+t2

2
} = 1    (78) 

 

Ecrivons alors p sous la forme déduite immédiatement de la précédente : 

 

p = ((t1+2t2)
2
+(t1-t2)

2
+(-(2t1+t2))

2
)/6    (79) 

en observant par ailleurs que  

(t1+2t2)+(t1-t2)-(2t1+t2) = 0   
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Notons aussi que p (= 1 mod 6) s’écrit aussi sous la forme de Lagrange avec 4 carrés  

 

p = r
2
+3s

2
       (80) 

 

ce qui est également un exemple de ce qu’on appelle le problème de Fermat. 

Considérons  

4p = v
2
+3w

2
       (81) 

 

Partant de p = r
2
+3s

2
, nous pouvons déduire les 3 solutions « triviales » associées à 4p = v

2
+3w

2
 en remarquant que : 

 

4p = (2r)
2
+3(2s)

2
 = (v0)

2
+3(w0)

2
 

4p = (r-3s)
2
+3(r+s)

2
 = (v1)

2
+3(w1)

2
 

4p = (r+3s)
2
+3(r-s)

2
 = (v2)

2
+3(w2)

2
 

 

La première identité ne nous intéressera guère. L’intérêt des deux autres décompositions est dans certaines simplifications 

d’écritures qu’elles induisent comme nous allons le voir plus loin (en utilisant soit le couple (r,s), soit les couples (v,w) au 

mieux).  

 

Classement par familles 
 

Il est possible d’obtenir des groupes de résultats pertinents par l’un ou l’autre choix de paramètres (t1,t2), (r,s), (v1,w1) ou 

(v2,w2). L’approche la plus efficace semble être de considérer d’abord les familles suivantes (relations 82). 

 

Familles t1 t2 

1 et 1’ 0 mod 3 1 mod 3 

2 et 2’ 1 mod 3 0 mod 3 

3 et 3’ 0 mod 3 2 mod 3 

4 et 4’ 2 mod 3 0 mod 3 

5 et 5’ 1 mod 3 2 mod 3 

6 et 6’ 2 mod 3 1 mod 3 

 

La distinction entre familles primées ou non est liée à l’indiscernabilité de x2 et x3 (relations 83):  

  

Familles Ordre 

1, 2, 3, 4, 5 ou 6 x2 > x3 

1’, 2’, 3’, 4’, 5’ ou 6’ x3 > x2 

 

Conjecture 2 
 

Revenons à l’expression du déterminant de la matrice A : dét(A) = p
2
.(2f) = p

2
.s1.   

Le signe de ce déterminant est celui de f, c’est-à-dire aussi de 3x1-p-1.  

Ce signe, noté par après s(A), est lié à l’appartenance aux 12 familles précédentes suivant  la conjecture :  

 

Familles s(A)  

3, 4, 6, 3’, 4’, 6’ 1    (84) 

1, 2, 5, 1’, 2’, 5’ -1  
 

Conjecture 3 
 

Nous observons maintenant : 

x1 = (p+1+s(A).(4p-3t
2
)

1/2
)/3  

x2 = (p-1-x1+(-1)
m
.t)/2            (85) 

x3 = (p-1-x1-(-1)
m
.t)/2  

où (x2≠x3)  

                                                              m = 0 si x2 > x3, m = 1 si x2 < x3 
 

et t est un entier positif donné par le tableau (relations 86) : 

 

Famille Valeur de t t modulo 3 

1 et 1’ t1 0 

2 et 2’ t2 0 

3 et 3’ t1 0 

4 et 4’ t2 0 

5 et 5’ t1+t2 0 

6 et 6’ t1+t2 0 
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Le paramètre t est aussi lié aux paramètres v1 et v2 dans la décomposition de 4p donnée plus haut. Il s’authentifie avec la 

combinaison ±ou(0,1).v1±ou(0,1).v2 qui est positive et multiple de 3, à savoir : 

 

t = si(v1 mod 3 = 0, v1, si(v2 mod 3 = 0, v2, si(v1+v2 mod 3 = 0, v1+v2, abs(v1-v2)))          (87)  

 

Ce paramètre t permet une recherche rapide de la valeur x1 sans recourir aux racines primitives de p et au dénombrement 

des couples (u,v) tels que 1 = g
3u

 + g
3v

 modulo p. En effet, le domaine de définition de t dans (4p-3t
2
)

1/2
 est limité à 

(générant déjà une économie en puissance 1/2) : 

Df(t) = ]0, 2(p/3)
1/2

[ 

 

Collectant les valeurs (4p-3t
2
)

1/2
 entières en faisant varier t par incrément entier à l’intérieur de ce domaine, nous obtenons 

au plus trois solutions à notre problème diophantien. Réduisant les valeurs admissibles de t à celles qui sont 0 modulo 3 

(selon les relations 86), il ne reste alors qu’une unique solution. Revenant à x1 = (p+1+s(A).(4p-3t
2
)

1/2
)/3, nous obtenons 

deux valeurs de x1 en attribuant à s(A) alternativement la valeur 1 et -1. Celle qui donne une valeur entière est la bonne 

alternative et l’unique solution à retenir ici. 

  

Cette conjecture est remarquable puisqu’elle établit une passerelle entre le domaine du dénombrement et le domaine de la 

résolution arithmétique. Nous passons d’une énumération de plusieurs équations diophantines (avec paramètres en exposant 

et racine primitive) – c’est-à-dire #(u,v) / g
i
 = g

3u
+g

j
.g

3v
 mod p - à une seule équation diophantine « standard » (sans 

exposant ni racine primitive) – c’est-à-dire {(t1,t2) \ p = t1
2
+t1t2+t2

2
} -. 

 

Notons encore que par la méthode des primitives, le temps machine de recherche de x1 jusqu’à p = 37243 (par exemple) est 

de plusieurs heures, alors que nous pouvons calculer ces valeurs jusqu’à p = 821551 (par exemple) en quelques secondes 

par la présente méthode. Nous obtenons x2 et x3 dans le même temps, mais nous ne pouvons les discerner l’un de l’autre. 

 

Conjecture 4 
 

Il s’agit d’une simple variante de la conjecture précédente. 

Rapprochons les deux équations trouvées plus haut : 

 

p = ((3x1-p-1)
2
+(3x2-p+2)

2
+(3x3-p+2)

2
)/6 

p = ((t1+2t2)
2
+(t1-t2)

2
+(-(2t1+t2))

2
)/6 

 

Nous avons alors les 12 sous-cas suivants (relations 88) : 

 

Famille s1 = 2f x1 x2 x3 

1 -(t1+2t2) (p+1-(t1+2t2))/3 (p-2+(2t1+t2))/3 (p-2-(t1-t2))/3 

1’ -(t1+2t2) (p+1-(t1+2t2))/3 (p-2-(t1-t2))/3 (p-2+(2t1+t2))/3 

2 -(2t1+t2) (p+1-(2t1+t2))/3 (p-2+(t1+2t2))/3 (p-2+(t1-t2))/3 

2’ -(2t1+t2) (p+1-(2t1+t2))/3 (p-2+(t1-t2))/3 (p-2+(t1+2t2))/3 

3 t1+2t2 (p+1+(t1+2t2))/3 (p-2+(t1-t2))/3 (p-2-(2t1+t2))/3 

3’ t1+2t2 (p+1+(t1+2t2))/3 (p-2-(2t1+t2))/3 (p-2+(t1-t2))/3 

4 2t1+t2 (p+1+(2t1+t2))/3 (p-2-(t1-t2))/3 (p-2-(t1+2t2))/3 

4’ 2t1+t2 (p+1+(2t1+t2))/3 (p-2-(t1+2t2))/3 (p-2-(t1-t2))/3 

5 -(t1-t2) (p+1-(t1-t2))/3 (p-2+(2t1+t2))/3 (p-2-(t1+2t2))/3 

5’ -(t1-t2) (p+1-(t1-t2))/3 (p-2-(t1+2t2))/3 (p-2+(2t1+t2))/3 

6 t1-t2 (p+1+(t1-t2))/3 (p-2+(t1+2t2))/3 (p-2-(2t1+t2))/3 

6’ t1-t2 (p+1+(t1-t2))/3 (p-2-(2t1+t2))/3 (p-2+(t1+2t2))/3 

 

Conjecture 5. Conjecture de Sato-Tate. 
 

En rapprochant x1 = (p+1+2.√p.cos(θ))/3 et x1 = (p+1+s(A).(4p-3t
2
)

1/2
)/3, nous tirons deux relations dont la seconde tient 

compte du choix fait en (70) : 

 cos(θ) = s(A).(1-3t
2
/4p)

1/2
 

             (89) 
 sin(θ) = si(x3>x2,-1,1).(1/2).(3/p)

1/2
.t 

 

Une simulation numérique (jusqu’à p = 821551) montre alors une équidistribution des valeurs obtenues avec 

arcsin((√3/2).(t/√p)) dans l’intervalle ]0, π/2[, c'est-à-dire aussi de θ dans le premier quadrant. Soit θi un exemplaire des 

angles θ et #(θp) le nombre d’angles obtenus pour les essais entre 7 et p (c’est-à-dire environ la moitié des nombres 

premiers entre 7 et p). La probabilité d’avoir un angle compris entre θi et θi+π/#(θp) est ainsi : 

 

Prob(θ \ θi ≤ θ < θi +π/#(θp), p → +∞) = 1/#(θp)             (90) 

 

Dans le graphique ci-dessous, nous avons rangé les angles θi obtenus pour p ≤ 821551 suivant un ordre croissant et nous les 

avons numérotés de n = 1 à n = 32712 (p = 3 et p = 5 mod 6 étant exclus de la liste). Nous constatons que la dispersion des 

valeurs autour d’une droite n’est plus visible et ceci perdure certainement lorsque p tend vers l’infini. 
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Cette équidistribution n’est pas sans lien avec la conjecture de Sato-Tate dont la forme usuelle est donnée par les relations 

ap(E) = p+1-#E(Fp) et cos(θp(E)) = ap(E)/(2√p) et limp→∞ #{E ϵ Ep : α ≤ θp(E) ≤ β}/#(Ep) = (2/π).∫α,β
 
sin²(θ).dθ. Elle ne 

présente ici sous une forme beaucoup plus dépouillée, car elle est prise en aval du processus générateur à l’œuvre dans les 

courbes elliptiques. Elle n’influe que sur les courbes elliptiques du type y
2
 = x

3
+c (l’incidence de x

3
 étant étudiée ici et non 

pas celle de x
3
+a.x). La conjecture de Sato-Tate est donc de fait intimement liée à la décomposition de p en entiers (en 

t1
2
+t1t2+t2

2
 ou en r

2
+3s

2
 ici). Nous verrons à l’exercice 9 (à partir du &21) la forme plus générale des décompositions de p 

employant des matrices spécifiques. 
 

L’étude des distributions de (r,s) et (t1,t2) permet de tracer encore ailleurs l’origine de cette équidistribution.  

Partons de 1 = sin
2
(α)+cos

2
(α), il vient : 

1 = sin
2
(α)+sin

2
(-α+π/2) 

 

La dernière expression montre la symétrie des deux carrés. Faisant varier α entre 0 et π/2, nous obtenons des valeurs sin(α) 

comprises entre 0 et 1. Des tirages aléatoires donnent, sans contraintes ici, une collection de valeurs α équi-distribuées dans 

l’intervalle ]0, π/2[. 
 

La décomposition p = r
2
+3s

2
 s’écrit par ailleurs : 

 

         1 = (r/(p)
1/2

)
2
+(s/(p/3)

1/2
)

2
    

Il vient par identification les deux expressions : 
 

 r/√p = sin(α)   

 s/√p = (1/3)
1/2

 sin(-α+π/2 mod 2π)  

 

Notre recherche se fait exclusivement avec des valeurs positives de r et s. L’identité trigonométrique n’apporte aucune 

contrainte et le phénomène statistique peut alors se réaliser pleinement. Nos tirages aléatoires se font par le choix des 

nombres premiers p. De nombreux tirages distincts doivent a priori se solder avec une équirépartition des angles α entre 0 

et π/2. Nous adoptons bien sûr des tirages systématiques de p (ici tous les p ≤ 821551).  

L’allure des rapports (r/√p, s/√p) et (t1/√p, t2/√p) est encore donnée avec la présentation par valeurs croissantes : 

 

  
 

L’axe horizontal est repéré fp au lieu de p car, comme nous l’avons indiqué, les points obtenus en ordonnées sont rangés 

par valeurs croissantes. Repérons les éléments en abscisse par le numéro d’ordre d’apparition des nombres premiers (à 

savoir n dans pn avec p0 = 3, p1 = 5, p2 = 7, p3 = 11…). Il vient alors : 

 

r ≈ p
1/2

.sin(n/nmax) ≈ p
1/2

.sin((p/ln(p))/(pmax/ln(pmax)))  

s ≈ (1/3)
1/2

.p
1/2

.sin(n/nmax) ≈ (1/3)
1/2

.p
1/2

.sin((p/ln(p))/(pmax/ln(pmax)))  

 

Les résultats numériques sont conformes à ce qui est attendu statistiquement. 

 

Le second graphique pour (t1,t2) s’obtient alors en tenant compte des différents cas (modulo) faisant passerelle entre les 

couples (t1,t2) et les couples (r,s). Nous laissons au lecteur intéressé le soin de trouver les formules pour (t1,t2) à partir des 
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précédentes. 
 

Il n’y a pas de linéarité des courbes mais un fléchissement des valeurs hautes, l’effet (du sinus) étant moins marqué pour les 

couples (t1,t2) que pour les couples (r,s). Nous notons la similitude des courbes concernant s/√p et r/√p avec un rapport 

entre les ordonnées de (1/3)
1/2

, rapport que nous avons rencontré effectivement à peine plus haut.  
 

Comme t1 > t2 > 0, aucune valeur de t1 n’est bien sûr inférieur à (p/3)
1/2

 (en notant que (1/3)
1/2

 ≈ 0,577). Quand nous 

écrivons p = t1
2
+t1t2+t2

2
, tant que nous ne posons pas t1 > t2 > 0, l’équation est parfaitement symétrique par rapport à t1 et t2. 

Du point de vue heuristique t1 et t2 ne sont pas discernables. Ceci signifie que si la distribution des valeurs (t1/√p,t2/√p) est 

statistique, les pentes à droite de t1/√p et à gauche de t2/√p sont les mêmes sur le graphique précédent. C’est bien ce qui est 

observé. 

 

Conjecture 6. Généralisation de la conjecture de Sato-Tate.  
 

Il s’agit encore d’une analogie à la dite conjecture.  

Soit a et c deux nombres entiers positifs distincts premiers entre eux, (a,c) = 1, donnés d’avance. Soit p un nombre premier. 

L’équation diophantine (r > 0, s > 0) 

p = a.r
2
+c.s

2
              (91) 

possède 0 ou 1 seule solution.  

Lorsqu’une solution existe, il vient par identification : 

 

sin(α) = r/(p/a)
1/2

     

sin(-α+π/2) = s/(p/c)
1/2

  

 

Puis en ne prenant que les valeurs dans le premier quadrant : 

 

α = arsin(r/(p/a)
1/2

) 
             (92) 

-α+π/2 = arsin(s/(p/c)
1/2

) 

 

Tous nos essais numériques donne une équidistribution de l’angle α dans le domaine de définition ]0, π/2[ à l’exception 

d’un seul cas, à savoir (a,c) = (1,1), où l’égalité de a et c conduit à faire un choix sur l’ordre de r et s (r ≥ s ou inversement) 

et l’équidistribution se fait alors soit sur ]0, π/4[, soit sur ]π/4, π/2[. 

 

Notons par ailleurs que nous perdons cette équidistribution si nous nous intéressons à p = a.r
2
+c.s

2
+b et sin(α) = r/((p-

b)/a)
1/2

 et sin(-α+π/2) = s/((p-b)/c)
1/2

 où b est une constante non nulle. L’échec est également patent avec p = a.r
u
+c.s

v
 et 

sin(α) = (r
u
/(p/a))

1/2
 et sin(-α+π/2) = (s

v
/(p/c))

1/2
 où u ou v sont distincts l’un ou l’autre de 2. 

 

Conjecture 7 : Evaluation de x1-(p-1)/3 
 

Le but initial était ici de trouver une méthode encore plus rapide pour déterminer x1 que celle proposée par la conjecture 3. 

Notre réussite est très partielle, mais l’incongruité, par certains aspects, de la distribution heuristique qui suit en donne 

l’explication. Posons ainsi : 

Δx1 = x1-(p-1)/3 

et 

pm = (p mod 27 –1)/3 

Alors : 

Δx1 mod 9 = 2.pm+si(pm mod3=2;-3;0)+si(pm>5;-9;0)             (93) 

 

Ceci précise la relation (Δx1-(Δx1 mod9))/9 et constitue une première étape pour  l’évaluation de la relation Δx1 = f(p).  

 

p Δx1 Δx1 mod9 
(Δx1-Δx1 

mod9)/9 
p Δx1 Δx1 mod9 

(Δx1-Δx1 

mod9)/9 
p Δx1 Δx1 mod9 

(Δx1-Δx1 

mod9)/9 

7 1 1 0 271 -9 0 -1 601 -8 1 -1 

13 -1 8 -1 277 -8 1 -1 607 17 8 1 

19 3 3 0 283 -10 8 -2 613 -15 3 -2 

31 2 2 0 307 6 6 0 619 -5 4 -1 

37 -3 6 -1 313 -11 7 -2 631 15 6 1 

43 -2 7 -1 331 1 1 0 643 14 5 1 

61 1 1 0 337 -1 8 -1 661 17 8 1 

67 -1 8 -1 349 13 4 1 673 13 4 1 

73 3 3 0 367 -11 7 -2 691 -2 7 -1 

79 -5 4 -1 373 5 5 0 709 -17 1 -2 

97 7 7 0 379 -9 0 -1 727 -14 4 -2 

103 5 5 0 397 12 3 1 733 -16 2 -2 

109 0 0 0 409 11 2 1 739 6 6 0 

127 -6 3 -1 421 7 7 0 751 -13 5 -2 

139 -7 2 -1 433 0 0 0 757 -9 0 -1 

151 7 7 0 439 10 1 1 769 17 8 1 

157 -4 5 -1 457 4 4 0 787 11 2 1 

163 9 0 1 463 -7 2 -1 811 -18 0 -2 

181 3 3 0 487 9 0 1 823 -1 8 -1 
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p Δx1 Δx1 mod9 
(Δx1-Δx1 

mod9)/9 
p Δx1 Δx1 mod9 

(Δx1-Δx1 

mod9)/9 
p Δx1 Δx1 mod9 

(Δx1-Δx1 

mod9)/9 

193 -7 2 -1 499 -10 8 -2 829 3 3 0 

199 -3 6 -1 523 15 6 1 853 -11 7 -2 

211 5 5 0 541 -9 0 -1 859 5 5 0 

223 10 1 1 547 1 1 0 877 -19 8 -3 

229 8 8 0 571 11 2 1 883 -15 3 -2 

241 -5 4 -1 577 -3 6 -1 907 7 7 0 

 

L’évolution précise de m = (Δx1-(Δx1 mod9))/9 nous échappe à ce jour (hors ce qui suit). 

Cependant, son signe dépend uniquement des valeurs modulo 3 de t1 et t2. Nous observons ainsi (relations 94).: 

 

Familles Signe (Δx1-(Δx1 mod9))/9 

3, 4, 6, 3’, 4’, 6’ Positif ou nul 

1, 2, 5, 1’, 2’, 5’ Négatif ou nul 

 

Le signe de (Δx1-(Δx1 mod9))/9 est donc le signe du déterminant de A. 

Par ailleurs, on a : 

m = (s(A).v+2-3.(Δx1 mod9))/27 où 4p = v
2
+3w

2
              (95) 

 

Rappelons que seulement l’une des trois solutions de 4p = v
2
+3w

2
 est effectivement la bonne solution ici. Il s’agit de celle 

où m est entier. On a encore avec v = ou(v1, v2, v0 = 2r) : 

 

m = s(A).(ent(v/27)+ou(0,-1))               (96) 

 

Pour p donné, la valeur absolue maximale de m, égale à s(A).m, correspond à w = 1 au mieux.  

Nous avons ainsi (s(A).mmax+ou(0,1))
2
 = (ent(vmax/27))

2
 = (ent((4p-3.wmin

2
)

1/2
/27))

2
 ≤ (ent((4p-3)

1/2
/27))

2
 ≤ (4p-3)/27².  

Soit encore : 

p ≥ (27
2
.(s(A).mmax+ou(0,1))

2
+3)/4              (97) 

 

Evaluation numérique  
 

Soit pm le nombre premier pour lequel m = (Δx1-Δx1 mod9)/9 d’une valeur donnée est atteint pour la première fois. Nous 

donnons ci-dessous à gauche les valeurs numériques pour la plage -16 ≤ m ≤ 15 et à droite le graphique pour une gamme 

plus large -67 ≤ m ≤ 66. 

  

m pm m pm 

 

0 7 -1 13 
1 163 -2 283 
2 919 -3 877 
3 1567 -4 1987 
4 2917 -5 3253 
5 4483 -6 5119 
6 6427 -7 7333 
7 8803 -8 9871 
8 11779 -9 12379 
9 14851 -10 15619 
10 18199 -11 18913 
11 21817 -12 23743 
12 26029 -13 27067 
13 30781 -14 32359 
14 36241 -15 37003 
15 40609 -16 42457 
… … … … 
66 794779 -67 798403 

 

La courbe pm = f(m) suit approximativement l’allure d’une parabole dans la gamme affichée avec des écarts relatifs assez 

importants près de l’origine (même si l’échelle du graphe ne montre pas ces écarts). Ici nous avons considéré que ou(0,1) 

donne une valeur moyenne 1/2 et nous avons donc tracer la courbe test p = 182,25.(m+1/2)
2
+0,75. 

La régularité des points à proximité d’une telle courbe n’est pas une surprise, mais ce n’est pas la fin de l’histoire. 

Représentant l’évolution des effectifs à m constant, nous obtenons pour quelques exemplaires du dit paramètre m le 

graphique qui suit :  
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Nous observons, à m constant, trois parties :  
 

- la zone de carence de solutions 

- la zone de germination et de rattrapage de l’effectif (afflux entre pm et pm+1) 

- la zone de compromis (tous les effectifs s’homogénéisent progressivement) 

 

L’ensemble des courbes semble tendre à l’infini vers le même point. 

Pris l’une après l’autre, les effectifs près de l’origine sont typiquement :  

 

#(p) ≈ si(p < pm, 0, cm.(p-pm)
rm

)             (98) 

 

m = 0 

 

m = 18 

 
 

Le coefficient rm augmente avec m tandis que cm diminue. La montée dans la zone de germination doit en effet être de plus 

en plus abrupte lorsque m augmente pour permettre un rattrapage des effectifs.  

Bien sûr, nous ne présumons rien ici du comportement asymptotique (ni d’une allure de courbe telle que cm.(p-pm)
rm

 qui est 

d’ailleurs incompatible avec la tendance générale des courbes pointant vers le même lieu à l’infini, ni même de l’infinité 

des effectifs). Nous pouvons aussi poser la question de l’ordre d’apparition des incidences de pm : a-t-on toujours pm < 

pm+1 ? Ceci est effectivement observé dans la gamme étudiée. Le graphique ci-dessous en est une illustration. 

 

 
 

Si nous classons les valeurs de pm suivant des indices à signes opposés, c’est-à-dire suivant p0, p-1, p1, p-2, p2, p-3, p3, p-4, p4, 
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etc., la courbe des écarts psuivant -pprécédent présente une dispersion beaucoup plus grande que celle du graphique précédent (et 

à notre avis de peu d’intérêt car non exploitable). Nous pouvons même relever une inversion pour (p2, p-3) = (919, 877). 

 

Examinons ensuite la distribution des valeurs θ en fonction des familles 1 à 6. Pour cela, posons t2 = α.t1. De t1 > t2 > 0, 

nous tirons 0 < α < 1. Comme p = t1
2
+t1t2+t2

2
 = (1+α+α

2
).t1

2
, il résulte sin

2
(θ) = (3/4).t

2
/p = (3/4).(t/t1)

2
/(1+α+α

2
). 

D’où les cas suivants : 

 

Familles 5, 5’, 6 et 6’ 1, 1’, 3 et 3’ 2, 2’, 4 et 4’ 

t t2 t1 t1+t2 

t α.t1 t1 (1+ α).t1 

sin
2
(θ) (3/4).(α)

2
/(1+α+α

2
) (3/4)/(1+α+α

2
) (3/4).(1+α)

2
/(1+α+α

2
) 

sin
2
(θ) avec 0 < α < 1 ]0,1/4[ ]1/4,3/4[ ]3/4,1[ 

θ mod π/2 ]0, π/6[ ]π/6, π/3[ ]π/3, π/2[ 

 

Les différentes familles sont disjointes par paires selon les frontières horizontales π/6 et π/3. 

Prenons en compte en plus la valeur de m. Comme nous avons vu plus haut, le signe de m sépare les familles 3, 3’, 4, 4’, 6 

et 6’ des familles 1, 1’, 2, 2’, 5 et 5’. D’où le nuage de points obtenus pour les valeurs de p ≤ 821551 ci-dessous : 

 

 
 

Par contre, les familles ne sont pas entièrement disjointes suivant la frontière verticale m = 0. En effet, pour la valeur m = 0, 

nous avons les cas suivants (mélange entre familles 5, 5’ et 6, 6’) : 

 

Présence de valeurs m = 0 

Fam 5, 5’ : Oui Fam 6, 6’ : Oui 

Fam 1, 1’ : Non (p ≤ 821551) Fam 3, 3’ : Oui 

Fam 2, 2’ : Non (p ≤ 821551) Fam 4, 4’ : Oui 

 

Il n’y a aucune raison de penser que le dit mélange n’implique pas les familles 1, 1’ et 2, 2’ (pour des p alors supérieurs à 

ceux examinés ici).  

L’intérêt du graphique précédent est de montrer que le processus d’apparition de nouvelles valeurs m se déroule 

préférentiellement selon des valeurs basses de θ (dans chacun des domaines de définition) pour les premières exemplaires 

de m (sans ordre total par rapport à p ce que le graphique n’indique cependant pas), le phénomène étant plus prononcé pour 

les familles 5, 5’ et 6, 6’. 

Comme nous l’avons signalé plus haut, cette distribution est par ailleurs équiprobable suivant abs(θ) dans son domaine de 

définition ]0, π/2[. Notamment, les populations dans les six familles tendent vers le même ordre de grandeur ce qui n’est 

pas suggéré, non plus, par le graphique. L’équidistribution est également suggérée à l’intérieur de chaque famille par les 

essais statistiques. 
 

L’étude complète de m n’est bien sûr pas fini ici, même au niveau statistique, puisqu’on peut s’intéresser ensuite à la 

deuxième instance de m, puis à la troisième, ainsi de suite, un résultat assez simple qu’on peut escompter a priori étant déjà 

p ≥ (27
2
.(s(A).mw,max+ou(0,1))

2
+3.w

2
)/4 pour la w

ème
 instance de m.  

 

21.4. Valeurs propres et vecteurs propres 

 

Nous avons déjà une expression de ces valeurs et vecteurs propres. Nous cherchons ici une expression alternative.  

Partons de l’expression trouvée plus haut : 

dét(A-μI) = (μ-p)(μ
3
-3p.μ-2p.f) 

 

La recherche des valeurs propres de A revient à annuler dét(A-μI), soit : 

 

μ-p = 0 
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ou 

μ
3
-3p.μ-2p.f = 0 

 

La résolution de la dernière équation est effectuée, suivant la méthode de Horner proposée dans [16] (sachant que les 

solutions sont toutes réelles). Nous avons : 

μ = t.z 

(t.z)
3
-3p.t.z-2p.f = 0 

z = cos(θ) 

t = 2/√p 

 

avec cos(3θ) = f/√p et en s’appuyant sur la relation cos(3θ) = 4cos
3
(θ) – 3cos(θ). 

Notons que les solutions sont effectivement réelles si |f| < √p, condition qui découle (également) immédiatement de (89), 

plus exactement du fait que les solutions (x1,x2), (x1,x3), (x2,x3) sont sur les ellipses décrites en (69). 

 

Nous obtenons alors l’ensemble des valeurs propres : 
 

p 

2.√p.cos((1/3).(arccos(f/√p))) 

2.√p.cos((1/3).(-2π+arccos(f/√p))) 

2.√p.cos((1/3).(2π+arccos(f/√p))) 

 

Il se pose ici le choix de l’ordre de ces valeurs propres car toutes combinaisons de celle-ci ne donnent pas une matrice de 

vecteurs propres répondant aux notations adoptées dans la suite du texte(ordre des λi dans les matrices PB et P
-1

B). L’ordre 

suivant convient (ce qui se vérifie par substitution). Posons : 

 

θ = si(x3>x2,-1,1).arccos(f/√p)+k.2π 

 

μ0A  
 

= 

.p  
 

     (99) 
μ1A 2.√p.cos(θ/3) 

μ2A 2.√p.cos((2π+θ)/3) 

μ3A 2.√p.cos((-2π+θ)/3) 

 

Les trois permutations circulaires suivantes sur les indices 1, 2 et 3 conviennent également : 

 

(0,1,2,3) ≡ (0,2,3,1) ≡ (0,3,1,2)) 

 

Ces permutations correspondent aux trois choix possibles de k : 

 

( k = 0 mod 3 ) ou ( k = 1 mod 3 ) ou ( k = 2 mod 3 ) 

 

Par contre les trois suivantes (qui ne sont pas des permutations circulaires sur ces indices de (1,2,3) sont à écarter (mais 

uniquement du fait du choix de notation adoptée). 

 

(0,1,3,2) ≡ (0,3,2,1) ≡ (0,2,1,3) 

Les valeurs propres de B = A-I sont alors :  

 

λ0A  
 

= 

.p-1  
 

     (100) 
λ1A -1+2.√p.cos(θ/3) 

λ2A -1+2.√p.cos((2π+θ)/3) 

λ3A -1+2.√p.cos((-2π+θ)/3) 

 

Nous avons aussi pour la matrice des vecteurs propres associés est (PA = PB)  

 

 1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 
 

PB = (1/p
1/2

). 
1 λ1/3 λ2/3 λ3/3 

1 λ3/3 λ1/3 λ2/3 

 1 λ2/3 λ3/3 λ1/3 

 

Notons ici, avec λi* valeurs propres conjuguées de λi, et λi toutes réelles ici, que cette expression est identique à :  

 

 1 λ0*/3 λ0*/3 λ0*/3 
 

PB = (1/p
1/2

). 
1 λ1*/3 λ2*/3 λ3*/3 

1 λ3*/3 λ1*/3 λ2*/3 

 1 λ2*/3 λ3*/3 λ1*/3 
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Il découle des propriétés des fonctions trigonométriques (du cosinus en l’occurrence), et le lecteur pourra le vérifier par 

simple calcul de P
-1

B.PB à partir des expressions proposées, que la matrice inverse de PB s’écrit : 

 

 1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 
 

P
-1

B = (1/p
1/2

). 
1 λ1/3 λ3/3 λ2/3 

1 λ2/3 λ1/3 λ3/3 

 1 λ3/3 λ2/3 λ1/3 

 

PB et P
-1

B montrent une remarquable simplicité. Notons que le calcul de P
-1

B, hormis la première colonne, n’est pas 

vraiment utile à ce stade pour nos dénombrements, puisque P
-1

B est multiplié à droite par le vecteur colonne (1,0,0,…,0). Il 

le sera pour d’autres raisons que nous verrons par ailleurs. 

 

Ces calculs faits, les dénombrements sont alors :  

   k  

#{0}    1 

#{g
0
.g

3u
} = 

 

A 
 0 

#{g
1
.g

3u
}   0 

#{g
2
.g

3u
}    0 

Soit :  

#{0}  
 

= (1/p) [μ0
k
 

1  
 

+ 1/3 (μ1
k
 

λ0  
 

+ μ2
k
 

λ0  
 

+ μ3
k
 

λ0  
 

)]        (101) 
#{g

0
.g

3u
} 1 λ1 λ2 λ3 

#{g
1
.g

3u
} 1 λ3 λ1 λ2 

#{g
2
.g

3u
} 1 λ2 λ3 λ1 

 

L’ensemble de ces expressions sont bien sûr entières. 

 

Expressions alternatives de l’angle θ 

 

Il y a trois alternatives selon le choix de l’expression en fonction principalement de x1, x2 ou x3 :  

 

θ = si(x3>x2,-1,1).arccos((3x1-p-1)/(2.√p)) mod 2π 

θ = 2π/3+si(x1>x3,-1,1).arccos((3x2-p+2)/(2.√p)) mod 2π 

θ = -2π/3-si(x1>x2,-1,1).arccos((3x3-p+2)/(2.√p)) mod 2π 

 

Suivant le résidu modulo 2π, l’ordre des valeurs propres n’est pas le même de l’un à l’autre de ces choix alternatifs. 

Cependant, l’ordre est bien celui d’une permutation circulaire et convient. 

 

Expression alternative des composantes 

 

Pour trouver une autre expression du triplet (x1,x2,x3), revenons à l’identité B = PB.DB.PB
-1

 : 

 

0 p-1 0 0  1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 λ0 0 0 0 1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 

3 x1-3 x2 x3 
 

= 1/p 
1 λ1/3 λ2/3 λ3/3 0 λ1 0 0 1 λ1/3 λ3/3 λ2/3 

0 x2 x3 x1 1 λ3/3 λ1/3 λ2/3 0 0 λ2 0 1 λ2/3 λ1/3 λ3/3 

0 x3 x1 x2  1 λ2/3 λ3/3 λ1/3 0 0 0 λ3 1 λ3/3 λ2/3 λ1/3 

 

Soit : 

x1  λ0
2
+λ1λ2λ3  

x2 = 1/3p λ0
2
+(λ1

2
λ3+λ2

2
λ1+λ3

2
λ2)/3    (102) 

x3  λ0
2
+(λ1

2
λ2+λ2

2
λ3+λ3

2
λ1)/3  

Soit sous forme condensée : 

       3  

xi = 1/(3.p) (λ0
2 
+ Σ λkλk+2-iλk+2/3)    (103) 

        k=1  

 

Nous pouvons vérifier, par ailleurs, par calcul direct les identités remarquables pour les valeurs propres (relations (104) : 

 

∑ μi = 0    et        ∑       μiμj = -3p    et  ∑ μi
2
 = 6p 

i ≠ 0 i ≠ 0 j ≠ 0 i ≠ 0 

     i ≠ j  

 

∑ λi = -3    et        ∑       λi λj = -3(p-1)    et  ∑ λi
2
 = 3(2p+1) 

i ≠ 0 i ≠ 0 j ≠ 0 i ≠ 0 

     i ≠ j  
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21.5. Dénombrement par une seule colonne 

 

Cherchons quelques simplifications à l’évaluation de x1, x2 et x3.    

Pour cela revenons sur les expressions de type g
i
.g

3u
+g

j
.g

3v
, nous avons, pour u = 1 à (p-1)/3 et v = 1 à (p-1)/3 : 

 

#(u,v) / {g
3u

+g
3v

=0} = (p-1)/3 

#(u,v) / {g
3u

+g.g
3v

=0} = 0 

#(u,v) / {g
3u

+g
2
.g

3v
=0} = 0 

et 

x1/3 = 1+#(u,v) / {g
3u

+g
3v

=1} = #(u,v) / {g
3u

+g.g
3v

=g
2
} = #(u,v) / {g

3u
+g

2
.g

3v
=g}   

x2/3 = #(u,v) / {g
3u

+g
3v

=g} = #(u,v) / {g
3u

+g.g
3v

=1} = #(u,v) / {g
3u

+g
2
.g

3v
=g

2
} 

x3/3 = #(u,v) / {g
3u

+g
3v

=g
2
} = #(u,v) / {g

3u
+g.g

3v
=g} = #(u,v) / {g

3u
+g

2
.g

3v
=1} 

 

Les trois dernières expressions se déduisent des relations générales données plus haut dans le texte. Pour la première (p-

1)/3 est trivialement un dénombrement minimal. Comme il est maximal, il y a égalité. Les deux autres relations s’en 

déduisent car il n’y a plus de solutions à attribuer dans les tableaux à double entrées.  

 

Considérons un exemple (p=31, g = 3) : 

Soit le tableau à deux entrées g
3u

+g
3v

 mod p,  

 

 v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

u  27 16 29 8 30 4 15 2 23 1 

1 27 23 12 25 4 26 0 11 29 19 28 

2 16 12 1 14 24 15 20 0 18 8 17 

3 29 25 14 27 6 28 2 13 0 21 30 

4 8 4 24 6 16 7 12 23 10 0 9 

5 30 26 15 28 7 29 3 14 1 22 0 

6 4 0 20 2 12 3 8 19 6 27 5 

7 15 11 0 13 23 14 19 30 17 7 16 

8 2 29 18 0 10 1 6 17 4 25 3 

9 23 19 8 21 0 22 27 7 25 15 24 

10 1 28 17 30 9 0 5 16 3 24 2 

 

ainsi que les suites (u = 1 à (p-1)/3),  

  

 g.g
3u

 19 17 25 24 28 12 14 6 7 3 

et  

 g
2
.g

3u
 26 20 13 10 22 5 11 18 21 9 

 

En (x,y), nous avons la valeur x+y mod p. En (x+1,y+1), nous avons x.g
3
+y.g

3
 = (x+y).g

3
 mod p. Chaque «diagonale» est 

donc une suite du type g
i
.g

3u
 mod p, i fixé, u décrivant des incréments de 1. Comme g

p-1
 = 1 mod p, nous avons g

3u
+g

3(v+(p-

1)/3)
 = g

3u
+g

3v
 mod p, une «diagonale» admet sa suite (p-1)/3 diagonale plus loin. La diagonale des zéros est donnée par 

g
3(u+(p-1)/6)

+g
3u

, soit un démarrage en colonne (p-1)/6+1 = (p+5)/6 (=6 ici). 

Nous sommes alors en mesure de faire le dénombrement des éléments d’un tableau à double entrées de type g
i
.g

d.u
+g

j
.g

d.v
 

par l’analyse d’une seule colonne (ou ligne). En effet, considérons la dernière colonne. Il s’agit de la suite 1+g
3u

, u = 1 à (p-

1)/3. 

Ces éléments sont représentatifs du tableau. 

Comme 

x1 = 3+3.#(u,v)/{g
3u

+g
3v

=1}   

x2 = 3.#(u,v)/{g
3u

+g
3v

=g} 

x3 = 3.#(u,v)/{g
3u

+g
3v

=g
2
} 

 

il suffit de dénombrer les occurrences de g
3u

,g.g
3v

 et g
2
.g

3w
 dans la suite 1+g

3u
, u = 1 à (p-1)/3. 

Soit encore : 

x1 = 3+3.#(u)/{1+g
3u

=g
3v

}   

x2 = 3.#(u)/{1+g
3u

=g.g
3v

}   

x3 = 3.#(u)/{1+g
3u

=g
2
.g

3v
} 

u entier de [1,(p-1)/3] 

Dans notre exemple : 

28 = g.g
3(v=5)

, 17 = g.g
3(v=2)

, 30 = g
3(v=5)

, 9 = g
2
.g

3(v=10)
, 5 = g

2
.g

3(v=6)
, 16 = g

3(v=2)
, 3 = g.g

3(v=10)
, 24 = g.g

3(v=4)
, 2 = g

3(v=8)
 

Soit 3 occurrences du type g
3u

, 4 du type g.g
3v

 et 2 du type g
2
.g

3w
, ce qui donne alors x1 = 3.(1+3) = 12, x2 = 3.(4) = 12, x3 = 

3.(2) = 6. 

 

De la même façon, les tableaux à double entrées g
3u

+g.g
3v

 mod p et g
3u

+g
2
.g

3v
 mod p donnent :  
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x1 = 3.#(u)/{g+g
3u

=g
2
.g

3v
} 

x2 = 3.#(u)/{g+g
3u

=g
3v

}   

x3 = 3.#(u)/{g+g
3u

=g.g
3v

}   

u entier de [1,(p-1)/3] 

et 

x1 = 3.#(u)/{g
2
+g

3u
=g.g

3v
}   

x2 = 3.#(u)/{g
2
+g

3u
=g

2
.g

3v
} 

x3 = 3.#(u)/{g
2
+g

3u
=g

3v
}   

u entier de [1,(p-1)/3] 

 

Ici, x1 s’obtient sans ajouter 3 car il n’y a pas de diagonale à valeur zéro.  

 

22. Cas des 3_hypersurfaces, maille logarithmique 
 

Soit  

y1
3
 + y2

3
 + … + yk

3
 = c          (105) 

 

Ici les yi sont des nombres premiers positifs.  

 

Pour p = 2, p = 3 mod 6 et p = 5 mod 6, nous avons d = (n,p-1) = (3,p-1) =1 (d’où ordre(A) = 2)  

 
 

B = 
0 p-1 

1 p-2 

 

Le dénombrement correspondant a été étudié précédemment et aboutit à : 

 

#{0} 
 

= 
(1/p).((p-1)k + (p-1).(-1)k) 

#{g
u
} (1/p).((p-1)k  - (-1)k) 

 

Si p = 1 mod 6 alors  (n,p-1) = (3,6k) = 3 et la matrice carrée B est de dimension 1+3 = 4.  

La somme de chaque ligne valant p-1, nous obtenons par la construction géométrique standard : 

 

 0 p-1 0 0 
 

B = 
3 x1-3 x2 x3 

0 x2 x3 x1 

 0 x3 x1 x2 

où : 

x1-3  #{ g
3i

+g
3j

.g = g
3k

g
2
} 

x2 = #{ g
3i

+g
3j

.g
2
 = g

3k
g

2
} 

x3  #{ g
3i

+g
3j

 = g
3k

g
2
} 

 

Ces calculs faits, les dénombrements sont alors :  

   k  

#{0}    1 

#{g
0
.g

3u
} = 

 

B 
 0 

#{g
1
.g

3u
}   0 

#{g
2
.g

3u
}    0 

 

Le positionnement de ces valeurs dans le tableau générateur des facteurs d’abondance est effectué suivant la procédure 

standard de tri. 

Les valeurs propres de B sont obtenues plus haut 

 

λ0B  
 

= 

p-1  

λ1B -1+2.√p.cos((1/3).(arccos(f/√p))) 
  

       (106) 
λ2B -1+2.√p.cos((1/3).(2.π+arccos(f/√p))) 

λ3B -1+2.√p.cos((1/3).(-2.π+arccos(f/√p)))  

 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres (PA = PB) 

 

 1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 
 

PB = (1/p
1/2

). 
1 λ1/3 λ2/3 λ3/3 

1 λ3/3 λ1/3 λ2/3 

 1 λ2/3 λ3/3 λ1/3 

et à la matrice inverse 
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 1 λ0/3 λ0/3 λ0/3 
 

P
-1

B = (1/p
1/2

). 
1 λ1/3 λ3/3 λ2/3 

1 λ2/3 λ1/3 λ3/3 

 1 λ3/3 λ2/3 λ1/3 

 

Finalement, retournant à l’expression B
k
 = PBDB

k
 PB

-1
 (et à B

k
.(1,0,0,0)), nous obtenons  : 

 

#{0}  
 

= (1/p) [λ0
k
 

1  
 

+ 1/3 (λ1
k
 

λ0  
 

+ λ2
k
 

λ0  
 

+λ3
k
 

λ0  
 

)]           (107) 
#{g

0
.g

3u
} 1 λ1 λ2 λ3 

#{g
1
.g

3u
} 1 λ3 λ1 λ2 

#{g
2
.g

3u
} 1 λ2 λ3 λ1 

 

Là encore, l’ensemble de ces expressions sont entières, expressions qui peuvent être comparées à celles obtenues pour 

l’hypersphère. 

 

23. Cas des 4_hypersurfaces, mailles unitaire et logarithmique 
 
 

23.1. Allure générale 

 

A partir des permutations équivalentes sur (x,y) dans g
4i

+g
4j

.g
y-2

 = g
x-2

, nous trouvons des relations d’égalité entre les 

composantes des matrices caractéristiques. 

Pour p premier, deux cas sont possibles :  p = 1 mod 4 et p = 3 mod 4.  

Pour p = 3 mod 4, nous avons d = (n,p-1) = (4,2) = 2, cas totalement résolu précédemment. 

Pour d = 4 et p = 1 mod 4 deux types de matrices se présentent : 

 

Si (p-1)/2 mod 4 = 0    ( p = 1 mod 8 )     d = (n,p-1) = (4,8k) = 4 

 

 0 p-1 0 0 0 

 4 x1-4 x2 x3 x4 

B(p,4) = 0 x2 x4 x5 x5 

 0 x3 x5 x3 x5 

 0 x4 x5 x5 x2 

 

Si (p-1)/2 mod 4 = 2    ( p = 5 mod 8 )     d = (n,p-1) = (4,4+8k) = 4 

 

 0 0 0 p-1 0 

 4 x3 x5 x3 x5 

B(p,4) = 0 x4 x5 x5 x2 

 0 x1 x2 x3 x4 

 0 x2 x4 x5 x5 

 

Puis à partir des relations sur les lignes et les colonnes (soit p-1 pour chacune à l’exception des deux premières colonnes 

dont les sommes valent respectivement 4 et 2(p-1)-4) , il vient immédiatement : 

 

Si (p-1)/2 mod 4 = 0    ( p = 1 mod 8 ) 

x1+3x3-(p-1) = 0 

x1-3x5+(p-1)/2 = 0 

2x1+3x2+3x4-2(p-1) = 0 

Soit : 

 0 p-1 0 0 0  

 4 x1-4 x2 (p-x1-1)/3 (2p-2x1-3x2-2)/3  

B(p,4) = 0 x2 (2p-2x1-3x2-2)/3 (p+2x1-1)/6 (p+2x1-1)/6       (108) 

 0 (p-x1-1)/3 (p+2x1-1)/6 (p-x1-1)/3 (p+2x1-1)/6  

 0 (2p-2x1-3x2-2)/3 (p+2x1-1)/6 (p+2x1-1)/6 x2  

 

Si (p-1)/2 mod 4 = 2    ( p = 5 mod 8 ) 

x1+3x3-(p-5) = 0 

x1-3x5+(p-5)/2 = 0 

2x1+3x2+3x4-2(p+1) = 0 

Soit : 

 0 0 0 p-1 0  

 4 (p-x1-5)/3 (p+2x1-5)/6 (p-x1-5)/3 (p+2x1-5)/6  

B(p,4) = 0 (2p-2x1-3x2+2)/3 (p+2x1-5)/6 (p+2x1-5)/6 x2       (109) 

 0 x1 x2 (p-x1-5)/3 (2p-2x1-3x2+2)/3  

 0 x2 (2p-2x1-3x2+2)/3 (p+2x1-5)/6 (p+2x1-5)/6  
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23.2. Conjectures sur les composantes 

 

Nous observons les conjectures suivantes : 

 

Si p = 1 mod 8,  

5x1
2
+6x1x2+9x2

2
-4(p+2)x1-6(p-1)x2+(5p

2
-34p+29)/4 = 0    (110) 

Si p = 5 mod 8,  

5x1
2
+6x1x4+9x4

2
-4(p+1)x1-6(p+1)x4+(5p

2
-26p+5)/4 = 0    (111) 

 

Exprimons x2 en fonction de x1 : 

Pour p = 1 mod 8,  

x2 = (p-1-x1)/3±(-4x1
2
+2(p+5)x1-(p-1)(p-25)/4)

1/2
 

 

L’expression sous la racine -4x1
2
+2(p+5)x1-(p-1)(p-25)/4 doit être positive. Son discriminant réduit est 36p. D’où : 

   

(p-11)-6√p 
 

≤ x1-4 ≤ 
(p-11)+6√p 

4 4 

et 

(p-3)-2√p 
 

≤ x2 ≤ 
(p-3)+2√p 

4 4 

Pour p = 5 mod 8,  

 

x2 =3(p+1-x1)/3±(-4x1
2
+2(p+1)(x1)-(p

2
-34p+1)/4)

1/2 

 

L’expression sous la racine -4x1
2
+2(p+1)(x1)-(p

2
-34p+1 doit être positive. Son discriminant réduit est encore 36p. D’où : 

  

(p+1)-6√p 
 

≤ x1 ≤ 
(p+1)+6√p 

4 4 

et 

(p-1)-2√p 
 

≤ x2 ≤ 
(p-1)+2√p 

4 4 

 

Ceci confine (x1,x2) à un nombre réduit de couples d’entiers susceptibles, a priori, de répondre au problème (il n’y en a bien 

sûr qu’un seul qui est le bon). En général, les solutions entières a priori obtenues par ces encadrements ne sont pas uniques. 

 

Synoptique des relations entre composantes de la matrice 

 

Nous trouvons des formes linéaires ou quadratiques pour l’ensemble des relations entre cardinaux des matrices pour d = 

4 (ci-dessous par rapport à x1) comme il était déjà le cas pour d = 3 et d = 2 mais avec une complexité plus grande : 

 

Si p = 1 mod 8,  

5x1
2
+6x1x2+9x2

2
-4(p+2)x1-6(p-1)x2+(5p

2
-34p+29)/4 = 0 

ou 

5(x1-4)
2
+6(x1-4)x2+9x2

2
-4(p-8)(x1-4)-6(p-5)x2+(5p-13)(p-17)/4 = 0 

x1+3x3-(p-1) = 0 
ou 

(x1-4)+3x3-(p-5) = 0 

5x1
2
+6x1x4+9x4

2
-4(p+2)x1-6(p-1)x4+(5p

2
-34p+29)/4 = 0 

ou 

5(x1-4)
2
+6(x1-4)x4+9x4

2
-4(p-8)(x1-4)-6(p-5)x4+(5p-13)(p-17)/4 = 0 

x1-3x5+(p-1)/2 = 0 
ou 

(x1-4)-3x5+(p+7)/2 = 0 

x2
2
-2x2x3+5x3

2
-2(p-3)x3+(p-1)(p-9)/4 = 0 

5x2
2
+6x2x4+5x4

2
-4(p-3).(x2+x4)+(p-1)(p-9) = 0 

x2
2
+2x2x5+5x5

2
-(p-1)x2-(3p+1)x5+(p-1)

2
/2 = 0 

x3
2
-2x3x4+5x4

2
-2(p-3)x3+(p-1)(p-9)/4 = 0 

x3+x5-(p-1)/2 = 0 

x4
2
+2x4x5+5x5

2
-(p-1)x4-(3p+1)x4+(p-1)

2
/2 = 0 

 

Si p = 5 mod 8,  

5x1
2
+6x1x2+9x2

2
-4(p+1)x1-6(p+1)x2+(p-5)(5p-1)/4 = 0 

x1+3x3-(p-5) = 0 

5x1
2
+6x1x4+9x4

2
-4(p+1)x1-6(p+1)x4+(p-5)(5p-1)/4 = 0 

x1-3x5+(p-5)/2 = 0 

x2
2
-2x2x3+5x3

2
-4x2-2(p-9)x3+(p-5)(p-13)/4 = 0 
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5x2
2
+6x2x4+5x4

2
-4(p+1).(x2+x4)+(p-1)

2
 = 0 

x2
2
+2x2x5+5x5

2
-(p-1)x2-(3p-7)x5+(p-1)(p-5)/2 = 0 

x3
2
-2x3x4+5x4

2
-2(p-9)x3-4x4+(p-5)(p-13)/4 = 0 

x3+x5-(p-5)/2 = 0 

x4
2
+2x4x5+5x5

2
-(p-1)x4-(3p-7)x5+(p-1)(p-5)/2 = 0 

 

23.3. Déterminant et valeurs propres 

 

Il s’agit à nouveau de trouver une expression alternative à l’expression générale.  

Les relations (110) et (111) sont utiles dans la recherche des valeurs propres des matrices A(p,4) et B(p,4) dans les deux 

formes de congruences de p. En cherchant les solutions de dét(A-μI) = 0, nous sommes conduit à deux expressions en μ,  x1 

et x2 très longues (que nous ne donnons pas littéralement ici par manque de place).  

 

Le premier cas p = 1 mod 8 aboutit à un ensemble de valeurs propres et de vecteurs propres réels, le second cas p = 5 mod 8 

à un ensemble de valeurs propres et de vecteurs propres imaginaires. En effet :  

 

Pour p = 1 mod 8, l’équation caractéristique des valeurs propres μi devient après utilisation de la relation (110), quelques 

pages de calculs et autres péripéties  : 

 

-(μ-p)(μ
4
-6p.μ

2
-4p.f.μ+p.(p-f

2
)) = 0           où f = (4x1-p-5)/3     (112) 

 

La résolution de l’équation μ
4
-6p.μ

2
-4p.f.μ+p.(p-f

2
) = 0, décrite par exemple dans [16], utilise la méthode de Ludovici 

Ferrari (4
ième

 degré), puis de Horner (3
ième

 degré) (en absence de solution évidente) :  

 

Ajoutons de chaque côté de l’équation précédente (m.μ+b)
2
 et en identifions l’expression obtenue à gauche à un carré 

μ
4
+2hμ

2
+h

2
. Nous obtenons alors par identification des coefficients m

2
-6p = 2h, h

2
 = p(p-f

2
)+b

2
, -4p.f+2m.b = 0. Il suit 

alors b = 2p.f/m, puis h
2
 = p.(p-f

2
)+4p

2.
f

2
/m

2
 = p.(p-f

2
)+2p

2.
f

2
/(h+3p). D’où l’équation de la résolvante de degré 3 : 

 

h
3
+3.p.h

2
-p.(p-f

2
).h-p

2
(3p-f

2
) = 0 

 

Cette équation ne requière pas l’utilisation de la méthode de Horner pour sa résolution (en solutions réelles), car nous 

pouvons vérifier facilement par substitution que l’une des solutions de l’équation est h = -p. D’où nous déduisons par 

division euclidienne h
2
+2p.h+p(f

2
-3p) = 0 puis l’ensemble des solutions : 

 

h = -p 

h = -p+(p.(4p-f
2
))

1/2
 

h = -p-(p.(4p-f
2
))

1/2
 

 

L’une quelconque de ces solutions donne les solutions de l’équation caractéristiques initiales par la méthode de Ferrari. Ici, 

avec h = -p, nous avons μ
2
+h ± (m.μ+b) = 0, m = (2(h+3p))

1/2
 = 2p

1/2
, b = p

1/2
.f, soit : 

 

sol1 = (-m-(m
2
-4(h+b))

1/2
)/2 sol2 = (m-(m

2
-4(h-b))

1/2
)/2 

 
sol3 = (-m+(m

2
-4(h+b))

1/2
)/2 sol4 = (m+(m

2
-4(h-b))

1/2
)/2 

Puis : 

sol1 = p
1/2

.(-1-(2-f/p
1/2

)
1/2

)  = p
1/2

.(-1-(2+(p+5-4x1)/(3.p
1/2

))
1/2

)   

sol2 = p
1/2

.(1-(2+f/p
1/2

)
1/2

) = p
1/2

.(1-(2-(p+5-4x1)/(3.p
1/2

))
1/2

) 
       

         (113) 
sol3 = p

1/2
.(-1+(2-f/p

1/2
)

1/2
) = p

1/2
.(-1+(2+(p+5-4x1)/(3.p

1/2
))

1/2
) 

sol4 = p
1/2

.(1+(2+f/p
1/2

)
1/2

) = p
1/2

.(1+(2-(p+5-4x1)/(3.p
1/2

))
1/2

)  

 

L’ordre des solutions est à établir pour assurer ici encore une solution adaptée dans le cadre des notations générales 

adoptées. Nous savons qu’il existe φ(d=4) = 2 formes de matrices selon tel ou tel choix de la primitive g à la séquence p. 

Partant de la famille {g
0
, g

1
, g

2
, g

3
}.g

4u
, les familles {g

0r
, g

1r
, g

2r
, g

3r
}.g

4u
 sont admissibles lorsque (r,4) = 1, soit r = 1 

(identité) et r = 3. Nous avons ainsi les deux familles admissibles {g
0
, g

1
, g

2
, g

3
}.g

4u
 et {g

0
, g

3
, g

2
, g

1
}.g

4u
. La permutation 

de g
1
 et g

3
 revient à donner une condition sur les valeurs respectives de x2 et x4 : 

 

μ1 = p
1/2

.(-1-(2-f/p
1/2

)
1/2

)   

μ2 = p
1/2

.(1-si(x4>x2,-1,1).(2+f/p
1/2

)
1/2

) 
       

         (114) 
μ3 = p

1/2
.(-1+(2-f/p

1/2
)

1/2
) 

μ4 = p
1/2

.(1+si(x4>x2,-1,1).(2+f/p
1/2

)
1/2

)  

 

Les permutations circulaires de ces valeurs propres sont des solutions admissibles. (Nous pouvons construire une matrice 

de vecteurs propres adaptées à n’importe quel ordre des valeurs propres mais les notations évolueraient en conséquence 

perdant leur généralité). 

 

Nous obtenons, comme dans le cas d = 3, deux cas x4>x2 et x2>x4 qui sont liés au choix de la racine primitive.  
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De façon similaire, pour p = 5 mod 8, l’équation caractéristique des valeurs propres μi devient: 

 

μ
4
+2p.μ

2
-4p.f.μ+ p(9p-f

2
) = 0           où f = (4x1-p-1)/3      (115) 

 

La résolution de cette équation s’obtient à nouveau en utilisant la méthode de Ludovici Ferrari en ajoutant de chaque côté 

de l’équation précédente (m.μ+b)
2
 et en identifiant l’expression obtenue à gauche à un carré μ

4
+2hμ

2
+h

2
. Nous obtenons 

alors m
2
+2p = 2h, h

2
 = p(9p-f

2
)+b

2
, -4p.f+2m.b = 0. Il suit b = 2p.f/m, puis h

2
 = p(9p-f

2
)+4p

2.
f
2
/m

2
 = p(9p-f

2
)+2p

2.
f

2
/(h-p). 

D’où l’équation de la résolvante de degré 3 : 

 

h
3
-p.h

2
-p(9p-f

2
).h+3p

2
(3p-f

2
) = 0 

 

Nous pouvons vérifier par substitution que l’une des solutions de l’équation est h = 3p. D’où nous déduisons par division 

euclidienne h
2
+2p.h+p(f

2
-3p) = 0, puis l’ensemble des solutions : 

 

h = 3p 

h = -p+(p.(4p-f
2
))

1/2
 

h = -p-(p.(4p-f
2
))

1/2
 

 

L’une quelconque de ces solutions donne les solutions de l’équation caractéristiques initiale par la méthode de Ferrari. 

Nous avons μ
2
+h ± (m.μ+b) = 0, m = (2(h-p))

1/2
 = 2p

1/2
, b = p

1/2
.f , soit : 

 

sol1 = p
1/2

.(-1-i(2+f/p
1/2

)
1/2

) = p
1/2

.(-1-i(2+(4x1-p-1)/(3p
1/2

))
1/2

)  

sol2 = p
1/2

.(1-i(2-f/p
1/2

)
1/2

) = p
1/2

.(1-i(2-(4x1-p-1)/(3p
1/2

))
1/2

) 
 

      (116) 
sol3 = p

1/2
.(-1+i(2+f/p

1/2
)

1/2
) = p

1/2
.(-1+i(2+(4x1-p-1)/(3p

1/2
))

1/2
) 

sol4 = p
1/2

.(1+i(2-f/p
1/2

)
1/2

) = p
1/2

.(1+i(2-(4x1-p-1)/(3p
1/2

))
1/2

)  

 

Notons, comme précédemment, λi et μi les valeurs propres des matrices B(p,4) et A(p,4) + I  (λi = μi-l, λ0 = μ0-l = p-1). 

D’autre part, nous avons μ3 = μ1* et μ4 = μ2*.  

 

L’ordre des solutions est à établir pour assurer une solution adaptée. La condition sur les valeurs relatives de x2 et x4 permet 

d’y arriver, les permutations circulaires étant également solutions : 

 

μ1 = p
1/2

.(-1-i(2+f/p
1/2

)
1/2

)  

μ2 = p
1/2

.(1-si(x2>x4,-1,1).i(2-f/p
1/2

)
1/2

) 
 

           (117) 
μ3 = p

1/2
.(-1+i(2+f/p

1/2
)

1/2
) 

μ4 = p
1/2

.(1+si(x2>x4,-1,1).i(2-f/p
1/2

)
1/2

)  
 

23.4. Vecteurs propres 

 

Nous avons alors : 

 

Cas p = 1 mod 8 

 

Pour la matrice des vecteurs propres : 

 
 1 λ0/4 λ0/4 λ0/4 λ0/4  1 λ0/4 λ0/4 λ0/4 λ0/4 
 1 λ1/4 λ2/4 λ3/4 λ4/4  1 λ1/4 λ4/4 λ3/4 λ2/4 
 

PA= PB = (1/p
1/2

).  
1 λ4/4 λ1/4 λ2/4 λ3/4 

 

            et          PA
-1 = PB

-1 = (1/p
1/2

). 
1 λ2/4 λ1/4 λ4/4 λ3/4 

1 λ3/4 λ4/4 λ1/4 λ2/4 1 λ3/4 λ2/4 λ1/4 λ4/4 
 1 λ2/4 λ3/4 λ4/4 λ1/4  1 λ4/4 λ3/4 λ2/4 λ1/4 

et : 

A = PB.DA.PB
-1

 

B = PB.DB.PB
-1

 

Cas p = 5 mod 8 

 

Pour la matrice des vecteurs propres : 

 
 1 λ0*/4 λ0*/4 λ0*/4 λ0*/4  1 λ0/4 λ0/4 λ0/4 λ0/4 
 1 λ1*/4 λ2*/4 λ3*/4 λ4*/4  1 λ1/4 λ4/4 λ3/4 λ2/4 
 

PA= PB = (1/p
1/2

).  
1 λ4*/4 λ1*/4 λ2*/4 λ3*/4 

 

            et          PA
-1 = PB

-1 = (1/p
1/2

). 
1 λ2/4 λ1/4 λ4/4 λ3/4 

1 λ3*/4 λ4*/4 λ1*/4 λ2*/4 1 λ3/4 λ2/4 λ1/4 λ4/4 
 1 λ2*/4 λ3*/4 λ4*/4 λ1*/4  1 λ4/4 λ3/4 λ2/4 λ1/4 

D’où : 

A = PB.DA.PB
-1

 

B = PB.DB.PB
-1

 

 

et ce avec λ0* = λ0, λ3 = λ1*, λ4 = λ2*, λ3* = λ1 et λ4* = λ2. 



 

P 100/394                                                                                        Facteurs d’abondance des sommes de Waring modulo pi 

 

Nota : Les égalités ne sont vérifiées qu’avec le bon ordre de (μ1, μ2, μ3, μ4) et (λ1, λ2, λ3, λ4) parmi un choix de 4! = 30 

permutations possibles. 

 

23.5. Conjecture sur f 
 

Comme dans le cas n = 3, nous observons une dépendance de f à la décomposition entière unique de p suivant une équation 

quadratique. Ici p est 1 mod 8 ou 5 mod 8 (donc de la forme 1 mod 4) et la décomposition en deux carrés est la piste à 

explorer naturellement.  

D’après Léonard Euler, si p = 1 mod 4, il existe a et b uniques tel que p = a
2
+b

2
. Comme a et b sont de parités différentes, il 

existe deux entiers α > 0 et β impair > 0 tel que : 

p = (2α)
2
+β

2
 

Cas p = 1 mod 8 
 

Dans ce cas, nous avons de plus α pair. 

Nous obtenons la conjecture : 

f = (4x1-p-5)/3 = (-1)
(β+1)/2

.2.β 

D’où :  

μ1 

= 

p
1/2

.(-1-(2.(1-(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)   

μ2 p
1/2

.(1-si(x4>x2,-1,1).(2.(1+(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)        

         (118) μ3 p
1/2

.(-1+(2.(1-(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

) 

μ4 p
1/2

.(1+si(x4>x2,-1,1).(2.(1+(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)  

et 

x1  (p+5)/4+(-1)
(β+1)/2

.(3/2).β  

x2  (p-3)/4+2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x3 = (p-3)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β      (119) 

x4  (p-3)/4-2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x5  (p+1)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

Cas p = 5 mod 8 
 

Dans ce cas, nous avons de plus α impair. 

Nous pouvons encore utiliser : 

f = (4x1-p-1)/3 = (-1)
(β+1)/2

.2.β 

D’où :  

μ1 

= 

p
1/2

.(-1-i(2.(1+(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)  

μ2 p
1/2

.(1-si(x2>x4,-1,1).i(2.(1-(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)  

           (120) μ3 p
1/2

.(-1+i(2.(1+(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

) 

μ4 p
1/2

.(1+si(x2>x4,-1,1).i(2.(1-(-1)
(β+1)/2

.β/p
1/2

))
1/2

)  

et 

x1  (p+1)/4+(-1)
(β+1)/2

.(3/2).β  

x2  (p+1)/4+2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x3 = (p-7)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β      (121) 

x4  (p+1)/4-2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x5  (p-3)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

 

24. Cas des 5_hypersurfaces, mailles unitaire et logarithmique 
 
 

24.1. Eléments généraux 

 

Si p = 3 mod 10, p = 5, p = 7 mod 10 ou p = 9 mod 10 , alors d = (5,p-1) = 1, cas qui est totalement résolu plus haut 

(matrice caractéristique de dimension 2).  

Si p = 1 mod 10, alors d = (5,p-1) = 5 et les matrices caractéristiques sont de dimension 6. A partir des permutations 

équivalentes sur (x,y) dans g
5i

+g
5j

.g
y-2

 = g
x-2

, il est simple de trouver des relations d’égalité entre certaines composantes des 

matrices caractéristiques. Ainsi :  

 

Si (p-1)/2 mod 5 = 0    ( p = 1 mod 10 ) 

 

 0 p-1 0 0 0 0 

 5 x1-5 x2 x3 x4 x5 
 

B(p,5) = 
0 x2 x5 x6 x7 x6 

0 x3 x6 x4 x7 x7 

 0 x4 x7 x7 x3 x6 

 0 x5 x6 x7 x6 x2 

 

Puis à partir des relations sur les lignes et les colonnes (soit somme p-1 pour chacune à l’exception des deux premières 

colonnes dont les sommes valent respectivement 5 et 2(p-1)-5), il vient immédiatement x1+x2+x3+x4+x5 = p-1, 

x2+x5+2x6+x7 = p-1 et x3+x4+x6+2x7 = p-1, puis x6 = 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 et x7 = -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3, soit :  
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 0 p-1 0 0 0 0 

 5 x1-5 x2 x3 x4 -x1-x2-x3-x4+p-1 
 

B(p,5) = 
0 x2 -x1-x2-x3-x4+p-1 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 

0 x3 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 x4 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 

 0 x4 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 x3 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 

 0 -x1-x2-x3-x4+p-1 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 -x1/3-x3-x4+2(p-1)/3 2x1/3-x3-x4-(p-1)/3 x2 

 
24.2. Matrice cardinale 

 

Notons, comme précédemment, λi et μi les valeurs propres des matrices B(p,5) et A(p,5) + I  (λi = μi-l, λ0 = μ0-l = p-1). 

Nous écrivons alors pour la matrice des vecteurs propres : 

 
 1 λ0/5 λ0/5 λ0/5 λ0/5 λ0/5  1 λ0/5 λ0/5 λ0/5 λ0/5 λ0/5 
 1 λ1/5 λ2/5 λ3/5 λ4/5 λ5/5  1 λ1/5 λ5/5 λ4/5 λ3/5 λ2/5 
 

PA= PB = 1/p
1/2

  
1 λ5/5 λ1/5 λ2/5 λ3/5 λ4/5 

 

            et          PA
-1 = PB

-1 = 1/p
1/2

 
1 λ2/5 λ1/5 λ5/5 λ4/5 λ3/5 

1 λ4/5 λ5/5 λ1/5 λ2/5 λ3/5 1 λ3/5 λ2/5 λ1/5 λ5/5 λ4/5 
 1 λ3/5 λ4/5 λ5/5 λ1/5 λ2/5  1 λ4/5 λ3/5 λ2/5 λ1/5 λ5/5 
 1 λ2/5 λ3/5 λ4/5 λ5/5 λ1/5  1 λ5/5 λ4/5 λ3/5 λ2/5 λ1/5 

et : 

A = PB.DA.PB
-1

 

B = PB.DB.PB
-1

 

 

A (et B) possède 4 paramètres indépendants au plus. En effet  x1+x2+x3+x4+x5 = p-1. Ainsi, il existe une fonction g tel que 

g(μ1,μ2,μ3,μ4,μ5) = 0 et les variables μi sont régies par 4 paramètres indépendants au plus. 

Nous écrivons ceci, a priori, sous la forme d’un paramètre de module et de trois paramètres d’angle soit : 

 

μi+1 = ρ.cos(θ1+2πi/5).cos(θ2+2πi/5).cos(θ3+2πi/5), i = 0 à 4         (122) 

où 

 ρ =ρ(p), θ1=θ1(p), θ2=θ2(p), θ3=θ3(p) 

 

Nous observons deux conjectures, à savoir  

 ρ = 8√p 

et 

 θ2 = θ1+π/2 

d’où il résulte immédiatement : 

μi+1 = 4√p.sin(2(θ1+2πi/5)).cos(θ3+2πi/5),  i = 0 à 4          (123) 

λi+1 = 4√p.sin(2(θ1+2πi/5)).cos(θ3+2πi/5)-1,  i = 0 à 4          (124) 

 

Ceci conduit après quelques développements et rapprochement de termes à : 

 

5  

Σ μi = 0 

i=1  

 

5       

Σ μi
2
 = 20p      et             Σ μi.μj      = -5p   

i=1   i ≠ 0, j ≠ 0, i ≠ j     
 

5  

Σ μi
3
 = 30.p

3/2
.(sin(6θ1-θ3)-sin(2θ1+3θ3)) = 60.p

3/2
.sin(2(θ1-θ3)).cos(4θ1+θ3) 

i=1  

 

De l’égalité B(p,5)  = PB.[λ].PB
-1

, nous tirons pour la composante de la seconde ligne et seconde colonne x1-5 = 

(1/5p).(λ0
2
+(λ1

3
+λ2

3
+λ3

3
+λ4

3
+λ5

3
 )/5), soit : 

5  

Σ λi
3
 = 5(5p(x1-5)-(p-1)

2
) 

i=1  

 

D’où, en utilisant les relations sur les sommes et les sommes de carrés de μi, nous obtenons :  

 

5  

Σ μi
3
 = 5p.(5x1-p-11) 

i=1  

Soit enfin : 

sin(2(θ1-θ3).cos(4θ1+θ3)) = (5x1-p-11)/(12√p)           (125) 



 

P 102/394                                                                                        Facteurs d’abondance des sommes de Waring modulo pi 

 

De même, de l’égalité B(p,5)  = PB.[λ].PB
-1

, nous tirons pour la composante de la troisième ligne et seconde colonne :  

 

x2 = (1/5p).( λ0
2
+(λ5.λ1

2
+λ1.λ2

2
+λ2.λ3

2
+λ3.λ4

2
+λ4. λ5

2
 )/5). 

 

En utilisant λi = μi-l, Σμi = 0, Σμi.μj = -5p, et après quelques manipulations élémentaires, nous obtenons : 

 

μ5.μ1
2
+μ1.μ2

2
+μ2.μ3

2
+μ3.μ4

2
+μ4.μ5

2
 = 5p(5x2-p+4) 

 

D’autre part pour la même expression, nous avons en développant son expression fonction de θ1 et θ3 : 

 

5 5 

Σ μi
2
.μi-1 = Σ 64.p

3/2
.sin

2
(2(θ1+2π.i/5)).cos

2
(θ3+2π.i/5).sin(2(θ1+2π.(i-1)/5)).cos(θ3+2π.(i-1)/5)       (126)    

i=1 i=1 

 

Le développement de cette expression n’a malheureusement pas la simplicité de (125).  

En rapprochant les équations (125) et (126), nous pouvons, en principe, trouver θ1 et θ3 fonction de x1 et x2 uniquement 

(indépendance en fonction de x3, x4 et x5). Ceci signifie que le vecteur (μ1, μ2, μ3, μ4, μ5) s’exprime à partir de x1 et x2 

uniquement (sans forcément par une expression littérale explicite comme en général pour les équations de degré supérieur 

ou égal à 5). 

 

Le couple des valeurs des angles (θ1,θ3) mod 2π n’est pas unique solution. En effet θ1’ = θ1+3π/10.i et θ3’ = θ3-2π/10.i (i 

entier) conviennent également, soit 20 expressions distinctes mod 2π 

 

En réinjectant ce résultat dans la matrice cardinale, nous avons nécessairement que x3, x4 et x5 s’expriment en fonction de 

x1et x2 (là encore sans forcément par une expression littérale explicite).  

Les recherches que nous avons effectuées pour trouver une dépendance algébrique simple (éventuellement quadratique), 

sans l’utilisation des racines primitives, entre x1 et x2 comme dans les cas d = 2, d = 3 et d = 4 ont été infructueuses (ce qui 

ne signifie pas qu’elle n’existe pas).  

L’expression (126) est donnée ici pour faciliter la tâche de ceux assez courageux pour plus loin dans la recherche de 

solutions explicites (le problème littéral étant éventuellement insoluble à l’instar des équations de degré 5). 

 

A titre d’exemple, nous pouvons donner le tableau suivant pour les nombres premiers inférieurs à 300 (avec d = 5) : 

 

p θ1 θ2 θ3 μ1 μ2 μ3 μ4 μ5 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

11 1,96899183 3,53978816 0,12231286 -8,59492974 -0,42314838 -5,54860734 5,15415014 9,41253532 5 5 0 0 0 0 5 

31 5,42497645 0,71258747 4,26742721 -11,5544096 -9,48452492 19,5579921 -1,80194466 3,28288712 15 0 0 10 5 10 5 

41 5,48108018 0,76869120 3,70473978 3,23050715 16,3126953 -21,6453059 -4,97933412 7,08143762 5 15 10 10 0 10 5 

61 5,41052168 0,69813270 3,85686998 24,0641182 -8,47344816 3,30368744 -23,2258973 4,33153986 15 15 0 20 10 10 15 

71 5,63382773 0,92143875 3,49645132 -1,28527692 12,9876689 17,9536388 -30,4420362 0,78600551 5 25 20 10 10 10 15 

101 1,56268869 3,13348502 5,77528429 -37,7501906 17,693203 4,44714944 16,1793748 -0,56953663 5 15 30 20 30 20 15 

131 5,78724905 1,07486007 0,16203602 37,8200044 -7,46278244 8,42929593 -31,8572898 -6,92922816 35 25 10 40 20 30 25 

151 5,95919365 1,24680467 5,77743553 25,9535985 -34,3878007 -19,6427931 27,8929505 0,18404478 30 30 30 40 20 40 20 

181 6,26144130 1,54905232 6,15607240 2,32067239 -14,3050398 -37,7493303 44,2091345 5,52456324 45 15 30 40 50 40 35 

191 5,36445573 0,65206675 0,20106121 52,2529591 -20,4851358 -3,90261783 -25,4764801 -2,38872543 65 40 20 40 25 40 45 

211 4,72627276 0,01388378 1,45036853 -29,7819181 37,2625092 27,106761 -34,7811546 0,19380256 45 45 40 30 50 30 55 

241 4,68952002 6,26031635 1,22272437 16,0751071 -0,9684057 49,6037186 -34,1447613 -30,5656587 60 50 60 40 30 60 40 

251 2,13869055 3,70948688 2,53037742 -18,2038577 24,6018212 43,1518101 -47,0650327 -2,48474101 50 70 50 40 40 40 60 

271 1,96141378 3,53221011 2,64943499 7,23914379 -40,8644203 -11,5078631 58,2510405 -13,1179008 75 50 30 70 45 60 55 

281 0,66011873 2,23091506 2,45693314 50,3190486 -1,08660571 22,5665972 -35,9711262 -35,8279138 65 40 50 70 55 70 45 
 

Notons cependant que la condition θ2 = θ1+π/2 n’est pas obligatoire. 

 

25. Cas des d_hypersurfaces, d premier impair,  mailles unitaire et logarithmique 
 

Nous nous intéressons à la géométrie des valeurs propres μi. 

Commençons par les observations suivantes :   
 

- Dans le cas d = 3, nous nous plaçons dans le plan (dim = d-1 = 2). Les valeurs propres de la matrice A sont les projections 

sur un axe passant par l’origine, axe variable suivant p (angle θ = 1/3.arccos(f/(2√p))), de trois vecteurs de même module 

orienté à 120° l’un de l’autre dont la somme vectorielle est nulle.  
 

- Dans le cas d = 5, nous nous plaçons dans le plan (dim = d-1 = 4). Les valeurs propres de la matrice A sont les projections 

sur un axe passant par l’origine, axe variable suivant p, de cinq vecteurs de même module orienté à angles égaux entre eux 

dont la somme vectorielle est nulle.  

 

Par analogie, dans le cas de d entier impair quelconque, nous pouvons conjecturer le schéma suivant : 
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Nous nous plaçons dans le plan. Les valeurs propres de la matrice A sont les projections sur un axe, passant par l’origine et 

variable suivant p, de d vecteurs de module identique, formant des angles identiques entre eux concourant ainsi à une 

somme vectorielle nulle. 

 

La construction de tels vecteurs n’est pas complexe hormis la détermination de l’axe de l’un d’eux, axe variant suivant p. 

Plaçons-nous dans un espace de dimension d-1.  Le système de coordonnées polaires suivant permet de repérer un point 

quelconque dans cette espace :  

 

x0 = ρcos(θ1)cos(θ2)cos(θ3) cos(θ4) … cos(θd-3) cos(θd-2) 

x1 = ρsin(θ1)cos(θ2)cos(θ3)cos(θ4) … cos(θd-3) cos(θd-2) 

x2 = ρsin(θ2)cos(θ3)cos(θ4) … cos(θd-3) cos(θd-2) 

x3 = ρsin(θ3)cos(θ4) … cos(θd-3) cos(θd-2) 

… 

xd-3 = ρsin(θd-3)cos(θd-2) 

xd-2 = ρsin(θd-2) 

 

Nous cherchons d vecteurs (x0(1), x1(1), x2(1), … xd-3(1), xd-2(1)), (x0(2), x1(2), x2(2), … xd-3(2), xd-2(2)), (x0(d), x1(d), x2(d), … xd-3(d), xd-

2(d)), de la forme (x0, x1, x2, … xd-3, xd-2) précédente, de somme vectorielle nulle, soit encore : 

 

  d 

  Σ     xj(i)  = 0, j = 1 à d-2 

i = 1 

Ecrivons : 

xj(i) = ρsin(θj+2πi/d)cos(θj+1+2πi/d) … cos(θd-3+2πi/d) cos(θd-2+2πi/d) 

 

Nous n’avons pas développer cette expression qui est certainement un sujet d’exercice valable. Le lecteur intéressé devra 

notamment établir et utiliser des identités remarquables trigonométriques telles que : 

  

  d 

  Σ     sin(2πi/d)cos
j
(2πi/d) = 0, j entier (positif, nul ou négatif)  

i = 1 

 

  d 

  Σ     sin
k
(2πi/d)cos

j
(2πi/d) = d.x/2

i+j-1
, j entier (positif, nul ou négatif), (conjecture x entier)  

i = 1 

 

  d 

  Σ     sin
k
(2πi/d)cos

j
(2πi/d) = 0, j entier (positif, nul ou négatif), k impair positif  

i = 1 

 

pour prouver que les vecteurs (x0(j), x1(j), x2(j), … xd-3(j), xd-2(j)) répondent à la question posée. 

 

μ = x0 = ρcos(θ1)cos(θ2)cos(θ3) … cos(θd-2) cos(θd-2) est la projection sur un axe donné du point initial (x0, x1, …, xd-2). 

 

Le vecteur (μ1, μ2, … μd-1, μd) où  

 

μi+1 = ρcos(θ1+2πi/d)cos(θ2+2πi/d)cos(θ3+2πi/d)…cos(θd-3+2πi/d)cos(θd-2+2πi/d)        (127)    

 

représente l’ensemble des valeurs propres issues des vecteurs à somme nulle évoqués précédemment. 

 

La conjecture ci-dessus est vérifiée pour d = 3 et d = 5 par les formules littérales données plus haut (qui sont encore des 

conjectures).  

 

Nous proposons pour ρ l’expression suivante : 

          ρ = 2
d-2

.√p        (128) 

 

Nous pouvons illustrer notre propos par un court tableau concernant le cas n  = 7 : 

 

p θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 μ1 μ2 μ3 μ4 μ5 μ6 μ7 
3319 0,279854 0,614355 1,236948 2,735251 5,417584 -282,47643 -70,06005 -17,22707 19,56917 68,61039 71,27661 210,30737 

3361 -0,938912 0,231923 1,308717 1,616279 2,739032 -334,68227 -6,53937 11,55847 55,66224 70,67597 91,42730 111,89767 
 

Obtenir les valeurs des angles θi est relativement difficile et demande de la persévérance (de l’ordinateur), d’où le peu de 

résultats présentés ci-dessus. En effet, la géométrie de cos(θ1+2πi/d)cos(θ2+2πi/d)cos(θ3+2πi/d)…cos(θd-3+2πi/d)cos(θd-

2+2πi/d) est celle d’un oursin. Les solutions μi sont au fond de « vallées ». La maille de recherche pour les d-2 paramètres 
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d'angles doit être suffisamment fine obligeant à de très nombreux essais, chacun suivi d'une évaluation de minima (qui 

aboutit seulement lorsque le minima est effectivement 0) qui doit être abrégée lorsque probablement infructueuse.   

L'ordre de grandeur de la maille semble être de l'ordre de 0,1 pour réussir à « tomber » dans toutes les vallées distinctes ce 

qui signifie (2π/0,1)
d-2

 essais potentiels. Nous voyons l'intérêt de simplifications du type θ2 = π/2+θ1 (obtenu dans le cas n = 

5) aussi bien sur le plan pratique que sur le plan théorique pour la production d’éventuelles formules littérales. Le cas n =  

11, qui suit le cas n = 7, fait « exploser » le nombre potentiel de valeurs d’angles à examiner (qui passe de 10
9
 à plus de 

10
16

). 

 

26. Cas des d_hypersurfaces, d = p
n
, mailles unitaire et logarithmique 

 

Dans le cas d = 2, nous nous plaçons sur une droite (dim = d-1 = 1). Les valeurs propres de la matrice A sont les projections 

sur un axe passant par l’origine, axe variable suivant p (angle θ), de deux vecteurs de même module orienté à 180° l’un de 

l’autre dont la somme vectorielle est nulle.  

Pour p = 1 mod 4, nous sommes sur une droite réelle. Le foyer est 0 et la seule projection possible est θ = 0.  

Pour p = 3 mod 4, il faut se situer dans la droite imaginaire. Le foyer est 0.i (= 0) et la projection est θ = 0 (ou θ =π/2 dans 

le plan complexe). 
 

Dans le cas d = 4, nous retournons dans un espace de dimension 1 (=(d-1)/2).  

Pour p = 1 mod 8, nous sommes sur une droite réelle. Nous avons deux foyers p
1/2

 et -p
1/2

 (de somme nulle), deux cercles 

autour de ces foyers de rayon différent et les solutions sont les intersections avec l’axe θ = 0.  

Pour p = 5 mod 8, les foyers sont encore p
1/2

 et -p
1/2

. Les équations des deux cercles précédents sont reprises mais les 

solutions sont cette fois les intersections avec l’axe des imaginaires (θ =π/2). 
 

Pour les valeurs propres, le passage de p à p
n
 semble correspondre géométriquement au passage d'une collection de 

vecteurs à un foyer (avant projection sur un axe donné) à des collections de vecteurs sur des foyers distincts. Nous 

spéculons sur des « oursins » à p éléments à module et angles égaux entre eux et p
n-1

 foyers (dans un espace de dimension 

adaptée). 

 

27. Propriétés générales des valeurs et vecteurs propres 
 

Pour la matrice des vecteurs propres, nous nous plaçons dans le cas particulier du choix des matrices de passage intra-

unitaires. 

 

Propriété 13 

                                                                   d                                   

d.(#(u,v) / { g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod pi}) = (1/p).((p-1)
2
/d + Σ λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y

 
/d

2
)        (129) 

                                                                  k=1                                   

 

Le premier membre de cette identité possède un certain nombre de propriétés (1 à 7) que nous avons exposé précédemment 

et qui s’appliquent aux matrices A et B. 

Nous allons établir dans la suite la coïncidence de ces propriétés avec celles du second membre assujettie au choix de ladite 

forme particulière de la matrice des vecteurs propres et de leurs matrices inverses. Nous partons du résultat (c’est-à-dire la 

dite forme). Nous en déduisons des propriétés sur les valeurs propres.  

 

Propriété 14 
 

Les nombres pi, respectivement pi-1, sont toujours valeurs propres (parmi les autres valeurs propres) des matrices A et B, 

les vecteurs propres (colonnes) associés étant (1, 1, …, 1). En effet, la somme des lignes vaut p i, respectivement pi-1, pour 

les matrices [A] et [B]. Ceci entraîne trivialement la propriété.  

 

Propriété 15 

 

(description de la décomposition de la matrice) 
 

Soit donc un d+1-uplet (μ0, μ1, μ2, … μd-1, μd) = (λ0, λ1, λ2, … λd-1, λd) + (1, 1, 1, … 1, 1). Soit encore le d+1-uplet conjugué 

du précédent (μ0*, μ1*, μ2*, … μd-1*, μd*) = (λ0*, λ1*, λ2*, … λd-1*, λd*) + (1, 1, 1, … 1, 1).  

Nous construisons, à partir de ces éléments, quatre matrices [A], [PA], [DA], et [QA] telles que [A] = [PA].[DA].[QA] comme 

suit : 

  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d μ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 μ1 0 … 0 1 λ1/d λd/d … λ2/d 

A = (1/p) 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 μ2 … 0 1 λ2/d λ1/d … λ3/d 

  … … … … … … … … … … … … … … … 

  1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 0 … μd 1 λd/d λd-1/d … λ1/d 

 

Le facteur 1/p = (1/√p).(1/√p) est partagé équitablement entre [PA] et [QA]. 

Nous avons immédiatement, avec A = B + I  
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  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d λ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 λ 1 0 … 0 1 λ1/d λd/d … λ2/d 

B = (1/p) 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 λ2 … 0 1 λ2/d λ1/d … λ3/d 

  … … … … … … … … … … … … … … … 

  1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 0 … λd 1 λd/d λd-1/d … λ1/d 

 

Cette construction est libre car aucune condition n’est imposée à [A] (ou [B]) pour l’instant.  
 

Décrivons les matrices (√p).PA , DA et (√p).QA.  

Pour (√p).PA : 

- première ligne de (√p).PA : λ0 = p-1, p un réel, d’où (1, λ0*/d,…, λ0*/d) = (1, λ0/d,…, λ0/d) = (1, (p-1) /d,…, (p-1) /d), 

- seconde ligne de (√p).PA : (1, λ1*/d, λ2*/d, λ3*/d, …, λd*/d), 

- composante de deuxième ligne et deuxième colonne égale à λ1*, 

- reste de la matrice, soit matrice réduite notée (√p).PA’ :  λi*/d avec permutations circulaires croissantes des indices en 

lignes (retour à 1 lorsque d est dépassé) et permutations circulaires décroissantes des indices en colonnes (retour à d lorsque 

1 est dépassé) 

La matrice PA’ est une matrice circulante droite. 

Pour DA : 

C’est la matrice trace du d+1-uplet (μ0, μ1, μ2, … μd-1, μd). 

Pour (√p).QA : 

- première ligne = première ligne de (√p).PB multiplié par 1/d, sauf première composante : (1, λ0/d, λ0/d, λ0/d,, …, λ0/d) 

- première colonne = première ligne de (√p).PB multiplié par 1/d, sauf première composante: (1, 1/d, 1/d, 1/d, …, 1/d) 

- composante de deuxième ligne et deuxième colonne égale à λ1/d
2
,  

- reste de la matrice λi/d avec permutations circulaires croissantes des indices en colonnes et permutations circulaires 

décroissantes des indices en lignes. 

La matrice QA’, réduite de QA, est une matrice circulante droite. 

 

Nous imposons à présent des conditions en vérifiant à chaque fois les conséquences induites : 

Soit QA = PA
-1

, donc [PA].[PA
-1

] = I. 

Nous avons immédiatement, avec A = B + I  

 

  1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d λ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

  1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 λ 1 0 … 0 1 λ1/d λd/d … λ2/d 

B = (1/p) 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 λ2 … 0 1 λ2/d λ1/d … λ3/d 

  … … … … … … … … … … … … … … … 

  1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 0 … λd 1 λd/d λd-1/d … λ1/d 

 

De plus : 

 1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d 1 λ0/d λ0/d … λ0/d  1 0 0 … 0 

 1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 1 λ1/d λd/d … λ2/d  0 1 0 … 0 

I = (1/p)  1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 1 λ2/d λ1/d … λ3/d = 0 0 1 … 0 

 … … … … … … … … … …  … … … … … 

 1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 1 λd/d λd-1/d … λ1/d  0 0 0 … 1 

 

Ceci entraîne diverses identités sur les éléments de matrice c(i,j), i
ème

 ligne, j
ème

 colonne, i = 1 à d+1, j = 1 à d+1. 

Nous manipulons par la suite les indices i et j comme des permutations circulaires modulo d lorsque i>1 ou lorsque j > 1. 

Composante (1,1) de I  : 

                d  

c(1,1) = (1/p).(1 + Σ λ0*/d)  = (1/p).(1+p-1) = 1 

                 I=1                                   

Cette identité est trivialement vérifiée. 

Composantes (i+1,1) de I, i>0 : 

              d 

c(i+1,1) = (1/p).(1 + Σ λj+1-i*/d) = 0 

               j=1                                  

D’où il résulte les conditions suivantes:  
 

 d         d  

 Σ λi* = -d      et             Σ μi* = 0      (130) 

 i=1        i=1   

Composantes (1,i+1) de I, i>0 : 

                                d  

c(1,i+1) = (1/p).(λ0/d + λ0. Σ λj+1-i
 
/d

2
) = 0 

                                  j=1                                   

D’où il résulte :  
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d         d  

 Σ λi = -d      et             Σ μi = 0      (131) 

 i=1        i=1   

 

Les expressions (130) et (131) sont équivalentes (pas de contradiction à la généralité du problème). 

Composantes (i+1,i+1) de I, i>0 : 

                      d+1-i  

c(i+1,i+1) = (1/p).(λ0/d + Σ    λj*.λj
 
/d

2
) = 1 

                      j=2-i                                   

 

D’où il résulte les conditions suivantes (en utilisant également Σμi=0, Σμi*=0, Σ1=d  pour la deuxième relation) :  

 

d         d  

 Σ λi*.λi = d.(p.d-p+1)      et             Σ μi*.μi = (d-1).d.p     (132) 

 i=1        i=1   

 

Composantes (i+1,j+1) de I, i≠j), i>0 et j>0 : 

      d  

c(i+1,j+1) = (1/p).(λ0/d + Σ λk+1-i*.λk+1-j/d
2
) = 0 

       k=1                                   

 

D’où il résulte les conditions suivantes (en utilisant également Σμi=0, Σμi*=0, Σ1=d pour la deuxième relation) :  

 

d         d    

 Σ λk+1-i*.λk+1-j = -(p-1).d          et             Σ μk+1-i*.μk+1-j = -p.d         (133) 

 k=1         k=1   

 

Ecrivons ensuite B = [PB].[DB][PB
-1

] sous la forme : 

 

0 0 … 0  p-1 0 … … 0   1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d λ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

d            1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 λ1 0 … 0 1 λ1/d λd/d … λ2/d 

0           
 

= 1/p 
1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 λ2 … 0 1 λ2/d λ1/d … λ3/d 

…  U     V    … … … … … … … … … … … … … … … 

…            … … … … … … … … … … … … … … … 

0            1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 0 … λd 1 λd/d λd-1/d … λ1/d 

 

Ici la composante (1,ii+1) de la matrice B est occupée par p-1 (ii = 0 auquel cas U se réduit au vide ou ii = d/2 et U et V 

sont tous deux de dimension (d,d/2)). 

 

Nous avons : 

 

0 0 … 0  p-1 0 … … 0   λ0 λ1.λ0/d λ2.λ0/d … λd.λ0/d 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

d            λ0 λ1.λ1*/d λ2.λ2*/d … λd.λd*/d 1 λ1/d λd/d … λ2/d 

0           
 

= 1/p 
λ0 λ1.λd*/d λ2.λ1*/d … λd.λd-1*/d 1 λ2/d λ1/d … λ3/d 

…  U     V    … … … … … … … … … … 

…            … … … … … … … … … … 

0            λ0 λ1.λ2*/d λ2.λ3*/d … λd.λ1*/d 1 λd/d λd-1/d … λ1/d 
 

Puis : 

Composante (1,1) de B (identité vérifiée) : 

                      d  

c(1,1) = (1/p).( λ0 + λ0 Σ λ0*/d) = 0 

                         i=1                                   

 

Composante (2,1) de B (identité vérifiée en utilisant les relations (132)) : 

 

                 d  

c(2,1) = (1/p).( λ0 + Σ λiλi*/d) = (1/p).(p-1+d.(p.d-p+1)/d = d 

                  i=1                                   

 

Composantes (i+1,1) de B, i>1 (identité vérifiée en utilisant les relations (133)) : 

 

             d  

c(i+1,1) = (1/p).( λ0 + Σ λkλk+1-i*/d) = (1/p).(p-1-d.(p-1)/d) = 0 

                k=1                                    
 

Composantes (1,i+1) de B, i≠ii, i>0 : 
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          d  

c(1,i+1) = (1/p).(λ0
2
/d + Σ λ0.λk.λk+1-i/d

2
) = 0 

           k=1                                   

 

D’où il résulte les conditions suivantes (en utilisant également Σμi = 0 pour la deuxième relation) :  

 

d         d    

 Σ λk.λk+1-i = -d.(p-1)          et             Σ μk.μk+1-i = -d.p         (134) 

 k=1        k=1  
 

Composantes (1,ii+1) de B : 

         d  

c(1,ii+1) = (1/p).(λ0
2
/d + Σ λ0.λk.λk+1-ii/d

2
) = p-1 

          k=1                                   

 

D’où il résulte les conditions suivantes (en utilisant également Σμi = 0 pour la deuxième relation) :  

 

d  d    

Σ λk.λk+1-ii = d.(p.d-p+1) et Σ μk.μk+1-ii = (d-1).d.p         (135) 

k=1  k=1   

 

Composantes (i+1,j+1), i>0 et j>0, de B : 
 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/p).(λ0
2
/d + Σ λk.λk+1-i*.λk+d+1-j

 
/d

2
)  

 k=1                                   

 

D’où il résulte (en utilisant (130) à (135) pour la seconde identité) : 

 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/p/d).((p-1)
2
+(1/d). Σ λk.λk+1-i*.λk+d+1-j

 
)        (136) 

 k=1                                   

Si {i≠1, i≠j, j≠ii}: 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/d).(p+1+(1/p/d). Σ μk.μk+1-i*.μk+1-j
 
)        (137) 

 k=1                                   

 

Si {i=1, i≠j, j≠ii} ou {i≠1, i=j, j≠ii} ou {i≠1, i≠j, j=ii}, soit {i=1, j≠1, j≠ii} ou {i≠1, i=j, i≠ii} ou {i≠1, i≠ii, j=ii}:  

 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/d).(p+d-5+(1/p/d). Σ μk.μk+1-i*.μk+1-j
 
)        (138) 

 k=1                                   

 

Si {i=1, i=j, j≠ii} ou {i≠1, i=j, j=ii} ou {i=1, i≠j, j=ii}, soit {i=j=1, i≠ii} ou {i≠1, i=j=ii} ou {i=1, i≠ii, j=ii}: 

 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/d).(p+2.d-5+(1/p/d). Σ μk.μk+1-i*.μk+1-j
 
)        (139) 

 k=1                                   
 

Si {i=1, i=j, j=ii}, soit {i=j=ii=1} : 
 

 d                                   

c(i+1,j+1) = (1/d).(p+3.d-5+(1/p/d). Σ μk.μk+1-i*.μk+1-j
 
)        (140) 

 k=1                                   

 

Si nous imposons à présent les caractéristiques des sommes de chaque ligne de la matrice B, il suit : 

 

d                           d                                   d  

Σ           c(i+1,j+1) = Σ (1/p/d).((p-1)
2
+(1/d).Σ λk.λk+1-i*.λk+1-j

 
) = p-1-d  

i=1 (j=1)              i=1                               k=1                                   

et 

d                           d                                   d  

Σ           c(i+1,j+1) = Σ (1/p/d).((p-1)
2
+(1/d).Σ λk.λk+1-i*.λk+1-j

 
) = p-1  

i=1 (j>1)              i=1                               k=1                                   

Soit encore : 
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d     d   

Σ     Σ            λk.λk+1-i*.λk+1-j
 
 = -d

2
.(p.d-p+1)       (141)  

i=1 k=1 (j=1)                                    

et 

d     d   

Σ     Σ            λk.λk+1-i*.λk+1-j = d
2
.(p-1)       (142)  

i=1 k=1 (j>1)                                    

 

De même, si nous imposons les caractéristiques des sommes de chaque colonne de la matrice B, il suit : 

 

d                           d                                  d  

Σ           c(i+1,j+1) = Σ (1/p/d).((p-1)
2
+(1/d).Σ λk.λk+1-i*.λk+1-j

 
) = p-1-d  

j=1 (i=ii)             j=1                               k=1                                   

et 

d                          d                                   d  

Σ          c(i+1,j+1) = Σ (1/p/d).((p-1)
2
+(1/d).Σ λk.λk+1-i*.λk+1-j

 
) = p-1  

j=1 (i≠ii)             i=1                               k=1                                   

Soit encore : 

d     d   

Σ     Σ            λk.λk+1-i*.λk+1-j
 
 = -d

2
.(p.d-p+1)       (143)  

i=1 k=1 (i=ii)                                    

et 

d     d    

Σ     Σ           λk.λk+1-i*.λk+1-j = d
2
.(p-1)       (144)  

i=1 k=1 (i≠ii)                                    

 

Considérons à présent les relations (133) et (143). 

d  

 Σ          λk-i*.λk-j = -d.(p-1)         

 k=1 (i≠j)  

 

d     d  

Σ     Σ           λk.λk+1-i*.λk+1-j
 
 = d

2
.(p-1)  

i=1 k=1 (j>1)                                   

 

La première se déduit de la seconde. En effet, écrivons la suite d’expressions équivalentes (après un changement d’indices 

valide) découlant de (133) : 

     d  

λm Σ           λk+1-i*.λk+1-j = λm.(-d).(p-1)         

     k=1 (i≠j)  

 

       d  

λm+1 Σ          λk+2-i*.λk+2-j = λm+1.(-d).(p-1)         

       k=1 (i≠j)  

… 

          d  

λm+d-1 Σ         λk+d-i*.λk+d-j = λm+d-1.(-d).(p-1)         

         k=1 (i≠j)  

 

En sommant les premiers composants des membres gauches des équations ci-dessus, nous obtenons : 

 

d     d 

Σ     Σ               λk+m.λk+1-i*.λk+1-j   

i=1 k=1 (i≠j, m) 

En prenant m = 0, nous obtenons : 

d     d 

Σ     Σ           λk+m.λk+1-i*.λk+1-j   

i=1 k=1 (i≠j) 

 

La somme des membres droits, quant à elle, vaut en utilisant (131): 

 

                d  

(-d).(p-1).Σ λk = d
2
.(p-1)        

                k=1  

D’où 
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d  

Σ        λk.λk+1-I*.λk+1-j  = d
2
.(p-1) 

k=1, i≠j  

 

Nous pouvons montrer sur le même modèle que l’ensemble des relations (141), (142), (143) et (144) se déduisent de (130), 

(131), (132), (133), (134) et (135). 

Les conditions sur les sommes des lignes et des colonnes de la matrice B (et A) résultent des seules conditions (130), (131), 

(132), (133), (134) et (135). 

 

Rapprochons à présent les relations (132) et (135). Il suit immédiatement que : 

 

d d  d   d  

 Σ λk.λk+1-ii = Σ λi*.λi = d.(p.d-p+1) et Σ μk.μk+1-ii =  Σ μi*.μi = (d-1).d.p  

 k=1 i=1  k=1  i=1   

Si ii = 1, alors : 

d d d  d  

 Σ λk.λk =  Σ λi*.λi = Σ Re(λi
2
) = d.(p.d-p+1) et  Σ Im(λi

2
) = 0  

 k=1 i=1 i=1  i=1  

et 

d d d  d  

 Σ μk.μk =  Σ μi*.μi = Σ Re(μi
2
) = (d-1).d.p et  Σ Im(μi

2
) = 0  

 k=1 i=1 i=1  i=1  

D’où : 

Si p = 1 mod 2d (matrices de type 1), alors les valeurs propres des matrices A et B sont toutes réelles et 

 

Σ Re(μi
2
) = p.d

2
+p.(p-d) pour la matrice A (μ0 inclus) 

et 

Σ Re(λi
2
) = p.d

2
+(p-1).(p-1-d) pour la matrice B (λ0 inclus). 

 

Passant à ii ≠ 1 (=d/2+1), nous rapprochons les relations de (132) et (135) : 

 

d  d  

 Σ λi*.λi = d.(p.d-p+1) et      Σ μi*.μi = (d-1).d.p      

 i=1  i=1   

 

 d  d    

 Σ λi+1-m.λi+1-m = -(p-1).d et      Σ μi+1-m.μi+1-m = -d.p       

 i=1   i=1   

 

Nous choisissons m tel que m = ii-d/2. Alors m = 1. D’où il vient : 

 

 d  d  

 Σ Re(λi
2
)+Im(λi

2
) = d.(p.d-p+1) et    Σ Re(μi

2
)+Im(μi

2
) = (d-1).d.p      

 i=1  i=1   

 

 d   d    

 Σ Re(λi
2
)-Im(λi

2
) +2i.Re(λi).Im(λi) = -(p-1).d et          Σ Re(μi

2
)-Im(μi

2
) +2i.Re(μi).Im(μi) = -d.p       

 i=1   i=1   

D’où : 

d  d  d 

 Σ Re(λi
2
) = d.(p.d/2-p+1) et Σ Im(λi

2
) = p.d

2
/2 et  Σ Re(λi).Im(λi) = 0 

 I=1  i=1  i=1  

 

      d  d  d   

      Σ Re(μi
2
) = (d/2-1).d.p et Σ Im(μi

2
) = d

2
.p/2 et   Σ Re(μi).Im(μi) = 0 

     i=1   i=1   i=1  

D’où : 

Si p = 1+d mod 2d (matrices de type 2), alors l’ensemble des valeurs propres des matrices A et B comprend des nombres 

imaginaires et Σ Re(μi
2
) = (d/2-1).d.p+p

2
 = p.((d/2-1).d+p), Σ Im(μi

2
) = d

2
.p/2, Σ Re(μi).Im(μi) = 0 pour la matrice A (μ0 

inclus) et Σ Re(λi
2
) = d.(p.d/2-p+1)+(p-1)

2
, Σ Im(λi

2
) = p.d

2
/2, Σ Re(λi).Im(λi) = 0 pour la matrice B (λ0 inclus). 

 

Etudions à présent les conditions liées aux propriétés 7. Nous avons vu qu’il suffit de considérer deux transformations 

uniquement, à savoir T2 et T4. 
 

Pour la transformation T2.  
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x’ = -x+4  y’ = -x+y+2+(p-1)/2 

Alors : 

                  d                                   

c(x,y) = (1/p).((p-1)
2
/d + Σ λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y

 
/d

2
)  

      k=1                                   

Et 

                   d                                   

c(x’,y’) = (1/p).((p-1)
2
/d + Σ λk.λk+d+2-x’*.λk+d+2-y’

 
/d

2
)  

       k=1                                   
 

D’où, comme d = 0 mod d, pour c(x’,y’)=c(x,y) : 

 

d  d 

Σ λk.λk+2-x*.λk+2-y
 
 = Σ λk.λk+x-2*.λk+x-y-(p-1)/2 

k=1                                   k=1                                  

 

Soit, par la permutation k →k-x+2+(p-1)/2, au second membre: 

 

d  d 

Σ λk.λk+2-x*.λk+2-y
 
 = Σ λk-x+2+(p-1)/2.λk+(p-1)/2*.λk+2-y 

k=1                                   k=1                                  

 

Soit, par réarrangement de termes du second membre: 

 

d  d  

Σ λk.λk+2-x*.λk+2-y
 
 = Σ λk+(p-1)/2*.λk-x+2+(p-1)/2. λk+2-y (145) 

k=1                                   k=1                                   

Pour la transformation T4 :  

x’ = y+(p-1)/2  y’ = x+(p-1)/2 

Alors : 

                 d                                   

c(x,y) = (1/p).((p-1)
2
/d + Σ λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y

 
/d

2
)  

    k=1                                   

et 

                  d                                   

c(x’,y’) = (1/p).((p-1)
2
/d + Σ λk.λk+d+2-x’*.λk+d+2-y’

 
/d

2
)  

      k=1                                   

 

D’où, comme d = 0 mod d, pour c(x’,y’)=c(x,y) : 

 

d  d 

Σ   λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y
 
 = Σ   λk.λk+d+2-y-(p-1)/2*.λk+d+2-x-(p-1)/2

 
 

k=1                                   k=1                                  

 

Soit, par réarrangement de termes du second membre, et substitution –(p-1)/2 = (p-1)/2 mod d : 

 

d  d  

Σ   λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y
 
 = Σ   λk.λk+d+2-x+(p-1)/2.λk+d+2-y+(p-1)/2*

 
 (146) 

k=1                                   k=1                                   

 

Considérons à présent le cas (p-1)/2 = 0 mod d. Nous savons alors que les valeurs propres de B sont réelles.  

Ainsi : 

λk+(p-1)/2 = λk = λk*    (147) 

 

Les relations (145) et (146) sont alors des identités triviales en utilisant λk+(p-1)/2 = λk*. 

 

Considérons le cas (p-1)/2 = d/2 mod d. Les valeurs propres de B sont les valeurs propres d’une matrice à coefficients 

entiers, donc à coefficients réels. Chaque valeur propre admet donc une valeur propre conjuguée. La liste (λ1, λ2, …, λd) des 

valeurs propres se présentent avec le bon indice et le bon réarrangement des termes sous la forme (λ1, λ2, …, λd/2, λd/2+1, 

λkd/2+2, …, λd) = (λ1, λ2, …, λd/2, λ1*, λ2*, …, λd/2*), soit : 

 

λk+(p-1)/2 = λk*    (148) 

 

Revenant aux relations (145) et (146), elles sont à présent des identités triviales en utilisant la relation (148). 

Nous récapitulons ici ces résultats : 
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Propriétés 16    (de sommations des valeurs propres) 

 

16.1  Σ λi = Σ λi* = -d Σ μi = Σ μi* = 0 i = 1 à d 

16.2  Σ λi*.λi = d.(p.d-p+1) Σ μi*.μi = (d-1).d.p i = 1 à d 

16.3  Σ λk+1-i*.λk+1-j = -d.(p-1) Σ μk+1-i*.μk+1-j = -p.d k = 1 à d, i≠j 

16.4  Σ λk.λk+1+(p-1)/2 = d.(p.d-p+1) Σ μk.μk+1+(p-1)/2 = (d-1).d.p k = 1 à d 

16.5  Σ λk.λk+1-i = -d.(p-1) Σ μk.μk+1-i = -d.p k = 1 à d, i≠(p-1)/2 mod d 

16.6 Σ Re(λi
2
) = p.d

2
+(p-1).(p-1-d)  Σ Re(μi

2
) = p.d

2
+p.(p-d) p = 1 mod 2d, i = 0 à d  

16.7 Σ Re(λi
2
) = d.(p.d/2-p+1)  

Σ Im(λi
2
) = p.d

2
/2  

Σ Re(λi).Im(λi) = 0 

Σ Re(μi
2
) = (d/2-1).d.p 

Σ Im(μi
2
) = d

2
.p/2  

Σ Re(μi).Im(μi) = 0 

p = 1+d/2 mod 2d, i = 1 à d   

16.8 λk+(p-1)/2 = λk* μk+(p-1)/2 = μk*  

16.9 cB(x,y) = (1/p).((p-1)
2
/d +  

Σ λk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y
 
/d

2
) 

cA(x,y) = (1/p).((p-1)
2
/d +  

Σ μk.λk+d+2-x*.λk+d+2-y
 
/d

2
) 

k = 1 à d 

 

Nous pourrions établir également (non démontré) : 

 

16.10 ∑ λi
2
 = (-1)

(p-1)/2
.d.(p.d-p+1) ∑ μi

2
 = (-1)

(p-1)/2
.(d-1)d.p i = 1 à d 

16.11 ∑ λi
3
 = d.(-1+p.(-p+d(x1-d+2)))    ∑ μi

3
 = d.p.(-1-p+d(x1-d+3)) i = 1 à d 

 

28. Propriétés des matrices cardinales (suite)  
 

Certaines propriétés des matrices cardinales sont héritées des propriétés des matrices carrées en général. Voyons ce qu’il en 

est. Soit [M] une matrice carrée de dimension d+1 et μi ses valeurs propres, i = 0 à d. Ici bien sûr μ0 n’a pas de propriétés 

particulières par rapport aux autres valeurs propres.  

Cependant, lorsque [M] est une matrice cardinale de dimension d+1, la somme des lignes est une constante q. Toutes 

matrices carrées de ce type admet la constante q comme valeur propre. Ainsi, pour une variable de nombres entiers, l’une 

des valeurs propres μ0 vaut p. De même, pour une variable de nombres premiers, l’une des valeurs propres notée λ0 vaut p-

1.  

Nous considérons le déterminant de la matrice [M]-μ[I] où μ est une indéterminée complexe : 

 

dét(M-μ[I]) = (-1)
d+1

.μ
d+1

+tr([M]).μ
d
+...+μ0.μ1…μd.μ

0
 = (μ0-μ).(μ1-μ)…(μd-μ)    (149) 

D’où il résulte : 

d 

Σ   μi = tr[M]  

i = 0 

 

Soit [μi] et [P] les matrice des valeurs propres et des vecteurs propres de [M]. L’identité [M] = [P].[μ i].[P
-1

] entraîne 

immédiatement [M]
n
 = [P].[μi]

n
.[P

-1
], d’où : 

d  

Σ μi
n
 = tr([M]

n
)       (150) 

i = 1  

 

Soit donc [ME] une matrice de dimension d+1 à composantes entières. Soit {μi}, i = 0 à d, les valeurs propres de cette 

matrice. L'expression précédente est donc un entier pour tout n entier. 

 

d  

Σ μi
n
 = tr([ME]

n
) est un entier       (151)       

i = 1  

De même des relations (149), nous tirons : 

tous 

Σ       μi.μj…μt est un entier                  (152) 

indices distincts, #(μi, μj, …, μt) = r  

 

Dans l’expression précédente, les produits comprennent un nombre constant de termes (r choisi entre 0 et d). D’autre part 

les permutations d’indices sont exclus (par exemple, dans le cas d = 3, (1,2,3) est redondant avec (2,1,3)).  

Le terme (-1)
r
.Σμcei.μcej…μcet est le facteur de μ

d-r
 dans la décomposition en facteurs de ∏ (μ-μce1).(μ-μce2)…(μ-μced). 

 

Revenant à l’expression de la trace pour [M] une matrice cardinale de dimension d+1 en fonction de la somme des valeurs 

propres, il vient : 
 

Propriétés 17   

17.1 Variable x de nombres entiers tr[M] = p 

17.2 Variable y de nombres premiers tr[M] = p-1 

Nota : 
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Pour les matrices à valeurs propres réelles, ces propriétés découlent trivialement de l’allure détaillée des matrices (tous les 

xi , i = 1 à d sont sur la diagonale principale). Cependant, pour les matrices à valeurs propres imaginaires (i>0), ces 

propriétés ne découlent pas de façon évidente de leur allure détaillée. 

 

Propriété18     (conjecture des puissances) 
 

Voici une élégante conjecture : La somme d’une puissance entière positive quelconque des valeurs propres d’une matrice 

cardinale de dimension d+1 associée à une variable de nombres entiers est un multiple de p (à la séquence p). Plus 

précisément, il existe a entier tel que : 

d  

Σ μi
n
 = a.p

1+ent((n-1)/d)
         (153) 

i = 1  

 

Notons que si nous incluons i = 0 dans la somme, nous obtenons une autre constante a mais la conjecture reste de la même 

forme. La conjecture découle de  

d  

Σ μi
d
 = a’.p         (154) 

i = 1  

 

29. Normalisation des matrices modulo p 
 

Les facteurs d’abondance sont normalisés d’emblée lorsque nous les calculons avec une matrice cardinale normalisée. 

Pour cela la somme des lignes doit être égale à 1 et le vecteur de base n’est plus (1,0,0,…,0) mais (p,0,0,…,0). 

Ainsi,   

   k  

uk,p    1 

vk,p    0 

wk,p = Ap  0 

…    … 

xk,p    0 

devient  

   k   

Fan(0,p)    p  

Fan(g
d-1

,p)    0 
 

   

       (155) Fan(g
d-2

,p) = ANp  0 

…    …  

Fan(g
0
,p)    0  

 

où [ANp] = (1/p)[Ap] et Fan(c,p) est le facteur d’abondance normalisé de la cible c à la séquence p. 

Nous pouvons procéder de même pour les variables de nombres premiers. La somme des lignes n’étant pas p mais p-1, la 

division des éléments de [Bp] se fait par p-1. 

 

   k   

Fan(0,p)    p  

Fan(g
d-1

,p)    0 
 

   

       (156) Fan(g
d-2

,p) = BNp  0 

…    …  

Fan(g
0
,p)    0  

 

où [BNp] = (1/(p-1))[Bp]. 

 

Nota : La normalisation de la matrice s’obtient à l’identique par la normalisation des valeurs propres : 

Ainsi : 

[ANp] = [PA].[μ/p].[P
-1

A] 

 

[BNp] = [PA].[λ/(p-1)].[P
-1

A] 

où : 

 1    [0] 

  μ1/p    

[μ/p] = (1/p).[μ] =   μ2/p   

    …  

 [0]    μd/p 

et 

 1    [0] 

  λ1/(p-1)    

[λ/(p-1)] = (1/(p-1)).[λ] =   λ2/(p-1)   
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    …  

 [0]    λd/(p-1) 

 

Forme condensée par blocs 

 

Cette forme nous servira pour la suite dans les corrections modulo p
δ
.  

Nous pouvons alors écrire le cas général des matrices avec les conventions suivantes : 

 

[A] = A1 : matrice carrée de dimension d+1 solution du problème δ=1 pour les variables d’entiers. 

[A’] = A’1 : matrice carrée de dimension d, issue de [A] en enlevant la première ligne et la première colonne. 

[B] = B1 : matrice carrée de dimension d+1 solution du problème δ=1 pour les valeurs de nombres premiers. 

[B’] = B’1 : matrice carrée de dimension d, issue de [B] en enlevant la première ligne et la première colonne. 

[μ] : matrice carrée trace de dimension d+1 des valeurs propres de [A] (avec l’ordre adéquat des valeurs propres, à savoir 

tel que [A] = PA.[μ].PA
-1

). 

[μ’] : matrice carrée de dimension d des valeurs propres en enlevant la première ligne et la première colonne (donc en 

enlevant μ0 = p) 

[λ] : matrice carrée trace de dimension d+1 des valeurs propres de [B] = [A]-[I]. 

[λ’] : matrice carrée de dimension d issue de la matrice des vecteurs propres [λ] en enlevant la première ligne et la première 

colonne (donc en enlevant λ0 = p-1) telle que définie en page 73  

[λ’*] : matrice carrée de dimension d conjuguée de [λ’]. 

[I] = I(d,d) : matrice carrée identité de dimension d. 

[J] = [0…0,1,0…0](d,d) : matrice carrée de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf une colonne de 

composantes à 1, cette colonne étant en position 1+(p-1)/2 mod d.  

[J’] = [0…0,1,0…0](1,d) : matrice ligne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf une à 1, la position 

étant donné par la règle ci-dessus.  

 [K’] = [K’](d,1) : matrice colonne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la première ligne dont la 

composante est égale à 1. 

[U] =[1](d,d) : matrice carrée de dimension d, toutes les composantes valant 1. 

[U’] = [1…1](1,d) : matrice ligne de dimension d dont toutes les composantes sont égales à 1.  

[U”] = [1…1](d,1) : matrice colonne de dimension d dont toutes les composantes sont égales à 1.  

[p] = [p,0…0](d+1,1) : matrice colonne de dimension d+1 dont toutes les composantes sont nulles sauf la première valent p.  

 

Nous écrivons pour les variables de nombres entiers : 

 
 

[A]
k
 =  

1 (p-1).[J’] 
k 

[K’] [A’]  

 
 

[PA] = (1/p
1/2

).  
1 (p-1).[U’] 

[U’’] [λ’*] 

 
 

[P
-1

A] = (1/p
1/2

). 
1 ((p-1)/d).[U’] 

(1/d).[U”] (1/d
2
).[λ’] 

 
 

[μ/p]
k
 =  

1 [0] 
k
 

[0] [μ’/p]  

 
 

[PA].[μ/p]
k
.[P

-1
A] = (1/p). 

1 (p-1).[U’].[μ’/p]
k
 1 ((p-1)/d).[U’] 

[U’’] [λ’*].[μ’/p]
k
 (1/d).[U”] (1/d

2
).[λ’] 

 
 

Fan(c,p) = [PA].[μ/p]
k
.[P

-1
A][p] = 

1+((p-1)/d).[U’].[μ’/p]
k
.[U”] 

[U’’]+(1/d).[λ’*].[μ’/p]
k
.[U”] 

Soit : 
 

Fanδ=1 (c,p) =  
1+((p-1)/d).Σ(μ/p)

k
  

 

        (157) 
[U’’]+(1/d).[λ’*].[μ’/p]

 k
.[U”]  

 

Le signe Σ repose sur les indices de 1 à d (l’indice 0 est lui exclus, c’est à dire la valeur μ0 = p) 

 

Nous écrivons pour les variables de nombres premiers : 

 
 

[B]
k
 =  

1 (p-1).[J’] 
m 

[K’] [B’]  

 
 

[PB] = (1/p
1/2

).  
1 (p-1).[U’] 

[U’’] [λ’*] 
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[P
-1

B] = (1/p
1/2

). 
1 ((p-1)/d).[U’] 

(1/d).[U”] (1/d
2
).[λ’] 

 
 

[λ/(p-1)]
m
 =  

1 [0] 
m

 

[0] [λ’/(p-1)]  

 
 

[PB].[λ/(p-1)]
m
.[P

-1
B] = (1/p). 

1 (p-1).[U’].[λ’/(p-1)]
k
 1 ((p-1)/d).[U’] 

[U’’] [λ’*].[λ’/(p-1)]
k
 (1/d).[U”] (1/d

2
).[λ’] 

 
 

Fan(c,p)= [PB].[λ/(p-1)]
m
.[P

-1
A][p] = 

1+((p-1)/d).[U’].[λ’/(p-1)]
m
.[U”] 

[U’’]+(1/d).[λ’*].[λ’/(p-1)]
m
.[U”] 

Soit : 
 

Fanδ=1 (c,p) =  
1+((p-1)/d).Σ(λ/(p-1))

m
 

     

          (158) 
[U’’]+(1/d).[λ’*].[λ’/(p-1)]

m
.[U”] 

 

Le signe Σ repose sur les indices de 1 à d (l’indice 0 est lui exclus, c’est à dire la valeur λ0 = p-1) 

 

Ces expressions seront utiles à l’exercice 6 où nous travaillons mod p
δ
. 

 

30. Construction des facteurs d’abondance 
 

Le schéma de construction modulo p est le suivant : 

 

c p = 2 p = 3 … p = q p = +∞  

0 card(c=0,p=2) card(c=0,p=3) … card(c=0,p=q) … ∏ card(0,p) 

1 card(c=1,p=2) card(c=1,p=3) … card(c=1,p=q) … ∏ card(1,p) 

2 card(c=0,p=2) card(c=2,p=3) … card(c=2,p=q) … ∏ card(2,p) 

3 card(c=1,p=2) card(c=0,p=3) … card(c=3,p=q) … ∏ card(3,p) 

4 card(c=0,p=2) card(c=1,p=3) … card(c=4,p=q) … ∏ card(4,p) 

5 card(c=1,p=2) card(c=2,p=3) … card(c=5,p=q) … ∏ card(5,p) 

6 etc. etc. … card(c=6,p=q) … ∏ card(6,p) 

… … … … … … … 

q-1 … … … card(c=q-1,q) … ∏ card(q-1,p) 

q … … … etc. … ∏ card(q,p) 

…  … … … … … 

c card(c mod 2,p=2) card(c mod 3,p=3) … card(c mod q,q) … ∏ card(c,p) 

 

Ici, bien sûr, card(c,p) = Fan(c,p) est obtenu suivant la méthode des matrices, matrices que nous aurons pris soin de 

normaliser (ou par défaut par la méthode des boucles imbriquées si la méthode des matrices ne s’applique pas).   

Nous avons ainsi : 

                ∞  

Fan(c) = ∏ Fan(c mod p,p)       (159) 

                p = 2  

 

31. Cas des hypervolumes non bornés 
 

31.1. Variables de nombres premiers 

 

Nous nous intéressons ici d’abord au cas : 

 

y1
n
 + y2

n
 + … + yk

n
 = c + yk+1

n
 + yk+2

n
 + … + yk+i

n
          (160) 

 

Pour traiter le problème de Waring dans sa forme de base y1
n
 + y2

n
 +…+ yk

n
 = c nous avons construit un tableau du type: 

 

  card0 card1 card2 … cardd-1 

  0 g
0
.g

d
 g

0
.g

2d
 … g

0
.g

(p-1)
 g

1
.g

d
 g

1
.g

2d
 … g

1
.g

(p-1)
  g

d-1
.g

d
 g

d-1
.g

2d
 … g

d-1
.g

(p-1)
 

card 

= 1 

0               

 

card 

= d 

g
d
               

g
2d

               

…               

g
(p-1)

               

 

La matrice cardinale est ici : 
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[B(x,y)]  

= 

[si((x,y) = (2,1), d, si((x,y) = (1,(p+1)/2 mod d), p-1, si((x,y) > (1,1), #(u,v).d / g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod p, 0)))] 

 

Récrivant la relation (160) sous la forme y1
n
 + y2

n
 + … + yk

n
 - yk+1

n
 - yk+2

n
 - … - yk+i

n
 = c, arriver au stade k+1, nous 

établissons des tableaux sous la forme : 

 

  card0 card1 card2 … cardd-1 

  0 g
0
.g

d
 g

0
.g

2d
 … g

0
.g

(p-1)
 g

1
.g

d
 g

1
.g

2d
 … g

1
.g

(p-1)
  g

d-1
.g

d
 g

d-1
.g

2d
 … g

d-1
.g

(p-1)
 

card 

= 1 

0               

 

card 

= d 

-g
d
               

-g
2d

               

…               

-g
(p-1)

               

 

La matrice cardinale est là : 

[B’(x,y)] 

 =  

[si((x+(p-1)/2,y) = (2,1), d,  

si((x,y+(p-1)/2) = (1,(p+1)/2 mod d, p-1,  

si((x,y) > (1,1), #(u,v).d / g
x-2

 = -g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod p, 0)))] 

 

Ci-dessus, la première modification de la condition par rapport à B, vient de -1 = g
(p-1)/2

 mod p. Pour la seconde, nous 

utilisons  -g
i.d

 = -g
y+1

.g
j.d

 = 0 mod p est équivalent à g
i.d

 + g
(y+(p-1)/2+1

.g
j.d

 = 0 mod p .La dernière est triviale. 

 

31.2. Etude de cas 

 

Cas p = 1 mod 2d 

 

Alors : 

-g
u.d

 = g
(p-1)/2

.g
u.d

 mod p = g
r.d

.g
u.d

 mod p 

et 

x+(p-1)/2 = x mod d 

y+(p-1)/2 = y mod d  

 

Ce qui est en tout point égal, grâce à la permutation circulaire u+r → u, à : 

 

[B’(x,y)] = [si((x,y) = (2,1), d, si((x,y) = (1,(p+1)/2 mod d), p-1, si((x,y) > (1,1), #(u,v).d / g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 mod p, 0)))] 

 

D’où l’identité des matrices : 

B = B’    (161) 

Cas p = 1+d mod 2d 

 

Ecrivons B sous la forme : 

 0 0 … 0 p-1 0 … … 0  

 d          
 

B = 
0          

…  U    V    

 …          

 0          

 

W(x,y) =  U V = [d.#(u,v) /{g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

}] 

Alors pour B’, nous avons : 

W’(x,y) = [d.#(u,v) / {g
x-2

 = - g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

}] 

qui s’écrit aussi : 

W’(y,x) = [d.#(u,v) / { g
y-2

 = -g
u.d

 + g
x-2

.g
v.d

}] 

puis : 

W’(y,x) = [d.#(u,v) / {g
x-2

 = g
(u-v).d

 + g
y-2

.g
-v.d

}] 

D’où (permutation v → -v, u → u-v) :  

W’(y,x) = W(x,y) 

Soit : 

W’ = 
t
 W = 

t
 

 

U 
 

V  

 

L’équation caractéristique de la première colonne de B’ (hors première ligne) est : 
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B’ =[B(x,y)] = [d.#(u) / {g
x-2

 = -g
u.d

 mod p}] 

Comme : 

-1 = g
(p-1)/2

 mod p = g
d/2

.g
r.d

 mod p 

alors, (avec d choix pour u) :  

x = 2 +d/2 

 

L’équation caractéristique de la première ligne de B’ (hors première colonne) est : 

 

B’ = [B(x,y)] = [d.#(u,v) / {- g
u.d

 + g
y-2

.g
v.d

 = 0 mod p}] 

Comme : 

B’ = [B(x,y)] = [d.#(u,v) / {g
u.d

 = g
y-2

.g
v.d

 mod p}] 

aoit, avec p-1 choix pour (u,v) :  

y = 2  

D’où, enfin, la forme de B’ : 

 0 p-1 … … … 0  

 …       
 

B’ = 
…  t

 [U 
 

V]    

d     

 …       

 0       

 

Soulignons ici que, même si p-1 se trouve sur la deuxième colonne,  
t
[U:V] n’est pas symétrique, mais 

t
[V:U] (et [V:U]) 

l’est. Par ailleurs, B’ se déduit également de B par une permutation par bloc des lignes 2 à 1+d/2 avec les lignes 2+d/2 à 

1+d, puis une permutation des colonnes 2 à 1+d/2 avec les colonnes 2+d/2 à 1+d. Ce point, trivial pour la première ligne et 

colonne, se prouve par l’utilisation de la transformation T4 (cf. propriétés 7) : x’ = y’+(p-1)/2 et y’ = x+(p-1)/2, d’où x’ = 

y’+d/2 et y’ = x+d/2 ce qui suffit à la démonstration. 

 

31.3. Calcul des cardinaux 

 

Les cardinaux, à l’ordre m = k+i, s’obtiennent ensuite par : 

   i  k   

um      1  

vm      0    

wm = B’ . B . 0 

…      …  

xm      0  

 

Notons que toute permutation des membres de l’équation y1
n
 + y2

n
 + … + yk

n
 - yk+1

n
 - yk+2

n
 - … - yk+i

n
 = c mod p est 

équivalente. Ceci signifie que, quel que soit l’ordre du décompte effectué avec la méthode des matrices, le résultat doit être 

identique, soit encore que les matrices B et B’ commutent (le cas B = B’ étant trivial) : 

 

[B].[B’] = [B’].[B]    (162) 

 

La commutativité découle des points suivants : 

[B] et [B’] ont même polynôme caractéristique aux valeurs propres. En effet, le polynôme caractéristiques de B(λ) est -

λ.dét([U:V]- λ[I])+((-1)
(1+d/2)

.(p-1)).d.dét([F]) où [F] est la matrice ([U:V]- λ[I]) dépourvue de la colonne contenant p-1 en 

première ligne et dépourvue de la ligne contenant d en première colonne. Le polynôme caractéristique de B’(λ) est -

λ.dét(
t
([U:V]- λ[I]))+(-1).(p-1).((-1)

(d/2)
.d).dét([G]) où [G] est la matrice (

t
([U:V]- λ[I])) dépourvue de la colonne contenant 

p-1 en première ligne et dépourvue de la ligne contenant d en première colonne. Les seules asymétries dans le calcul des 

polynômes caractéristiques disparaissent, par l’élimination des lignes et des colonnes citées, entraînant l’identité proposée. 

Nous pouvons alors choisir les mêmes vecteurs propres pour ces deux matrices pour démontrer la commutativité :  

 

[B] = [PB].[λ].[PB
-1

] et [B’] = [PB].[λ’].[PB
-1

] 

puis   

[B].[B’] = [PB].[λ].[λ’].[PB
-1

] = [PB].[λ’].[λ].[PB
-1

] = [B’].[B] 

 

Notons que dans [λ] et [λ’], λ0 apparaît à sa place habituelle en tête de trace, les autres valeurs propres observant un 

décalage de d/2 (mod d) de l’une à l’autre matrice de valeurs propres, le meilleur argumentaire pour asseoir cette 

affirmation étant la simplicité pour passer d’un cas à l’autre (volumes bornés vers volumes non bornés). 

 

31.4. Variables de nombres entiers 

 

Le cas des variables de nombres entiers reçoit les mêmes remarques que précédemment. 

Pour : 

x1
n
 + x2

n
 + … + xk

n
 = c + xk+1

n
 + xk+2

n
 + … + xk+i

n
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et, sans besoin de plus de développement, nous pouvons écrire : 

 

   i  k   

um      1  

vm      0    

wm = A’ . A . 0 

…      …  

xm      0  

 

avec en prime, tout aussi simplement : 

 

[A] = [PB].[μ].[PB
-1

] et [A’] = [PB].[μ’].[PB
-1

] 

puis   

[A].[A’] = [PB].[μ].[μ’].[PB
-1

]  = [PB].[μ’].[μ].[PB
-1

]  = [A’].[A]      (163) 

 

31.5. Exemple : Cas n = 2 

 

En variables de nombres entiers : 
 

x1
2
 + x2

2
 + … + xk

2
 = xk+1

2
 + xk+2

2
 + … + xk+j

2
 + c mod p   

Pour p = 1 mod 4 : 
 

Nous avons p = 1+2d et les dénombrements sont obtenus à partir du cas de l’équation, déjà complètement résolue x1
2
 + x2

2
 

+ … + xk
2
 + xk+1

2
 + xk+2

2
 + … + xk+j

2
 = c mod p : 

  

#{0}  (1/p).(pk+j+(1/2).(p-1).p(k+j)/2.(1+(-1)k+j))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+j+(1/2).p(k+j)/2.(-(1+(-1)k+j)+p1/2.(1-(-1)k+j)))       (164) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk+j-(1/2).p(k+j)/2.((1+(-1)k+j)+p1/2.(1-(-1)k+j)))  

 

Pour p = 3 mod 4 : 

Nous avons p = 1+d+2d, d’où : 
 

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 pk   pj   1 (p-1)/2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2  ikpk/2   (-i)jpj/2  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2   (-i)kpk/2   (i)jpj/2 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 

Soit : 

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 pk+j   1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2  (-1)j(i)k+jp(k+j)/2  1 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2   (-1)k(i)k+jp(k+j)/2 1 

Puis : 

#{0}  (1/p).(pk+j+(1/2).(p-1).(i)k+j.p(k+j)/2.((-1)k+(-1)j))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+j+(1/2).(i)k+j.p(k+j)/2.(-(-1)k-(-1)j+i.p1/2.((-1)k-(-1)j)))       (165) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk+j+(1/2).(i)k+j.p(k+j)/2.(-(-1)k-(-1)j+i.p1/2.(-(-1)k+(-1)j)))  

Si k+j = 0 mod 2 : 

#{0}  (1/p).(pk+j+(p-1).(-1)(k-j)/2.p(k+j)/2)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+j-(-1)(k-j)/2.p(k+j)/2)       (166) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk+j-(-1)(k-j)/2.p(k+j)/2)  

Si k+j = 1 mod 2 : 

#{0}  (1/p).(pk+j)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+j-(-1)(k-j+1)/2.p(k+j+1)/2)       (167) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk+j+(-1)(k-j+1)/2.p(k+j+1)/2)  

 

Soit encore en rassemblant les deux expressions : 
 

#{0}  (1/p).(pk+j+si(k+j=0 mod2,k(p-1).(-1)(k-j)/2.p(k+j)/2,0)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+j-(-1)(k-j+mod(j+k,2))/2.p(k+j+mod(j+k,2))/2)       (168) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk+j-(-1)(k+j)(-1)(k-j+mod(j+k,2))/2.p(k+j+mod(j+k,2))/2)  

 

Nous obtenons ainsi, avec leurs similitudes et leurs différences, les tableaux suivants : 
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p = 1 mod 4 k = 1, j=1 k = 2, j=1 k = 3, j=1 k = 4, j=1 

#{0} 2p-1 p
2
 p.(p

2
+p-1) p

4
 

#{g
0
.g

2u
} p-1 p.(p+1) p.(p

2
-1) p

2
.(p

2
+1) 

#{g
1
.g

2u
} p-1 p.(p-1) p.(p

2
-1) p

2
.(p

2
-1) 

     

p = 3 mod 4 k = 1, j=1 k = 2, j=1 k = 3, j=1 k = 4, j=1 

#{0} 2p-1 p
2
 p.(p

2
-p+1) p

4
 

#{g
0
.g

2u
} p-1 p.(p+1) p.(p

2
-1) p

2
.(p

2
-1) 

#{g
1
.g

2u
} p-1 p.(p-1) p.(p

2
-1) p

2
.(p

2
+1) 

 

En variables de nombres premiers : 
 

y1
2
 + y2

2
 + … + yk

2
 = yk+1

2
 + yk+2

2
 + … + yk+j

2
 + c mod p   

Pour p = 1 mod 4 : 
 

Comme précédemment, nous obtenons immédiatement à partir de l’étude de y1
2
 + y2

2
 + … + yk

2
 + yk+1

2
 + yk+2

2
 + … + yk+j

2
 

= c mod p : 

#{0}  (1/p).((p-1)k+j+(1/2).(p-1).((p1/2-1)k+j+(-1)k+j.(p1/2+1)k+j))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).((p-1)k+j+(1/2).((p1/2-1)k+j+1+(-1)k+j+1.(p1/2+1)k+j+1))     (169) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).((p-1)k+j-(1/2).(p-1).((p1/2-1)k+j-1+(-1)k+j-1.(p1/2+1)k+j-1))  

 

Pour p = 3 mod 4 : 
 

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 (p-1)k 0 0 (p-1)j 0 0 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 (i.p1/2-1)k 0 0 (-1)j(i.p1/2+1)j 0 1 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 0 (-1)k(i.p1/2+1)k 0 0 (i.p1/2-1)j  1 

Soit : 

#{0}  1 (p-1)/2 (p-1)/2 (p-1)k+j 0 0 1  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 0 (-1)j.(i.p1/2-1)k.(i.p1/2+1)j 0 1 (170) 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 0 0 (-1)k.(i.p1/2+1)k.(i.p1/2-1)j 1  

  

Nous obtenons ainsi, avec leurs similitudes et leurs différences, les tableaux suivants : 

 

p = 1 mod 4 k = 1, j=1 k = 2, j=1 k = 3, j=1 k = 4, j=1 

#{0} 2(p-1) (p-1).(p-5) (p-1).(p
2
-2p+9) (p-1).(p

3
-4p²+p-14) 

#{g
0
.g

2u
} p-5 p

2
-2p+9 p

3
-4p²+p-14 p

4
-5p

3
+11p

2
+5p+20 

#{g
1
.g

2u
} p-1 (p-1).(p-3) (p-1).(p

2
-3p+6) (p-1).( p

3
-4p

2
+5p-10) 

     

p = 3 mod 4 k = 1, j=1 k = 2, j=1 k = 3, j=1 k = 4, j=1 

#{0} 2(p-1) (p-1).(p-3) (p-1)
2
.(p-3) (p-1).( p

3
-4p²+9p-2) 

#{g
0
.g

2u
} p-3 p

2
-2p+5 p

3
-4p²+5p-6 (p-1).(p

3
-4p²+5p-6) 

#{g
1
.g

2u
} p-3 (p-1).(p-3) p

3
-4p²+9p-2 p.(p

3
-5p²+11p-15) 
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 EXERCICE 6 : FACTEUR D’ABONDANCE EN CORRECTION MODULO P
δ
 

 

Cet exercice pourra sembler rébarbatif. Le lecteur pourra le survoler pour n’en retenir que l’essentiel qui est que le passage 

de l’approche modulo p à l’approche modulo p
δ
 procède d’une correction qui dans les cas favorables (nombre de variables 

supérieur au degré de l’équation) est négligeable. Les développements qui suivent sont cependant indispensables pour 

donner les ordres de grandeur de cette correction des facteurs d’abondance. Notons d’ailleurs que la correction modulo p
δ
 

en soi ne nous intéresse pas. Ce que nous cherchons c’est la limite lorsque δ tend vers l’infini, projection qui donne les 

« bons » résultats pour les dénombrements asymptotiques. Le sujet traité est celui des sommes de Waring à variables de 

nombres entiers ou à variables de nombres premiers. Il est vaste notamment parce que le cas p = 2 prend à lui seul autant de 

place que les cas p >2. 

  

1. Matrices cardinales en dénombrement entier de Waring 
 

1.1. Cas p impair (p>2) 

 

Nous avons, selon que nous nous intéressons aux variables de nombres entiers ou de nombres premiers, les équations : 

 

x1
n
 + x2

n
 + … +xi

n
 + … + xk

n
 = c modulo p

δ
 

et 

y1
n
 + y2

n
 + … +yi

n
 + … + yk

n
 = c modulo p

δ
 

 

Dans [11], le problème de Waring induit le dénombrement des solutions de x1
n
 + x2

n
 + … +xi

n
 + … + xk

n
 = c modulo p

δ
 où 

δ tend vers l’infini. 

Ce dénombrement n’est pas fait explicitement mais une minoration de la série singulière y est donnée (méthode des arcs 

mineurs et majeurs de Vinogradov). Nous proposons ici le calcul effectif de la série singulière en utilisant la méthode des 

tableaux à double entrées.  

 

Nous utiliserons la convention d’écriture dj = d[j] chaque fois que les indices sont difficiles à distinguer dans notre texte. 

Soit g une primitive de p pour la classe modulo p
2
 (et donc pour toutes les classes mod p

δ
). 

Soit la fonction indicatrice d’Euler : Ф(δ) = p
δ-1

.(p-1). 

Soit dj le plus petit commun diviseur de n et p
δ-1-j

.(p-1) : dj = (n,p
δ-1-j

.(p-1)) = (n,Ф(δ-j)). 

Soit δn la partie entière de (δ-1)/n : δn = ent((δ-1)/n). 

Soit u(j) = Ф(δ-j)/d = p
δ-1-j

.(p-1)/d. 

Soit, par convention, v(i) ≡ {0,1,…,u(i)-1}, c’est à dire que v(i) décrit successivement l’ensemble des nombres entiers 

naturels compris entre 0 et u(i)-1 (ou bien est l’un quelconque parmi ces nombres). 

 

L’étude de x
n
 = c mod p

δ
 s’impose dans un premier temps. Le lecteur se reportera à l’exercice 3 pour la détermination des 

cardinaux (que nous appelons également parfois multiplicités) des classes modulo p
δ
. 

 

#{p
δ
}  #{0}  p

δ-δn-1
   

       #{p
j.n

.g
0
.g

v(j.n).d[j.n]
}  #{p

j.n
.g

0
}  dj.p

j.(n-1)
 

} 
 

#{p
j.n

.g
1
.g

v(j.n).d[j.n]
} = #{p

j.n
.g

1
} = 0                                      (1) 

…  …  … pour j = 0 à δn          

#{p
j.n

.g
d[j.n]-1

.g
v(j.n).d[j.n]

}  #{p
j.n

.g
d[j.n]-1

}  0  

 

Un cas particulier important est celui où n n’a pas de facteur égal à p : 
 

p ∤ n           (2) 

Alors : 

dj = (n,Ф(δ-j)) = (n,p
δ-1-j

.(p-1)) = (n,p-1) = (n,Ф(1)) = d0  = d          (3) 

 

Le tableau (1) se simplifie alors :   

 

 

Passons aux matrices cardinales.  

#{p
δ
}  #{0}  p

δ-δn-1
   

       #{p
j.n

.g
0
.g

v(j.n).d
}  #{p

j.n
.g

0
}  d.p

j.(n-1)
 

} 

 

#{p
j.n

.g
1
.g

v(j.n).d
} = #{p

j.n
.g

1
} = 0                             (4) 

…  …  … pour j = 0 à δn 

#{p
j.n

.g
d-1

.g
v(j.n)

}  #{p
j.n

.g
d-1

}  0  
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Dans le cas δ = 1, la recherche des cardinaux, partant des éléments {0, g
0
, g

1
, …, g

d-1
}, conduisait à une matrice carrée de 

dimension d+1, et ceci du fait que la cible g
r
.g

w.d
 avait même cardinal que g

r
 quel que soit w. Nous avions : 

 

Aδ=1 =[Aδ=1(x,y)] = ou(#(u,v).d,#(v)) \ {ou(0,g
x-2

) = g
u.d

+ou(0,g
y-2

.g
v.d

) mod p}]+[I] 

où  

x est indice de ligne 1 à d+1, y est indice de colonne 1 à d+1   

{u, v} entiers décrivant [0,(p-1)/d-1]
2
 

 

L’élément 0 constitue un cas particulier dans l’étude relative à δ = 1. Pour δ un nombre entier naturel quelconque, le 

nombre de cas particuliers augmente puisque pour x
n
 = c mod p

δ
, non seulement 0, mais l’ensemble des multiples de p ont 

des cardinaux distincts. 

 

Nous proposons le tableau à double entrées tel qu’il se présente avant toute explication : 

 

               # clig card0 cardδ-1,0  cardδ-1,d-1  cardy1,0  cardy1,d-1  card0,0  card0,d-1 

          clig  

(en k=k) 

0 p
δ-1 

.g
0 

.{g
v(δ-

1).d[δ-1]
} 

… p
δ-1 

.g
d[δ -1]-1 

.{g
v(δ-

1).d[δ-1]
} 

… p
y1 

.g
0 

.{g
v(y1).d[y1]

} 

… p
y1 

.g
d[y1]-1 

.{g
v(y1).d[y1]

} 

... p
0 

.g
0 

.{g
v(0).d[0]

} 

… p
0 

.g
d[0]-1 

.{g
v(0).d[0]

} 

 # ccol ccol (en k=1)             

p
δ-δn-1

 0             

 
 

dδn.p
δn.(n-1)

 

p
δn.n

.g
0
             

p
δn.n

.g
d[δn]

             

…             

p
δn.n

.g
u(n.δn).d[δn]

             

… …             

 
 

di1.p
i1.(n-1)

 

p
i1.n

.g
0
       c      

p
i1.n

.g
d[i1]

             

…             

p
i1.n

.g
u(i1.n).d[i1]

             

… …             

 
 

d0.p
0
 

g
0
             

g
d[0]

             

…             

g
u(0).d[0]

             

 

La seconde ligne et la seconde colonne sont occupées par ce que nous appellerons les générateurs de la cible c (à la 

séquence k+1). La cible c est, pour une ligne et une colonne donnée, la somme d’un générateur en colonne ccol (deuxième 

colonne) avec sa multiplicité #{ccol} (première colonne) et d’un générateur en ligne clig (deuxième ligne) avec sa 

multiplicité # clig (première ligne). La multiplicité de c est alors ∑ #{clig}.#{ccol}, la somme portant sur tous les c du tableau 

ayant même valeur.   

 

1.1.1. Cas p ∤ n (p>2) 

 

Le cas particulier p ne divise pas n donne un tableau à double entrées simplifié que nous traitons ici. 

 

 # card0 cardδ-1,0  cardδ-1,d-1  cardy1,0  cardy1,d-1  card0,0  card0,d-1 

          c (en k=k) 0 p
δ-1

.g
0 

.{g
v(δ-1).d

} 

… p
δ-1

.g
d-1 

.{g
v(δ-1).d

} 

… p
y1

.g
0 

.{g
v(y1).d

} 

… p
y1

.g
d-1 

.{g
v(y1).d

} 

... p
0
.g

0 

.{g
v(0).d

} 

… p
0
.g

d-1 

.{g
v(0).d

} 

 # c (en k=1)             

p
δ-δn-1

 0             

 
 

d.p
δn.(n-1)

 

p
δn.n

.g
0
             

p
δn.n

.g
d
             

…             

p
δn.n

.g
u(n.δn).d

             

… …             

 
 

d.p
i1.(n-1)

 

p
i1.n

.g
0
      c       

p
i1.n

.g
d
             

…             

p
i1.n

.g
u(j.n).d

             

… …             
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d.p
0
 

g
0
             

g
d
             

…             

g
u(0).d

             

 

Dans la seconde colonne, nous n’écrivons que les nombres de type p
i1.n

.g
i2.d

 puisque les autres nombres sont à cardinal 0.  

Dans la seconde ligne, nous faisons l’hypothèse que p
y1

.g
y2

.{g
v(y1).d

} sont u(y1) nombres à même cardinal cardy1,y2 à l’étape k. 

Nous raisonnons par récurrence pour vérifier cette hypothèse. Dans ce tableau, une cible p
x1

.g
x2

 possède au tour précédent 

(dont les résultats sont affichés sur les deux premières lignes) le cardinal cardx1,x2 et p
x1

.g
x2

.g
x3.d

 a même cardinal cardx1,x2. 

Cette identité des cardinaux est vraie au premier tour (deux premières colonnes, k =1). La propriété (même cardinalité par 

multiplicité par g
x3.d

) est conservée lorsque k est incrémenté car :  

 

Aδ(x1,x2,y1,y2) = #{(i1,i2,y3) \ ou(0,p
x1

.g
x2

) = ou(0,p
i1.n

.g
i2.d

) + ou(0,p
y1

.g
y2

.g
y3.d

) mod p
δ
       (5) 

et  

Aδ(x1,x2,y1,y2) = #{(i1,i2,y3) \ ou(0,p
x1

.g
x2

.g
x3.d

) = ou(0,p
i1.n

.g
(i2+x3).d

) + ou(0,p
y1

.g
y2

.g
(y3+x3).d

) mod p
δ
       (6) 

 

sont identiques par permutations circulaires (i2,y3) → (i2+x3,y3+x3).  

 

Il en résulte pour chaque quadruplet (x1,x2,y1,y2) une matrice de cardinaux de taille d (hormis bien sûr la première ligne et 

colonne de la matrice cardinale s’appuyant sur des combinaisons avec 0). 

La matrice dans son ensemble est carrée de dimension δ.d+1. 

 

Nous cherchons alors le nombre d’occurrences d’une cible c de valeur donnée (au tour k+1) en examinant l’ensemble des 

sommes obtenues à partir de ce tableau à double entrées, le but étant d’obtenir une expression sous la forme : 

  

card’x1,x2 (c=ou(0,p
x1

.g
x2

)) = ∑ ax1,x2,y1,y2.cardy1,y2        (7) 

 

Ici les indices de « card’ » se déclinent en lignes par transposition des indices de « card » en colonnes 

ax1,x2,y1,y2 est le résultat de toutes les contributions de la colonne correspondant à cardy1,y2 par addition des « bons » 

cardinaux des générateurs du tableau à double entrées. Nous avons : 

 

card’x1,x2 (c) = ∑    (∑   #(c-x) mod p
δ
).cardy1,y2(x)

 
         (8) 

                      y1,y2    x= p
y1

.g
y2

.{g
v(y1).d

} mod p
δ
 

   v(y1) = 0 à u(y1)-1 

 

 

Cette écriture signifie que le test de somme égale à c est mené sur l’ensemble des générateurs x d’une colonne et c-x d’une 

ligne. Pour chaque x = p
y1

.g
y2

.g
v(y1).d

, v(y1) entier variant entre 0 et u(y1)-1, le cardinal #(c-x) est relevé et la sommation des 

cardinaux est effectuée pour toute la famille de nombres x= p
y1

.g
y2

.{g
v(y1).d

}. La somme ∑ #(c-x) sera alors la composante 

de la matrice cardinale en (x1,x2,y1,y2). 

Nous nous appuyons sur le résultat simple, mais fondamental, donné à la fin de l’exercice 3 (que nous avons appelé le 

déplacement mod p)  

 s, il existe s’ et k  [[0,p
δ-1

/d-1]] \ g
s.d

 = g
s’.d

+k.p mod p
δ
 

d’où il vient en particulier : 

 s, il existe k  [[0,p
δ-1

/d-1]] \ g
s.d

 = g
0
+k.p mod p

δ
 

 

pour réécrire le tableau à double entrées (l’ensemble des expressions sont modulo p
δ
 et v( ) varie dans son domaine de 

définition) : 

 

 # card0 cardδ--1,0  cardδ--1,d-1  cardy1,0  cardy1,d-1  card0,0  card0,d-1 

          c (en k=k) 0 p
δ-1

. 

(g
0
+ 

v(δ-1).p) 

… p
δ-1

. 

(g
d-1

+ 

v(δ-1).p) 

… p
y1

. 

(g
0
+ 

v(y1).p) 

… p
y1

. 

(g
d-1

+ 

v(y1).p) 

... p
0
. 

(g
0
+ 

v(0).p) 

… p
0
. 

(g
d-1

+ 

v(0).p) 

 # c (en k=1)             

p
δ-δn-1

 0             

d.p
δn.(n-1)

 p
δn.n

.(g
0
+v(n.δn).p)             

… …             

d.p
i1.(n-1)

 p
i1.n

.(g
0
+v(i1.n).p)             

… …             

d.p
0
 g

0
+v(0).p             
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Ceci se résume au tableau : 

 

  # card0 cardy1,y2 

           c (en k=k) 0 p
y1

.(g
y2

+v(y1).p) 

v(y1) = 0 à u(y1)-1 

 # c (en k=1)    

p
δ-δn-1

 0    

d.p
i1.(n-1)

 p
i1.n

.(g
0
+v(i1.n).p) 

v(i1.n) = 0 à u(i1.n)-1 

  c (en k+1) 

et 

card’x1,x2 (c) = ∑    (∑ #(c-x) mod p
δ
).cardy1,y2(x)

 
       (9) 

                      y1,y2    x= p
y1

.g
y2

.(g
0
+v(y1).p) mod p

δ
 

   v(y1) = 0 à u(y1)-1 

 

Nous sommes amenés alors à étudier un petit nombre de cas simples : 

 

Cas 1 

Supposons : 

c = p
x1

.g
x2

 

et 

y1 > x1 

et 

x1 = k.n où k[[0,δn]] 

et 

x2 = 0 

Alors  

ax1,x2,y1,y2 =  ∑ #(c-x)
 

 = ∑ #(p
x1

.(g
x2

-p
(y1-x1)

.g
y2

.g
v(y1).d

))
 
 = ∑ #( p

k.n
.(g

0
 mod p))

 

  x= p
y1

.g
y2

.{g
v(y1).d

} 

 v(y1) = 0 à u(y1)-1 

     v(y1) = 0 à u(y1)-1      v(y1) = 0 à u(y1)-1 

Puis : 

ax1,x2,y1,y2 = d.p
k.(n-1)

.u(y1) = d.p
x1-k

. p
δ-y1-1

.(p-1)/d = p
δ-1+x1-y1-k

.(p-1) 

Soit : 

ax1=k.n,x2,y1>x1,y2 = Ф(δ+x1-y1-k)       (10) 

 

Cette contribution à la matrice cardinale, du fait des présupposés de ce cas, se situe au-dessous des blocs trace.  

Elle n’intéresse pas la première colonne de la matrice, mais débute sur la seconde, colonne pour laquelle, pour les lignes 

concernées (en x1=k.n) : 

ax1=k.n,x2,y1>x1,y2 (y1=δ-1) = Ф(k.(n-1)+1) 

 

La valeur reste inchangée en ligne sur d colonnes puisque l’expression ci-dessus ne dépend pas de y2, puis Ф(x) devient 

Ф(x+1) à chaque d colonnes  tant que la position des blocs trace de la matrice ne sont pas atteints (condition y1>x1). 

La contribution est une contribution minimale aux positions intéressées ici car d’autres contributions peuvent 

éventuellement s’y rajouter par d’autres hypothèses sur (x1,x2,y1,y2) (nous verrons cependant qu’il n’en est rien). 

 

Cas 2 

Supposons : 

g
0
+g

y2
 = 0 mod p 

et 

c = p
x1

.g
x2

 

et 

x1 > y1 

et 

y1 = k.n où k[[0,δn]] 

Alors 

y2 = (p-1)/2 mod p 

et  

ax1,x2,y1,y2 =   ∑ #(c-x)
 

= ∑ #(c-x)
 

 = ∑ #(p
y1

.(p
(x1-y1)

.g
x2

+p.v(y1)+g
0
))

 
 = ∑ #(p

k.n
.(g

0
+v(y2).p))

 

  x= -p
y1

.{g
v(y1).d

} 

 v(y1) = 0 à u(y1)-1 

   x= -p
y1

.(g
0
+v(y1).p) 

   v(y1) = 0 à u(y1)-1 

    v(y1) = 0 à u(y1)-1      v(y2) = 0 à u(y2)-1 

Puis : 

ax1,x2,y1,y2 = d.p
k.(n-1)

.u(y1) = p
y1-k

. p
δ-y1-1

.(p-1) = p
δ-k-1

.(p-1) 

Soit : 

ax1>y1,x2,y1=k.n,y2=(p-1)/2 mod p = Ф(δ-k)         (11) 

 

Cette contribution à la matrice cardinale se situe, par les présupposés de ce cas, au-dessus des blocs trace.  
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Sur une colonne répondant à la condition y2 = (p-1)/2 mod p, la composante reste constante depuis la première ligne 

jusqu’à ce que un bloc trace soit atteint (condition x1>y1). Ici la première ligne est bien concernée également car la 

démonstration faite ci-dessus y est applicable. 

La contribution est une contribution minimale aux positions intéressées ici car d’autres contributions peuvent 

éventuellement s’y rajouter par d’autres hypothèses sur (x1,x2,y1,y2). (Nous verrons cependant qu’il n’en est rien). 

 

Cas 3 

Supposons : 

c = p
x1

.g
x2

 

et 

x1 = y1 = k.n+r,  0≤r<n 

et 

x2 = y2 

Alors  

ax1,x2,y1,y2 =  ∑ #(c-x)
 

= ∑ #(p
x1

.g
x2

-p
y1

.g
y2

.(g
0
+v(y1).p ))

 
 = ∑ #(-p

x1
.g

x2
.v(y1).p)

 
 = ∑ #(p

x1+1
.g

x2
.v(y1))

 

  x= p
y1

.g
y2

.(g
0
+v(y1).p) 

 v(y1) = 0 à u(y1)-1 

    v(y1) = 0 à u(y1)-1      v(y1) = 0 à u(y1)-1      v(y1) = 0 à u(y1)-1 

 

Lorsque v(y1) varie p
x1+1

.g
x2

.v(y1) va décrire, mod p
δ
, l’ensemble des multiples de p

x1+1
 et en particulier tous les multiples 

de p
i.n

 tels que i.n ≥ x1+1.  

Ainsi : 

ax1,x2,y1,y2 =  ∑ d.p
i(n-1)

.{v(in)}
 

= ∑ d.p
i(n-1)

.u(in)
 
 = ∑ d.p

i(n-1)
.p

δ-in-1
.(p-1)/d

 
 = ∑ p

δ-i-1
.(p-1)

 
 = p

δ-i 

   i>ent(x1/n) 

 v(in) = 0 à u(i.n)-1 

   i>ent(x1/n) 

 

     i>ent(x1/n) 

 

     i>ent(x1/n) 

 

   (en i=ent(x1/n)+1 = k+1) 

 

Soit : 

ax1,x2,y1=x1,y2=x2 =  p
δ-1-k

           (12) 

 

Cette contribution à la matrice cardinale se situe au niveau de la trace (blocs trace en fait) de la matrice cardinale. Sur cette 

trace (blocs trace), nous avons dès la deuxième colonne (x1 = 0 et k = 0) la contribution p
δ-1

, contribution restant inchangée 

sur les d.n colonnes suivantes, puis incrémenté de 1 et inchangée sur les d.n colonnes suivantes, etc. 
 

La contribution est une contribution minimale aux positions intéressées ici car d’autres contributions peuvent 

éventuellement s’y rajouter par d’autres hypothèses sur (x1,x2,y1,y2). Nous allons voir ci-dessous dans quelles conditions. 

 

Cas 4 

Supposons : 

c = p
x1

.g
x2

 

et 

x1 = y1 

et 

x1 = k.n 

Alors 

 ax1,x2,y1,y2 =   ∑ #(c-x)
 

= ∑ #(p
x1

.(g
x2

-g
y2

-g
y2

.v(y1).p))
 
 = ∑ #(p

k.n
.(g

x2
-g

y2
-v(y3).p))

 

  x= p
y1

.g
y2

.(g
0
+v(y1).p) 

 v(y1) = 0 à u(y1)-1 

    v(y1) = 0 à u(y1)-1      v(y3) = 0 à u(y1)-1 

 

Nous recueillons alors toutes les incidences du type : 

 

g
x2

-g
y2

-v(y3).p = g
0
.p

j.n
 

Nous avons ensuite : 

ax1,x2,y1,y2 =   ∑ #(p
(k+j).n

.(g
0
+v(y4).p))

 

  v(y4) = 0 à u(y1)-1 

et 

g
x2

-g
y2

 = g
0
 mod p 

 

Cette dernière équation induit l’utilisation des composants de la matrice cardinale du cas δ=1. Ainsi, en adoptant une 

écriture par blocs (en utilisant l’écriture [ ]), nous obtenons  :  

  

[ax1,x2,y1,y2] =  ∑ d.p
i.(n-1)

.{v(in)}.[A’]
 
= ∑ d.p

i.(n-1)
.u(in).[A’]

 
 = ∑ p

δ-i-1
.(p-1).[A’]

 
 = p

δ-i
.[A’]

 

   i>ent(x1/n) 

 v(in) = 0 à u(i.n)-1 

   i>ent(x1/n) 

 

     i>ent(x1/n) 

 

   i=ent(x1/n)+1 = k+1 

 

D’où : 

[ax1,x2,y1,y2] = p
δ-1-k

.[A’]        (13) 

 

Cette contribution à la matrice cardinale se situe au niveau des blocs trace. Le cas 3 est redondant en x2 = y2 avec le cas 4 

et est donc à décompter. Ainsi le cas 4 s’applique pour x1 = 0 mod n et le cas 3 en x1 ≠ 0 mod n.   
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Des contributions de ces quatre cas, il découle la forme générale du cas « p ne divise pas n » des matrices cardinales donnée 

plus loin. Les composantes (les cardinaux) obtenues dans cette matrice sont des valeurs minimales. Il nous reste alors à 

démontrer que nous avons épuisé toutes les combinaisons possibles. Ceci est fait en additionnant chaque ligne de la 

matrice. Si le résultat donne p
δ
, les valeurs minimales obtenus sont également des valeurs maximales et la matrice proposée 

est la matrice répondant au problème posé. 

Cette vérification ne présente aucune difficulté particulière. Pour se faire, le lecteur se reportera d’une part au cas δ=1 pour 

vérifier que cardligne1[A’] = p-d et cardligne i≠1[A’] = p et d’autre part aux expressions littérales des matrices présentées plus loin : 

 

Ligne  

c = 0 

p
δ-δn-1

+Ф(δ-δn)+Ф(δ-δn+1)+…+Ф(δ-1)+Ф(δ) = p
δ-δn-1

.(p-1)+ p
δ-δn

.(p-1)+…+ p
δ-1

.(p-1) 

= p
δ
 

Ligne 

c = p
x1.n

.g
0
  

d.p
x1.(n-1)

+d.Ф(x1.(n-1)+1)+d.Ф(x1.(n-1)+2)+…+d.Ф(δ-x1.n-1) 

+p
δ-x1.n-1

.cardligne1[A’]+ Ф(δ-x1.n+1)+…+Ф(δ)  

= d.p
x1.(n-1)

+d.p
x1.(n-1)

.(p-1)+d.p
x1.(n-1)+1

.(p-1)+…+d.p
δ-x1.n-2

.(p-1) 

+p
δ-x1.n-1

.(p-d)+p
δ-x1.n

.(p-1)+…+p
δ-1

.(p-1) 

= p
δ
  

Ligne 

c = p
x1.n

.p
x2

g
0
  

0+p
δ-x1.n-1

.cardlignei≠1[A’]+Ф(δ-x1.n+1)+…+Ф(δ)  

= p
δ-x1.n-1

.(p)+ p
δ-x1.n

.(p-1)+…+p
δ-1

.(p-1) 

= p
δ
  

 

Nous pouvons alors décrire complètement le cas p∤n avec les conventions suivantes : 

 

[A] = A1 : matrice carrée de dimension d+1 solution du problème δ = 1. 

[A’] = A’1 : matrice carrée de dimension d, issue de [A] en enlevant la première ligne et la première colonne. 

[λ] : matrice carrée trace de dimension d+1 des valeurs propres de [B} = [A]-[I] (avec l’ordre adéquat des valeurs propres, à 

savoir tel que [B]
k
 = PA.[λ]

k
.PA

-1
 ). 

[λ’] : matrice carrée de dimension d issue de [λ] en enlevant la première ligne et la première colonne (dont en enlevant λ0 = 

p-1) 
[

λ
’*] : matrice carrée de dimension d conjuguée de [λ’]. 

[I] = I(d,d) : matrice carrée identité de dimension d. 

[J] = [0…0,1,0…0](d,d) : matrice carrée de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf une colonne de 

composantes à 1, cette colonne étant en position 1+(p-1)/2 mod d. 

[J’] = [0…0,1,0…0](1,d) : matrice ligne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf une à 1, la position 

étant donné par la règle ci-dessus.  

[K] = [K](d,d) : matrice carrée de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la première ligne dont les 

composantes sont égales à 1.  

[K’] = [K’](d,1) : matrice colonne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la première ligne dont la 

composante est égale à 1. 

[U] = [1](d,d) : matrice carrée de dimension d, toutes les composantes valant 1. 

[U’] = [1…1](1,d) : matrice ligne de dimension d dont toutes les composantes sont égales à 1.  

[U’’] = [1…1](d,1) : matrice colonne de dimension d dont toutes les composantes sont égales à 1.  

[0] = [0](d,d) : matrice carrée de dimension d, toutes les composantes valant 0. 

[μδ] = [M](d.δ,d.δ) : matrice carrée trace de dimension d.δ+1 formée à partir des valeurs propres {μδ} de [Aδ] explicitées ci-

dessous.  

[Pδ] = [Pδ](d.δ,d.δ) : matrice carrée de dimension d.δ+1 formée à partir des vecteurs propres de [Aδ] explicitées ci-dessous.  

[Pδ
-1

] = [Pδ
-1

](d.δ,d.δ) : matrice carrée de dimension d.δ+1, inverse de [Pδ], explicitée ci-dessous.  

 

Nous faisons figurer les matrices cardinales ainsi obtenues ci-dessous, d’une part  sous la forme la plus générale et d’autre 

part en donnant l’exemple de d = 2 et de ses différents sous cas : (p,δ) = (ou(1,3) mod 4, ou(0,1) mod 2)). 

 

Nous donnons directement les valeurs propres et les vecteurs propres de Aδ. Ces résultats se démontrent par simple 

substitution en écrivant [Aδ](X) = {μδ}(X) pour chaque colonne (X) de Pδ. Y revenir dans le détail n’amènerait rien de plus 

ici qu’à remplir du papier. De même, l’expression de P
-1

δ est vérifiée « trivialement » en calculant [P
-1

δ ]. [Pδ] que l’on 

trouve égal à [I]. 

 

Nous avons alors  

[Aδ]
k
 = [Pδ].[μδ]

k
.[Pδ

-1
] 

 

et 
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   k   
# (p

δ
)    1  

#{p
δ-1

.g
0
}    0  

#{p
δ-1

.g
1
}    0  

…    ...  

#{p
δ-1

.g
d-1

}    0  
...    ...  

#{p
1
.g

0
} = Aδ  0  

#{p
1
.g

1
}    0  

…    ...  

#{p
1
.g

d-1
}    0  

#{p
0
.g

0
}    0  

#{p
0
.g

1
}    0  

…    ...  

#{p
0
.g

d-1
}    0  

 

Nota : 

Les matrices présentées ci-après admettent également une forme proche de la forme « intra-unitaire ». Cependant, si nous 

adoptions une telle forme, les matrices [Pδ] que nous sommes amenés à manipuler régulièrement, seraient moins pratiques 

d’emploi.  
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Cas p ∤ n   

Matrice Aδ    

(la matrice se construit facilement en commençant en bas à droite)  

(la première colonne du tableau ne fait pas partie de la matrice)  

 

pδ  pδ-δn-1   … Ф(δ-δn).[J’] … [0] Ф(δ-2).[J’] [0] … [0] Ф(δ-1).[J’] [0] … [0] Ф(δ).[J’] 

     …  … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

       … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

pδn.n.[gi]  d.pδn.(n-1).[K’] Ф((n-1).δn+1).[K] … … pδ-δn-1.[A’] … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

  [0] [0] [0] … [0] … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

  … … … … … … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

       … [0] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

  … … … … … … … … … … … … … … … … 

p2n+1.[gi]  [0] [0] [0] … [0] … pδ-3.[I] Ф(δ-2).[J] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

p2n.[gi]  d.p2(n-1).[K’] Ф(2n-1).[K] Ф(2n).[K] … Ф(δ-n.δn+2n-2).[K] … Ф(δ-3).[K] pδ-3.[A’] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

…  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] pδ-2.[I] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

pn+2.[gi]  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] [0] … [0] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

pn+1.[gi]  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] [0] … pδ-2.[I] Ф(δ-1).[J] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

pn.[gi]  d.pn-1.[K’] Ф(n).[K] Ф(n+1).[K] … Ф(δ-n.δn+n-1).[K] … Ф(δ-n-2).[K] Ф(δ-n-1).[K] Ф(δ-n).[K] … Ф(δ-2).[K] pδ-2.[A’] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

…  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] pδ-1.[I] … [0] Ф(δ).[J] 

p2.[gi]  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

p1.[gi]  [0] [0] [0] … [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … pδ-1.[I] Ф(δ).[J] 

p0.[gi]  d.[K’] Ф(1).[K] Ф(2).[K] … Ф(δ-n.δn).[K] … Ф(δ-2n-1).[K] Ф(δ-2n).[K] Ф(δ-2n+1).[K] … Ф(δ-n-1).[K] Ф(δ-n).[K] Ф(δ-n+1).[K] … Ф(δ-1).[K] pδ-1.[A’] 

 

Nota : Dans la première colonne, hors matrice, [g
i
] représente le vecteur colonne {g

0
, g

1
, g

2
, …, g

d-1
}. Pour mémoire Ф(t) = p

t-1
.(p-1) 
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Valeurs propres de Aδ, suivies de la matrice Pδ des vecteurs propres correspondantes (cas général)      (λi = μi-1) 

(la matrice P se construit facilement en commençant en bas à gauche) (k varie de 1 à d) 

(la première colonne du tableau ne fait pas partie de la matrice)  

 

{μδ}  p
δ
 p

δ-1
[μ’] p

δ-1
[I] … p

δ-1
[I] p

δ-2
[μ’] p

δ-2
[I] … p

δ-2
[I] p

δ-3
[μ’] p

δ-3
[I] … p

δ-3
[I] p

δ-δn-1
[μ’] p

δ-δn-1
[I] … 

si(δ = 1 mod n, p
δ-δn-1

[μ’] 

, p
δ-δn-1

[I] 

                   

p
δ
  [1] (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] 

  … … … … … … … … … … … … … … … … [λ’*] 

  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [0] 

  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U]  (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] [λ’*] … … 

p
δn.n

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] [λ’*] [0] … [0] 

  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [λ’*] [0] [0] … [0] 

  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [0] [0] [0] … [0] 

…  … … … … … … … … … … … … … … … … … 

p
2n+1

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] [λ’*] … [0] [0] [0] … [0] 

p
2n

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] [λ’*] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
2n-1

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [λ’*] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

…  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
n+2

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
n+1

.[g
i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] [λ’*] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
n
.[g

i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] [λ’*] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

…  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … [λ’*] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
2
.[g

i
]  [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] …  [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
1
.[g

i
]  [U”] (p-1).[U] [λ’*] …  [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] 

p
0
.[g

i
]  [U”] [λ’*] [0] …  [0] [0] … [0]  [0] … [0] [0] [0] … [0] 

 

Nota : [λ’] = [
t
λ’*]. 
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Matrice inverse Pδ
-1

 (cas général)      (λi = μi-1) 

(la matrice P
-1

 se construit facilement en commençant en haut à droite)  

(la première colonne du tableau ne fait pas partie de la matrice)  

 

pδ  1/(pδ).[1] (p-1)/(d.pδ).[U’] (p-1)/(d.pδ-1).[U’] … (p-1)/(d.p2n+2).[U’] (p-1)/(d.p2n+1).[U’] (p-1)/(d.p2n).[U’] … (p-1)/(d.pn+2).[U’] (p-1)/(d.pn+1).[U’] (p-1)/(d.pn).[U’] … (p-1)/(d.p2).[U’] (p-1)/(d.p).[U’] 

  1/(d.pδ).[U”] (p-1)/(d2.pδ).[U] (p-1)/(d2.pδ-1).[U] … (p-1)/(d2.p2n+2).[U] (p-1)/(d2.p2n+1).[U] (p-1)/(d2.p2n).[U] … (p-1)/(d2.pn+2).[U] (p-1)/(d2.pn+1).[U] (p-1)/(d2.pn).[U] … (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[λ’ ] 

  1/(d.pδ-1).[U”] (p-1)/(d2.pδ-1).[U] (p-1)/(d2.pδ-2).[U] … (p-1)/(d2.p2n+1).[U] (p-1)/(d2.p2n).[U] (p-1)/(d2.p2n-1).[U] … (p-1)/(d2.pn+1).[U] (p-1)/(d2.pn).[U] (p-1)/(d2.pn-1).[U] … 1/(d2p).[λ’ ] [0] 

  … … … … … … … … … … … … … … 

  1/(d.pδ-n+1).[U”] (p-1)/(d2.pδ-n+1).[U] (p-1)/(d2.pδ-n).[U] … (p-1)/(d2.pn+3).[U] (p-1)/(d2.pn+2).[U] (p-1)/(d2.pn+1).[U] … (p-1)/(d2.p3).[U] (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[λ’ ] … [0] [0] 

  1/(d.pδ-n).[U”]] (p-1)/(d2.pδ-n).[U] (p-1)/(d2.pδ-n-1).[U] … (p-1)/(d2.pn+2).[U] (p-1)/(d2.pn+1).[U] (p-1)/(d2.pn).[U] … (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[ λ’] [0] … [0] [0] 

  1/(d.pδ-n-1).[U”] (p-1)/(d2.pδ-n-1).[U] (p-1)/(d2.pδ-n-2).[U] … (p-1)/(d2.pn).[U] (p-1)/(d2.pn-1).[U] (p-1)/(d2.pn-1).[U] … 1/(d2p).[λ’ ] [0] [0] … [0] [0] 

  … … … … … … … … … … … … … … 

  1/(d.pδ-2n+1).[U”] (p-1)/(d2.pδ-2n+1).[U] (p-1)/(d2.pδ-2n).[U] … (p-1)/(d2.p3).[U] (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[λ’ ] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

  1/(d.pδ-2n).[U”] (p-1)/(d2.pδ-2n).[U] (p-1)/(d2.pδ-2n-1).[U] … (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[ λ’] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

  1/(d.pδ-2n-1).[U”] (p-1)/(d2pδ-2n-1).[U] (p-1)/(d2pδ-2n-2).[U] … 1/(d2p).[λ’ ] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

  … … … … … … … … … … … … … … 

…  1/(d.p4).[U’’] (p-1)/(d2.p4).[U] (p-1)/(d2.p3).[U] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

p2.[g
i
]  1/(d.p3).[U”] (p-)/(d2.p3).[U] (p-)/(d2.p2).[U] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

p1.[g
i
]  1/(d.p2).[U”] (p-1)/(d2.p2).[U] 1/(d2p).[λ’ ] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 

p0.[g
i
]  1/(d.p).[U”] 1/(d2p).[λ’ ] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] [0] … [0] [0] 
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Cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 1 mod 4, δ = 2t  

Matrice Aδ 

 

p
t
 0 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1) 0 

0 p
t
 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

0 0 p
t
 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

2p
t-1

 p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-3)/2 p

t
(p-1)/2 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

0 0 0 p
t
(p-1)/2 p

t
(p+1)/2 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1) 0 

0 0 0 0 0 p
t+1

 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

0 0 0 0 0 0 p
t+1

 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

2p
t-2

 p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-3)/2 p

t+1
(p-1)/2 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 p
t+1

(p-1)/2 p
t+1

(p+1)/2 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1) 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 p
t+2

(p-1) 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

2p
t-3

 p
t-3

(p-1) p
t-3

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+2
(p-3)/2 p

t+2
(p-1)/2 0 0 … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

(p-1)/2 p
t+2

(p+1)/2 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1) 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+3

 … 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

… … … … … … … … … … … … …   … … … … … 

2p p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) p

7
(p-1) P

7
(p-1) … 0 0 p

2t-1
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … p
2t-1

 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 p
2t-1

 p
2t-1

(p-1)
 

0 

2 p-1 p-1 p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
(p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) … (p-1)p

2t-2
 (p-1)p

2t-2
 p

2t-1
(p-3)/2 p

2t-1
(p-1)/2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p-1)/2 p
2t-1

(p+1)/2 
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Valeurs propres de Aδ, suivies de la matrice P des vecteurs propres correspondantes et matrice inverse P
-1

 (cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 1 mod 4, δ = 2t) 

 

p
2t

 -p
2t-1

√p p
2t-1

√p p
2t-1

 p
2t-1

 -p
2t-2

√p p
2t-2

√p … p
t+1

 p
t+1

 -p
t
√p p

t
√p p

t
 p

t
 

              

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 -1-√p -1+√p 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 -1+√p -1-√p 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … -1-√p -1+√p 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … -1+√p -1-√p 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … …   

1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p … 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p  0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1 -1-√p -1+√p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1 -1+√p -1-√p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

              

1/p
2t

 (p-1)/2p
2t
 (p-1)/2p

2t
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-2
 (p-1)/2p

2t-2
 … (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p (p-1)/2p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … …   

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p … 0 0 0 0 0 0 

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p  0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 
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Cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 3 mod 4, δ = 2t 

Matrice Aδ 

 

p
t
 0 0 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1) 

0 p
t
 0 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

0 0 p
t
 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

2p
t-1

 p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1)/2 p

t
(p-3)/2 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

0 0 0 p
t
(p+1)/2 p

t
(p-1)/2 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1) 

0 0 0 0 0 p
t+1

 0 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 0 0 0 0 0 p
t+1

 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

2p
t-2

 p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1)/2 p

t+1
(p-3)/2 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 p
t+1

(p+1)/2 p
t+1

(p-1)/2 0 0 0 p
t+2

(p-1) … 0 0 0 p
2t-1

(p-1) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 0 p
t+2

(p-1) … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 p
t+2

(p-1) … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

2p
t-3

 p
t-3

(p-1) p
t-3

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
 (p-1) p

t+1
 (p-1) p

t+2
(p-1)/2 p

t+2
(p-3)/2 … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

(p+1)/2 p
t+2

(p-1)/2 … 0 0 0 p
2t-1

(p-1) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

… … … … … … … … … … … … … … … … … … 

2p p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) … 0 0 0 p

2t-1
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … p
2t-1

 0 0 p
2t-1

(p-1)
 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 p
2t-1

 0
 

p
2t-1

(p-1)
 

2 p-1 p-1 p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
(p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) … (p-1)p

2t-2
 (p-1)p

2t-2
 p

2t-1
(p-1)/2 p

2t-1
(p-3)/2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t-1

(p+1)/2 p
2t-1

(p-1)/2 

 



 

P 132/394                                                                                                                                 Facteur d’abondance en correction modulo p
Δ
 

Valeurs propres de Aδ, suivies de la matrice P des vecteurs propres correspondantes et matrice inverse P
-1

 (cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 3 mod 4, δ = 2t) 

 

p
2t

 i.p
2t-1

√p -i.p
2t-1

√p p
2t-1

 p
2t-1

 i.p
2t-2

√p -i.p
2t-2

√p … i.p
t+1

√p -i.p
t+1

√p p
t+1

 p
t+1

 i.p
t
√p -i.p

t
√p p

t
 p

t
 

                

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p)  0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

                

1/p
2t

 (p-1)/2p
2t
 (p-1)/2p

2t
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-2
 (p-1)/2p

2t-2
 … (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p (p-1)/2p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-5

 (p-1)/4p
2t-5

 … (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-5

 (p-1)/4p
2t-5

 … (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p  0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 



 

P 133/394                                                                                                                                 Facteur d’abondance en correction modulo p
Δ
 

Cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 1 mod 4, δ = 2t+1 

Matrice Aδ 

 

p
t
 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) 0 … 0 0 p

2t
(p-1) 0 

2p
t
 p

t
(p-3)/2 p

t
(p-1)/2 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 … 0 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 p
t
(p-1)/2 p

t
(p+1)/2 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) 0 … 0 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 p
t+1

 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 p
t+1

 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t-

p-1) 0 

2p
t-1

 p
t-1

 (p-1) p
t-1

 (p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-3)/2 p

t+1
(p-1)/2 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) 0 … 0 0 p

2t-
p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 p
t+1

(p-1)/2 p
t+1

(p+1)/2 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1) 0 

2p
t-2

 p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+2
(p-3)/2 p

t+2
(p-1)/2 0 0 p

t+3
(p-1) 0 … 0 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

(p-1)/2 p
t+2

(p+1)/2 0 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+3

 p
t+3

(p-1) 0 … 0 0 p
2t
(p-1) 0 

2p
t-3

 p
t-3

(p-1) p
t-3

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+2
(p-1) p

t+2
(p-1) p

t+3
(p-3)/2 p

t+3
(p-1)/2 … 0 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+3

(p-1)/2 p
t+3

(p+1)/2 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

… … … … … … … … … … … … …   … … … … … 

2p p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) p

7
(p-1) p

7
(p-1) … 0 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 p
2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … p
2t
 0 p

2t
(p-1)

 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 p
2t
 p

2t
(p-1)

 
0 

2 p-1 p-1 p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
(p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) … p

2t-1
(p-1) p

2t-1
(p-1) p

2t
(p-3)/2 p

2t
(p-1)/2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t
(p-1)/2 p

2t
(p+1)/2 

 



 

P 134/394                                                                                                                                 Facteur d’abondance en correction modulo p
Δ
 

Valeurs propres de Aδ, suivies de la matrice P des vecteurs propres correspondantes et matrice inverse P
-1

 (cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 1 mod 4, δ = 2t+1) 

(présentées avec une alternative par rapport au cas général) 

 

p
2t+1

 -p
2t

√p p
2t

√p p
2t

 p
2t

 p
2t-1

√p p
2t-1

√p … p
t+2

 p
t+2

 -p
t+1

√p p
t+1

√p p
t+1

 p
t+1

 -p
t
√p p

t
√p 

                

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 -2 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 0 -2 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 -1-√p -1+√p 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 -1+√p -1-√p 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … -2 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … 0 -2 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p  0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 -2 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 0 -2 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 -1-√p -1+√p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 -1+√p -1-√p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

                

1/p
2t+1

 (p-1)/2p
2t+1

 (p-1)/2p
2t+1

 (p-1)/2p
2t
 (p-1)/2p

2t
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-1
 … (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p (p-1)/2p 

1/2p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 

1/2p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p  0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 3 mod 4, δ = 2t+1 

Matrice Aδ 

 

p
t
 0 p

t
(p-1) 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) … 0 0 0 p

2t
(p-1) 

2p
t
 p

t
(p-1)/2 p

t
(p-3)/2 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) … 0 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 p
t
(p+1)/2 p

t
(p-1)/2 0 0 0 p

t+1
(p-1) 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) … 0 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 0 0 p
t+1

 0 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 p
t+1

 0 p
t+1

(p-1) 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t-

p-1) 

2p
t-1

 p
t-1

 (p-1) p
t-1

 (p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1)/2 p

t+1
(p-3)/2 0 0 0 p

t+2
(p-1) 0 0 0 p

t+3
(p-1) … 0 0 0 p

2t-
p-1)

 

0 0 0 0 0 p
t+1

(p+1)/2 p
t+1

(p-1)/2 0 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 p
t+2

(p-1) 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1) 

2p
t-2

 p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+2
(p-1)/2 p

t+2
(p-3)/2 0 0 0 p

t+3
(p-1) … 0 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

(p+1)/2 p
t+2

(p-1)/2 0 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+2

 0 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+3

 0 p
t+3

(p-1) … 0 0 0 p
2t
(p-1) 

2p
t-3

 p
t-3

(p-1) p
t-3

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-2

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t-1

(p-1) p
t
(p-1) p

t
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+1
(p-1) p

t+2
(p-1) p

t+2
(p-1) p

t+3
(p-1)/2 p

t+3
(p-3)/2 … 0 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
t+3

(p+1)/2 p
t+3

(p-1)/2 … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 0 p
2t
(p-1)

 

… … … … … … … … … … … … …   … … … … … 

2p p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) p

7
(p-1) p

7
(p-1) … 0 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 p
2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … p
2t
 0 0 p

2t
(p-1)

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 p
2t
 0 p

2t
(p-1)

 

2 p-1 p-1 p(p-1) p(p-1) p
2
(p-1) p

2
(p-1) p

3
(p-1) p

3
(p-1) p

4
(p-1) p

4
(p-1) p

5
(p-1) p

5
(p-1) p

6
(p-1) p

6
(p-1) … p

2t-1
(p-1) p

2t-1
(p-1) p

2t
(p-1)/2 p

2t
(p-3)/2 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0 0 p
2t
(p+1)/2 p

2t
(p-1)/2 
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Valeurs propres de Aδ, suivies de la matrice P des vecteurs propres correspondantes et matrice inverse P
-1

 (cas hypersphère p ∤ n, d = 2, p = 3 mod 4, δ = 2t+1) 

(présentées avec une alternative par rapport au cas général) 

 

p
2t+1

 i.p
2t
√p -i.p

2t
√p p

2t
 p

2t
 i.p

2t-1
√p -i.p

2t-1
√p … p

t+2
 p

t+2
 i.p

t+1
√p -i.p

t+1
√p p

t+1
 p

t+1
 i.p

t
√p i.p

t
√p 

                

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 -2 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 p-1 p-1 0 -2 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … -2 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 … 0 -2 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1-i√p) (-1+i√p) … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 p-1 p-1 (-1+i√p) (-1-i√p)  0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 -2 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 p-1 p-1 0 -2 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 (-1-i√p) (-1+i√p) 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 (-1+i√p) (-1-i√p) 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

                

1/p
2t+1

 (p-1)/2p
2t+1

 (p-1)/2p
2t+1

 (p-1)/2p
2t
 (p-1)/2p

2t
 (p-1)/2p

2t-1
 (p-1)/2p

2t-1
 … (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

4
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p (p-1)/2p 

1/2p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 

1/2p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t+1

 (p-1)/4p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 … (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

4
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 

1/2p
2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-1
 (p-1)/4p

2t-2
 (p-1)/4p

2t-2
 … (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-1

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 … (p-1)/4p
2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-2

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-3

 (p-1)/4p
2t-4

 (p-1)/4p
2t-4

 … (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 0 0 0 0 

… … … … … … … … … … … … … …   

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p  0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1+i√p)/4p (-1-i√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 

1/2p (-1-i√p)/4p (-1+i√p)/4p 0 0 0 0 … 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Note importante : 

 

D’après les propriétés de sommations des valeurs propres (propriétés 16 de l’exercice 5), nous avons, en conformité avec 

les définitions précédentes de [I] et [U] : 

 

                                    [λ’].[λ’*] =  (p.d-d+1).d.[I] - (p-1).d.([U]-[I])               (14) 

Alors trivialement : 

                      [λ’].r.[I].[λ’*] =  r.((p.d-d+1).d.[I] - (p-1).d.([U]-[I])) 

 

Ainsi, aux blocs (d,d) correspondants à des valeurs propres du type r.[I], nous pouvons utiliser non pas [λ’] et [λ’*] dans [P] et 

[P
-1
], mais par exemple -d.[I]  et (p.d-d+1).[I]-(p-1).([U]-[I]). Cette alternative est suggérée dans certains exemples d = 2 plus haut. 

 

Cependant, lorsque des expressions diophantines plus générales que les monômes z
n
 seront employées et où la structure des valeurs 

propres est plus complexe, il faut revenir sur la décomposition en  [λ’] et [λ’*]. 

 

1.1.2. Cas p \ n 

 

Si p divise n, l’écriture formelle initiale est identique, soit card’x1,x2 (c=ou(0,p
x1

.g
x2

)) = ∑ ax1,x2,y1,y2.cardy1,y2 (relation 7). 

Cependant, la traduction matricielle se complique. Nous assistons à un « éclatement » des composantes qui sont alignées 

par colonnes au-dessus des blocs trace et par lignes en dessous des blocs trace dans le cas p ∤ n. Nous donnons d’abord 

quelques échantillons de matrices. Les flèches matérialisent l’origine virtuelle des dits éclatements. 

 

Exemple 1 : p= 3, n = 3, δ = 3 : g = 2, p
δ
 = 27, g

3
 = 8 

 
c  A1 

0  9     18   

9, 18   9    18   

3, 24    9   → 9 9 

6, 21     9  → 9 9 

12,15      9 → 9 9 

1, 8, 10, 26, 19, 17 

 

 3 6 ↓ ↓ ↓ 9 9  

2, 16, 20, 25, 11, 7 
 

   3 3 3 9 9  

4, 5, 13, 23, 22, 14 

 

   3 3 3   18 

 

Exemple 2 : p= 3, n = 9, δ = 3 : g = 2, p
δ
 = 27, g

3
 = 8, g

9
 = 26 

 
c  A2 

0  9     18         

9, 18   9    →   9   9   

3, 24    9   → 9 9       

6, 21     9  →     9  9  

12, 15      9 →    9    9 

1, 26  9 ↓ ↓ ↓ ↓ 9 9        

2, 25    9   9 9        

4, 23    9     9   9    

8, 19   9       9    9  

16, 11      9     9  9   

5, 22     9    9   9    

10, 17   9        9  9   

20, 7     9     9    9  

13, 14      9         18 

 

Exemple 3 : p = 3, n = 9, δ = 4 : g = 2, p
δ
 = 81, g

3
 = 8, g

9
 = 26, g

27
 = 80 

 
c  A3 

0  27              54         

27, 54   27             54         

9, 72    27            →   27   27   

18, 63     27           →   27   27   

36, 45      27          →   27   27   

3, 78       27         → 27 27       

6, 75        27        →     27  27  

12, 69         27       →    27    27 

24, 57          27      → 27 27       

48, 33           27     →     27  27  

15, 66            27    →    27    27 

30, 51             27   → 27 27       

60, 21              27  →     27  27  

39, 42               27 →    27    27 

1, 26, 28, 80, 55, 53  9 18 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 27 27        

2, 52, 56, 79, 29, 25       9   9   9   27 27        
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4, 23, 31, 77, 58, 50       9   9   9     27   27    

8, 46, 62, 73, 35, 19    9 9 9             27    27  

16, 11, 43, 65, 70, 38         9   9   9     27  27   

32, 22, 5, 49, 59, 76        9   9   9    27   27    

64, 44, 10, 17, 37, 71    9 9 9              27  27   

47, 7, 20, 34, 74, 61        9   9   9     27    27  

13, 14, 40, 68, 67, 41         9   9   9         54 

 

Exemple 4 : p = 5, n = 5, δ = 3 : g = 2, p
δ
 = 125, g

5
 = 32  

 
c  A4 

0  25       100     

25,50,75,100   25      100     

5, 35, 120, 90    25      25 25 25 25 

10, 70, 115, 55     25     25 25 25 25 

20, 15, 105, 110      25    25 25 25 25 

40, 30, 85, 95       25   25 25 25 25 

80, 60, 45, 65        25  25 25 25 25 

1, 32, 24, 18, 76, 57, 74, 118, 26, 82, 124, 93, 101, 107, 49, 68, 51, 7, 99, 43  5 20      25 25  50  

2, 64, 48, 36, 27, 114, 23, 111, 52, 39, 123, 61, 77, 89, 98, 11, 102, 14, 73, 86    5 5 5 5 5 25 25 25  25 

4, 3, 96, 72, 54, 103, 46, 97, 104, 78, 121, 122, 29, 53, 71, 22, 79, 28, 21, 47    5 5 5 5 5  25 75   

8, 6, 67, 19, 108, 81, 92, 69, 83, 31, 117, 119, 58, 106, 17, 44, 33, 56, 42, 94    5 5 5 5 5 50   25 25 

16, 12, 9, 38, 91, 37, 59, 13, 41, 62, 109, 113, 116, 87, 34, 88, 66, 112, 84, 63    5 5 5 5 5  25  25 50 

 

Exemple 5 : p = 5, n = 25, δ = 3 : g = 2, p
δ
 = 125, g

5
 = 32, g

25
 = 57 

 
c  A5 

0  25       100                         

25,50,75,100   25           25     25     25     25     

5, 35, 120, 90    25       25      25        25        25 

10, 70, 115, 55     25     25            25 25        25   

20, 15, 105, 110      25       25       25      25 25       

40, 30, 85, 95       25              25       25  25  25  

80, 60, 45, 65        25    25   25 25  25                

1, 57, 124, 68  25       25 25            50            

2, 114, 123, 11     25    25 25      25  25                

4, 103, 121, 22    25       25    25 25          25        

8, 81, 117, 44        25    25       25    25      25     

16, 37, 109, 88      25       25            25   25    25  

32, 74, 93, 51   25           25   25        25       25  

64, 23, 61, 102        25   25    25    25              25 

3, 46, 122, 79        25  25 25     25               25   

6, 92, 119, 33    25          25   25  25              25 

12, 59, 113, 66        25  25        25    25 25           

24, 118, 101, 7   25         25   25  25  25               

48, 111, 77, 14      25              25   25      25  25   

96, 97, 29, 28       25              75         25    

67, 69, 58, 56     25    50         25    25            

9, 13, 116, 112     25       25      25  25   25           

18, 26, 107, 99   25                     25   25   25  25  

36, 52, 89, 73    25         25 25           25 25        

72, 104, 53, 21      25     25              25 25     25   

19, 83, 106, 42      25                  25   25 25 25     

38, 41, 87, 84       25      25              25 25  25    

76, 82, 49, 43   25         25        25       25  25     

27, 39, 98, 86       25              25   25    25  25    

54, 78, 71, 47     25           25    25      25     25   

108, 31, 17, 94       25      25 25          25        25  

91, 62, 34, 63    25           25  25                50 

 

Nota : Quand la colonne « génératrice » n’est pas en tête de blocs (partie au-dessus des blocs trace) comme dans les 

exemples précédents, nous avons l’exemple (matrice de type 2 lorsque d = (n,p-1) pair et p = 1+d mod 2d ) qui suit :  

 

Exemple 6 : p = 3, n = 6, δ = 3 (d = 2, p = 3 mod 4) : g = 2, p
δ
 = 27, g

6
 = 8, g

25
 = 57 

 
c  A6 

27  9            18   

9   9           18   

18    9          18   

3     9       18     

6      9          18 

12       9     18     

24        9        18 

21         9   18     
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15          9      18 

1, 10, 19  6 6 6       9      

2, 20, 11           18 9     

4, 13, 22     6  6  6    9    

8, 26, 17              9 18  

16, 25, 7      6  6  6     9  

5, 23, 14             18   9 

 

Ce cas semble des plus complexes. A priori, il paraît impossible de faire le tour complet de toutes les configurations 

possibles des matrices « contractées » (infinité de cas).  

Nous admettrons que les expressions obtenues par la suite lorsque p\n sont a priori les mêmes que celles obtenues lorsque p 

∤ n puisque des cas p ∤ n encadrent un cas p \ n. Cet argument intuitif ne vaut pas bien sûr démonstration. Si nous voulons 

être rigoureux, il suffit de revenir au cas général  

  

card’(i) =  ∑ #(i-j mod n).card(j)                                                        

 j = 0 à n-1 

 

qui s’écrit sous la forme d’une matrices circulaire droite dont valeurs propres et matrice des vecteurs propres sont données 

à l’exercice (4). 

 

1.2. Cas p pair (p=2) 

 

1.2.1. Généralités 

 

Concernant une seule valeur de p, il serait agréable de passer peu de temps sur ce cas en se contentant des éléments de 

l’exercice 4 concernant les matrices circulaires. Nous proposons cependant une étude alternative en raison des remarques 

que nous développons ci-dessous.  

Notons d’abord qu’il n’y a pas de racine primitive modulo 2
δ
 (cf. [1]). Pour générer la famille des nombres impairs entre 0 

et 2
δ
-1, il faut se résoudre à deux générateurs qui sont 5 et -5.  

Ce qui s’écrivait dans le cas impair : 

p
i
.g

r
 = p

k
.g

u.d
 + p

i
.g

s
.g

v.d
 mod p

δ
 

devient 

().2
i
.5

r
 = ().2

k
.5

u.d
 + ().2

i
.5

s
.5

v.d
 mod 2

δ
        (15) 

 

Cette alternative de signes ne remet pas en cause les principes de calcul utilisé dans le cas des séquences impaires 

L’équation (15) des matrices cardinales ne se décomposent plus en un seul mais en huit cas. Par addition, la règle d’identité 

des cardinaux #{(x1, x2, …, xk) / x1
n
+x2

n
+…+xk

n
 = c mod 2


} (pour les variables de nombres entiers, respectivement #{(y1, 

y2, …, yk) / y1
n
+y2

n
+…+yk

n
 = c mod 2


} pour des variables de nombres premiers) par familles de cibles est cependant 

trivialement conservée. La structure de ces familles est cependant plus compliquée que dans le cas des séquences impaires 

où nous distinguions des familles de cibles de type g
k
.p

r.n
 (les autres cibles, hormis 0, ayant des cardinaux nuls). Cette 

structure a été établie à l’exercice 3 : 

 

Variable de nombres entiers 

c #{c} 

0 ou 2
δn.n

 2
δ-δn-1

 

2
r.n

 (1+2.(#{1}).k) 2
r.(n-1)

.(#{1}) 

autres cibles 0 
 

Variable de nombres premiers  

(déduit du tableau précédent) 

c #{c} 

1+2.(#{1}).k #{1} 

autres cibles 0 

 

La différence est dans le terme #{1}, qui dans le cas des séquences impaires se réduit à 1, mais qui dans le présent cas (p = 

2) n’est égal à 1 que lorsque n est impair. Ce seul point a des répercussions importantes. Sans anticiper sur la suite de notre 

étude, il est aussi simple de ne pas contracter les matrices cardinales (à l’opposé de ce que nous avons fait pour les 

séquences impaires). Ceci revient à reporter p = 2 dans les équations développées à l’exercice 4, équations dont nous ne  

sommes pas complètement satisfaits du fait de valeurs propres sous forme de sommes (donc difficilement manipulables). 

 

Ainsi, nous allons envisager la construction alternative d’autres matrices « cardinales » sans contractions.  

Le nom de matrices cardinales est ici un abus de langage. Le lecteur doit retenir que, si ces formes alternatives de matrices 

nous intéressent pour les cas des sommes de Waring, il ne faut pas perdre de vue que les matrices de passage 

correspondantes (c’est-à-dire les matrices d’environnement en anticipant sur les exercices futurs) ne sont pas les mêmes 

suivant le choix du monôme (et ne sont pas compatibles sans précaution avec la dite notion d’environnement). Lorsque des 

associations de variables à exposants différents sont envisagées (en commençant par x
2
+x

3
), le lecteur se référera aux outils, 
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que nous proposons à l’exercice 11, basés sur les matrices circulaires (droites) (cardinales) dont la matrice de passage est 

unique pour une dimension donnée. 

 

La méthode, qui nous occupe à présent, s’établit à travers le tableau suivant (où Φ(i)=p
i-1

.(p-1)=2
i-1

) : 

 
  Cardinaux courants #c’1 #c’2 #c’3 … #c’2^ 

  Cibles étapes k c’1 c’2 c’3 … c’2^ 
Cardinaux étape 1 Cibles (générateurs) étape 1       

#{u / un = 0 mod 2} c1 = 0   j →   

#{u / un = 50.2-1 mod 2} c2 = 50.2-1       

#{u / un = 50.2-2 mod 2} c3 = 50.2-2       

#{u / un = -50.2-2 mod 2} c4 = -50.2-2       

#{u / un = 51.2-3 mod 2} c5 = 51.2-3  i     

#{u / un = 50.2-3 mod 2} c6 = 50.2-3       

#{u / un = -51.2-3 mod p} c7 = -51.2-3       

#{u / un = -50.2-3 mod p} c8 = -50.2-3  ↓     

…        

#{u / un = 5(Φ(j)/2-1).2δ-j mod 2}        5(Φ(j)/2-1).2δ-j    c(i,j)   

…        

#{u / un = 50.2δ-j mod 2}        50.2δ-j       

#{u / un = -5(Φ(j)/2-1).2δ-j mod 2}        -5(Φ(j)/2-1).2δ-j       

…        

#{u / un = -50.2δ-j mod 2}        -50.2δ-j       

…        

#{u / un = 5(Φ(δ)/2-1).20 mod 2}        5(Φ(δ)/2-1).20       

…        

#{u / un = 50.20 mod 2}        50.20       

#{u / un = -5(Φ(δ)/2-1).20 mod 2}        -5(Φ(δ)/2-1).20       

…        

#{u / un = -50.20 mod 2} c2
 = -50.20       

 

Convention 1 
 

Dans le tableau ci-dessus, nous définissons l’ordre dans lequel sont donné les éléments générateurs ligne et colonne des 

cibles c(i,j). Ceci a une répercussion à l’identique sur les vecteurs générateurs de la matrice cardinale.     

 

Notons (i,j) l’intersection de la ligne i et la colonne j des matrices caractéristiques mod 2
δ
. Soit ci le générateur en position i  

et c’j le générateur en position j.  

Par construction, nous avons c’i = ci. 

L’ensemble des nombres 0 à 2
δ
-1 figure dans les générateurs selon l’axe j (et selon i également). D’où la conséquence 

immédiate. 

 

1.2.2. Propriété 1 « de permutations des composants » 
 

Chaque colonne est une permutation des éléments de la première colonne, les permutations ne dépendant pas de n. 

 

La condition permettant de construire la matrice caractéristique est l’égalité des cibles c(i,j) et c(i’,j’), soit, par soustraction, 

pour deux positions (i,j) et (i’,j’) dans la matrice : 

 

si c’j’-ci’ = c’j-ci mod 2
δ
   =>   #(i’,j’) = #(i,j)     (16) 

 

Considérons la première colonne (c’1=0) : 

#(i,1) = #{u / u
n
 = ci = ci-c’1 mod 2

δ
} 

et 

c’j’-ci’  = c’1-ci mod 2
δ
   =>   #(i’,j’) = #(i,1) 

soit 

c’j’-ci’ = -ci mod 2
δ
   =>   #(i’,j’) = #{u / u

n
 = ci mod 2

δ
} 

d’où 

#(i’,j’) = #{u / u
n
 = ci’-c’j’ mod 2

δ
} 

puis (c’i = ci) 

#(i,j) = #{u / u
n
 = ci-cj mod 2

δ
}    (17) 

 

Nous utilisons ce résultat pour indicer les composantes de la matrice.  

 

1.2.3. Propriété 2 « de périodicité des cardinaux pour générateurs distants de 2
 δ

 » 
 

A différences modulo 2
δ
 de générateurs (soustraction des valeurs des générateurs ci suivant les lignes d’une part et des 

valeurs de générateurs cj suivant les colonnes d’autre part) égales correspondent des cardinaux égaux, la valeur des 

cardinaux distincts littéralement (éventuellement non distincts numériquement) étant donné par la première colonne de la 

matrice cardinale (notation équivalente c[i] et cj) : 
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uc[i] = #(i,1) = #{u / u
n
 = ci mod 2

δ
}    (18) 

 

Convention 2 : Séquence de référence 
 

L’ordre dans lequel se présente les indices de la première colonne est appelé la séquence de référence.  

Nous avons : 

uc = #{u / u
n
 = c mod 2

δ
}    (19) 

 

Cette notation est particulièrement pratique. Nous utilisons cette séquence pour indicer les vecteurs propres des matrices 

cardinales. Pour la simplicité des expressions, les indices sont manipulés modulo 2
δ
 sans être indiqués comme tels dans le 

texte. Le lecteur ne devra donc pas s’étonner de valeurs négatives dans des calculs intermédiaires pour lesdits indices.  

 

Donnons quelques exemples, en attendant, pour illustrer à la fois la convention (séquence de référence) et les propriétés 1 

et 2 : 

=1    =2      =3         

 0 1   0 2 1 -1   0 4 2 -2 5 1 -5 -1 

0 u0 u1  0 u0 u2 u3 u1  0 u0 u4 u6 u2 u3 u7 u5 u1 

1 u1 u0  2 u2 u0 u1 u3  4 u4 u0 u2 u6 u7 u3 u1 u5 

    1 u1 u3 u0 u2  2 u2 u6 u0 u4 u5 u1 u7 u3 

    -1 u3 u1 u2 u0  -2 u6 u2 u4 u0 u1 u5 u3 u7 

          5 u5 u1 u3 u7 u0 u4 u2 u6 

          1 u1 u5 u7 u3 u4 u0 u6 u2 

          -5 u3 u7 u1 u5 u6 u2 u0 u4 

          -1 u7 u3 u5 u1 u2 u6 u4 u0 
           

=4                 

 0 8 4 -4 10 2 -10 -2 13 9 5 1 -13 -9 -5 -1 

0 u0 u8 u12 u4 u6 u14 u10 u2 u3 u7 u11 u15 u13 u9 u5 u1 

8 u8 u0 u4 u12 u14 u6 u2 u10 u11 u15 u3 u7 u5 u1 u13 u9 

4 u4 u12 u0 u8 u10 u2 u14 u6 u7 u11 u15 u3 u1 u13 u9 u5 

-4 u12 u4 u8 u0 u2 u10 u6 u14 u15 u3 u7 u11 u9 u5 u1 u13 

10 u10 u2 u6 u14 u0 u8 u4 u12 u13 u1 u5 u9 u7 u3 u15 u11 

2 u2 u10 u14 u6 u8 u0 u12 u4 u5 u9 u13 u1 u15 u11 u7 u3 

-10 u6 u14 u2 u10 u12 u4 u0 u8 u9 u13 u1 u5 u3 u15 u11 u7 

-2 u14 u6 u10 u2 u4 u12 u8 u0 u1 u5 u9 u13 u11 u7 u3 u15 

13 u13 u5 u9 u1 u3 u11 u7 u15 u0 u4 u8 u12 u10 u6 u2 u14 

9 u9 u1 u5 u13 u15 u7 u3 u11 u12 u0 u4 u8 u6 u2 u14 u10 

5 u5 u13 u1 u9 u11 u3 u15 u7 u8 u12 u0 u4 u2 u14 u10 u6 

1 u1 u9 u13 u5 u7 u15 u11 u3 u4 u8 u12 u0 u14 u10 u6 u2 

-13 u3 u11 u15 u7 u9 u1 u13 u5 u6 u10 u14 u2 u0 u12 u8 u4 

-9 u7 u15 u3 u11 u13 u5 u1 u9 u10 u14 u2 u6 u4 u0 u12 u8 

-5 u11 u3 u7 u15 u1 u9 u5 u13 u14 u2 u6 u10 u8 u4 u0 u12 

-1 u15 u7 u11 u3 u5 u13 u9 u1 u2 u6 u10 u14 u12 u8 u4 u0 

 

D’où il résulte, après résolution de la première colonne : 

 

n=2 

=1    =2      =3         

 0 1   0 2 1 -1   0 4 2 -2 5 1 -5 -1 

0 1 1  0 2   2  0 2 2      4 

1 1 1  2  2 2   4 2 2     4  

    1 2  2   2   2 2  4   

    -1  2  2  -2   2 2 4    

          5  4   2 2   

          1 4    2 2   

          -5   4    2 2 

          -1    4   2 2 
              

=4                 

 0 8 4 -4 10 2 -10 -2 13 9 5 1 -13 -9 -5 -1 

0 4   4          4  4 

8  4 4           4  4 

4 4  4          4  4  

-4  4  4         4  4  

10     4  4   4  4     

2      4  4  4  4     

-10      4 4  4  4      
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-2     4   4 4  4      

13   4 4     4 4       

9 4 4        4 4      

5   4 4       4 4     

1 4 4       4   4     

-13     4 4       4   4 

-9       4 4     4 4   

-5     4 4        4 4  

-1       4 4       4 4 

 

Les cases vides sont occupées par 0 (masquées ici pour plus de clarté des tableaux). 

Le cas n = 2 se présente ainsi une certaine complexité dès les petites valeurs de .  

 

n = 3 

=1    =2      =3         

 0 1   0 2 1 -1   0 4 2 -2 5 1 -5 -1 

0 1 1  0 2  1 1  0 4    1 1 1 1 

1 1 1  2  2 1 1  4  4   1 1 1 1 

    1 1 1 2   2   4  1 1 1 1 

    -1 1 1  2  -2    4 1 1 1 1 

          5 1 1 1 1 4    

          1 1 1 1 1  4   

          -5 1 1 1 1   4  

          -1 1 1 1 1    4 
              

=4                 

 0 8 4 -4 10 2 -10 -2 13 9 5 1 -13 -9 -5 -1 

0 4 4       1 1 1 1 1 1 1 1 

8 4 4       1 1 1 1 1 1 1 1 

4   4 4     1 1 1 1 1 1 1 1 

-4   4 4     1 1 1 1 1 1 1 1 

10     4 4   1 1 1 1 1 1 1 1 

2     4 4   1 1 1 1 1 1 1 1 

-10       4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 

-2       4 4 1 1 1 1 1 1 1 1 

13 1 1 1 1 1 1 1 1 4  4      

9 1 1 1 1 1 1 1 1  4  4     

5 1 1 1 1 1 1 1 1 4  4      

1 1 1 1 1 1 1 1 1  4  4     

-13 1 1 1 1 1 1 1 1     4  4  

-9 1 1 1 1 1 1 1 1      4  4 

-5 1 1 1 1 1 1 1 1     4  4  

-1 1 1 1 1 1 1 1 1      4  4 

 

Pour n = 3, le schéma de base, très simple jusqu’à  = 3, se détériore pour devenir d’une grande complexité (voir plus bas). 

 

Pour n impair, #(i,1) = #{u / u
n
 = ci mod 2

δ
} = 1 si ci impair (suivant exercice 3), d’où les blocs aux composantes unité de 

taille 2
δ-1

 de part et d’autre de la trace caractéristiques de ce cas. 

 

Pour n pair, le schéma de distribution est plus hétérogène. 

 

Le lecteur notera que nous avons affaire ici à des carrés magiques (hors diagonales cependant) avec une méthode 

particulière de génération de ces carrés. 

 

1.2.4. Conservation des «symétries»  par exponentiation des matrices 

 

Les composantes u(i,j) d’une matrice étant indicées sous la forme ci-cj, cet indice étant implicitement manipulé modulo 2
δ
. 

Considérons alors le résultat du produit de deux matrices en (i,j) et (i’,j’) : 

 

#(i,j) = Σ uci-ck.uck-cj 

#(i’,j’) = Σ uci’-ck’.uck’-cj’ = Σ uci+ci’-ci-ck’.uck’-cj’+cj-cj = Σ uci+ci’-ci-(-cj’+cj)-ck.uck-cj = Σ uci+(ci’-cj’)-(ci-cj)-ck.uck-cj 

Soit : 

si cj’-cj’  = ci-cj mod 2
δ
 alors #(i’,j’) = Σ uci-ck.uck-cj = #(i,j) 

D’où la propriété :  

Les égalités littérales des composantes de la matrice cardinale Cδ se transmettent à Cδ
n
. 

 

Nota : Cette propriété s’applique également à Cδ
-1

 et Cδ
- n

.  
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(Nous n’avons pas chercher à démontrer ces points car sans conséquence dans le cadre qui nous occupe). 

  

1.2.5. Propriété 3 « type de valeurs propres » 
 

Les valeurs propres des matrices Aδ,n sont des nombres réels lorsque n est impair.  

Les valeurs propres des matrices Aδ,n sont des nombres imaginaires lorsque n est pair, à l’exception des deux valeurs 

propres λ = 0 et λ = 2
δ
. 

n impair     λ[Aδ, n],  λ[Aδ, n]   

n pair      λ[Aδ, n], [Aδ, n]   sauf λ = 0 et λ = 2
δ
 

 

Nous démontrons ce résultat plus loin par calcul explicite des valeurs propres des matrices [Aδ, n]   

 

1.2.6. Propriété 4 : Règle de dichotomie extérieure 
  

Soit λ une valeur propre de la matrice cardinale Aδ,n. Alors, avec le même ordre de multiplicité, 2λ est une valeur propre de 

la matrice cardinale Aδ+1,n .  

   λ[Aδ+1,n] \ λ[Aδ+1,n] = 2.λ[Aδ,n] 

 

Nous pouvons concevoir facilement que cette propriété est intéressante lors de la recherche des valeurs propres. Une moitié 

des valeurs propres de la matrice Aδ,n est déterminée immédiatement à partir des valeurs propres de la matrice Aδ-1,n par 

simple multiplication par 2. L’autre moitié reste cependant à déterminer. Utilisant cette propriété, que nous démontrons 

plus loin par le calcul explicite des valeurs propres, nous obtenons le tableau suivant : 

 

#(λ) 2
0
 2

0
 2

1
 2

2
 2

3
 2

4
 … 

δ = 0 2
0
.λ0       

δ = 1 2
1
.λ0 2

0
.λ1      

δ = 2 2
2
.λ0 2

1
.λ1 2

0
.{λ2}     

δ = 3 2
3
.λ0 2

2
.λ1 2

1
.{λ2} 2

0
.{λ3}    

δ = 4 2
4
.λ0 2

3
.λ1 2

2
.{λ2} 2

1
.{λ3} 2

0
.{λ4}   

δ = 5 2
5
.λ0 2

4
.λ1 2

3
.{λ2} 2

2
.{λ3} 2

1
.{λ4} 2

0
.{λ5}  

…        

 

(λ0 = 1, λ1 = 0, {λi} sont les familles de valeurs propres dépendant des cas étudiés, n≠2) 

 

1.2.7. Propriété 5 : Règle de dichotomie intérieure  
  

Soit δn = ent((δ-1)/n). Soit q entier, δ-δn+1 < q < δ-1. 

Soit λq = 2
q
.ε une valeur propre de multiplicité mq de la matrice cardinale Aδ,n. Alors λq’ = 2

q-1
.ε est une valeur propre de la 

matrice cardinale Aδ,n de multiplicité 2
n
.mq. Par itération, nous obtenons : 

 

{{ λq = 2
q
.ε, #(λq) = mq }  { λq’ = 2

q-1
.ε, #(λq’) = 2

n
.mq }}, q = δ-2 à δ-δn 

 

Donnons, par ailleurs (par recherche directe par exemple), les valeurs prises par ε pour un échantillon de matrices Aδ,n :  

 
n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 

ε21 = 1+i 

ε22 = 1-i 

ε21 = 1 

ε22 = 1 

ε21 = 1+i 

ε22 = 1-i 

ε21 = 1 

ε22 = 1 

ε21 = 1+i 

ε22 = 1-i 

ε41 = (√2)/2.(1+i) 

ε42 = (√2)/2.(1-i) 

ε43 = (√2)/2.(-1+i) 

ε44 = (√2)/2.(-1-i) 

ε41 = 1 

à 

ε44 = 1 

 

ε41 = 1+(√2)/2.(1+i) 

ε42 = 1+(√2)/2.(1-i) 

ε43 = 1+(√2)/2.(-1+i) 

ε44 = 1+(√2)/2.(-1-i) 

ε41 = 1 

à 

ε44 = 1 

 

ε41 = 1+(√2)/2.(1+i) 

ε42 = 1+(√2)/2.(1-i) 

ε43 = 1+(√2)/2.(-1+i) 

ε44 = 1+(√2)/2.(-1-i) 

 ε81 = 0 

à 

ε88 = 0 

 

ε81 = 1+(√(2+√2))/2+(√(2-√2))/2.i 

ε82 = 1+(√(2+√2))/2-(√(2-√2))/2.i 

ε83 = 1+(√(2-√2))/2+(√(2+√2))/2.i 

ε84 = 1+(√(2-√2))/2-(√(2+√2))/2.i 

ε85 = 1-(√(2+√2))/2+(√(2-√2))/2.i 

ε86 = 1-(√(2+√2))/2-(√(2-√2))/2.i 

ε87 = 1-(√(2-√2))/2+(√(2+√2))/2.i 

ε88 = 1-(√(2-√2))/2-(√(2+√2))/2.i 

ε81 = 1 

à 

ε88 = 1 

 

ε81 = 1 

à 

ε88 = 1 

 

  ε16 1 = 0 

à 

ε16 16 = 0 

ε16 1 = 1 

à 

ε16 16 = 1 

ε16 1 = 1 

à 

ε16 16 = 1 

   ε32 1 = 0 

à 

ε32 32 = 0 

ε32 1 = 1 

à 

ε32 32 = 1 

    ε64 1 = 0 

à 

ε64 64 = 0 
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La somme des composantes de chaque ligne (et colonne) d’une matrice cardinale est doublée en passant d’une matrice de 

dimension 2
δ
 à 2

δ+1
. Cependant, la condition n’est pas suffisante pour expliquer les propriétés de dichotomies intérieure et 

extérieure car il est facile de construire des contre-exemples. 

 

Là encore, nous démontrons la propriété par le calcul explicite des valeurs propres des matrices [Aδ,n], ce que nous 

entreprenons désormais. 

 

1.2.8. Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres 

 

1.2.8.1. Généralités 

 

La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres des matrices cardinales se fait simultanément.  

Pour δ et n donnés initiales, il existe une infinité de matrices de vecteurs propres. Il suffit cependant d’expliciter l’une des 

matrices pour résoudre le problème. Nous commençons par un exemple. Nous partons de la forme générale de la matrice de 

dimension 25.    

 
  0 16 8 -8 20 4 -20 -4 26 18 10 2 -26 -18 -10 -2 13 9 21 17 29 25 5 1 -13 -9 -21 -17 -29 -25 -5 -1 

 

0 

                                  
 

 0  u0 u16 u24 u8 u12 u28 u20 u4 u6 u14 u22 u30 u26 u18 u10 u2 u19 u23 u11 u15 u3 u7 u27 u31 u13 u9 u21 u17 u29 u25 u5 u1 
 

x0 

16  u16 u0 u8 u24 u28 u12 u4 u20 u22 u30 u6 u14 u10 u2 u26 u18 u3 u7 u27 u31 u19 u23 u11 u15 u29 u25 u5 u1 u13 u9 u21 u17 
 

x16 

8  u8 u24 u0 u16 u20 u4 u28 u12 u14 u22 u30 u6 u2 u26 u18 u10 u27 u31 u19 u23 u11 u15 u3 u7 u21 u17 u29 u25 u5 u1 u13 u9 
 

x8 

-8  u24 u8 u16 u0 u4 u20 u12 u28 u30 u6 u14 u22 u18 u10 u2 u26 u11 u15 u3 u7 u27 u31 u19 u23 u5 u1 u13 u9 u21 u17 u29 u25 
 

x24 

20  u20 u4 u12 u28 u0 u16 u8 u24 u26 u2 u10 u18 u14 u6 u30 u22 u7 u11 u31 u3 u23 u27 u15 u19 u1 u29 u9 u5 u17 u13 u25 u21 
 

x20 

4  u4 u20 u28 u12 u16 u0 u24 u8 u10 u18 u26 u2 u30 u22 u14 u6 u23 u27 u15 u19 u7 u11 u31 u3 u17 u13 u25 u21 u1 u29 u9 u5 
 

x4 

-20  u12 u28 u4 u20 u24 u8 u0 u16 u18 u26 u2 u10 u6 u30 u22 u14 u31 u3 u23 u27 u15 u19 u7 u11 u25 u21 u1 u29 u9 u5 u17 u13 
 

x12 

-4  u28 u12 u20 u4 u8 u24 u16 u0 u2 u10 u18 u26 u22 u14 u6 u30 u15 u19 u7 u11 u31 u3 u23 u27 u9 u5 u17 u13 u25 u21 u1 u29 
 

x28 

26  u26 u10 u18 u2 u6 u22 u14 u30 u0 u8 u16 u24 u20 u12 u4 u28 u13 u17 u5 u9 u29 u1 u21 u25 u7 u3 u15 u11 u23 u19 u31 u27 
 

x26 

18  u18 u2 u10 u26 u30 u14 u6 u22 u24 u0 u8 u16 u12 u4 u28 u20 u5 u9 u29 u1 u21 u25 u13 u17 u31 u27 u7 u3 u15 u11 u23 u19 
 

x18 

10  u10 u26 u2 u18 u22 u6 u30 u14 u16 u24 u0 u8 u4 u28 u20 u12 u29 u1 u21 u25 u13 u17 u5 u9 u23 u19 u31 u27 u7 u3 u15 u11 
 

x10 

2  u2 u18 u26 u10 u14 u30 u22 u6 u8 u16 u24 u0 u28 u20 u12 u4 u21 u25 u13 u17 u5 u9 u29 u1 u15 u11 u23 u19 u31 u27 u7 u3 
 

x2 

-26  u6 u22 u30 u14 u18 u2 u26 u10 u12 u20 u28 u4 u0 u24 u16 u8 u25 u29 u17 u21 u9 u13 u1 u5 u19 u15 u27 u23 u3 u31 u11 u7 
 

x6 

-18  u14 u30 u6 u22 u26 u10 u2 u18 u20 u28 u4 u12 u8 u0 u24 u16 u1 u5 u25 u29 u17 u21 u9 u13 u27 u23 u3 u31 u11 u7 u19 u15 
 

x14 

-10  u22 u6 u14 u30 u2 u18 u10 u26 u28 u4 u12 u20 u16 u8 u0 u24 u9 u13 u1 u5 u25 u29 u17 u21 u3 u31 u11 u7 u19 u15 u27 u23 
 

x22 

-2  u30 u14 u22 u6 u10 u26 u18 u2 u4 u12 u20 u28 u24 u16 u8 u0 u17 u21 u9 u13 u1 u5 u25 u29 u11 u7 u19 u15 u27 u23 u3 u31 
 

x30 

13  u13 u29 u5 u21 u25 u9 u1 u17 u19 u27 u3 u11 u7 u31 u23 u15 u0 u4 u24 u28 u16 u20 u8 u12 u26 u22 u2 u30 u10 u6 u18 u14 
 

x13 

9  u9 u25 u1 u17 u21 u5 u29 u13 u15 u23 u31 u7 u3 u27 u19 u11 u28 u0 u20 u24 u12 u16 u4 u8 u22 u18 u30 u26 u6 u2 u14 u10 
 

x9 

21  u21 u5 u13 u29 u1 u17 u9 u25 u27 u3 u11 u19 u15 u7 u31 u23 u8 u12 u0 u4 u24 u28 u16 u20 u2 u30 u10 u6 u18 u14 u26 u22 
 

x21 

17  u17 u1 u9 u25 u29 u13 u5 u21 u23 u31 u7 u15 u11 u3 u27 u19 u4 u8 u28 u0 u20 u24 u12 u16 u30 u26 u6 u2 u14 u10 u22 u18 
 

x17 

29  u29 u13 u21 u5 u9 u25 u17 u1 u3 u11 u19 u27 u23 u15 u7 u31 u16 u20 u8 u12 u0 u4 u24 u28 u10 u6 u18 u14 u26 u22 u2 u30 
 

x29 

25  u25 u9 u17 u1 u5 u21 u13 u29 u31 u7 u15 u23 u19 u11 u3 u27 u12 u16 u4 u8 u28 u0 u20 u24 u6 u2 u14 u10 u22 u18 u30 u26 
 

x25 

5  u5 u21 u29 u13 u17 u1 u25 u9 u11 u19 u27 u3 u31 u23 u15 u7 u24 u28 u16 u20 u8 u12 u0 u4 u18 u14 u26 u22 u2 u30 u10 u6 
 

x5 

1  u1 u17 u25 u9 u13 u29 u21 u5 u7 u15 u23 u31 u27 u19 u11 u3 u20 u24 u12 u16 u4 u8 u28 u0 u14 u10 u22 u18 u30 u26 u6 u2 
 

x1 

-13  u19 u3 u11 u27 u31 u15 u7 u23 u25 u1 u9 u17 u13 u5 u29 u21 u6 u10 u30 u2 u22 u26 u14 u18 u0 u28 u8 u4 u16 u12 u24 u20 
 

x19 

-9  u23 u7 u15 u31 u3 u19 u11 u27 u29 u5 u13 u21 u17 u9 u1 u25 u10 u14 u2 u6 u26 u30 u18 u22 u4 u0 u12 u8 u20 u16 u28 u24 
 

x23 

-21  u11 u27 u3 u19 u23 u7 u31 u15 u17 u25 u1 u9 u5 u29 u21 u13 u30 u2 u22 u26 u14 u18 u6 u10 u24 u20 u0 u28 u8 u4 u16 u12 
 

x11 

-17  u15 u31 u7 u23 u27 u11 u3 u19 u21 u29 u5 u13 u9 u1 u25 u17 u2 u6 u26 u30 u18 u22 u10 u14 u28 u24 u4 u0 u12 u8 u20 u16 
 

x15 

-29  u3 u19 u27 u11 u15 u31 u23 u7 u9 u17 u25 u1 u29 u21 u13 u5 u22 u26 u14 u18 u6 u10 u30 u2 u16 u12 u24 u20 u0 u28 u8 u4 
 

x3 

-25  u7 u23 u31 u15 u19 u3 u27 u11 u13 u21 u29 u5 u1 u25 u17 u9 u26 u30 u18 u22 u10 u14 u2 u6 u20 u16 u28 u24 u4 u0 u12 u8 
 

x7 

-5  u27 u11 u19 u3 u7 u23 u15 u31 u1 u9 u17 u25 u21 u13 u5 u29 u14 u18 u6 u10 u30 u2 u22 u26 u8 u4 u16 u12 u24 u20 u0 u28 
 

x27 

-1  u31 u15 u23 u7 u11 u27 u19 u3 u5 u13 u21 u29 u25 u17 u9 u1 u18 u22 u10 u14 u2 u6 u26 u30 u12 u8 u20 u16 u28 u24 u4 u0 
 

x31 

 

Pour cette matrice, comme pour les ordres inférieurs ou supérieurs, la différence des indices entre deux lignes quelconques 

est constante mod 2
δ
 pour chaque vis-à-vis en colonne (1

ère
 et 2

ème
 lignes à différence 16, 1

ère
 et 3

ème
 lignes à différence 

8…). La même remarque vaut pour un raisonnement lignes/colonnes au lieu de colonnes/lignes. Soit (x0, x16, x8, x24, x20, x4, 

x12, x28, x26, x18, x10, x2, x6, x14, x22, x30, x13, x9, x21, x17, x29, x25, x5, x1, x19, x23, x11, x15, x3, x7, x27, x31) un vecteur propre de 

la matrice, les indices de x étant choisis identiques à la première colonne de la matrice ci-dessus.  

 

1.2.8.2. Equation de base 

 

Nous pouvons alors écrire (nous utilisons ^ pour le passage à la puissance) : 

 

 2

-1  

λ.xi = ∑    ui+j.x2^-j i = 0 à 2

-1  

 j = 0    

 

Les valeurs de ui sont déduites des dénombrements de uc = #{x
n
 = c mod 2


} = #{c}obtenus à l’exercice 3 et rappelés ci-

dessous :  

 

c #{c} Domaine de définition 

0 ou 2
δn.n

 2
δ-δn-1

 δn=ent((δ-1)/n) 

2
r.n

 (1+2.(#{1}).k) 

 

2
r.(n-1)

.(#{1}) k = 0, 1, …, 2
δ-1-r.n

/(#{1})-1 

r = 0 à δn-1 

#{1} = #{x / x
n
 = 1 mod 2

δ
, x = 0,1, …, 2

δ
-1} = min(2

m+1
, 2

δ-1
) 

où m est soit la multiplicité du facteur 2 dans n pair, soit m = -1 si n est impair 

 

De : 
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 2

-1 

λ.xi = ∑    ui+j.x2^-j et i+j = c 

 j = 0 

nous déduisons :  

 2

-1 2


-1 

λ.xi = ∑    uc.xi+2^-c = ∑    uc.xi-c 

 c = 0 c = 0 

puis : 

  δn-1   2
δ-1-r.n

/(#{1})-1 

λ.xi =  (∑        ∑           2
r.(n-1)

.#{1}.xi-((2^(r.n)).(1+2. #{1}.k))) + 2
δ-δn-1

.(xi-2^(n.n)+xi)               (20) 

  r = 0   k = 0 

 

Exemple numérique 

 

Avant de continuer, examinons un exemple numérique de près. La matrice modulo 2
5
 pour n = 2 est présentée ci-dessous. 

 
 0 16 8 -8 20 4 -20 -4 26 18 10 2 -26 -18 -10 -2 13 9 21 17 29 25 5 1 -13 -9 -21 -17 -29 -25 -5 -1   

0 4 4      8                  4  4  4  4  x0 

16 4 4     8                   4  4  4  4  x16 

8   4 4  8                    4  4  4  4  x8 

-8   4 4 8                     4  4  4  4  x24 

20  8   4 4                   4  4  4  4   x20 

4 8    4 4                   4  4  4  4   x4 

-20   8    4 4                 4  4  4  4   x12 

-4    8   4 4                 4  4  4  4   x28 

26         4  4    8   4  4  4  4          x26 

18          4  4  8    4  4  4  4          x18 

10         4  4  8     4  4  4  4          x10 

2          4  4    8  4  4  4  4          x2 

-26            8 4  4  4  4  4  4           x6 

-18           8   4  4 4  4  4  4           x14 

-10          8   4  4  4  4  4  4           x22 

-2         8     4  4 4  4  4  4           x30 

13     4 4 4 4         4 8   4             x13 

9 4 4 4 4              4    4 8           x9 

21     4 4 4 4           4 8   4           x21 

17 4 4 4 4             8   4    4          x17 

29     4 4 4 4         4    4 8            x29 

25 4 4 4 4              4 8   4            x25 

5     4 4 4 4           4    4 8          x5 

1 4 4 4 4                4 8   4          x1 

-13         4 4 4 4             4   8 4     x19 

-9             4 4 4 4         8 4    4    x23 

-21         4 4 4 4               4   8 4   x11 

-17             4 4 4 4           8 4    4  x15 

-29         4 4 4 4             4    4   8  x3 

-25             4 4 4 4          4   8 4    x7 

-5         4 4 4 4              8 4    4   x27 

-1             4 4 4 4            4   8 4  x31 

 

D’où il vient immédiatement : 

 
4x0+4x16+8x28+4x23+4x15+4x7+4x31 = λ.x0 
4x0+4x16+8x12+4x23+4x15+4x7+4x31 = λ.x16 

4x8+4x24+8x4+4x23+4x15+4x7+4x31 = λ.x8 

4x8+4x24+8x20+4x23+4x15+4x7+4x31 = λ.x24 
8x16+4x20+4x4+4x19+4x11+4x3+4x27 = λ.x20 

8x0+4x20+4x4+4x19+4x11+4x3+4x27 = λ.x4 

8x8+4x12+4x28+4x19+4x11+4x3+4x27 = λ.x12 
8x24+4x12+4x28+4x19+4x11+4x3+4x27 = λ.x28 

4x26+4x10+8x22+4x9+4x17+4x25+4x1 = λ.x26 

4x18+4x2+8x14+4x9+4x17+4x25+4x1 = λ.x18 
4x26+4x10+8x6+4x9+4x17+4x25+4x1 = λ.x10 

4x18+4x2+8x30+4x9+4x17+4x25+4x1 = λ.x2 

8x2+4x6+4x22+4x13+4x21+4x29+4x5 = λ.x6 
8x10+4x14+4x30+4x13+4x21+4x29+4x5 = λ.x14 

8x18+4x6+4x22+4x13+4x21+4x29+4x5 = λ.x22 

8x26+4x14+4x30+4x13+4x21+4x29+4x5 = λ.x30 

4x20+4x4+4x12+4x28+4x13+8x9+4x29 = λ.x13 
4x0+4x16+4x8+4x24+4x9+4x25+8x5 = λ.x9 

4x20+4x4+4x12+4x28+4x21+8x17+4x5 = λ.x21 

4x0+4x16+4x8+4x24+8x13+4x17+4x1 = λ.x17 
4x20+4x4+4x12+4x28+4x13+4x29+8x25 = λ.x29 

4x0+4x16+4x8+4x24+4x9+8x21+4x25 = λ.x25 

4x20+4x4+4x12+4x28+4x21+4x5+8x1 = λ.x5 
4x0+4x16+4x8+4x24+4x17+8x29+4x1 = λ.x1 

4x26+4x18+4x10+4x2+4x19+8x15+4x3 = λ.x19 

4x6+4x14+4x22+4x30+8x19+4x23+4x7 = λ.x23 
4x26+4x18+4x10+4x2+4x11+8x7+4x27 = λ.x11 

4x6+4x14+4x22+4x30+8x11+4x15+4x31 = λ.x15 

4x26+4x18+4x10+4x2+4x19+4x3+8x31 = λ.x3 
4x6+4x14+4x22+4x30+4x23+8x3+4x7 = λ.x7 

4x26+4x18+4x10+4x2+8x23+4x11+4x27 = λ.x27 

4x6+4x14+4x22+4x30+4x15+8x27+4x31 = λ.x31 

 

La matrice des vecteurs propres et les valeurs propres sont obtenues par la routine simple que nous développons ici 

applicable dans le cas général, cas sur lequel nous reviendrons plus loin. Le cœur du problème intéressant le nombre 2, il 

est naturel de procéder par une approche dichotomique, ici et plus loin. Cette routine repose sur des écarts d’indices des 

composantes des valeurs propres de 2
k
. La validation des hypothèses est vérifiée, a postériori, par le simple fait de ne pas 

aboutir à des contradictions (ou à des conditions perdant leur généralité).  
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Etape 1 (1
er

 vecteur) 

Supposons : 

xi+1 = xi, i = 0 à 30 

Il en résulte une seule équation distincte :  

32x0 = λ.x0 

d’où nous tirons : 

λ = 32 

Le choix de x0 est libre, mais n’est pas fait au hasard, pour des raisons qui seront expliqués dans le cas général : 

 

x0 = 2
-/2

 = 1/(4√2) 

Etape 2 (2
ème

 vecteur) 

Supposons : 

xi+1 = -xi, i = 0 à 30 

D’où nous tirons une équation : 

λ.x0 = 0 

soit : 

λ = 0 

Le choix de x0 libre n’est pas fait au hasard : 

x0 = 2
-/2

 = 1/(4√2) 

Etape 3 (3
ème

 et 4
ème

 vecteurs) 

Nous commençons par supposer : 

xi+2 = -xi, i = 0 à 29 

D’où nous tirons 2 équations  : 

16x0-16x1 = λ.x0 16x0+16x1 = λ.x1 

puis : 

(16-λ)/16 = -α = x1/x0 = -x0/x1 

d’où : 

α
2
 = -1 

soit : 

α = ±i 

λ = 16.(1+α) = 16.(1±i) 

x1 = -α.x0 

 

Le choix de x0, libre, n’est pas fait au hasard : 

 

x0 = 2
-/2

 = 2
-5/2

 = 1/(4√2) 

Etape 4 (5
ème

 au 8
ème

 vecteurs) 

Nous commençons par supposer : 

xi+4 = -xi, i = 0 à 27 

D’où nous tirons 2
2
 équations  : 

 

-16x3 = λ.x0 16x1 = λ.x2 16x0 = λ.x1 16x2 = λ.x3 

puis : 

λ/16 = α = -x3/x0 = x1/x2 = x0/x1 = x2/x3 

d’où : 

α
4
 = -1 

α
2
 = ±i 

soit : 

α = √2/2.(±1±i) 

λ = 16α = 8√2.(±1±i) 

x3 = -α.x0 

x2 = α.x3 = -α
2
.x0 

x1 = α.x2 = -α
3
.x0 

Le choix de x0, libre, n’est pas fait au hasard : 

x0 = 2
-/2

 = 
-5/2

 = 1/(4√2) 

Etape 5 (9
ème

 au 16
ème

 vecteurs) 

Nous commençons par supposer : 

xi+8 = -xi, i = 0 à 15 

D’où nous tirons 2
3
 équations : 

 

8x0-8x4 = λ.x0 8x2-8x6 = λ.x2 8x5+8x1 = λ.x5 8x3-8x7 = λ.x3 

8x0+8x4 = λ.x4 8x2+8x6 = λ.x6 -8x5+8x1 = λ.x1 8x3+8x7 = λ.x7 

puis : 

(λ-8)/8 = α = x4/x0 = -x0/x4 = x5/x1 = -x1/x5 = x6/x2 = -x2/x6 = x7/x3 = -x3/x7 

et : 

α
2
 = -1 
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soit : 

α = ±i 

λ = 8.(1+α)= 8.(1±i) 

x4 = α.x0 

x5 = α.x1 

x6 = α.x2 

x7 = α.x3 

 

Le choix de x0, x1 ,x2 et x3 est ouvert à condition de former des vecteurs propres libres. 

Notre choix est basé sur la matrice unité avec un coefficient d’ajustement (√4 provient des 4 choix pour x0) : 

 

coeff = (√4).2
-/2

 = 2
-3/2

 = 1/(2√2) 

 

choix 1 2 3 4 

x0 1/(2√2) 0 0 0 

x1 0 1/(2√2) 0 0 

x2 0 0 1/(2√2) 0 

x3 0 0 0 1/(2√2) 

 

Etape 6 (17
ème

 au 32
ème

 vecteurs) 

Nous supposons : 

xi+16 = -xi, i = 0 à 15 

Nous passons ainsi à 2
4
 équations : 

 

8x12 = -λ.x0 8x14 = -λ.x2 8x9 = λ.x13 8x15 = -λ.x3 

8x4 = λ.x8 8x6 = λ.x10 8x5 = λ.x9 8x3 = λ.x7 

8x0 = λ.x4 8x2 = λ.x6 8x1 = λ.x5 8x7 = λ.x11 

8x8 = λ.x12 8x10 = λ.x14 8x13 = -λ.x1 8x11 = λ.x15 

Puis : 

λ/8 = α  

= -x12/x0 = x0/x4 = x4/x8 = x8/x12 

= -x13/x1 = x1/x5 = x5/x9 = x9/x13  

= -x14/x2 = x2/x6 = x6/x10 = x10/x14 

= -x15/x3 = x3/x7 = x7/x11 = x11/x15 

et : 

α
4
 = -1 

α
2
 = ±i 

soit :  

α = √2/2.(±1±i) 

λ = 8α = 4√2.(±1±i) 

xi+12 = -α.xi 

xi+8 = α.xi+12 = -α
2
.xi 

xi+4 = α.xi+8 = -α
3
.xi 

 où i = 0 à 3 

 

Le choix de x0, x1 ,x2 et x3 est ouvert à condition de former des vecteurs propres libres. 

Notre choix est basé sur la matrice unité avec un coefficient d’ajustement (√4 provient des 4 choix pour x0) : 

 

coeff = (√4).2
-/2

 = 2
-3/2

 = 1/(2√2) 

 

choix 1 2 3 4 

x0 1/(2√2) 0 0 0 

x1 0 1/(2√2) 0 0 

x2 0 0 1/(2√2) 0 

x3 0 0 0 1/(2√2) 

 

D’où il suit la matrice cardinale du cas modulo 2
5
. Nous avons placé au-dessus de la matrice les valeurs propres 

correspondant aux vecteurs propres de chaque colonne.  
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√
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√
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√
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x0 x0 -x0 -x0 x2 x2 x2 x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 -x10 

x0 x0 -x0 -x0 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 

x0 x0 -x0 -x0 x2 x2 x2 x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 -x2 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 x10 

x0 x0 -x0 -x0 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 

x0 x0 -x0 -x0 -x2 -x2 -x2 -x2 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 

x0 x0 -x0 -x0 -x2 -x2 -x2 -x2 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 x14 

x0 x0 -x0 -x0 -x2 -x2 -x2 -x2 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 

x0 x0 -x0 -x0 -x2 -x2 -x2 -x2 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x6 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 -x14 

x0 -x0 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 x13 

x0 -x0 x1 x1 x1 x1 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 x9 

x0 -x0 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 

x0 -x0 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 

x0 -x0 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x5 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 -x13 

x0 -x0 x1 x1 x1 x1 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x1 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 -x9 

x0 -x0 x1 x1 -x1 -x1 -x1 -x1 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 x5 

x0 -x0 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 

x0 -x0 -x1 -x1 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 

x0 -x0 -x1 -x1 -x3 -x3 -x3 -x3 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 

x0 -x0 -x1 -x1 x3 x3 x3 x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 x11 

x0 -x0 -x1 -x1 -x3 -x3 -x3 -x3 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 x15 

x0 -x0 -x1 -x1 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 

x0 -x0 -x1 -x1 -x3 -x3 -x3 -x3 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 x7 

x0 -x0 -x1 -x1 x3 x3 x3 x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x3 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 -x11 

x0 -x0 -x1 -x1 -x3 -x3 -x3 -x3 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x7 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 -x15 

 

Nota : x0 varie d’une colonne à l’autre (suivant la valeur du générateur donnée au-dessus de chaque colonne). 

 

Ce qui donne finalement  pour les valeurs propres et la matrice unitaire des vecteurs propres P correspondante : 

(cette matrice est à diviser par 4√2 pour que P.
t
P* = I suivant les choix de x0 fait ci-dessus) 

 

 



 

P 149/394                            Facteur d’abondance en correction modulo p
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 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 0 0 0 0 0 0 -2 -2 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 1 1 1 1 -2 -2 0 0 0 0 0 0 2i -2i -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 2i -2i 0 0 0 0 0 0 √2.(-1+i) √2. (-1-i)/2 √2.(1+i)/2 √2.(1-i)/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 2i -2i 0 0 0 0 0 0 √2.(1-i)/2 √2.(1+i)/2 √2.(-1-i)/2 √2.(-1+i)/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 √2.(-1-i)/2 √2.(-1+i)/2 √2.(1-i)/2 √2.(1+i)/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 √2.(1+i)/2 √2.(1-i)/2 √2.(-1+i)/2 √2.(-1-i)/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 -i i i -i 0 0 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2i -2i -2i 2i 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 -i i i -i 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 -2 -2 -2 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 -i i i -i 0 0 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 2i -2i 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 -i i i -i 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 i -i -i i 0 0 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1-i) √2.(1+i) √2.(-1-i) √2.(-1+i) 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 i -i -i i 0 0 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1-i) √2.(-1+i) √2.(1-i) √2.(1+i) 0 0 0 0 

 1 1 -1 -1 i -i -i i 0 0 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1+i) √2.(-1-i) √2.(1+i) √2.(1-i) 0 0 0 0 

1/(4√2) 1 1 -1 -1 i -i -i i 0 0 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1+i) √2.(1-i) √2.(-1+i) √2.(-1-i) 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 (1+i)/√2 (1-i)/√2 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1-i) √2.(-1+i) √2.(1-i) √2.(1+i) 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (1-i)/√2 (1+i)/√2 (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 2i -2i/ 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 (1+i)/√2 (1-i)/√2 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1+i) √2.(-1-i) √2.(1+i) √2.(1-i) 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (1-i)/√2 (1+i)/√2 (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 -2 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 (1+i)/√2 (1-i)/√2 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1+i) √2.(1-i) √2.(-1+i) √2.(-1-i) 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (1-i)/√2 (1+i)/√2 (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 2i -2i -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 (1+i)/√2 (1-i)/√2 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1-i) √2.(1+i) √2.(-1-i) √2.(-1+i) 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 i -i (1-i)/√2 (1+i)/√2 (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 

 1 -1 -i i (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 (1-i)/√2 (1+i)/√2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2 -2 -2 -2 

 1 -1 -i i (1+i)/√2 (1-i)/√2 (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 0 0 0 0 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1+i) √2.(-1-i) √2.(1+i) √2.(1-i) 

 1 -1 -i i (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 (1-i)/√2 (1+i)/√2 0 0 0 0 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 2i -2i 

 1 -1 -i i (1+i)/√2 (1-i)/√2 (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(-1-i) √2.(-1+i) √2.(1-i) √2.(1+i) 

 1 -1 -i i (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 (1-i)/√2 (1+i)/√2 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 2 2 

 1 -1 -i i (1+i)/√2 (1-i)/√2 (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 0 0 0 0 0 0 2i -2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1-i) √2.(1+i) √2.(-1-i) √2.(-1+i) 

 1 -1 -i i (-1-i)/√2 (-1+i)/√2 (1-i)/√2 (1+i)/√2 0 0 0 0 0 0 -2 -2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2i -2i -2i 2i 

 1 -1 -i i (1+i)/√2 (1-i)/√2 (-1+i)/√2 (-1-i)/√2 0 0 0 0 0 0 -2i 2i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 √2.(1+i) √2.(1-i) √2.(-1+i) √2.(-1-i) 

 

1.2.8.3. Cas n = 2 

 

Plus généralement pour n = 2 et une matrice de dimension 2
δ
, nous avons (avec #|1}=2

2
 pour δ≥3) : 

 

 δn-1   2
δ-3-2r

-1 

λ.xi =  ∑        ∑           2
r+2

.xi-((2^(2r)).(1+8k)) +2
δ-δn-1

.(xi-2^(2.n)+xi)         i = 0 à 2

-1 

 r = 0   k = 0 

 

Pour xi+1 = xi, il est trivial de vérifier que : 

λ = 2
δ
 

Avec x0 = 2
-δ/2

, nous avons : 

xi = 2
-δ/2

  pour tous i. 

De même pour xi+1 = -xi, il vient aisément : 

λ.xi = 0.xi  

Soit : 

λ = 0 

Avec x0 = 2
-δ/2

, nous avons : 

x2i = 2
-δ/2

, x2i+1 = -2
-δ/2

 pour tous i. 

Supposons, pour un certain t, 1≤t≤δ-1, que : 

xi+2^t = -xi 

Alors pour i donné : 

 

           2
δ-3

-1 2
δ-3-2.(r-1)

-1 2
δ-3-2.r

-1 2
δ-3-2.(r+1)

-1 

 λ.xi = ∑ 2
2
.xi-1-(2^3).k+ … +(.  ∑ 2

r+1
.xi-2^(2.(r-1))-2^(2.(r-1)+3).k + ∑ 2

r+2
.xi-2^(2.r)-2^(2.r+3).k + ∑ 2

r+3
.xi-2^(2.(r+1))-2^(2.(r+1)+3). k ) 

           k = 0 k = 0 k = 0 k = 0 
 

+2
δ-3-r

.xi+…+2
δ-δn+1

.xi+2
δ-δn

.xi+2
δ-δn-1

.xi+2
δ-δn-1

.xi  

Si de plus t = 2r, alors : 

xi+2^(2r) = -xi 

xi+2^(2r+1) = xi 

et par alternance des signes devant xj : 

 

si z≤2r, ∑k xi+(2^z).k = 0 (équivalent à ∑k xi-(2^z).k = 0)  

puis : 
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                            2
δ-1-2r

-1  2
δ-3-2r

-1   2
δ-5-2r

-1 

 λ.xi = 0+…+0+( ∑ 2
r+1

.xi-2^(2r-2) -∑ 2
r+2

.xi +∑ 2
r+3

.xi )+(2
δ-3-r

+…+2
δ-δn+1

+2
δ-δn

+2
δ-δn-1

+2
δ-δn-1

).xi  

                            k = 0  k = 0   k = 0 

Soit : 

λ.xi = 2
δ-r

.xi-2^(2r-2)-2
δ-1-r

.xi+2
δ-2-r

.xi+(2
δ-2-r

).xi = 2
δ-r

.xi-2^(2r-2) 

d’où : 

λ/2
δ-t/2

 = xi-2^(t-2)/xi = (xi/xi+1.2^(t-2) = xi+1.2^(t-2)/xi+2.2^(t-2) = xi+2.2^(t-2)/xi+3.2^(t-2) = xi+3.2^(t-2)/xi+4.2^(t-2)) = xi+3.2^(t-2)/(-xi) 

Puis  

(λ/2
δ-t/2

)
4
 = -1 

(λ/2
δ-t/2

)
2
 = ±i 

et :  

si t pair 

α = (√2/2).(±1±i) 

λ = 2
δ-t/2

.α 

xi+2^(t-2) = α
-1

.xi 

 

Le choix de x0 à x2^(t-2)-1 est libre. La forme la plus pratique (voir plus loin), dérivée de la forme canonique, est : 

 

 (X)j = 2
(t-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
(t-2)

 

 

Cette écriture signifie simplement que le vecteur colonne X = [x0, x1, x2, …, x2^(t-2)-1] est identifié tour à tour à la j
ème

 

colonne de la matrice unité de dimension 2
(t-2)

 avec un facteur de correction 2
-δ/2

. 

 

Si maintenant t = 2r+1, alors :  

xi+2^(2r+1) = -xi 

xi+2^(2r+2) = xi 

si z≤2r+1, ∑k xi-(2^z).k = 0 

Alors : 

 2
δ-3

-1 2
δ-3-2(r-1)

-1    2
δ-3-2r

-1 2
δ-3-2(r+1)

-1 

λ.xi = ∑    2
2
.xi-1-(2^3).k+ … +( ∑   2

r+1
.xi-2^(2(r-1))-2^(2(r-1)+3).k + ∑   2

r+2
.xi-2^(2r)-2^(2r+3).k+ ∑    2

r+3
.xi-2^(2(r+1))-2^(2(r+1)+3).k) 

 k = 0 k = 0    k = 0 k = 0 
 

 +(2
δ-3-r

+…+2
δ-δn+1

+2
δ-δn

+2
δ-δn-1

+2
δ-δn-1

).xi 

s’écrit : 

  2
δ-3-2.r

-1   2
δ-5-2.r

-1     

 λ.xi = 0+…+(0+  ∑ 2
r+2

.xi-2^(2r) +∑ 2
r+3

.xi )+(2
δ-3-r

+…+2
δ-δn+1

+2
δ-δn

+2
δ-δn-1

+2
δ-δn-1

).xi 

  k = 0   k = 0     

Soit : 

λ.xi = 2
δ-1-r

.xi-2^(2r)+2
δ-2-r

.xi+2
δ-2-r

.xi = 2
δ-(t+1)/2

.(xi-2^(t-1)+xi) 

d’où : 

(λ-2
δ-(t+1)/2

)/2
δ-(t+1)/2

 = xi-2^(t-1)/xi = (xi/xi+1.2^(t-1) = xi+1.2^(t-1)/xi+2.2^(t-1)) = xi+2^(t-1)/(-xi) 

puis : 

((λ-2
δ-(t+1)/2

)/2
δ-(t+1)/2

)
2
 = -1 

et :  

si t impair 

α = ±i 

λ = 2
δ-(t+1)/2

.(1+α) 

xi+2^(t-1) = α
-1

.xi 

 

Le choix de x0 à x2^(t-1)-1 est libre. La forme la plus pratique reste avec les conventions d’écriture énoncées plus haut : 

 

 (X)j = 2
(t-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
(t-1)

 

Nota :  

En toute rigueur, il est nécessaire de démontrer que l’ensemble des vecteurs propres obtenus ainsi par dichotomie forme un 

système libre de vecteurs. La dichotomie crée un décalage méthodique entre les valeurs non nulles des composantes de 

chaque vecteur ce qui contribue à ce point. Nous reviendrons sur ce point par une autre approche (P unitaire) plus loin. 

 

Le cas n = 2 se résume par extrapolation au tableau suivant (relations 21) : 
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 Eléments récurrents ε 

(hors deux premiers) 

Valeurs propres λ # vecteurs propres Vecteurs propres 

(les xi dont les indices 

ne sont pas indiqués 

sont égaux à 0) 

Entrée ε0 = 1 2δ 20 xi = 2
-δ/2

      

ε2^0 1 = 0 0 20 
xi+2^0 = -xi 

x0 = 2
-δ/2

      
Boucle 1 

(éventuellement 

partielle) 
ε2^1 1 = 1+i 

ε2^1 2 = 1-i 
2δ-1.ε(α1) 21 

xi+2^1 = -xi 

ou(xi+2^0 = (i)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-i)

-1
.xi) 

x0 = 2
(1-δ)/2

      

ε2^2 1 = √2/2.(1+i) 

ε2^2 2 = √2/2.(1-i) 

ε2^2 3 = √2/2.(-1+i) 

ε2^2 4 = √2/2.(-1-i) 

2δ-1.ε(α2) 22 

xi+2^2 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α2)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α2)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (α2
3
)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (-α2
3
)

-1
.xi) 

x0 = 2
(2-δ)/2

      
Boucle 2 

(éventuellement 

partielle) 

ε2^3 1 = 1+α3 

ε2^3 2 = 1-α3 

… 

ε2^3 2^3-1 = 1+α3
2^3-1 

ε2^3 2^3 = 1-α3
2^3-1 

2δ-2.ε(α3) 23 

xi+2^3 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α3)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α3)

-1
.xi) 

 (X)j = 2
(3-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
3
  

ε2^4 1 = 1+α4 

ε2^4 2 = 1-α4 

… 

ε2^4 2^4-1 = 1+α4
2^4-1 

ε2^4 2^4 = 1-α4
2^4-1 

2δ-2.ε(α4) 24 

xi+2^4 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α4)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α4)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (α4
3
)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (-α4
3
)

-1
.xi) 

(X)j = 2
(4-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
4
       

 … … …  

Boucle δn+1 

(éventuellement 

partielle) 

suivant valeur δ 2δ-δn-1.ε 2δ-1 suivant valeur δ 

 

1.2.8.4. Cas n > 2 

 

Revenons au cas général d’abord.  

Nous avions : 

  δn-1   2
δ-1-r.n

/(#{1})-1 

λ.xi =  (∑        ∑           2
r.(n-1)

.#{1}.xi-((2^(r.n)).(1+2. #{1}.k))) + 2
δ-δn-1

.(xi-2^(n.n)+xi)     i = 0 à 2

-1 

  r = 0   k = 0 

 

Nous commençons par xi+1 = xi (cette première relation faisant quelque peu exception aux suivantes), puis xi+2 = -xi, puis 

xi+2^t = -xi avec t = 2, 3, etc. jusqu’à épuisement des valeurs à rechercher.  

 

Pour xi+1 = xi, le cas est trivial :  

λ.xi = 2
δ
.xi 

Soit, en choisissant x0 = 2
-δ/2

,  

λ = 2
δ
 

xi = 2
-δ/2

, i = 0 à 2
δ
-1 

De même pour xi+1 = -xi, il vient aisément : 

λ.xi = 0.xi  

Soit : 

λ = 0 

Avec x0 = 2
-δ/2

, nous avons : 

x2i = 2
-δ/2

, x2i+1 = -2
-δ/2

 pour tout i 

Supposons ensuite : 

xi+2^t = -xi 

Alors, utilisant #{1} = 2
m+1

 pour δ≥3, 
 

 

   δn-1   2
δ-m-2-r.n

-1 

λ.xi =.  ( ∑        ∑ 2
r.(n-1)+m+1

.xi-2^(r.n)-(2^(r.n+m+2)).k ) + 2
δ-δn-1

.(xi-2^(n.n)+xi) 

   r = 0   k = 0 

puis : 
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  2
δ-m-2

-1 2
δ-m-2-r.n+n

-1 2
δ-m-2-r.n

-1 

 λ.xi = ∑ 2
m+1

.xi-1-(2^(m+2)).k+…+( ∑ 2
(r-1).(n-1)+m+1

.xi-2^(r.n-n)-(2^(r.n-n+m+2)).k)+ ∑ 2
r.(n-1)+m+1

.xi-2^(r.n)-(2^(r.n+m+2)).k+  

  k = 0 k = 0 k = 0 
 

2
δ-m-2-r.n-n

-1 

∑ 2
(r+1).(n-1)+m+1

.xi-2^(r.n+n)-(2^(r.n+n+m+2)).k)+2
δ-3-r

.xi+ … +2
δ-δn+1

.xi+2
δ-δn

.xi+2
δ-δn-1

.xi+2
δ-δn-1

.xi 

k = 0 

 

Considérons les indices successifs des xj des sommes entre parenthèses, soit : 

 

i-2^(r.n)-(2^(r.n+m+2)).k i-2^(r.n+n)-(2^(r.n+n+m+2)).k … 

Oublions i et les signes - : 

2^(r.n)+(2^(r.n+m+2)).k 2^(r.n+n)+(2^(r.n+n+m+2)).k 

 

Puis intéressons-nous aux coefficients affines de la variable k dans leur ordre d’apparition, soit : 

 

2
(r.n)

 2
(r.n+m+2)

 2
(r.n+n)

 2
(r.n+n+m+2)

 

 

Il y a croissance de cette suite à condition que : 

m ≥ -2 (vrai par définition)  

et 

n ≥ m+2 

Posons : 

y = n-m-2 

Nous avons alors le tableau suivant : 

n m y 

2 1 -1 

3 -1 2 

4 2 0 

n impair -1 n-1 

n pair, n>5 m > 0 

 

Nota : 
 

Pour n = 2, le signe de y est négatif. Il y a imbrication dans les valeurs des indices, ce qui constitue une exception aux 

calculs que nous allons mener ci-dessous. Cependant ce cas a été totalement résolu plus haut et il n’est plus utile d’y 

revenir. 

 

Pour les autres valeurs de n (n > 2), nous avons y ≥0.  

Nous considérons alors trois cas : 

 

Cas 1 : t = r.n 

xi+2^(r.n) = -xi 

xi+2^(r.n+1) = xi 

si z ≤ r.n, ∑k xi-(2^z).k = 0 

d’où : 

  2
δ-m-2-r.n

-1 2
δ-m-2-r.n-n

-1  

 λ.xi = 0+…+0+(0- ∑ 2
r.(n-1)+m+1

.xi)+ ∑ 2
(r+1).(n-1)+m+1

.xi )+(2
δ-3-r

+…+2
δ-δn+1

+2
δ-δn

+2
δ-δn-1

+2
δ-δn-1

).xi 

  k = 0 k = 0  

puis : 

λ.xi = ((-2
δ-1-r

+2
δ-2-r

)+2
δ-2+r

).xi = 0 

soit : 

λ = 0 

 

Le choix de x0 à x2^r.n-1 est libre et la forme que nous choisissons s’écrit : 

 

 (X)j = 2
(t-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
r.n

 

Cas 2 : t = r.n+s, 0 < s < m+2 

xi+2^(r.n+s) = -xi 

xi+2^(r.n+s+1) = xi 

si z≤r.n+s, ∑k xi-(2^z).k = 0 

Alors, r.n = t-s, d’où : 

si z≤t, ∑k xi-(2^z).k = 0 

Puis : 
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  2
δ-m-2

-1 2
δ-m-2-t+s+n

-1 2
δ-m-2-t+s

-1 

 λ.xi = ∑ 2
m+1

.xi-1-(2^(m+2)).k+…+( ∑ 2
t-s-r-n+m+2

.xi-2^(t-s-n)-(2^(t-s-n+m+2)).k+ ∑ 2
t-s-r+m+1

.xi-2^(t-s)-(2^(t-s+m+2)).k+  

  k = 0 k = 0 k = 0 
 

2
δ-m-2-t+s-n

-1 

∑ 2
t-s-r+n+m

.xi-2^(t-s+n)-(2^(t-s+n+m+2)).k)+2
δ-3-r

.xi+…+2
δ-δn+1

.xi+2
δ-δn

.xi+2
δ-δn-1

.xi+2
δ-δn-1

.xi 

k = 0 

 

Si 0 < s < m+2, alors t < t-s+m+2 < t+m+2 et : 

 

2
δ-m-2-t+s+n

-1 

∑ 2
t-s-r-n+m+2

.xi-2^(t-s-n)-(2^(t-s-n+m+2)).k) = xi-xi+xi-xi+…+xi-xi = 0 

k = 0 

 

2
δ-m-2-t+s

-1  

∑ 2
t-s-r+m+1

.xi-2^(t-s)-(2^(t-s+m+2)).k = 2
δ-1-r

.xi-2^(t-s)) 

k = 0  

 

2
δ-m-2-t+s-n

-1 

∑ 2
t-s-r+n+m

.xi-2^(t-s+n)-(2^(t-s+n+m+2)).k = 2
δ-2-r

.xi 

k = 0 

D’où : 

λ.xi = 0+2
δ-1-(t-s)/n

.xi-2^(t-s)+2
δ-1-(t-s)/n

.xi  

Puis : 

(λ-2
δ-1-(t-s)/n

)/2
δ-1-(t-s)/n

 = xi-2^(t-s)/xi 

Ceci entraine comme xi+2^t = -xi : 

((λ-2
δ-1-(t-s)/n

)/2
δ-1-(t-s)/n

)
2^s

 = -1  

Posons la racine 2
s
 ième de -1 : 

α = 
2^s

√-1 

D’où 

λ = 2
δ-1-(t-s)/n

.(1+α) = 2
δ-1-r

.(1+α) = 2
δ-1-r

.ε 

xi+2^(t-s) = α
-1

.xi 
 

(X)j = 2
(t-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
2^(t-s)

 

 

Notons que le cas 2 est impossible pour n impair (puisque m = -1 et 0 < s < m+2 = 1 ne laisse pas de solution s). 

 

Cas 3 : t = r.n+s+m+2, 0 ≤ s < n-m-2 

xi+2^(r.n+s+m+2) = -xi 

xi+2^(r.n+s+m+3) = xi 

si z≤r.n+s+m+2, ∑k xi-(2^z).k = 0 

Alors, r.n = t-s-m-2, d’où : 

si z≤t, ∑k xi-(2^z).k = 0 

puis : 

  2
δ-m-2

-1 2
δ-t+s+n

-1 2
δ-t+s

-1 

 λ.xi = ∑ 2
m+1

.xi-1-(2^(m+2)).k+…+( ∑ 2
t-s-r-n-2

.xi-2^(t-s-n-m-2)-(2^(t-s-n)).k+ ∑ 2
t-s-r-1

.xi-2^(t-s-m-2)-(2^(t-s)).k+  

  k = 0 k = 0 k = 0 
 

2
δ-t+s-n

-1 

∑ 2
t-s-r+n-2

.xi-2^(t-s+n-m-2)-(2^(t-s+n)).k)+2
δ-3-r

.xi+…+2
δ-δn+1

.xi+2
δ-δn

.xi+2
δ-δn-1

.xi+2
δ-δn-1

.xi 

k = 0 

 

Si 0≤s<n-m-2, alors t-s≤t et  t<t+n-s-m-2 : 

 

2
δ-t+s+n

-1 

∑ 2
t-s-r-n-2

.xi-2^(t-s-n-m-2)-(2^(t-s-n)).k = xi-xi+xi-xi+…+xi-xi = 0 

k = 0 

 

2
δ-t+s

-1  

∑ 2
t-s-r-1

.xi-2^(t-s-m-2)-2^(t-s).k  = xi-xi+xi-xi+…+xi-xi = 0 

k = 0  

mais : 

2
δ-t+s-n

-1 

∑ 2
t-s-r+n-2

. xi-2^(t-s+n)-2^(t-s+n+m+2).k = 2
δ-2-r

.xi 

k = 0 

D’où : 

λ.xi = 2
δ-1-r

.xi = 2
δ-1-(t-s-m-2)/n

.xi 
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Puis : 

λ = 2
δ-1-(t-s-m-2)/n

 = 2
δ-1-r

.(1+α) = 2
δ-1-r

.ε 

 

 (X)j = 2
(t-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
2^t

 

 

Avant de dresser un bilan des résultats obtenus, nous allons chercher les valeurs correspondant à 
2^s

√-1. 

 

Calcul d’une racine 2
k ème

 de l’unité. 

 

Le calcul de ces racines est indispensable à notre exercice.  

Soit deux couples de réels (a,b) et (c,d) telles que (a+b.i)
2
 = c+d.i (i²=-1). 

Alors a
2
-b

2
+2a.b.i = c+d.i, soit c = a

2
-b

2
 et d

2
 = 4a

2
.b

2
, puis 4a

4
-4c.a

2
-d

2
 = 0 ayant un couple de solutions a = 

racine(2.racine(c
2
+d

2
)+2c)/2 et b = racine(2.racine(c

2
+d

2
)-2c)/2. Comme c+d.i est une racine de l’unité, nous avons 

c
2
+d

2
=1, puis :  

a = (√(2+2c))/2 et b = (√(2-2c))/2. 

 

Par récurrence, nous obtenons alors le tableau suivant, où figure une des racines « génératrices » des racines de l’unité (le 

terme « génératrices » est placé entre parenthèses parce l’ensemble de la famille n’est générée qu’avec l’emploi 

supplémentaire du signe -) : 

 

Ordre 

matrice 

t Racine « génératrice »  

1  1 

2 0 -1 

4 1 i 

8 2 √2/2(1+i) 

16 3 (√(2+√2))/2+i.(√(2-√2))/2 

32 4 (√(2+√(2+√2)))/2+i.(√(2-√(2+√2)))/2 

64 5 (√(2+√(2+√(2+√2))))/2+i.(√(2-√(2+√(2+√2))))/2 

128 6 (√(2+√(2+√(2+√(2+√2)))))/2+i.(√(2-√(2+√(2+√(2+√2)))))/2 

256 7 (√(2+√(2+√(2+√(2+√(2+√2))))))/2+i.(√(2-√(2+√(2+√(2+√(2+√2))))))/2 

…   

2
t+1

 t αt = (√(2+√(2+√(2+…√2))…)/2+i.(√(2-√(2+√(2+…√2))…)/2 

 

L’ensemble des racines est alors : 

{αt, -αt, αt
3
, -αt

3
, αt

5
, -αt

5
, …,αt

2^t-1
, -αt

2^t-1
} 

 

Par calcul direct élémentaire, nous vérifions : 

αt.αt* = 1 

d’où également : 

(αt)
i
. (αt*)

i
 = 1 

 

1.2.8.5. Tableau récapitulatif, fonction de n, des valeurs de ε  

 

Notons αs une racine « génératrice » de 
2^s

√-1. 

Nous obtenons finalement le tableau de l’ensemble des cas rencontrés (la convention pour m est encore la même) (relations 

22) :  

 
 n = 2 n pair (n>2) multi 

plicité 

des εij  

n pair 

n impair (m=-1) multi 

plicité 

des εij  

n 

impair 

 

entrée ε0 = 1 ε0 = 1 20 ε0 = 1 20  

ε11 = 0 ε11 = 0 20 ε11 = 0 20  

boucle ε21 = 1+i 

ε22 = 1-i 
ε21 = 1+α1 

ε22 = 1-α1 
20 

ε21 = 1 

ε22 = 1 21 

Cas 2 

ε41 = (1/2).(√2)(1+i) 

ε42 = (1/2).(√2)(1-i) 

ε43 = (1/2).(√2)(-1+i) 

ε44 = (1/2).(√2)(-1-i) 

ε41 = 1+α2 

ε42 = 1-α2 

ε43 = 1+α2
3
  

ε44 = 1-α2
3
  

20 

ε41 = 1 

à 

ε44 = 1 

 

22 

 …  …  
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 ε2^(m+1) 1 = 1+αm+1 

ε2^(m+1) 2 = 1-αm+1 

ε2^(m+1) 3 = 1+αm+1
3
  

ε2^(m+1) 4 = 1-αm+1
3 

ε2^(m+1) 5 = 1+αm+1
5
  

ε2^(m+1) 6 = 1-αm+1
5
 

… 

ε2^(m+1) 2^(m+1)-1 = 1+αm+1
2^(m+1)-1

  

ε2^(m+1) 2^(m+1) = 1-αm+1
2^(m+1)-1

 

20 

ε2^(m+1) 1 = 1 

à  

ε2^(m+1) 2^(m+1) = 1 

2m+1 

 ε2^(m+2) 1 = 1 

à  

ε2^(m+2) 2^(m+2) = 1 

2m+2 

ε2^(m+2) 1 = 1 

à  

ε2^(m+2) 2^(m+2) = 1 

2m+2 

Cas 3  …  …  

 ε2^(n-1) 1 = 1 

à  

ε2^(n-1) 2^(n-1) = 1 

2n-1 

ε2^(n-1) 1 = 1 

à  

ε2^(n-1) 2^(n-1) = 1 

2n-1 

 ε2^n 1 = 0 

à  

ε2^n 2^n = 0 

2n 

ε2^n 1 = 0 

à  

ε2^n 2^n = 0 

2n Cas 1 

 

Nous ne devons pas nous étonner ici que le cas n = 2 se distingue du cas n impair, mais fasse également exception aux 

autres nombres pairs : 2 est décidément une particularité.  

Notons que n impair (puisque m = -1), les expressions utilisant ε = ε(α) sont réduites à un ensemble vide. 

Notons de même que pour n = 4, m = 2 et il n’y a pas de solution en x de m+2 ≤x ≤n-1 et donc dans ce cas de solutions de 

type ε = 1 (hormis dans l’entrée).  

 

Se faisant, nous pouvons à présent vérifier (et démontrer) aisément les propriétés de dichotomie extérieure et intérieure.  

En effet, le passage de la boucle i à la boucle i+1 correspond à la propriété de dichotomie intérieure. D’autre part, à un 

élément récurrent ε de la boucle i correspond la valeur propre 2δ-i.ε pour une matrice d’ordre δ (dimension 2δ) et la valeur propre 

2δ+1-i.ε pour une matrice d’ordre δ+1 (dimension 2δ+1), d’où la propriété de dichotomie extérieure. 

 

Illustrations 

 

Donnons deux illustrations aux résultats obtenus pour n = 3 et n = 8 : 

 

Cas n = 3 (ici δ = 5) 

 

La matrice cardinale est : 

 
 0 16 8 -8 20 4 -20 -4 26 18 10 2 -26 -18 -10 -2 13 9 21 17 29 25 5 1 -13 -9 -21 -17 -29 -25 -5 -1   

0 8   4 4                         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x0 
16   8 4 4             1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x16 
8 4 4 8               1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x8 
-8 4 4   8             1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x24 
20      8   4 4         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x20 
4        8 4 4         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x4 

-20      4 4 8           1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x12 
-4      4 4   8         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x28 
26          8 4   4         1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x26 
18          4 8 4       1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x18 
10            4 8 4      1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x10 
2          4  4 8      1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x2 

-26               8 4  4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x6 
-18               4 8 4   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x14 
-10                4 8 4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x22 
-2                  4   4 8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  x30 
13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 8   4       4             x13 
9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   8  4    4           x9 

21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4  8  4               x21 
17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   4  8  4              x17 
29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1    4  8  4             x29 
25 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1     4  8  4           x25 
5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 4    4  8             x5 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1   4       4   8           x1 

-13 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1         8   4       4    x19 
-9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1           8  4    4  x23 

-21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1         4  8  4      x11 
-17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1           4  8  4     x15 
-29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1            4  8  4    x3 
-25 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1             4  8  4  x7 
-5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1         4    4  8    x27 
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1                   4       4   8  x31 

 

Nous avons : 
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entrée boucle 1 boucle 2 (partielle) 

ε0 = 1 

ε1 1 = 0 

ε2 1 = ε2 2 = 1 

ε4 1 à ε4 4 = 1 

ε8 1 à ε8 8 = 0 

ε16 1 à ε16 16 = 1 

λ0 = 2
δ
.1 = 32 

λ1 1 = 0 

 

λ2 1 à λ2 2 = 2
δ-1

.1 = 16 

λ4 1 à λ4 4 = 2
δ-1

.1 = 16 

λ8 1 à λ8 8 = 2
δ-1

.0 = 0 

λ16 1 à λ16 16 = 2
δ-2

.1 = 8 

 

Les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice sont les suivantes ( ici P est multipliée par = 2
δ/2

 = 2
5/2

) : 

 
32 0 16 16 16 16 16 16 0 0 0 0 0 0 0 0 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 

                                

1 1 √2  2    2√2        4                

1 1 √2  2    2√2        -4                

1 1 √2  2    -2√2         4               

1 1 √2  2    -2√2         -4               

1 1 √2  -2     2√2         4              

1 1 √2  -2     2√2         -4              

1 1 √2  -2     -2√2          4             

1 1 √2  -2     -2√2          -4             

1 1 -√2   2     2√2          4            

1 1 -√2   2     -2√2           4           

1 1 -√2   2     2√2          -4            

1 1 -√2   2     -2√2           -4           

1 1 -√2   -2      2√2           4          

1 1 -√2   -2      -2√2            4         

1 1 -√2   -2      2√2           -4          

1 1 -√2   -2      -2√2            -4         

1 -1  √2   2      2√2            4        

1 -1  √2   -2       2√2            4       

1 -1  √2   2      -2√2              4      

1 -1  √2   -2       -2√2              4     

1 -1  √2   2      2√2            -4        

1 -1  √2   -2       2√2            -4       

1 -1  √2   2      -2√2              -4      

1 -1  √2   -2       -2√2              -4     

1 -1  -√2    2       2√2              4    

1 -1  -√2    -2        2√2              4   

1 -1  -√2    2       -2√2                4  

1 -1  -√2    -2        -2√2                4 

1 -1  -√2    2       2√2              -4    

1 -1  -√2    -2        2√2              -4   

1 -1  -√2    2       -2√2                -4  

1 -1  -√2    -2        -2√2                -4 
 

La matrice inverse P
-1

 est la transposée de la matrice P ( ici P
-1

 est multipliée par = 2
δ/2

 = 2
5/2

) : 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

√2 √2 √2 √2 √2 √2 √2 √2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2                  

                 √2 √2 √2 √2 √2 √2 √2 √2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 -√2 

2 2 2 2 -2 -2 -2 -2                          

         2 2 2 2 -2 -2 -2 -2                  

                 2 -2 2 -2 2 -2 2 -2          

                         2 -2 2 -2 2 -2 2 -2 

2√2 2√2 -2√2 -2√2                              

     2√2 2√2 -2√2 -2√2                          

         2√2 -2√2 2√2 -2√2                      

             2√2 -2√2 2√2 -2√2                  

                 2√2  -2√2  2√2  -2√2           

                  2√2  -2√2  2√2  -2√2          

                         2√2  -2√2  2√2  -2√2   

                          2√2  -2√2  2√2  -2√2 

4 -4                                

   4 -4                              

     4 -4                            

       4 -4                          

         4  -4                       

          4  -4                      

             4  -4                   

              4  -4                  

                 4    -4             

                  4    -4            

                   4    -4           

                    4    -4          

                         4    -4     

                          4    -4    

                           4    -4   

                                                      4       -4 

 

Nous avons P = P* et ainsi P
-1

 = 
t
P*. P est une matrice unitaire. 

 

Cas n = 8  
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Donnons, pour bien fixer les idées, une illustration avec cas n = 8 pour une matrice de dimension 2
δ
 (m = 3). Le choix d’un 

nombre pair est pris à dessein puisque plus complexe et donnant une illustration plus riche (relations 23).  

 
 Eléments récurrents ε 

(hors deux premiers) 

Valeurs propres λ # vecteurs propres Vecteurs propres 

(les xi dont les indices 

ne sont pas indiqués 

sont égaux à 0) 

 

Entrée ε0 = 1 2δ 20 xi = 2
-δ/2

       

ε2^0 1 = 0 0 20 
xi+2^0 = -xi 

x0 = 2
-δ/2

      
 

Boucle 1 

(éventuellement 

partielle) 
ε2^1 1 = 1+α1 

ε2^1 2 = 1-α1 
2δ-1.ε(α1) 21 

xi+2^1 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α1)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α1)

-1
.xi) 

x0 = 2
(1-δ)/2

      

Cas 2 

ε2^2 1 = 1+α2 

ε2^2 2 = 1-α2 

ε2^2 3 = 1+α2
3 

ε2^2 4 = 1-α2
3 

2δ-1.ε(α2) 22 

xi+2^2 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α2)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α2)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (α2
3
)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (-α2
3
)

-1
.xi) 

x0 = 2
(2-δ)/2

      

ε2^3 1 = 1+α3 

ε2^3 2 = 1-α3 

… 

ε2^3 2^3-1 = 1+α3
2^3-1 

ε2^3 2^3 = 1-α3
2^3-1 

2δ-1.ε(α3) 23 

xi+2^3 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α3)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α3)

-1
.xi, 

… 

xi+2^0 = (α3
2^3-1

)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α3

2^3-1
)

-1
.xi) 

x0 = 2
(3-δ)/2

      

ε2^4 1 = 1+α4 

ε2^4 2 = 1-α4 

… 

ε2^4 2^4-1 = 1+α4
2^4-1 

ε2^4 2^4 = 1-α4
2^4-1 

2δ-1.ε(α4) 24 

xi+2^4 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α4)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α4)

-1
.xi, 

… 

xi+2^0 = (α4
2^4-1

)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α4

2^4-1
)

-1
.xi) 

x0 = 2
(4-δ)/2

      
ε2^5 1 = 1 

à 

ε2^5 2^5 = 1 

2δ-1.ε (ε=1) 25 
xi+2^5 = -xi 

(X)j = 2
(5-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
5
 

Cas 3 
ε2^6 1 = 1 

à 

ε2^6 2^6 = 1 

2δ-1.ε (ε=1) 26 
xi+2^6 = -xi 

(X)j = 2
(6-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
6
 

ε2^7 1 = 1 

à 

ε2^7 2^7 = 1 

2δ-1.ε (ε=1) 27 
xi+2^7 = -xi 

(X)j = 2
(7-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
7
 

ε2^8 1 = 0 

à 

ε2^8 2^8 = 0 

2δ-1.ε (ε=1) 28 
xi+2^8 = -xi 

(X)j = 2
(8-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
8
 

Cas 1 

Boucle 2 

(éventuellement 

partielle) 

ε2^9 1 = 1+α9 

ε2^9 2 = 1-α9 

… 

ε2^9 2^9-1 = 1+α9
2^9-1 

ε2^9 2^9 = 1-α9
2^9-1 

2δ-2.ε(α9) 29 

xi+2^9 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α9)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α9)

-1
.xi) 

 (X)j = 2
(8-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
8
  

Cas 2 

ε2^10 1 = 1+α10 

ε2^10 2 = 1-α10 

… 

ε2^10 2^10-1 = 1+α10
2^10-1 

ε2^10 2^10 = 1-α10
2^10-1 

2δ-2.ε(α10) 210 

xi+2^10 = -xi 

ou(xi+2^0 = (α10)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α10)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (α10
3
)

-1
.xi, 

xi+2^0 = (-α10
3
)

-1
.xi) 

(X)j = 2
(8-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
8
       

ε2^11 1 = 1+α11 

ε2^11 2 = 1-α11 

… 

ε2^11 2^11-1 = 1+α11
2^11-1 

ε2^11 2^11 = 1-α11
2^11-1 

2δ-2.ε(α11) 211 

xi+2^11 = -xi 

ou(xi+2^0 = α11
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α11)

-1
.xi, 

… 

xi+2^0 = (α11
2^3-1

)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α11

2^3-1
)

-1
.xi) 

(X)j = 2
(8-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
8
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ε2^12 1 = 1+α12 

ε2^12 2 = 1-α12 

… 

ε2^12 2^12-1 = 1+α12
2^12-1 

ε2^12 2^12 = 1-α12
2^12-1 

2δ-2.ε(α12) 212 

xi+2^12= -xi 

ou(xi+2^0 = α12
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α12)

-1
.xi, 

… 

xi+2^0 = (α12
2^4-1

)
-1

.xi, 
xi+2^0 = (-α12

2^4-1
)

-1
.xi) 

(X)j = 2
(8-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
8
 

ε2^13 1 = 1 

à 

ε2^13 2^13 = 1 

2δ-2.ε (ε=1) 213 
xi+2^13 = -xi 

(X)j = 2
(13-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
13

 

Cas 3 
ε2^14 1 = 1 

à 

ε2^14 2^14 = 1 

2δ-2.ε (ε=1) 214 
xi+2^14 = -xi 

(X)j = 2
(14-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
14

 

ε2^15 1 = 1 

à 

ε2^15 2^15 = 1 

2δ-2.ε (ε=1) 215 
xi+2^15 = -xi 

(X)j = 2
(15-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
15

 

ε2^16 1 = 0 

à 

ε2^16 2^16 = 0 

2δ-2.ε (ε=1) 216 
xi+2^16 = -xi 

(X)j = 2
(16-δ)/2

.[I]j     j = 1 à 2
16

 
Cas 1 

 … … …   

Boucle δn+1 

(éventuellement 

partielle) 

suivant valeur δ 2δ-δn-1.ε 2δ-1 suivant valeur δ  

 

1.2.9. Propriété 6 : Existence de P unitaire 
 

 λ[Aδ, n],  P \ P
-1

 = 
t
P*               (24) 

 

Pour cette propriété, nous étudions le choix de la matrice des vecteurs propres que nous avons proposé plus haut.  

Soit P(i,j) la composante en ligne i et colonne j de P. Nous devons montrer :  

 

 2
δ
 2

δ
  

 (i,j) c [[1, … , 2
δ
]]x[[1, … , 2

δ
]]    ∑ P(i,k).P(j,k)* = 0 et  

k = 1 

i ≠ j 

∑ P(i,k).P(i,k)* = 1 

k = 1 

 

Ceci entraîne la gestion des termes P(i,j).  

Pour n impair, à travers les exemples donnés, les termes de la trace valent :  

 

              δ-1 

(2
δ/2

)
2
+∑ (2

-δ/2+i/2
)

2
 = (2

-δ
).(1+2

0
+2

1
+…+2

δ-1
) = 1 

           i = 0 

Les autres termes valent : 

                   k-1 

(2
δ/2

)
2 
+ ( ∑ (2

-δ/2+i/2
)

2
 ) - (2

-δ/2+k/2
)

2
 = 0 

               i = 0 

 

Pour n pair, le principe est le même (calcul par bloc), mais la gestion des indices est sans doute fort complexe (et n’est pas 

présentée ici).  

 

2. Matrices cardinales en dénombrement premier de Waring 
 

2.1. Cas p impair (p>2) 

 

Il s’agit d’examiner le dénombrement des solutions de : 

 

y1
n
 + y2

n
 + … +yi

n
 + … + ym

n
 = c modulo p

δ
 

 

Ici la variable yi ne décrit pas la classe {0, 1, …, p
δ
-1}, mais les nombres de cette classe qui ne sont pas des multiples de p 

(y compris 0). Soit : 

{1, 2, …, p-1, p+1, …, 2p-1, 2p+1, … i.p-1, i.p+1, …, p
δ
-1} 

 

Dans ce cas, la construction des matrices Bδ est beaucoup plus simple que dans le cas du dénombrement entier :  

La première colonne de la matrice Bδ est donnée par le vecteur colonne (0, …,0, d, 0, …, 0), où d-1 zéros terminent cette 

liste exactement. La construction de la matrice obéit aux mêmes règles que celles utilisés dans le cas des variables de 

nombres entiers examiné précédemment. Nous obtenons ainsi le cas général des matrice Bδ  (la première colonne du 

tableau ne fait pas partie de la matrice) :  
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p
δ
  0 0 0 … 0 Ф(δ).[J’] 

  [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

  [0] [0] [0]  [0] Ф(δ).[J] 

…  [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

p
2
.g

i
  [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

p
1
.g

i
  [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J] 

p
0
.g

i
  d.[K’] Ф(1).[K] Ф(2).[K] … Ф(δ-1).[K] p

δ-1
.[B’] 

 

Les définitions de [K’], [K], [J’], [J] sont celles qui ont été données plus haut dans cet exercice. [B’] est quant à elle, la 

matrice réduite de [B], c’est-à-dire [B] sans la première ligne et sans la première colonne. 

 

La matrice Pδ des vecteurs propres est la même que dans le cas des variables de nombres entiers (voir page 127). 

 

Les valeurs propres {λδ} de [Bδ] sont données par : 

 

p
δ-1

.(p-1), p
δ-1

{λ’}, 0, …, 0, p
δ-2

{λ’}, 0, …, 0, p
δ-3

{λ’}, 0, … 0, … 

 

Entre p
δ-i

{λ’} et p
δ-i-1

{λ’}, nous comptons à chaque fois d-1 zéros.   

Il est aisé de vérifier, par simple développement des expressions que : 

  

 [Bδ] = [Pδ].[λδ].[Pδ
-1

] 

Nous avons alors : 

[Bδ]
m
 = [Pδ].[λδ]

m
.[Pδ

-1
]  

2.2. Cas p pair (p=2) 

 

2.2.1. Position du problème 

 

Dans ce cas les multiples de 2 sont éliminés dans la méthode d’élaboration des matrices cardinales. Ainsi pour #(i,1) = #{u 

/ u
n
 = ci mod 2

δ
}, nous aurons #(i,1) = 0 pour i = 1 à 2

 δ-1
. La première moitié de la première colonne de la matrice cardinale 

comprend uniquement des composantes nulles. Par construction, divisant la matrice en quatre parties de taille égale 2
δ-1

 par 

2
δ-1

, les deux parties carrées intégrant la trace de la matrice sont à composantes nulles.  

 

Par exemple pour =4 (u0, u2 à u8 = 0) 

 
 0 8 4 -4 10 2 -10 -2 13 9 5 1 -13 -9 -5 -1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 u3 u7 u11 u15 u13 u9 u5 u1 

8 0 0 0 0 0 0 0 0 u11 u15 u3 u7 u5 u1 u13 u9 

4 0 0 0 0 0 0 0 0 u7 u11 u15 u3 u1 u13 u9 u5 

-4 0 0 0 0 0 0 0 0 u15 u3 u7 u11 u9 u5 u1 u13 

10 0 0 0 0 0 0 0 0 u13 u1 u5 u9 u7 u3 u15 u11 

2 0 0 0 0 0 0 0 0 u5 u9 u13 u1 u15 u11 u7 u3 

-10 0 0 0 0 0 0 0 0 u9 u13 u1 u5 u3 u15 u11 u7 

-2 0 0 0 0 0 0 0 0 u1 u5 u9 u13 u11 u7 u3 u15 

13 u13 u5 u9 u1 u3 u11 u7 u15 0 0 0 0 0 0 0 0 

9 u9 u1 u5 u13 u15 u7 u3 u11 0 0 0 0 0 0 0 0 

5 u5 u13 u1 u9 u11 u3 u15 u7 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 u1 u9 u13 u5 u7 u15 u11 u3 0 0 0 0 0 0 0 0 

-13 u3 u11 u15 u7 u9 u1 u13 u5 0 0 0 0 0 0 0 0 

-9 u7 u15 u3 u11 u13 u5 u1 u9 0 0 0 0 0 0 0 0 

-5 u11 u3 u7 u15 u1 u9 u5 u13 0 0 0 0 0 0 0 0 

-1 u15 u7 u11 u3 u5 u13 u9 u1 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Les valeurs de ui sont déduites des dénombrements de uc = #{y
n
 = c mod 2


} = #{c}. Ici y étant une variable de nombres 

premiers, il vient :  

 

c #{c} Domaine de définition 

1+2.(#{1}).k 

 

#{1} k = 0, 1, …, 2
δ-1

/(#{1})-1 

#{1} = #{y / y
n
 = 1 mod 2

δ
, y = 1, 3, 5, …, 2

δ
-1} = min(2

m+1
, 2

δ-1
) 

où m est soit la multiplicité du facteur 2 dans n pair, soit m = -1 si n est impair 

 

Nous repartons ensuite de : 

 2

-1 

λ.xi = ∑    ui+j.x2^-j et i+j = c 

 j = 0 

soit :  
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 2

-1 2


-1 

λ.xi = ∑    uc.xi+2^-c = ∑    uc.xi-c 

 c = 0 c = 0 

puis : 

  2
δ-1

/(#{1})-1 

λ.xi =  
 ∑     #{1}.xi-(1+2. #{1}.k)     i = 0 à 2


-1 

  k = 0 

Alors, utilisant #{1} = 2
m+1

 pour δ≥3, 

  2
δ-m-2

-1 

λ.xi =  
 ∑    2

m+1
.xi-(1+(2^(m+2)).k)     i = 0 à 2


-1 

  k = 0 

Soit : 

λ.xi = 2
m+1

.(xi-1+xi-1-2^(m+2)+xi-1-2.2^(m+2)+…+xi-1- (2^(δ-m-2)-1).(2^(m+2)))      i = 0 à 2

-1 

 

Nous construisons ensuite un choix satisfaisant de vecteurs propres par essais (et erreurs qui ne sont pas développés) en 

commençant par xi+1 = xi, puis xi+2 = -xi, puis xi+2^t = -xi avec t = 2, 3, etc. jusqu’à épuisement des valeurs à rechercher.  

Pour xi+1 = xi, nous avons :  

λ.xi = 2
δ-1

.xi 

Soit, en choisissant x0 = 2
-δ/2

,  

λ = 2
δ-1

 

xi = 2
-δ/2

, i = 0 à 2
δ
-1 

De même pour xi+1 = -xi, il vient immédiatement : 

λ.xi = -2
δ-1

.xi 

Soit : 

λ = -2
δ-1

 

Avec x0 = 2
-δ/2

, nous avons : 

x2i = 2
-δ/2

, x2i+1 = -2
-δ/2

 pour tout i 

Supposons ensuite : 

xi+2^t = -xi 

 

L’expression  (xi-1+xi-1-2^(m+2)+xi-1-2.2^(m+2)+…+xi-1- (2^(δ-m-2)-1).(2^(m+2))) contient un nombre pair de termes égaux en valeur 

absolue et de signe alterné. Ainsi : 

λ = 0 

 

Les vecteurs propres s’appuyant sur les mêmes conditions ici que dans le cas des variables de nombres entiers, la matrice 

des vecteurs propres est complétée avec les mêmes composantes formant une matrice unitaire. Les matrices de vecteurs 

propres obtenues dans le cas des variables de nombres entiers sont « réutilisables » à l’identique dans le cas des variables 

de nombres premiers. 

 

Le tableau récapitulatif pour λi j = 2
δ-1

.εi j est des plus simples : 

 
entrée ε0 = 1 

ε11 = 1 

boucle εi j = 0  

(i>1) 

2.2.2. Cas n impair 

 

Lorsque c est impair, alors #{c} = 1. Ainsi, toutes les matrices B2, ont la forme: 

 

0       

pair  [0]   [1]  

…       

impair       

…  [1]   [0]  

…       

Les matrices B2,
m

 sont égales à : 

 

pair    

…  [(1+(-1)
m
).2

(-1).(m-1)-1
] [(1+(-1)

m-1
).2

(-1).(m-1)-1
] 

…    

impair    

…  [(1+(-1)
m-1

).2
(-1).(m-1)-1

] [(1+(-1)
m
).2

(-1).(m-1)-1
] 

…    
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C’est la simplicité qui prévaut ici. La recherche des valeurs propres et des vecteurs propres est inutile d’ailleurs pour le 

calcul de B2,
m

.  

 

2.2.3. Cas n pair 

 

Le cas étant plus complexe, nous supposons qu’il interpole le cas précédent.  

 

3. Normalisation des matrices modulo p
δ
   

 

3.1. Cas p > 2 (impair) 

 

Le procédé mod p
δ
 est en tout point analogue au cas mod p. Au lieu de faire le calcul des facteurs d’abondance avec les 

matrices Aδ (ou Bδ selon le cas étudié) puis de procéder à la normalisation, nous pouvons normaliser les matrices de 

manière à obtenir directement les facteurs d’abondance normalisés. Nous avons donné les règles d’application de la 

normalisation à l’exercice 2 : 

Etape 1 

- pour une variable de nombres entiers (type x), le cardinal obtenu doit être divisé par p
δ
 à la séquence p, 

- pour une variable de nombres premiers (type y), le cardinal obtenu doit être divisé par p
δ-1

(p-1) à la séquence p, 

Etape 2 

- ramener la somme à p
δ
 par multiplication des coefficients par p

δ
.  

 

Ainsi : 

[ANδ] = 1/p
δ
.[Aδ] 

et pour k variables d’entiers : 

   k   

Fan{c=p
δ
,p,δ}    p

δ
  

Fan{p
δ-1

.g
0
,p,δ}    0  

Fan{p
δ-1

.g
1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
δ-1

.g
d-1

,p,δ}    0  

...    ...  

Fan{p
1
.g

0
,p,δ} = ANδ  0  

Fan{p
1
.g

1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
1
.g

d-1
,p,δ}    0  

Fan{p
0
.g

0
,p,δ}    0  

Fan{p
0
.g

1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
0
.g

d-1
,p,δ}    0  

 

De même : 

[BNδ] = (1/(p
δ-1

.(p-1))).[Bδ] 

 

et pour m variables de nombres premiers : 

   m   

Fan{c=p
δ
,p,δ}    p

δ
  

Fan{p
δ-1

.g
0
,p,δ}    0  

Fan{p
δ-1

.g
1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
δ-1

.g
d-1

,p,δ}    0  

...    ...  

Fan{p
1
.g

0
,p,δ} = BNδ  0  

Fan{p
1
.g

1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
1
.g

d-1
,p,δ}    0  

Fan{p
0
.g

0
,p,δ}    0  

Fan{p
0
.g

1
,p,δ}    0  

…    ...  

Fan{p
0
.g

d-1
,p,δ}    0  

 

Dans le cas d’un mélange de variables d’entiers et de nombres premiers, nous effectuons le produit des matrices : 

 



 

P 162/394                            Facteur d’abondance en correction modulo p
Δ
 

   k  m   

Fan{p
δ
,p,δ}      p

δ
  

Fan{p
δ-1

.g
0
,p,δ}      0  

Fan{p
δ-1

.g
1
,p,δ}      0  

…      ...  

Fan{p
δ-1

.g
d-1

,p,δ}      0  

...      ...  

Fan{p
1
.g

0
,p,δ} = ANδ  BNδ  0  

Fan{p
1
.g

1
,p,δ}      0  

…      ...  

Fan{p
1
.g

d-1
,p,δ}      0  

Fan{p
0
.g

0
,p,δ}      0  

Fan{p
0
.g

1
,p,δ}      0  

…      ...  

Fan{p
0
.g

d-1
,p,δ}      0  

 

Implicitement, cela signifie que les matrices ANδ et BNδ commutent. Ceci découle immédiatement du fait que leurs 

matrices de vecteurs propres (et inverses) sont identiques :  

 

PA,δ = PB,δ et P
-1

A,δ = P
-1

B,δ 

3.2. Cas p = 2 (pair) 

 

Les matrices cardinales n’ont pas même forme et taille que pour p > 2. Cependant, la même contrainte subsiste : la somme 

suivant chaque ligne et colonne est égale à p
δ
, soit 2

δ
.  

 

Etape 1 

- pour une variable de nombres entiers, le cardinal obtenu doit être divisé par 2
δ
, 

- pour une variable de nombres premiers, le cardinal obtenu doit être divisé par 2
δ-1

, 

Etape 2 

- ramener la somme à 2
δ
 par multiplication des coefficients par 2

δ
.  

 

Ainsi : 

[ANδ] = 1/2
δ
.[Aδ] 

 

   k   

Fan{c=2
δ
,2,δ}    2

δ
  

Fan{2
δ-1

.5
0
,2,δ} 

 

= 
 

ANδ 
 0  

…  0  

Fan{-2
0
.5

0
,2,δ}    0  

De même : 

[BNδ] = (1/(2
δ-1

)).[Bδ] 

et pour m variables de nombres premiers : 

   m   

Fan{c=2
δ
,2,δ}    2

δ
  

Fan{2
δ-1

.5
0
,2,δ} 

 

= 
 

BNδ 
 0  

…  0  

Fan{-2
0
.5

0
,2,δ}    0  

 

Nous pouvons également effectuer des mélanges de variables d’entiers et de nombres premiers par produits de matrices (en 

conservant la remarque sur la commutativité des matrices). 
 

   k  m   

Fan{2
δ
,2,δ}      2

δ
  

Fan{2
δ-1

.5
0
,2,δ} 

 

= 
 

ANδ 
 

 

BNδ 
 0  

…    0  

Fan{-2
0
.5

0
,2,δ}      0  

 

4. Matrices cardinales en dénombrement entier de Waring, volumes non bornés, maille unitaire 
 

4.1. Cas p impair (p >2) et  p∤ n 

 

x1
n
 + x2

n
 + … + xk

n
 = c + xk+1

n
 + xk+2

n
 + … + xk+i

n
 modulo p

δ
     (25) 

 

Nous avons examiné ce cas pour δ = 1 à la fin de l’exercice 5. L’argumentaire ne change pas ici : 

- si n est impair, le signe (-) des coefficients de xk+j
n
 passés à droite (ou à gauche) peut être ignoré 

- si n est pair, le signe est pris en compte comme suit 
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Les matrices cardinales, pour n pair, pour les indices supérieurs à k, s’écrivent en reprenant les conventions développées ci-

dessus avec quelques corrections : 

 
t[A’] : matrice carrée de dimension d, transposée de la matrice [A’] issue de [A] en ôtant première ligne et colonne.  

[λ’d/2] : matrice carrée de dimension d issue de [λ’] par décalage des valeurs propres de d/2 (mod d). 

[λ’*d/2] : matrice carrée de dimension d conjuguée de [λ’d/2]. 

[I] = I(d,d) : matrice carrée identité de dimension d. 

[J0] = [1,0…0](d,d) : matrice carrée de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la première colonne de 

composantes à 1. 

[J’0] = [1,0…0](1,d) : matrice ligne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la première égale à 1.  

[K’d/2] : matrice colonne de dimension d dont toutes les composantes sont nulles sauf la ligne 1+d/2 dont la composante est 

égale à 1. 

[R] = [R](d,d) : matrice carrée de dimension d dont toutes les composantes sont égales à p-1 sauf la trace dont tous les 

éléments valent p.(1-d)-1. 

[μδd/2] : matrice carrée trace de dimension d.δ+1 formée à partir des valeurs propres {μδ} décalées de d/2 (mod d).  

 

La forme générale des matrices se déduit de l’étude du dénombrement entier fait plus haut dans cet exercice. Aussi les 

éléments génériques ne sont pas repris ci-dessous.  

 

Matrice Cδ (pour les variables d’indices supérieurs à k) 

 
pδ  pδ-δn-1   … … [0] Ф(δ-1).[J’0] [0] … [0] Ф(δ).[J’0] 

     … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

      … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pδn.n.gi  d.pδn.(n-1).[K’d/2] Ф((n-1).δn+1).[Kd/2] … … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  … … … … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

      … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  … … … … … … … … … … … 

p2n+1.gi  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

p2n.gi  d.p2(n-1).[K’d/2] Ф(2n-1).[Kd/2] Ф(2n).[Kd/2] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

…  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn+2.gi  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn+1.gi  [0] [0] [0] … … pδ-2.[I] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn.gi  d.pn-1.[K’d/2] Ф(n).[Kd/2] Ф(n+1).[Kd/2] … … Ф(δ-2).[Kd/2] pδ-2.t[A’] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

…  [0] [0] [0] … … [0] [0] pδ-1.[I] … [0] Ф(δ).[J0] 

p2.gi  [0] [0] [0] … … [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

p1.gi  [0] [0] [0] … … [0] [0] [0] … pδ-1.[I] Ф(δ).[J0] 

p0.gi  d.[K’d/2] Ф(1).[Kd/2] Ф(2).[Kd/2] … … Ф(δ-n-1).[Kd/2] Ф(δ-n).[Kd/2] Ф(δ-n+1).[Kd/2] … Ф(δ-1).[Kd/2] pδ-1.t[A’] 

 

Les valeurs propres de Cδ sont données par :  

 

{μδ}  p
δ
 p

δ-1
{μk d/2} p

δ-1
 … p

δ-1
 … p

δ-δn-1
{μk d/2} p

δ-δn-1
 … p

δ-δn-1
 

 

La matrice des vecteurs propres [Pδ].est conforme au cas général. 

Nous avons alors : 

[Cδ]
i
 = [Pδ].[μδ]

i
.[Pδ

-1
] 

 

La matrice cardinale normalisée a pour expression : 

 

[ANδ]
k
.[CNδ]

i
 

4.2. Cas p impair (p >2) et  p\n 

 

Ce cas n’est pas traité ici. 

 

4.3. Cas p = 2 

 

Ce cas n’est pas traité ici. 

 

5. Matrices cardinales en dénombrement premier de Waring, volumes non bornés, maille 

logarithmique 
 

Nous examinons le cas p > 2, p ∤ n. 

 

y1
n
 + y2

n
 + … + ym

n
 = c + ym+1

n
 + ym+2

n
 + … + ym+j

n
 modulo p

δ
       (26) 
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Ce paragraphe est à l’exemple du précédent : 

 

- si n est impair, il n’y a pas de variation par rapport au problème avec m+i variables 

- si n est pair, les évolutions ci-dessous en découlent 

 

Les matrices cardinales, pour n pair, pour les indices supérieurs à m, s’écrivent en reprenant les conventions développées 

ci-dessus avec quelques corrections : 

 
t[B’] = B’1 : matrice carrée de dimension d, transposée de la matrice [B’] définit précédemment.  

 

Matrice Dδ (pour les variables d’indices supérieurs à m) 

 
pδ  pδ-δn-1   … … [0] Ф(δ-1).[J’0] [0] … [0] Ф(δ).[J’0] 

     … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

      … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pδn.n.gi  d.pδn.(n-1).[K’d/2] Ф((n-1).δn+1).[Kd/2] … … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  … … … … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

      … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

  … … … … … … … … … … … 

p2n+1.gi  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

p2n.gi  d.p2(n-1).[K’d/2] Ф(2n-1).[Kd/2] Ф(2n).[Kd/2] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

…  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn+2.gi  [0] [0] [0] … … [0] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn+1.gi  [0] [0] [0] … … pδ-2.[I] Ф(δ-1).[J0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

pn.gi  d.pn-1.[K’d/2] Ф(n).[Kd/2] Ф(n+1).[Kd/2] … … Ф(δ-2).[Kd/2] pδ-2.t[A’] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

…  [0] [0] [0] … … [0] [0] pδ-1.[I] … [0] Ф(δ).[J0] 

p2.gi  [0] [0] [0] … … [0] [0] [0] … [0] Ф(δ).[J0] 

p1.gi  [0] [0] [0] … … [0] [0] [0] … pδ-1.[I] Ф(δ).[J0] 

p0.gi  d.[K’d/2] Ф(1).[Kd/2] Ф(2).[Kd/2] … … Ф(δ-n-1).[Kd/2] Ф(δ-n).[Kd/2] Ф(δ-n+1).[Kd/2] … Ф(δ-1).[Kd/2] pδ-1.t[B’] 

 

Valeurs propres de Dδ   (se reporter plus haut pour Pδ et Pδ
-1

 qui restent identiques au cas précédent)  

 

{λδ}  p
δ
 p

δ-1
{λk d/2} 0 … 0 … p

δ-δn-1
{λk d/2} 0 … 0 

 

Nous avons alors : 

[Dδ]
j
 = [Pδ].[λδ]

j
.[Pδ

-1
] 

 

La matrice cardinale normalisée a pour expression : 

 

[BNδ]
k
.[DNδ]

j
 

 

Les cas (p>2, p\n) et p =2 ne sont pas traités ici. 

 

6. Cas des hyperplans maille unitaire et logarithmique associées  
 

Les problèmes à mélanges de variables se traitent par simple multiplication de matrice en utilisant Aδ, Bδ, Cδ et Dδ avec des 

exposants adaptées aux nombres de variables respectives. Les normalisations sont faites avec la routine proposée plus haut.  

 

7. Facteurs d’abondance pour des hyperplans maille unitaire  
 

Soit : 

x1 + x2 + … + xk = c          (27) 

 

Il n’y a pas de sous cas p > 2 et p = 2. Ils se traitent ensemble. 

Ici les xi sont des nombres entiers positifs.  

C’est le cas d = 1.  

Nous avons étudié dans l’exercice précédent la matrice Aδ=1,d=1 et nous avons trouvé μ0 = p, μ1 = 0, d’où nous pouvons 

déduire les valeurs propres de Aδ,d=1 : 

μ0 = p → μ0,δ = p
δ
  

μ1 = 0 → μ1,δ = 0.p
δ-1

, μ2,δ = 0.p
δ-2

, …, μδ,δ = 0.p
0
 

 

Nous avons (p>2 et p=2) déduit du modèle général de Aδ,d : 
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Matrice Aδ,d=1 

 

1 p-1 p(p-1) p
2
(p-1) … p

δ-2
(p-1) p

δ-1
(p-1) 

1 p-1 p(p-1) p
2
(p-1) … p

δ-2
(p-1) p

δ-1
(p-1) 

… … … … … … … 

1 p-1 p(p-1) p
2
(p-1) … p

δ-2
(p-1) p

δ-1
(p-1) 

 

Valeurs propres de Aδ,d=1, suivies de la matrice Pδ,d=1 des vecteurs propres 

 

p
δ
 0 0 0 … 0 0 

       

1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 … p-1 -1 

1 p-1 p-1 p-1 … -1 0 

… … … … … …  

1 p-1 p-1 -1  … 0 0 

1 p-1 -1 0 … 0 0 

1 -1  0 0 … 0 0 

 

Matrice inverse P
-1

δ,d=1
 

 

1/p
δ
 (p-1)/p

δ
 (p-1)/p

δ-1
 (p-1)/p

δ-2
 … (p-1)/p

2
 (p-1)/p 

1/p
δ
 (p-1)/p

δ
 (p-1)/p

δ-1
 (p-1)/p

δ-2
 … (p-1)/p

2
 -1/p  

1/p
δ-1

 (p-1)/p
δ-1

 (p-1)/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-3

 … -1/p 0 

1/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-4

 … 0 0 

1/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-4

 (p-1)/p
δ-5

 … 0 0 

… … … … … … … 

1/p
3
 (p-1)/p

3
 (p-1)/p

2
 -1/p … 0 0 

1/p
2
 (p-1)/p

2
 -1/p  0 …  0 0 

1/p -1/p  0 0 … 0 0 

 

Notons encore l’identité des expressions de la première ligne et de la seconde ligne hormis les derniers termes. 

 

Nous obtenons par cette matrice de façon triviale des facteurs d’abondance normalisés tous égaux à 1, résultat attendu 

identique au cas δ = 1. 

 

8. Facteurs d’abondance pour des hyperplans maille logarithmique  
 

y1 + y2 + … + ym = c         (28) 

 

Il n’y a pas de sous cas p > 2 et p = 2. Ils se traitent ensemble. 

Ici les yi sont des nombres premiers positifs.  

Comme précédemment, nous pouvons anticiper les valeurs propres des matrices cardinales Bδ,d=1. Pour la matrice Bδ=1,d=1, 

nous avions μ0 = p-1, μ1 = -1, d’où : 

μ0 = p-1 → μ0,δ = p
δ-1

.(p-1) 

μ1 = -1 → μ1,δ = (-1).p
δ-1

  

μ2,δ = 0, …, μδ,δ = 0 

Nous avons : 

 

Matrice Bδ,d=1 

 

0 0 0 0 … 0 p
δ-1

(p-1) 

0 0 0 0 … 0 p
δ-1

(p-1) 

… … … … … … … 

0 0 0 0  0 p
δ-1

(p-1) 

1 p-1 p(p-1) p
2
(p-1) … p

δ-2
(p-1) p

δ-1
(p-2) 
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Valeurs propres de Bδ,d=1, suivies de la matrice Pδ,d=1 des vecteurs propres 

 

p
δ-1

.(p-1) -p
δ-1

 0 0 … 0 0 

       

1 p-1 p-1 p-1 … p-1 p-1 

1 p-1 p-1 p-1 … p-1 -1 

1 p-1 p-1 p-1 … -1 0 

… … … … … …  

1 p-1 p-1 -1  … 0 0 

1 p-1 -1 0 … 0 0 

1 -1  0 0 … 0 0 

 

Matrice inverse P
-1

δ,d=1
 

 

1/p
δ
 (p-1)/p

δ
 (p-1)/p

δ-1
 (p-1)/p

δ-2
 … (p-1)/p

2
 (p-1)/p 

1/p
δ
 (p-1)/p

δ
 (p-1)/p

δ-1
 (p-1)/p

δ-2
 … (p-1)/p

2
 -1/p  

1/p
δ-1

 (p-1)/p
δ-1

 (p-1)/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-3

 … -1/p 0 

1/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-2

 (p-1)/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-4

 … 0 0 

1/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-3

 (p-1)/p
δ-4

 (p-1)/p
δ-5

 … 0 0 

… … … … … … … 

1/p
3
 (p-1)/p

3
 (p-1)/p

2
 -1/p … 0 0 

1/p
2
 (p-1)/p

2
 -1/p  0 …  0 0 

1/p -1/p  0 0 … 0 0 

 

Nous utilisons alors : 

[Bδ]
m
 = [Pδ].[λδ]

m
.[Pδ

-1
] 

[BNδ] = (1/(p
δ-1

.(p-1))).[Bδ] 

 

pour écrire les facteurs d’abondance normalisés (ici [p
δ
] est le vecteur colonne (p

δ
, 0, 0, …, 0)) : 

 

[BNδ]
m
[p

δ
] = (1/(p

δ-1
.(p-1)))

m
.[Pδ].[λδ]

m
.[Pδ

-1
].[p

δ
] 

 

Tous calculs fait, nous obtenons pour cette expression le vecteur colonne : 

 

(1-(-1)
m-1

/(p-1)
m-1

) 

… 

(1-(-1)
m-1

/(p-1)
m-1

) 

(1-(-1)
m
/(p-1)

m
) 

 

Toutes les lignes de ce vecteur sont identiques sauf la dernière. La première ligne concerne les cibles c telles que c = k.p
δ
, 

la seconde telles que c = k.p
δ-1

, etc., la dernière c = k.p
0
 (le caractère exclusif de l’écriture est sous-entendu ici). 

D’où : 
 

Fan(c,p,δ) = 
 

П (1- 
(-1)

 m
 

 

) 
 

П (1- 
(-1)

 m-1
 

 

)        (29) 
(pi-1)

m
 (pi-1)

m-1
 

 
p ∤ c 

  
p ∖ c 

  

 

Ce résultat est en tout point identique à celui obtenu dans le cas δ = 1. 

Nous obtenons l’égalité remarquable : 

Fan(c,p,δ)= Fan(c,p,1)            (30) 

 

Ceci permet de confirmer les expressions données dans la littérature mathématique pour : 

- m = 2 : (Goldbach) 

- m = 3 : Vinogradov 

- etc.   

 

9. Facteurs d’abondance pour des hyperplans maille logarithmique à signes négatifs 
 

y1 ± y2 ± … ± ym = c         (31) 

L’étude de  

y1 ± y2 ± … ± ym = c mod p
δ
 

est trivialement celle de  

y1 + (±y2) + … + (±ym) = c mod p
δ
 

 

Il n’y a pas d’incidence du signe sur les facteurs d’abondance dans ces cas (n = 1 impair). 
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Ceci permet de confirmer les expressions données dans la littérature mathématique pour : 

- m = 2 : De Polignac, nombres jumeaux, etc. 

- etc.   

 

10. Facteurs d’abondance de Waring, maille unitaire 
 

Rappelons que nous étudions : 

x1
n
 + x2

n
 + … +xi

n
 + … + xk

n
 = c modulo p

δ
         (32) 

 

10.1. Evaluation du facteur d’abondance en dénombrement entier de Waring p = 2, 2∤ n 

 

Les cas où n est pair sont complexes dans leur évaluation du fait de la présence de composantes imaginaires. Nous traitons 

donc d’abord les cas où n est impair dans le but d’extrapoler les résultats obtenus.  

 

10.1.1. Cas n = 3 

 

Nous pouvons établir un tableau avec les contributions relatives des valeurs propres, de la matrices des vecteurs propres P 

et de son inverse P
-1

, soit : 

 

P
-1

 2
0
 2

0
 2

1/2
 2

1
 2

3/2
 2

2
 2

5/2
 2

3
 2

7/2
 2

4
 2

9/2
 … 

λ
k
 2

k.δ
 0 2

k.(δ-1)
 2

k.(δ-1)
 0 2

k.(δ-2)
 2

k.(δ-2)
 0 2

k.(δ-3)
 2

k.(δ-3)
 0 … 

P             

c\2
0
 et c∤2

1
 1 -1           

c\2
1
 et c∤2

2
 1 1 -1.2

1/2
          

c\2
2
 et c∤2

3
 1 1 1.2

1/2
 -1.2

1
         

c\2
3
 et c∤2

4
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 -1.2

3/2
        

c\2
4
 et c∤2

5
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 -1.2

2
       

c\2
5
 et c∤2

6
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 1.2

2
 -1.2

3/2
      

c\2
6
 et c∤2

7
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 1.2

2
 1.2

3/2
 -1.2

3
     

c\2
7
 et c∤2

8
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 1.2

2
 1.2

3/2
 1.2

3
 -1.2

7/2
    

c\2
8
 et c∤2

9
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 1.2

2
 1.2

3/2
 1.2

3
 .2

7/2
 -1.2

4
   

c\2
9
 et c∤2

10
 1 1 1.2

1/2
 1.2

1
 1.2

3/2
 1.2

2
 1.2

3/2
 1.2

3
 .2

7/2
 .2

4
 -1. 2

9/2
  

… … … … … … … … … … … … … 

 

En réajustant les vecteurs propres par des constantes multiplicatives appropriées, P et P
-1

 contribuent également comme 

suit (mise en forme pour le cas général) :  

 

P
-1

 2
0
 2

0
 2

1
 2

2
 2

3
 2

4
 2

5
 2

6
 2

7
 2

8
 2

9
 2

10
 2

11
 … 

λ
k
 2

k.δ
 0 2

k.(δ-1)
 2

k.(δ-1)
 0 2

k.(δ-2)
 2

k.(δ-2)
 0 2

k.(δ-3)
 2

k.(δ-3)
 0 2

k.(δ-4)
 2

k.(δ-4)
 … 

P               

c\2
0
 et c∤2

1
 1 -1             

c\2
1
 et c∤2

2
 1 1 -1            

c\2
2
 et c∤2

3
 1 1 1 -1           

c\2
3
 et c∤2

4
 1 1 1 1 -1          

c\2
4
 et c∤2

5
 1 1 1 1 1 -1         

c\2
5
 et c∤2

6
 1 1 1 1 1 1 -1        

c\2
6
 et c∤2

7
 1 1 1 1 1 1 1 -1       

c\2
7
 et c∤2

8
 1 1 1 1 1 1 1 1 -1      

c\2
8
 et c∤2

9
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1     

c\2
9
 et c∤2

10
 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1    

c\2
10

 et c∤2
11

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1   

c\2
11

 et c∤2
12

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1  

… … … … … … … … … … … … … … … 

 

Posons it = ent(i/3). 

Il en résulte pour la ligne c\2
i
 et c∤2

i+1
 : 

 

# c = 2
k.δ

+(2
1
+2

2
).2

k.(δ-1)
+(2

1
+2

2
).2

3
.2

k.(δ-2)
+(2

1
+2

2
).2

6
.2

k.(δ-3)
+…+(2

1
+2

2
).2

3.(it-1)
.2

k.(δ-it)
+r 
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 Soit: 

    it 

# c = 2
k.δ

.(1+3/4.∑ 2
(3-k).j

)+r/2
k.δ

)
 

       j = 1 

ou encore 

# c = 2
k.δ

.(1+(6/2
k
).si(k=3,it,((2

(3-k).it
-1)/(2

(3-k)
-1)))+r/2

k.δ
)

 

 

 

Trois cas sont à considérer pour la fin de l’expression arithmétique : 

  

si i = 0 mod 3 r = 0
 

si i = 1 mod 3 r = (-2
i
).2

k.(δ-it-1)
 = (-2

i+1-i mod 3
).2

k.(δ-it-1) 

si i = 2 mod 3 r = (2
i-1

-2
i
).2

k.(δ-it-1)
 = (-2

i+1-i mod 3
).2

k.(δ-it-1) 

 

Soit en coefficients normalisés pour c\2
i
 et c∤2

i+1
 : 

 

Fan(c,2,n=3) = 1+(3/2
k-1

).si(k=3,it,((2
(3-k).it

-1)/(2
(3-k)

-1)))+si(i=0mod3,0,si(i=1mod3,-2
i
.2

i-k.(it+1)
,-2

i-1-k.(it+1)
))

 

 

10.1.2. Cas n impair 

 

Les résultats pour n = 3 se généralisent. Les valeurs propres se construisent sur une base modulo n (et non mod 3) comme 

suit :  

multiplicité 2
0
 2

0
 2

1
  2

n-1
 2

n
 2

n+1
  2

2n-1
 … 2

(i-1).n
 2

(i-1).n+1
 … 2

i.n-1
 … 

λ 2
δ
 0 2

(δ-1)
 … 2

(δ-1)
 0 2

(δ-2)
 … 2

(δ-2)
 … 0 2

(δ-i)
 … 2

(δ-i)
 … 

  1 zéro et  

2
n
-2 valeurs 2

(δ-1)
 

2
n
 zéros et  

2
2n

-2
n+1

 valeurs 2
(δ-1)

 

… 2
(i-1).n

 zéros et 

2
i.n

-2
i.n-n+1

 valeurs 2
(δ-i)

 

… 

 

Nous pouvons établir un tableau avec les contributions relatives des valeurs propres, de la matrices des vecteurs propres P 

et de son inverses P
-1

 soit : 

 

P
-1

 2
0
 2

0
 2

1
  2

n-1
 2

n
 2

n+1
  2

2n-1
 2

2n
 2

2n+1
 … 2

δ-3
 2

δ-2
 2

δ-1
 

λ
k
 2

k.δ
 0 2

k.(δ-1)
 … 2

k.(δ-1)
 0 2

k.(δ-2)
 … 2

k.(δ-2)
 0 2

k.(δ-3)
  … … … 

P                

c\2
0
 et c∤2

1
 1 -1              

c\2
1
 et c∤2

2
 1 1 -1             

… … … … …            

c\2
n-1

 et c∤2
n
 1 1 1 … -1           

c\2
n
 et c∤2

n+1
 1 1 1 … 1 -1          

c\2
n+1

 et c∤2
n+2

 1 1 1 … 1 1 -1         

… … … … … … … … …        

c\2
2n-1

 et c∤2
2n

 1 1 1  1 1 1  -1       

c\2
2n

 et c∤2
2n+1

 1 1 1  1 1 1  1 -1      

c\2
2n+1

 et c∤2
2n+2

 1 1 1  1 1 1  1 1 -1     

… … … …  … … …  … … … …    

c\2
δ-2

 et c∤2
δ-1

 1 1 1  1 1 1  1 1 1 1 -1   

c\2
δ-1

 et c∤2
δ
 1 1 1  1 1 1  1 1 1 1 1 -1  

c = 0 1 1 1  1 1 1  1 1 1 1 1 1 -1 

 

Posons it = ent(i/n), m = i mod n. 

Il en résulte pour la ligne c\2
i
 et c∤2

i+1
 : 

 

# c = 2
k.δ

+(2
1
+2

2
+…+2

n-1
).2

k.(δ-1)
+(2

1
+2

2
+…+2

n-1
).2

n
.2

k.(δ-2)
+…+(2

1
+2

2
+…+2

n-1
).2

(it-1).n
.2

k.(δ-it)
+r 

  

Ici l’expression de  r dépend de sa congruence à n : 

 

si i = 0 mod n r = 0
 

si i ≠ 0 mod n r = -2
(i+1-i mod n)

.2
it.(n-k)

.2
k.(δ-1) 

 

Le détail de r nous importe cependant peu, puisque nous cherchons le résultat pour δ → +∞. 

Alors : 

# c = 2
k.δ

.(1+ (2
n
-2)/2

n
.(2

n-k
+2

2(n-k)
+…+2

it.(n-k)
)+(2

(i mod n)+1
-2).2

it.(n-k)
/2

k
) 
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Soit en coefficients normalisés : 
 

Fan(c,p,δ→∞) = 1+(1-1/2
n-1

).(2
n-k

+2
2.(n-k)

+…+2
it.(n-k)

)+(2
(i mod n)+1

-2).2
it.(n-k)

/2
k
 

Soit 

2
i
\c et 2

i+1∤c  Fan(c,2,δ→∞)) = 1+si(n=k,it.(1-1/2
n-1

),((2
n-1

-1)/2
k-1

).(2
(n-k).it

-1)/(2
(n-k)

-1))+(2
(i mod n)+1

-2).2
it.(n-k)

/2
k
 

 

Lorsque n = 1, nous retrouvons trivialement sans condition sur c :  

 

Fan(c,p,δ→∞) = 1 = Fan(c,p,δ=1) 

 

Dans le cas où c n’est pas multiple de 2
n
, nous avons it = ent(i/n) = 0 et : 

 

2
n ∤c  Fan(c,2,δ→∞) = 1 = Fan(c,2,δ=1) 

 

 

Ce dernier résultat est celui que nous cherchions à établir en priorité puisque qu’il démontre que « souvent » la correction 

mod p
δ
 n’est même pas à envisager. 

 

10.1.3. Cas n = 2 

 

Ce cas fait exception aux autres cas n pair. Cependant, pour alléger le texte, nous supposerons que le résultat est conforme à 

la formule établie pour n impair.  

 

10.1.4. Cas n pair 

 

Tous les éléments ont été préparés pour obtenir les facteurs d’abondance dans ce cas. Pour autant, l’élaboration de 

l’expression des facteurs d’abondance dans sa toute généralité à partir de ces éléments ne nous semblent pas une tâche 

aisée. Nous admettrons ici que tout calcul fait l’expression se réduit en définitive à la même expression que dans le cas n 

impair. 

 

Soit : 

2
i
\c et 2

i+1∤c  Fan(c,2,δ→∞) = 1+si(n=k,it.(1-1/2
n-1

),((2
n-1

-1)/2
k-1

).(2
(n-k).it

-1)/(2
(n-k)

-1))-2
i+1-i mod n

.2
it.(n-k)

/2
k
 

 

Pour k < n, une correction est indispensable. Pour k = n, elle est nécessaire. Pour k > n, nous sommes dans une correction 

qui devient négligeable avec l’augmentation de k (par rapport à n).  

 

10.2. Evaluation du facteur d’abondance en dénombrement entier de Waring p>2, p∤ n 

 

10.2.1. Généralités 

 

Nous nous intéressons au cas où δ tend vers l’infini. 

Après l’étude des différents cas de matrices cardinales et de la manière de calculer ensuite les facteurs d’abondance et 

notamment le besoin du recours à la normalisation, nous en venons ici à l’évaluation concrète de ces coefficients.   

Nous menons ce calcul par blocs comme nous l’avions fait dans le cas δ = 1 à l’exercice 5).  

Nous avons une expression des valeurs propres et de vecteurs propres quand p > 2. Nous utilisons 

 

[Aδ]
k
 = [PA(δ)].[μδ]

k
.[P

-1
A(δ)] 

[ANδ] = (1/p
δ
).[Aδ] 

 

pour écrire les facteurs d’abondance normalisés (ici [p
δ
] est le vecteur colonne (p

δ
, 0, 0, …, 0)) : 

 

Fan([c]=[p
i.n+j

.g
r
.g

u.d
],p,δ) = [ANδ]

k
[p

δ
] = 1/p

k.δ
.[PA(δ)].[μ’δ]

k
.[P

-1
A(δ)].[p

δ
] = [PA(δ)].[μ’δ /p

δ
]

k
.[P

-1
A(δ)].[p

δ
] 

 

Nous nous intéressons ici à un ensemble de cibles dont la forme générique est p
i.n+i

.g
r
.g

u.d
, i et j étant obtenu par division 

euclidienne par n (puissance des xk). [p
δ
] est ici le vecteur colonne [p

δ
,0, 0,…,0].  

Nous avons affaire ici pour une certaine cible ([c]) au produit d’un vecteur ligne issu de [PA(δ)], d’un vecteur trace issu de  

[μ’δ/p
δ
] à la puissance k et d’un vecteur colonne donné par [P

-1
A(δ)].[p

δ
].  

 

10.2.2. Cas c ≠ 0  

 

Nous donnons successivement ces trois expressions qui se multiplient « colonne à colonne » en commençant par le vecteur 

trace.  

 

Nous avions obtenu plus haut les valeurs propres [μ’ δ] de la matrice A sous la forme : 
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pδ pδ-1[μ’] pδ-1[I] … pδ-1[I] pδ-2[μ’] pδ-2[I] … pδ-2[I] pδ-3[μ’] pδ-3[I] … pδ-δn-1[I] 

 

Ici [μ’] = [μ’δ=1] et donc la suite de valeurs [μ’δ /p
δ
] est :  

 
1 [μ’/p] [I/p] … [I/p] [μ’/p2] [I/p2] … [I/p2] [μ’/p3] [I/p3] … [I/pδn+1] 

 

[PA(δ)] s’écrivait à la ligne correspondant à [c]=[p
i.n+j

.g
r
.g

u.d
], donné par i et j (avec δ>>i.n+j) : 

 
 [U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] (p-1).[U] …. … [λ’*] [0] … [0] 

 

Ici l’expression [λ’*] se trouve à la colonne i.n+j+2. 

 

Pour ce qui concerne [P
-1

A(δ)].[p
δ
], il s’agit simplement de la première colonne de la matrice [P

-1
A(δ)] multipliée par p

δ
, soit le 

vecteur colonne : 

 
[1] 1/d.[U”] p/d.[U”] p2/d.[U”] … … … … … … … pδ-2/d.[U”] pδ-1/d.[U”] 

 

Mettons alors en correspondance ces trois vecteurs dans l’ordre de la multiplication matricielle en notant les numéros de 

colonnes : 

 
1 2 3 … n+1 … (i-1).n+2 (i-1).n+3 … (i-1).n+n+1 i.n+2 i.n+3 … i.n+j+1 i.n+j+2 i.n+j+3 

1 0 1 … n-1 … 0 1 … n-1 0 1 … j-1 j j+1 

                

[U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] 
si(j=0,[λ’*], 

(p-1).[U]) 

si(j=0,[0], 

(p-1).[U]) 
… 

si(j=0,[0], 

(p-1).[U]) 
[λ’*] [0] … 

1 [μ’/p]k [I/p]k … [I/p]k … [μ’/pi]k [I/pi]k … [I/pi]k [μ’/pi+1]k [I/pi+1]k … [I/pi+1]k [I/pi+1]k [I/pi+1]k 

1 1/d.[U”] p/d.[U”]  pn-1/d.[U”] … p(i-1).n/d.[U”] p(i-1).n+1/d.[U”] … p(i-1).n+n-1/d.[U”] pi.n/d.[U”] pi.n+1/d.[U”] … pi.n+j-1/d.[U”] pi.n+j/d.[U”] pi.n+j+1/d.[U”] 

 

Nous avons évidemment j ≤ n-1. 

La multiplication des matrices [Pδ].[λδ/(p
δ
)]

k
 conduit, pour la ligne correspondant à la cible p

i.n+j
.g

r
.g

u.d
, au vecteur ligne : 

 

([U’’],   

(p-1).[U].[μ’/p]
k
,(p-1).[U].[I/p]

k
, …, (p-1).[U].[I/p]

k
, 1+(n-1) blocs si i ≥ 1  

(p-1).[U].[μ’/p
2
]

k
,(p-1).[U].[I/p

2
]

k
, …, (p-1).[U].[I/p

2
]

k
, 1+(n-1) blocs si i ≥ 2  

…   

(p-1).[U].[μ’/p
i
]

k
,(p-1).[U].[I/p

i
]

k
, …, (p-1).[U].[I/p

i
]

k
, 1+(n-1) blocs  

(dernier terme courant) 

 

si(j=0,[ λ’*],(p-1).[U]).[μ’/p
(i+1)

]
k
, (p-1).[U].[I/p

(i+1)
]

k
, …, (p-1).[U].[I/p

(i+1)
]

k
, 1+(j-1) blocs (j-1 blocs si j ≥ 2)  

si(j=0,[0],[λ’*].[μ’/p
(i+1)

]
k
, 1 bloc si j ≠ 0  

,[0]…[0]) Complément nul ou vide  

 

La multiplication du vecteur ligne [Pδ].[λδ/(p
δ
)]

k
 par le vecteur colonne [P

-1
A(δ)]col 1 donne alors :  

 

[U’’] 

+[U].((p-1)/d).( 

+si(i=0, [0], 

+[μ’/p]
k
+(p

1
+…+p

n-1
).[I/p]

k
 

+p
1.n

.[μ’/p
2
]

k
+(p

n+1
+…+p

2n-1
).[I/p

2
]

k
 

+… 

+p
(i-1).n

.[μ’/p
i
]

k
+(p

(i-1).n+1
+…+p

(i-1).n+n-1
).[I/p

i
]

k
 

) 

+si(j≤1, [0], (p
i.n+1

+…+p
i.n+j-1

).[I/p
(i+1)

]
k
) 

).[U’’] 

+si(j=0, (p
i.n

/d)[λ’*].[μ’/p
i+1

]
k
.[U’’], (p

i.n+j
/d).[λ’*].[I/p

(i+1)
]

k
.[U’’]) 

+si(j=0,[0], [U].(p-1).[μ’/p
(i+1)

]
k
.[U”].p

i.n
/d) 

 

Quelques termes sont réarrangés pour donner : 

[U’’] 

+[U].((p-1)/d).( 

+si(i=0, [0], 

 (1+p
1.(n-k)

+…+p
(i-1).(n-k)

).([μ’/p]
k
+(p

n+1
+…+p

2n-1
).[I/p]

k
) 

) 

+si(j≤1, [0], p
i.(n-k)+1

.((p
j-1

-1)/(p-1)).[I/p]
k
) 

).[U’’] 

+si(j=0, (p
i.(n-k)

/d)[λ’*].[μ’/p]
k
.[U’’], (p

i.(n-k)+j-k
/d).[λ’*].[U’’]) 

+ p
i.(n-k)

.((p-1)/d).si(j=0, [0], [U].[μ’/p]
k
.[U”]) 
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Nous distinguons le cas n = k avec l’égalité 1+p
1.(n-k)

+…+p
(i-1).(n-k)

 = si(n = k, i, (p
i.(n-k)

-1)/(p
n-k

-1)) pour écrire : 

 

[U’’] 

+[U].(1/d).( 

+si(i=0, [0], si(n = k, i, (p
i.(n-k)

-1)/(p
n-k

-1)).((p-1).[μ’/p]
k
+(p

n
-p).[I/p]

k
)) 

+si(j=0, [0], p
i.(n-k)+1-k

.(p
j-1

-1)) 

).[U’’] 

+(1/d).p
i.(n-k)

.si(j=0, [λ’*].[μ’/p]
k
.[U’’], p

j-k
.[λ’*].[U’’]+(p-1)[U].[μ’/p]

k
.[U”]) 

 

La condition sur j a pu être uniformisée car pour j = 1 nous avons p
j-1

-1 = 0.  

Nous utilisons ensuite les égalités [U][U’’] = d.[U’’], [λ’].[U’’] = [λ’*].[U’’] = -d.[U’’] et [U].[μ’/p]
k
 = ∑(μ’/p)

k
.[I], la 

somme portant sur d termes, μ0 = p n’y figurant pas, pour trouver :   

 

(1 

+(1/d).si(i=0, [0], si(n = k, i, (p
i.(n-k)

-1)/(p
n-k

-1)).((p-1).∑(μ’/p)
k
.[I]+(p

n
-p).[I/p]

k
) 

+(1/d).p
i.(n-k)

.(p
j-k

-p
1-k

).si(j=0, [0], [I])  

+p
i.(n-k)

.si(j=0, [λ’*].[μ’/p]
k
/d, -p

j-k
.[I]+((p-1)/d).∑(μ’/p)

k
.[I]) 

).[U’’] 

 

Soit en réunissant les conditions sur j et faisant quelques adaptations sur celles de i : 

 

[fanδ=∞(c = p
i.n+j

.g
r
.g

u.d
)] 

=  

 (1 

+(1/d) . si(n = k, i, (p
i.(n-k)

-1)/(p
n-k

-1)) . si(i=0, [0], (p-1).∑(μ’/p)
k
.[I]+(p

n
-p).[I/p]

k
) 

+(1/d) . p
i.(n-k)

. si(j=0, [λ’*].[μ’/p]
k
, (p-1).∑(μ’/p)

k
.[I] +p.((1-d).p

j-1
-1).[I/p]

k
) 

).[U’’] 

 

Comme nous l’avons déjà dit plus haut, cette expression concerne des blocs de d lignes de matrice. Seule la valeur 

conditionnelle pour j = 0 est différentiée. Le reste de l’expression a même valeur pour les autres d-1 lignes en question.  

Nous en tirons les cas suivants ([1] = [U’’] est un vecteur colonne dont les composantes sont 1) : 

 

n° Conditions 

[fanδ=∞(c,p)] (si j = 0) 

ou 

fanδ=∞(c,p) (si j ≠ 0) 

1 i = 0, j = 0  [1]+(1/d).[λ’*].[μ’/p]
k
.[1] 

2 
i = 0, j > 1 

 

i = 0, j =1 

(1+p
j-k

.(1-d-p
-j+1

)+((p-1)/d).∑ [μ’/p]
k
).[1] 

 

(1-d.p
1-k

+((p-1)/d).∑ [μ’/p]
k
).[1] 

3 i ≠ 0, j = 0, n ≠ k 
(1+(1/d).((p

i.(n-k)
-1)/(p

n-k
-1)).((p-1).∑(μ’/p)

k
.[I]+(p

n
-p).[I/p]

k
)).[1] 

+(1/d).p
i.(n-k)

.[λ’*].[μ’/p]
k
.[1] 

4 i ≠ 0, j > 0, n ≠ k 
(1+(1/d).si(n = k, i, (p

i.(n-k)
-1)/(p

n-k
-1)).si(i=0, [0], (p-1).∑(μ’/p)

k
.[I]+(p

n
-p).[I/p]

k
) 

+(1/d).p
i.(n-k)

. si(j=0, [λ’*].[μ’/p]
k
, (p-1).∑(μ’/p)

k
.[I] +p.((1-d).p

j-1
-1).[I/p]

k
)).[1] 

5 i ≠ 0, j = 0, n = k 
(1+(1/d).(i.((p-1).∑(μ’/p)

k
+(1-p

1-k
)))).[1] 

+[λ’*].[μ’/p]
k
).[1] 

6 i ≠ 0, j > 0, n = k (1+(1/d).((i+1).(p-1).∑(μ’/p)
k
+i-(i+1).p

1-k
+(1-d).p

j-k
)).[1] 

7 n << k ≈ [1]  

 

Conséquences 

 

Revenons à l’expression de la forme condensée par blocs dans le cas δ = 1 (voir relation (157) de l’exercice 5) : 

 
 

Fan (c,p,δ=1)  = 
1+((p-1)/d).Σ(μ’/p)

 k
 

[U’’]+(1/d).[λ’*].[μ’/p]
 k
.[U’’] 

 

Le résultat immédiat est qu’il y a égalité du facteur d’abondance, en p, entre le cas δ = 1 et le cas δ (et donc δ=∞) pour toute 

cible c non-multiple de p (cas i = j = 0) : 
 

p∤c   =>   Fan(c,p,δ→∞) = Fan(c,p,δ=1)                  (33) 

 

Dans le cas contraire, une correction intervient, correction qui est dépendante, en particulier, de la multiplicité du facteur p 

dans c.   

La correction est le rapport (relation (34)) : 
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fac lignes r (c,p,δ→∞) 

=  

(1+(1/d) . si(n = k, i, (p
i.(n-k)

-1)/(p
n-k

-1)) . si(i=0, [0], (p-1).∑(μ’/p)
k
.[I]+(p

n
-p).[I/p]

k
) 

+(1/d) . p
i.(n-k)

. si(j=0, [λ’*].[μ’/p]
k
, (p-1).∑(μ’/p)

k
.[I] +p.((1-d).p

j-1
-1).[I/p]

k
)).[U’’] lignes r / 

([U’’]+(1/d).[
λ
’*].[μ’/p]

 k
.[U’’]) lignes r 

 

Nous remarquons également l’importance de la différence n-k. Comme μi < p (i>0), la somme finie Σ(μ’/p)
k
 tend vers 0 

lorsque k augmente et nous avons, aussi bien pour i = 0 que pour i ≠ 0, pour k >> n,  

 

fanδ=∞,k>>n(c,p) ≈ 1                  (35) 

 

Ce dernier point est d’ailleurs prévisible sans aucun calcul. 

Par ailleurs, le rapport s’éloigne de 1 par plusieurs décades lorsque k < n :  

  

fanδ=∞,k<<n(c,p) >> 1                  (36) 

 

En n = k, nous sommes dans les ordres de grandeur de la décade. 

 

Remarque capitale 

 

La méthode de base, la plus simple et la plus longue, pour le calcul des facteurs d’abondance est l’utilisation d’un 

algorithme en boucles, (suivant le principe de l’exercice 2). Suivant le choix de δ, les facteurs d’abondance et surtout les 

rapports entre eux ne sont pas les mêmes. Celui-ci ne se stabilise que lorsque la taille de la matrice δn.n+1 est supérieure ou 

égale à i.n+j+2 soit lorsque : 

δn.n > in+j 

 

Les facteurs d’abondance de certaines cibles à plusieurs multiples peuvent donc être difficiles à calculer avec précision 

avec les moyens les plus simples. 

 

Cas n = 2 

 

Nous pouvons calculer le facteur sous une forme littérale explicite dans le cas n = 2. Nous avons : 

 

Si p = 1 mod 4  

μ1A = -√p,  μ2A = √p, ∑(μ’/p)
k
 = (1/p

k/2
).(1+(-1)

k
) 

 

[
λ
’*]  = 

-1-√p -1+√p 

-1+√p -1-√p 

 

[μ’/p]
k
  =   

1  (-1)
k
 0 

p
k/2

  0 1 

Soit : 

 [
λ
’*].[μ’/p]

k
.[U’’] = 

1  -1-√p -1+√p (-1)
k
 0 1 

p
k/2

  -1+√p -1-√p 0 1 1 

Ainsi : 

[
λ
’*].[μ’/p]

k
.[U’’] =  

1  si(k= 0 mod 2,-1,√p) 

p
k/2

   si(k= 0 mod 2,-1,-√p) 

Puis : 

[fan(c,p,δ=1)]  =    
 1+si(k= 0 mod 2, -p

-k/2
, p

(1-k)/2
) 

 1+si(k= 0 mod 2, -p
-k/2

, -p
(1-k)/2

) 

 

Si p = 3 mod 4  

μ1A = i.√p  μ2A = -i.√p, ∑(μ’/p)
k
 = (i/p

1/2
)

k
.(1+(-1)

k
) 

 

[λ’*]  = 
-1-i.√p -1+i.√p 

-1+i.√p -1-i.√p 

 

[μ’/p]
k
  =   

(i)
k
  1 0 

p
k/2

  0 (-1)
k
 

Soit : 

 [λ’*].[μ’/p]
k
.[U’’] = 

(i)
k
  -1-i.√p -1+i.√p 1 0 1 

p
k/2

  -1+i.√p -1-i.√p 0 (-1)
k
 1 

Ainsi : 
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[λ’*].[μ’/p]
k
.[U’’] = 

2  si(k= 0 mod 2,-(-1)
k/2

,-(-1)
(k+1)/2

.√p) 

p
k/2

  si(k= 0 mod 2,-(-1)
k/2

,(-1)
(k+1)/2

.√p) 

Puis : 

[fan(c,p,δ=1)]  =    
 1+ si(k= 0 mod 2, -(-p)

-k/2
, (-p)

(1-k)/2
) 

 1+ si(k= 0 mod 2, -(-p)
-k/2

, -(-p)
(1-k)/2

) 

 

Le facteur d’abondance est obtenu par substitution dans l’expression littérale présentée plus haut. 

 

[fanδ=∞(c,p, δ→∞)] 

=  

[1] +((p
-i.(k-2)

/d).si(j=0, [
λ
’*].[μ’/p]

k
.[1], (p

j-k
.(1-d-p

-j+1
)+(p-1).∑ [μ’/p]

k
).[1]) 

+si(i=0,[0],p
-(k-2)

.((p-1)/d).( 

(si(k=2, i-1, (1-p
-(i-1).(k-2)

)/(1-p
-(k-2)

))).∑ [μ’/p]
k
.[1]+((1-p

-1
).si(n=k, i, (1-p

i.(2-k)
)/(1-p

-(k-2)
))).[1])) 

 

10.2.3. Cas c = 0 

 

Le calcul de la première ligne (correspondant à p
δ
) est tout à fait similaire sauf qu’il n’y a pas de terme conditionnel et que 

l’expression ne concerne pas des blocs de matrices mais des variables simples. Le tableau à considérer est :  

 
1 2 3 … n+1 … i.n+2 i.n+3 … i.n+j+1 … 

1 0 1 … n-1 … 0 1 … n-1 … 

           

[1] = 1 (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] … (p-1).[U’] (p-1).[U’] … (p-1).[U’] … 

1 [μ’/p]k [I/p]k … [I/p]k … [μ’/pi+1]k [I/pi+1]k … [I/pi+1]k … 

1 1/d.[U”] p/d.[U”]  pn-1/d.[U”] … pi.n/d.[U”] pi.n+1/d.[U”] … pi.n+n-1/d.[U”] … 

 

Une cible du type c = 0 mod p
δ
 est prise en compte par le cas précédent en utilisant une matrice de taille supérieure à δn+1. 

Le tableau précédent n’intéresse donc effectivement que la cible c = 0. 

 

Remarque capitale 

 

Contrairement au cas c ≠ 0, le tableau ci-dessus se prolonge à l’infini. Le calcul par moyen informatique des facteurs 

d’abondance par l’algorithme en boucles (exercice 2) sera toujours approché pour la cible 0, car les proportions entre la 

cible 0 et les cibles p
i
 varient lorsque δ augmente au gré des nouvelles apparitions de cibles p

i
 à degrés de plus en plus 

élevés.  

 

Calculons la limite effective du facteur d’abondance de c dans le cas des sommes de Waring.  

 

1 

+[U’].((p-1)/d).( 

p
0.n

.[μ’/p]
k
+(p

1
+…+p

n-1
).[I/p]

k
 

+p
1.n

.[μ’/p
2
]

k
+(p

n+1
+…+p

2n-1
).[I/p

2
]

k
 

+… 

+p
i.n

.[μ’/p
i+1

]
k
+(p

i.n+1
+…+p

i.n+n-1
).[I/p

i+1
]

k
 

+... 

).[U’’] 

Il vient ainsi après réarrangements des termes : 

1 

+[U’].((p-1)/d).( 

(1+p
(n-k)

+...+p
i.(n-k)

).[μ’/p]
k
  

+(p
1
+…+p

n-1
).(1+p

n-k
+…+p

i.(n-k)
).[I/p]

k
 

+... 

).[U’’] 

Il vient ainsi : 

1 

+[U’].((p-1)/d).( 

(1+p
(n-k)

+...+p
i.(n-k)

).([μ’/p]
k
+(p

1
+…+p

n-1
).[I/p]

k
) 

+... 

).[U’’] 

Soit : 

 1  

+[U’].((p-1)/d).( 

+si(n=k, (i+1), (1-p
(i+1).(n-k)

)/(1-p
n-k

)).([μ’/p]
k
+p

n-k-1
.((1-p

-n+1
)/(1-p

-1
)).[I]) 

).[U’’] 

 

Rappelons que [U’], respectivement [U’’], est une matrice ligne,respectivement colonne, à d composantes toutes égales à 1. 

D’où l’expression : 
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  1  

+((p-1)/d).( 

+si(n=k, (i+1), (1-p
(i+1).(n-k)

)/(1-p
n-k

)).(∑ [μ’/p]
k
+d.p

n-k-1
.((1-p

-n+1
)/(1-p

-1
))) 

) 

 

Le facteur d’abondance de c = 0 est obtenu en faisant tendre i vers l’infini 

  

fanδ=∞(0) 

= 

1 + ((p-1)/d) . si(n=k, (i+1), (1-p
(i+1).(n-k)

)/(1-p
n-k

)) . (∑ (μ’/p)
k
+d.p

n-k
.(1-p

-n+1
)) i→∞ 

 

D’où le tableau récapitulatif : 

 

n° Conditions fanδ=∞(c,p) 

1 n > k ∞ 

2 n = k  ∞ 

3 n < k 1+((p-1)/d).(1/(1-p
-(k-n)

)).(∑ (μ’/p)
k
+d.p

-(k-n)
.(1-p

-(n-1)
)) 

 

Lorsque k >> n, le dernier terme se rapproche de 1+((p-1)/d).∑ (μ’/p)
k
) qui est l’expression du cas δ =1. La correction par 

rapport au calcul pour δ = 1 est :  

 

fac(0,p,δ→∞) = 1+(p-1). 
(1/(1-p

-(k-n)
)-1).∑(μ’/p)

k
/d + (1/(1-p

-(k-n)
)).(1-p

-(n-1)
)).p

-(k-n)
 

1+((p-1)/d).Σ(μ’/p)
 k
 

 

ce qui s’écrit un peu plus clairement : 

 

   
( 

1 
-1).∑(μ’/p)

k
+ 

d.(1-1/p
(n-1)

)          

fac(0,p,δ→∞) = 1+ 
(p-1) 

. 
1-1/p

(k-n)
 p

(k-n)
.(1-1/p

(k-n)
)          (37) 

d 1+((p-1)/d).Σ(μ’/p)
 k
  

 

Ce terme, comme nous l’avons déjà vu, tend vers 1 lorsque k >> n (d’autant plus rapidement que p est grand) : 

 

facδ=∞,k>>n(0,p) ≈ 1                  (38) 

 

Encore une fois, ce dernier résultat est bien pratique. 

 

11. Facteurs d’abondance de Waring, maille logarithmique 
 

L’objet de l’étude est : 

y1
n
 + y2

n
 + … + ym

n
 = c  modulo p

δ
         (39) 

 

11.1. Cas n impair 

 

11.1.1. Cas p = 2 

 

Après normalisation nous obtenons : 

 

pair       

…  [(1+(-1)
m
)/2]   [(1+(-1)

m-1
)/2]  

…       

impair       

…  [(1+(-1)
m-1

)/2]   [(1+(-1)
m
)/2]  

…       

Soit : 

Pour m impair : 

0       

pair  [0]   [1]  

…       

impair       

…  [1]   [0]  

…       

 

Pour m pair : 
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0       

pair  [1]   [0]  

…       

impair       

…  [0]   [1]  

…       

 

Le résultat est identique au cas δ = 1 

 

11.1.2. Cas p > 2  

 

Nous avons une expression complète des valeurs propres et de vecteurs propres dans le cas général quand p > 2.  

Nous utilisons  

[Bδ]
m
 = [Pδ].[λδ]

m
.[Pδ

-1
] 

[BNδ] = (1/(p
δ-1

.(p-1))).[Bδ] 

 

pour écrire les facteurs d’abondance normalisés (ici [p
δ
] est le vecteur colonne (p

δ
, 0, 0, …, 0)) : 

 

Fan(c,p,δ) = [BNδ]
m
[p

δ
] = [Pδ].[(λδ/(p

δ-1
.(p-1))]

m
.[Pδ

-1
].[p

δ
] 

 

Nous calculons cette expression par blocs de matrices de taille d, à l’exception de la première ligne et colonne qui reçoit un 

traitement ligne à colonne.  

 

11.1.2.1. Cas c ≠ 0  

 

Soit c = p
i.n+j

.g
r
 (ainsi r-1 = n° de ligne dans un bloc de la matrice Bδ de taille d). 

Nous devons remplacer dans les expressions précédentes [μ’] par [λ’] et [I] par [0] (et k par m) obtenant un tableau qui se 

présente comme suit : 

 
1 2 3 … n+1 … (i-1).n+2 (i-1).n+3 … (i-1).n+n+1 i.n+2 i.n+3 … i.n+j+1 i.n+j+2 i.n+j+3 

1 0 1 … n-1 … 0 1 … n-1 0 1 … j-1 j j+1 

                

[U”] (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] … (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] si(j=0, [
λ
’*], (p-1).[U] (p-1).[U] … (p-1).[U] [λ’*] [0] … 

1 [λ’/p]m [0] … [0] … [λ’/pi]m [0] … [0] [λ’/pi+1]m [0] … [0] [0] [0] 

1 1/d.[U”] p/d.[U”]  pn-1/d.[U”] … p(i-1).n/d.[U”] p(i-1).n+1/d.[U”] … p(i-1).n+n-1/d.[U”] pi.n/d.[U”] pi.n+1/d.[U”] … pi.n+j-1/d.[U”] pi.n+j/d.[U”] pi.n+j+1/d.[U”] 

 

Par multiplication, il vient : 

[U’’] 

+si(j=0, (p
i.(n-m)

/d)[
λ
’*].[λ’/p]

m
, p

i.(n-m)
.((p-1)/d).[U].[λ’/p]

m
).[U’’] 

+[U].((p-1)/d).( 

+si(i=0, [0], 

[λ’/p]
m
+p

n
/p

m
.[λ’/p]

m
 +...+p

(i-1).n
/p

(i-1).m
.[λ’/p]

m
  

).[U’’] 

Puis : 

[fanδ=∞(c)] 

=  

 [U’’] 

+(p
i.(n-m)

/d).si(j=0, [
λ
’*].[λ’/p]

m
.[U’’], (p-1).∑ [λ’/p]

m
.[U’’] 

+si(i=0, [0], p
(n-m)

.((p-1)/d).(si(n=m, i, (1-p
i.(n-m)

)/(1-p
n-m

)).∑ [λ’/p]
m
).[U’’] 

 

Comme nous l’avons déjà dit plus haut, cette expression concerne des blocs de d lignes de matrice. Seule la valeur 

conditionnelle pour j = 0 est différentiée.  

Nous en tirons les cas suivants (avec [U’’] =[1]) : 
 

n° Conditions 

[fanδ=∞(c,p)] (si j = 0) 

ou 

fanδ=∞(c,p) (si j ≠ 0) 

1 i = 0, j = 0  [1]+(1/d).[λ’*].[λ’/p]
m
.[1] 

2 i = 0, j >0 1+(p-1).∑ [λ’/p]
m
)/d 

3 i ≠ 0, j = 0, n ≠ m 
[1]+(p

i.(n-m)
/d).[λ’*].[λ’/p]

m
.[1] 

+p
(n-m)

.((p-1)/d).((1-p
i.(n-m)

)/(1-p
n-m

)).∑ [λ’/p]
m
).[1] 

4 i ≠ 0, j > 0, n ≠ m 
1+p

n-m
.((p-1)/d).∑ [λ’/p]

m
.( 

p
(i-1).(n-m)

+((1-p
i.(n-m)

)/(1-p
n-m

))) 

5 i ≠ 0, j = 0, n = m 
[1]+(p

n-m
. /d).( 

p
(i-1).(n-m)

.[λ’*].[λ’/p]
m
.[1]+i.(p-1).∑ [λ’/p]

m
.[1])  
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n° Conditions 

[fanδ=∞(c,p)] (si j = 0) 

ou 

fanδ=∞(c,p) (si j ≠ 0) 

6 i ≠ 0, j > 0, n = m 1+((p-1)/d).p
(n-m)

.(i+p
(i-1).(n-m)

).∑ [λ’/p]
m

 

7 n << m ≈ [1]  

 

Conséquences 

 

Revenons à l’expression de la forme condensée par blocs dans le cas δ = 1 (voir relation (158) de l’exercice 5) : 

Soit : 
 

Fan(c,p,δ→∞) =  
1+((p-1)/d).Σ(λ/(p-1))

m
 

[U’’]+(1/d).[λ’*].[λ’/(p-1)]
m
.[U”] 

 

A nouveau, le résultat immédiat est qu’il y a égalité du facteur d’abondance, en p, entre le cas δ = 1 et δ (et donc δ=∞) pour 

toute cible c non-multiple de p (cas i = j = 0) : 
 

p∤c   =>   Fan(c,p,δ→∞) = Fan(c,p,δ=1)                  (40) 

 

Dans le cas contraire, une correction intervient, correction qui est dépendante, en particulier, de la multiplicité du facteur p 

dans c.   

La correction est le rapport (relation (41)) : 

fac lignes r (c,p,δ→∞) 

=  

([U’’] 

+(p
i.(n-m)

/d).si(j=0, [
λ
’*].[λ’/p]

m
).[U’’], (p-1).∑ [λ’/p]

m
.[U’’] 

+si(i=0, [0], p
(n-m)

.((p-1)/d).(si(n=m, i, (1-p
i.(n-m)

)/(1-p
n-m

)).∑ [λ’/p]
m
).[U’’]))) lignes r  

/([U’’]+(1/d).[
λ
’*].[μ’/p]

 k
.[U’’]) lignes r 

 

Nous remarquons à nouveau l’importance de la différence n-k. Comme μi < p (i>0), la somme finie Σ(μ’/p)
k
 tend vers 0 

lorsque k augmente et nous avons, aussi bien pour i = 0 que pour i ≠ 0, pour k >> n,  

 

fanδ=∞,k>>n(c,p) ≈ 1                  (42) 

 

Mais le rapport s’éloigne de 1 par plusieurs décades lorsque k < n :  

  

fanδ=∞,k<<n(c,p) >> 1                  (43) 

 

En n = k, nous sommes dans les ordres de grandeur de la décade. 

 

11.1.2.2. Cas c = 0  

 

Nous adaptons le cas précédent : 

fanδ=∞(0) =  

1+[U’].((p-1)/d).(p
0.n

.[λ’/p]
m
+p

1.n
.[λ’/p

2
]

m
+…+p

i.n
.[λ’/p

i+1
]

m
+...).[U’’] 

Ainsi : 

fanδ=∞(0) =  

1+((p-1)/d).[U’].[λ’/p]
m
.[U’’].(p

0.n
+p

1.(n-m)
+…+p

i.(n-m)
+...) 

 

Pour c = 0, i est rejeté à l’infini, soit : 

 

fanδ=∞(0) = 1+((p-1)/d).[U’].[λ’/p]
m
.[U’’]. 

 (1-p
(i+1).(n-m)

)  
           (44) 

(1-p
(n-m)

)  i → +∞ 

Nous en tirons les cas : 

n° Conditions fanδ=∞(0,p) 

1 n ≥ m ∞ 

2 n < m  1+((p-1)/d).∑ [λ’/p]
m
. 

1 

(1-1/p
(m-n)

) 

 

Le lecteur pourra comparer le dernier résultat au cas fanδ=1(0,p) = 1+((p-1)/d).Σ(μ’/p)
 k
. 

Lorsque m >> n, le facteur d’abondance normalisé modulo p se rapproche de la valeur du facteur d’abondance normalisé 

modulo p
δ
. 

 

11.2. Cas n pair 

 

La remarque et la conclusion est la même que ci-dessus.  

 



 

P 177/394                            Facteur d’abondance en correction modulo p
Δ
 

12. Correction modulo p
δ
 

 

L’étude modulo p

 est menée pour en déduire avant tout le comportement des facteurs d’abondance lorsque  tend vers +∞. 

Nous souhaitons rapporter les dénombrements normalisés modulo p

 aux dénombrements normalisés modulo p lorsque  

tend vers +∞.  

Soit c la cible sur laquelle, nous étudions cette correction et sa décomposition en facteurs premiers : 

 

c = П pi 
j 

 

Dans le cas général, nous construisons un tableau du type : 

 

 p = 2 p = 3 … p = q p = +∞ produit infini 

c Fan(c,2) Fan(c,3) … Fan(c,q) … ∏ Fan(c) 

 

L’incidence (même si cela peut paraître trivial) ne porte que sur les facteurs de c dans le dénombrement cherché.  

Ainsi : 

 ∞  ∞  ∞ 

Fanδ=∞(c) = ∏   Fanδ=∞(c,p) = Fanδ=∞(c,2). ∏ Fanδ=∞(c,p) = Facδ→∞(c,2).Fanδ=1(c,2). ∏ Facδ→∞(c,p).Fanδ=1(c,p) 

 p=2  p=3  p=3 

 

Ces termes ne sont pas difficiles à trouver avec une bonne précision. 

 

Résultats fondamentaux de l’étude de  la correction modulo p
δ
 

 

L’approche modulo p est le socle du calcul des facteurs d’abondance (modulo p
δ
). Le facteur de correction ne porte que sur 

les diviseurs de la cible c dont le nombre est généralement réduit (et fini en tout cas). Si c est un nombre premier, un seul 

calcul de correction est nécessaire. 

 

Lorsque k augmente, la dégénérescence des solutions augmente et l’ensemble des facteurs d’abondance va tendre vers 1.  

Dans le cas contraire, nous sommes désormais mieux outillés pour traiter les cas  : 

 

n < k ≤ 2
n
+1 

et même 

n ≥ k 

 

Notre point de vue sur le dernier cas est que la divergence entre le résultat modulo p et modulo p
∞
 traduit également 

l’amplitude des écarts (ondulations) autour de la limite asymptotique, traduction qui reste à inventer. 

 

Nous reviendrons à l’exercice 11 à la résolution modulo p
δ
 indispensable aux cas les plus généraux. 
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 EXERCICE 7 : OPERATEURS ELEMENTAIRES 

 

Nous recherchons des opérateurs matriciels associés à des opérations simples pour le calcul des facteurs d’abondance. Ces 

opérateurs sont soumis à un cadre précis indiqué ci-dessous car même une opération telle l’addition ne se traduit pas en 

général par un produit de matrices (dès la présence de variables imbriquées).  

 

1. Ajout d’une variable de nombres premiers linéaire 
 

Nous donnons les facteurs d’abondance d’une expression de type R(x,…) = y + c à partir des facteurs d’abondance d’une 

expression R(x,…) = c résolue par ailleurs. Ici les (x, …) sont indifféremment des variables d’entiers naturels ou de 

nombres premiers, mais y est une variable de nombres premiers. Incidemment, nous passons ainsi d’un problème de type 

non asymptotique (c est fixé par avance) à un problème asymptotique. Nous raisonnons d’abord sur une seule variable x de 

nombres entiers. Pour chaque séquence pi, le tableau suivant est mis en place : 

 

 + \ -  y 1 2 … pi-1  0 

 x  R(x)        

0 R(0)  R(0)-1 R(0)-2 … R(0)-(pi-1)  R(0) 

1 R(1)  R(1)-1 R(1)-2 … R(1)-(pi-1)  R(1) 

2 R(2)  R(2)-1 R(2)-2 … R(2)-(pi-1)  R(2) 

… …  … … … …  … 

pi-1 R(pi-1)  R(pi-1)-1 R(pi-1)-2 … R(pi-1)-(pi-1)  R(pi-1) 

 

Il s’agit alors de dénombrer dans le tableau le nombre d’occurrences de la cible c modulo pi. Si au tableau en encadré, nous 

ajoutons la colonne représentée à droite, nous obtenons le même nombre d’occurrences des cibles pour c = 0 à pi-1, soit pi 

pour chaque valeur de c. Nous aboutissons au dénombrement en retranchant les cas issus de la colonne à droite (hors 

tableau). Ainsi à la séquence pi, le cardinal pour la cible c est : 

 

#c = pi - #{n / R(n) = c mod pi, n = 0 à pi-1} 

 

Raisonnant avec k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers, soit au total p
k
.(p-1)

m
 occurrences pour 

les cibles (modulo p), nous obtenons, par les mêmes arguments que précédemment, le cardinal d’une cible c : 

 

#c = p
k
.(p-1)

m
 - #{(x1, …, xk,y1, …, ym) / R(x1, …, xk,y1, …, ym) = c mod p} 

 

En écriture matricielle, si nous avons pour R(x1, …, xk,y1, …, ym) = c mod p : 

 

#{0}  1  

#{g
0
.g

u.cm
}  0  

#{g
1
.g

u.cm
} = [M] 0  

…  …  

#{g
cm-1

.g
u.cm

}  0  

 

il vient alors pour R(x1, …, xk,y1, …, ym) = y+c mod p : 

 

#{0}  1  1  

#{g
0
.g

u.cm
}  1  0  

#{g
1
.g

u.cm
} = p

k
.(p-1)

m
. 1 - [M]. 0       (1) 

…  …  …  

#{g
cm-1

.g
u.cm

}  1  0  

 

Nous donnons à l’exercice 9 relation (31) une expression multiplicative par un opérateur matriciel de la relation précédente. 

 

2. Ajout d’une variable de nombres entiers linéaire 
 

Il s’agit ici de passer de l’expression R(x1,…) = c à R(x1,…) = x+c. Ici x est une variable de nombres entiers. En posant le 

problème en termes de tableaux à double entrées, nous voyons immédiatement que la nouvelle variable n’a pas d’incidence 

sur le facteur d’abondance normalisé. Cette équivalence dans l’approche est utilisée implicitement à l’exercice 5 relation 

(5), et est utilisable en particulier pour le problème de Goldbach  y1+y2 = c+n (et y1+y2 = c+2n) qui a même coefficient 

d’abondance normalisé que le problème y1+y2 = c. 
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3. Matrice de permutation 
 

Matrice de permutation simple 
 

Nous appellerons matrice de permutation simple (de dimension d+1), la matrice dérivée de la matrice unité [I] qui contient 

une et une seule composante non nulle égale à 1 par colonne et par ligne. 

 

  0 1 0 … … … 0  

  0 … 0 1 0 … 0  

  1 0 … … … … 0  

[MP] = 0 0 1 0 … … 0      (2) 

  0 … … … 0 … 1  

  … … … … … … …  

  0 … … 0 1 … 0  
 

Propriétés des matrices de permutation simple 
 

[MPi] = 
t
[MPd-i]  

[MPi].[MPj] = [MPk]                          (3) 

[MPi]
-1

 = [MPd-i] = 
t
[MPi]  

 

L’indice i représente ici la position ligne ou colonne d’une composante donnée. 

Le produit de deux matrices de permutation est encore une matrice de permutation. 

 

Matrice de permutation affine 
 

Nous appelons matrice opérateur affine [MOAi], la matrice de permutation correspondant à un décalage de i colonne de la 

trace unité hors premières ligne et colonne. La taille de matrice courante 1+d est sous-entendue. 

 

  1 0    … …  0  

  0 0 … … 0 1 0 … …  

   … 0 … … 0 1 … …  

[MOAi] = … … … 0 … … 0 … 0      (4) 

  … 0 … … 0 … … … 1  

   1 0 … … 0 … … 0  

   0 … … … … … … …  

   … … 1 0 … … … …  

  0 … … 0 1 0 … … 0  
 

Propriétés des matrices opérateur affine 
 

[MOAi] = 
t
[MOAd-i]  

[MOAi+j] = [MOAi].[MOAj]                          (5) 

[MOAi]
-1

 = [MOAd-i] = 
t
[MOAi]  

 

Nous justifions le choix de l’appellation ci-dessous. 

 

4. Multiplication par une constante entière dans les sommes de Waring 
 

4.1. Cas général (p ≠ 2) 

 

Nous nous intéressons à l’évaluation du facteur d’abondance dans le cas des équations : 
 

a1x1
n
 + a2x2

n
 + … + akxk

n
 = c mod p 

ou 

a1y1
n
 + a2y2

n
 + … + amym

n
 = c mod p 

 

Soit g une racine primitive de p. Soit d = (n,p-1). 

Nous commençons par les remarques suivantes. Si a divise p, alors a = 0 mod p et a.x
n
 = 0 mod p. Les facteurs d’abondance 

sont alors tous nuls sauf pour c = 0 avec #{0} = p (ou p-1 dans le cas a.y
n
 = 0 mod p). Si a ne divise pas p, alors il existe i (i 

< d) et j tel que a = g
i
.g

j.d
, soit donc a.x

n
 = g

i
.g

j.d
.x

n
 mod p. Ceci nous permet alors de procéder par la méthode habituelle des 

tableaux à double entrées avec une correction adéquate illustrée ci-dessous dans un premier temps. 

Soit p = 13, n = 9 et g = 2.  
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   card0 card1 card2 card3 

   0 g
0d

.g
0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 

   0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

card 

= 3 

g
0
.g

0d
 1 1 2 9 0 6 3 4 12 11 5 7 10 8 

g
0
.g

1d
 8 8 9 3 7 0 10 11 6 5 12 1 4 2 

g
0
.g

2d
 12 12 0 7 11 4 1 2 10 9 3 5 8 6 

g
0
.g

3d
 5 5 6 0 4 10 7 8 4 2 9 11 1 12 

 

Ce tableau était celui d’un exemple précédent (exercice 5). 

Donnons l’évolution de celui-ci lorsque nous changeons le générateur de colonne : 

 

   card0 card1 card2 card3 

   0 g
0d

.g
0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 

   0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

card 

= 3 

g
1
.g

0d
 2 2 2 3 10 1 7 4 5 0 12 6 8 11 

g
1
.g

1d
 3 3 3 4 11 2 8 5 6 1 0 7 9 12 

g
1
.g

2d
 11 11 11 12 6 10 3 0 1 9 8 2 4 7 

g
1
.g

3d
 10 10 10 11 5 9 2 12 0 8 7 1 3 6 

 

   card0 card1 card2 card3 

   0 g
0d

.g
0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 g

0d
.g

0
 g

1d
.g

0
 g

2d
.g

0
 g

3d
.g

0
 

   0 1 8 12 5 2 3 11 10 4 6 9 7 

card 

= 3 

g
2
.g

0d
 4 4 4 5 12 3 9 6 7 2 1 8 10 0 

g
2
.g

1d
 6 6 6 7 1 5 11 8 9 4 3 10 12 2 

g
2
.g

2d
 9 9 9 10 4 8 1 11 12 7 6 0 2 5 

g
2
.g

3d
 7 7 7 8 2 6 12 9 10 5 4 11 0 3 

 

Pour ces trois tableaux, nous avons successivement : 
 

card’0  0 12 0 0 card0 

card’1 {1,8,12,5} 
 

= 
3 0 3 6 card1 {1,8,12,5} 

card’2 {2,3,11,10} 0 3 6 3 card2 {2,3,11,10} 

card’3 {4,6,9,7}  0 6 3 3 card3 {4,6,9,7} 
 

card’0  0 12 0 0 card0 

card’2 {2,3,11,10} 
 

= 
3 0 3 6 card2 {2,3,11,10} 

card’3 {4,6,9,7} 0 3 6 3 card3 {4,6,9,7} 

card’1 {1,8,12,5}  0 6 3 3 card1 {1,8,12,5} 
 

card’0  0 12 0 0 card0 

card’3 {4,6,9,7} 
 

= 
3 0 3 6 card3 {4,6,9,7} 

card’1 {1,8,12,5} 0 3 6 3 card1 {1,8,12,5} 

card’2 {2,3,11,10}  0 6 3 3 card2 {2,3,11,10} 

 

La même matrice permet de calculer les coefficients d’abondance à condition de recourir à une permutation circulaire des 

cardinaux dans cette opération. Plus généralement, nous formons le tableau suivant : 

 

  card0 card1 card2 … cardd-1 

card  0 g
0
.g

0d
 g

0
.g

1d
 … g

0
.g

pi-1-d
 g

1
.g

0d
 g

1
.g

1d
 … g

1
.g

pi-1-d
  g

d-1
.g

0d
 g

d-1
.g

1d
 … g

d-1
.g

pi-1-d
 

1 g
i
.0               

d 

g
i
.g

0d
               

g
i
.g

1d
               

…               

g
i
.g

((pi-1)/d-1).d
               

 

Pour la première ligne, l’incidence de a = g
i
.g

j.d
 est nulle (a.0 = 0). Pour les autres, si c = g

u.d
 + g

j
.g

v.d
, alors g

i
.c = g

i
.g

u.d
 + 

g
i
.g

j
.g

v.d
, ce qui signifie bien le résultat obtenu sur l’exemple précédent. Soit donc pour une variable de nombres entiers 

(respectivement une variable de nombres premiers), u variant dans le domaine de définition habituel 0 à (p-1)/d-1 : 

 

card’0   card0  

card’{g
i
.g

u.d
}   card {g

i
.g

u.d
}  

card’{g
i+1

.g
u.d

} = [A] (ou [B]) card {g
i+1

.g
u.d

}    

…   …  

card’{g
i+d-1

.g
u.d

}   card {g
i+d-1

.g
u.d

}  
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Par ailleurs, par un décalage du vecteur trace de l’unité de i colonnes, excepté pour la première composante, nous avons 

 

card0  1 0  … …  0 card0 

card {g
i
.g

u.d
}  0 0  1    card {g

0
.g

u.d
} 

card {g
i+1

.g
u.d

}    0  1   card {g
1
.g

u.d
} 

card {g
i+2

.g
u.d

} = …   0  …  card {g
2
.g

u.d
} 

card {g
i+3

.g
u.d

}  …    0  1 card {g
3
.g

u.d
} 

…       …  … 

card {g
i+d-1

.g
u.d

}  0  1    0 card {g
d-1

.g
u.d

} 

 

De même, par un décalage du vecteur trace de l’unité de -i colonnes, nous avons 

 

card'0  1 0  … …  0 card’0 

card’ {g
0
.g

u.d
}  0 0    1  card’ {g

i
.g

u.d
} 

card’ {g
1
.g

u.d
}    0     card’ {g

i+1
.g

u.d
} 

card’ {g
2
.g

u.d
} = … 1  0    card’ {g

i+2
.g

u.d
} 

card’ {g
3
.g

u.d
}  …  1  0   card’ {g

i+3
.g

u.d
} 

…     …  …  … 

card’ {g
d-1

.g
u.d

}  0    1  0 card’ {g
i+d-1

.g
u.d

} 

D’où : 

card'0  1 0  … …  0  1 0  … …  0 card0  

card’ {g
0
.g

u.d
}  0 0    1   0 0  1    card {g

0
.g

u.d
}  

card’ {g
1
.g

u.d
}    0        0  1   card {g

1
.g

u.d
}  

card’ {g
2
.g

u.d
} = … 1  0    [A] (ou [B]) …   0  …  card {g

2
.g

u.d
}    (6) 

card’ {g
3
.g

u.d
}  …  1  0    …    0  1 card {g

3
.g

u.d
}  

…     …  …        …  …  

card’ {g
d-1

.g
u.d

}  0    1  0  0  1    0 card {g
d-1

.g
u.d

}  

 

Le produit des trois matrices donne la transformation recherchée. 

 

  1 0  … …  0  1 0  … …  0 

  0 0    1   0 0  1    

    0        0  1   

[A’] (ou [B’]) = … 1  0    [A] (ou [B]) …   0  …  

  …  1  0    …    0  1 

     …  …        …  

  0    1  0  0  1    0 

 

Pour a1x1
n
 + a2x2

n
 + … + akxk

n
 = c mod p, respectivement a1y1

n
 + a2y2

n
 + … + amym

n
 = c mod p, nous déterminons les 

facteurs d’abondance par les produits de matrices : 
 

[A’] = [A1’].[A2’]…[Ak’] 

et 

[B’] = [B1’].[B2’]…[Bm’] 

Notons que ces matrices commutent. 

Par ailleurs, des combinaisons de variables d’entiers et de variables de nombres premiers sont envisageables (et 

commutent).     

 

4.2. Cas d = 2 (p ≠ 2) 
 

4.2.1. Données initiales 

 

Nous n’avons ici que trois alternatives lors du calcul des facteurs d’abondance à la séquence p, soit a = 0 mod p, soit a = 

g
0
.g

2u
, soit a = g

1
.g

2u
.  

Si a = 0 mod p, la résolution est immédiate.  

Si a = g
0
.g

2u
, la matrice cardinale est celle du cas a = 1, donc inchangée.  

Si a = g
1
.g

2u
, nous avons a priori une incidence logique sur les facteurs d’abondance de c qui est une simple permutation 

entre les valeurs obtenus précédemment sur c = g
0
.g

2u
 et c = g

1
.g

2u
. Nous pouvons vérifier ceci par un raisonnement 

complet. Ainsi, nous devons transformer la matrice comme suit : 

 

  1 0 0 x11 x12 x13 1 0 0  x11 x13 x12  

M = 0 0 1 x21 x22 x23 0 0 1 = x31 x33 x32  

  0 1 0 x31 x32 x33 0 1 0  x21 x23 x22  

 

Les matrices dans le cas des variables de nombres entiers étant : 
 

Pour p = 1 mod 4 
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 1 p-1 0 

A1 = 2 (p-3)/2 (p-1)/2 

 0 (p-1)/2 (p+1)/2 

Pour p = 3 mod 4 

 1 0 p-1 

A3 = 2 (p-1)/2 (p-3)/2 

 0 (p+1)/2 (p-1)/2 
 

4.2.2. Matrice 

 

Nous avons alors : 
 

Pour p = 1 mod 4 

 1 0 p-1 

M1 = 0 (p+1)/2  (p-1)/2 

 2 (p-1)/2 (p-3)/2 

Pour p = 3 mod 4 

 1 p-1 0 

M3 = 0 (p-1)/2 (p+1)/2  

 2 (p-3)/2 (p-1)/2 
 

4.2.3. Déterminants 

 

Les déterminants pour la recherche des valeurs propres sont les mêmes que dans les cas initiaux :  

 

Dét(M1-μI) = -μ
3
+p.μ

2
+p.μ-p

2
 = -(μ-p)(μ

2
-p) = -(μ-p)(μ

2
+√p)(μ-√p) 

Dét(M3-μI) = -μ
3
+p.μ

2
-p.μ+p

2
 = -(μ-p)(μ

2
+p) = -(μ-p)(μ

2
+i√p)(μ-i√p) 

 

4.2.4. Valeurs propres et vecteurs propres 

 

Pour p = 1 mod 4  

μ0M1  p 

μ1M1 = √p 

μ2M1  -√p 
 

et sont associés à la matrice des vecteurs propres : 
 

 1 (p-1)/ 2 (p-1)/2 

PA = (1/p
1/2

). 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 

 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 

et à sa matrice inverse  

P
-1

A = PA 

Ainsi : 
 

#{0}  1 (p-1)/ 2 (p-1)/2 pk 0 0 1 (p-1)/ 2 (p-1)/2 1 

#{g
0
.g

2u
} = (1/p) 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 pk/2 0 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 0 

#{g
1
.g

2u
}  1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 0 (-1)k.pk/2 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 0 

 

Tous calculs faits, nous arrivons à : 
 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(1+(-1)k))  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk+(1/2).pk/2.(-(1+(-1)k)+p1/2.(-1+(-1)k)))            (7) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((1+(-1)k)+p1/2.(-1+(-1)k)))  

 

Ici #{g
0
.g

2u
} et #{g

1
.g

2u
} sont bien les valeurs littérales initiales de #{g

1
.g

2u
} et #{g

0
.g

2u
} comme le lecteur pourra le vérifier 

en se reportant à l’exercice 5. 

 

Pour p = 3 mod 4 

 

Les valeurs propres de la matrice M3 sont : 

μ0M3  p 

μ1M3 = -i.√p 

μ2M3  i.√p 

et associés à la matrice des vecteurs propres : 
 

 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

PM3 = 1 (-1-i.√p)/2 (-1+i.√p)/2 

 1 (-1+i.√p)/2 (-1-i.√p)/2 

et à la matrice inverse 
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 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

P
-1

M3 = (1/p) 1 (-1+i√p)/2 (-1-i√p)/2 

 1 (-1-i√p)/2 (-1+i√p)/2 

D’où 

#{0}  (1/p).(pk+(1/2).(p-1).pk/2.(-1)
k/2

(1+(-1)
k
)  

#{g
0
.g

2u
} = (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k/2
(1+(-1)

k
)-p1/2.(-1)

(k+1)/2
(1+(-1)

k+1
))        (8) 

#{g
1
.g

2u
}  (1/p).(pk-(1/2).pk/2.((-1)

k/2
.(1+(-1)

k
))+p1/2.(-1)

(k+1)/2
.(1+(-1)

k+1
))  

 

Ici, à nouveau, #{g
0
.g

2u
} et #{g

1
.g

2u
} sont bien les valeurs littérales initiales de #{g

1
.g

2u
} et #{g

0
.g

2u
}. 

Les matrices cardinales dans le cas des variables de nombres premiers se traitent de la même façon et nous observons la 

même permutation entre #{g
0
.g

2u
} et #{g

1
.g

2u
}. 

 

Nota important : Nous trouvons un résultat fondamental qui est la possibilité de choisir (car d’autres choix existent bien 

sûr) les mêmes matrices de vecteurs propres pour x
n
 et pour a.x

n
. C’est un point très général comme nous le verrons encore 

dans cet article (matrice de Fermat Catalan, matrice quadratique…).  

 

5. Translations 
 

5.1. Translations simples 
 

Soit R(…) = c mod p une équation pour laquelle nous avons obtenu une matrice cardinale [M]. Lorsque nous passons à 

l’équation R(…)+t = c mod p où t est une constante, le dénombrement des occurrences de chacun des éléments de {0, 1, …, 

p-1} subit une simple permutation. La nouvelle matrice est donc [M].[MP] où [MP] est une permutation de l’identité [I]. 

(un seul élément 1 par ligne et par colonne et tous les autres éléments à 0)   

 

card {0+c}       card {0} 

card {g
0
.g

u.d
+c }       card {g

0
.g

u.d
} 

card {g
1
.g

u.d
+c } =   MP   card {g

1
.g

u.d
} 

…       … 

card {g
d-1

.g
u.d

+c }       card {g
d-1

.g
u.d

} 
 

5.2. Polynômes translatés 
 

Envisageons le cas de sommes de Waring sur la base de polynômes du type (x-c)
n
, c une constante entière. Soit donc à 

déterminer le facteur d’abondance dans le cas d’une équation : 
 

a1.(x1-c1)
n
 + a2.(x2-c2)

n
 + … + ak.(xk-ck)

n
 = c mod p.  

 

Le passage de x
n
 à (x-c)

n
 correspond à nouveau à une translation de l’ensemble {0,1,…p-1} pour chaque variable xi qui 

nécessite simplement le recours à nouveau à une matrice de permutation. Nous prendrons en compte les deux décalages r i et 

si tels que (avec d = (n,p-1)) : 
 

Equations Matrices de permutation  

ai = g
ri
.g

d.u
 mod p [MOAri ]      (9) 

ci = g
si
.g

2d.u
 mod p et permutation 0 avec un résidu [MP]  

 

Alors, si initialement nous avions [M], nous obtenons : 
 

[M’] = [MOA -ri ].[M].[MOAri ].[MP] 
 

Cette opération est répétée pour chaque membre de l’équation. 

 

5.3. Equations du second degré 
 

Soit une expression de la forme u.x
2
+v.x+w. Le discriminant de cette expression est Δ = v

2
-4.u.w. 

Nous avons alors : 

u.x
2
+v.x+w = u.(x+v/2u)

2
-Δ/(4u)      

 

Cette forme est immédiatement utilisable pour les matrices de permutation. 
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 EXERCICE 8 : FACTEURS D’ABONDANCE DE HARDY-LITTLEWOOD 

 

 

Nous dénombrons sous le titre de problèmes de Hardy-Littlewood les solutions d’équations à polynômes de variables 

d’entiers et/ou de variables de nombres premiers : 

 

P1(x1) + P2(x2) + … + Pk(xk) + Q1(y1) + Q2(y2) + … + Qm(ym) = y + c. 

 

La justification du calcul modulo p (et non modulo p
∞
) des facteurs d’abondance est reportée à l’exercice 11.  

 

1. Cas de la génération de nombres premiers par un polynôme 
 

P(x) - y = c    (1) 

 

Il s’agit ici d’une simple application de l’exercice 7 concernant l’ajout d’une variable de nombres premiers : 

Ainsi à la séquence pi, le cardinal pour la cible c est : 

 

pi - #{(x) / P(x) = c mod pi, x = 0 à pi-1} 

 

Alors, le facteur d’abondance normalisé pour c sera le produit infini, après multiplication, en tenant compte du nombre de 

variables de nombres entiers (soit 1) et de variables de nombres premiers (soit 1), par (1/p i
1
 ).(1/(pi-1)

1
).pi : 

 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П ( 
pi - #{ (x) / P(x) = c mod pi, x = 0 à pi-1} 

 

) 
 

       
                    pi-1 

pi     

puis 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
  1 

 

(1 - #{ (x) / P(x) = c mod pi, x = 0 à pi-1})) 
 

       (2) 
pi-1 

pi     

 

Nota : Le résultat est identique avec P(x) + y = c.  

 

2. Cas de la génération de nombres premiers par plusieurs polynômes  
 

P1(x1) + P2(x2) + … + Pk(xk) - y = c         (3) 

 

Ici les xi sont des variables d’entiers et y une variable de nombres premiers. Le cas est très proche du précédent. Nous 

obtenons, en rajoutant à la dernière colonne à droite pour la variable de nombres premiers un tableau à k + 1 dimensions 

comprenant le même nombre d’occurrences des cibles pour c = 0 à pi-1, soit pi
k+1

/pi pour chaque valeur de c. Nous 

aboutissons au dénombrement en retranchant les cas issus de la colonne à droite (hors tableau). Ainsi à la séquence pi, le 

cardinal pour la cible c est : 

 

pi
k
 - #{(x1, ..., xi, ..., xk) / P1(x1) + … + Pi(xi) + … + Pk(xk) = c mod pi, xi = 0 à pi-1, i = 1 à k} 

 

Alors, le facteur d’abondance normalisé pour c sera le produit infini, après multiplication en tenant compte du nombre de 

variables de nombres entiers (k) et de variables de nombres premiers (1), par (1/pi
k
 ).(1/(pi-1)

1
).pi : 

 

 
Fan(c) =  

∞   
 

П ( 
pi

k
 - #{(x1, ..., xi, ..., xk) / P1(x1) + … + Pi(xi) + … + Pk(xk) = c mod pi, xi = 0 à pi-1, i = 1 à k} 

 

) 
                                            pi

k-1
(pi-1) 

pi    

puis 

 
Fan(c) =  

∞                                         k   
 

П (1+ 
   1 

 

(1- 
#{(x1, ..., xi, ..., xk) / ∑ Pi(xi) = c mod pi, xi = 0 à pi-1, i = 1 à k} 

 

)) 
 

       (4) 
(pi-1)                                             pi

k-1
 

pi       

 

3. Cas de la génération de nombres premiers par un monôme à coefficient unité  
 

x
n
 - y = c         (5) 

 

Du cas précédent nous déduisons immédiatement : 
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Fan(c) =  

∞    
 

П (1- 
   1 

 

(1-#{(x) / x
n
 = c mod pi, x = 0 à pi-1})) 

 

        
(pi-1) 

pi     

 

Nous nous appuyons alors pour aller plus loin sur la résolution de l’équation x
n
 = c mod pi que nous avons menée à 

l’exercice 3. Nous savons ainsi que l’équation a 1 solution pour x = 0 et di = (n,pi-1) solutions à la condition que x 

satisfasse le critère d’Euler (généralisé à n > 2). 

D’où le résultat : 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
   1 

 

(1- si(pi\c, 1, si(c
(pi-1)/di

 =1 mod pi, di, 0)) ))        (6) 
 

        
(pi-1) 

pi     

 

4. Cas de la génération de nombres premiers par un monôme 
 

a.x
n
 - y = c         (7) 

Le facteur d’abondance  

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
   1 

 

(1-#{(x) / a.x
n
 = c mod pi, x = 0 à pi-1})) 

 

        
(pi-1) 

pi     

vaut  

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
   1 

 

(1- si(et(pi\c, pi\a), pi, si(et(pi\c, pi∤a), 0, si(c
(pi-1)/di

 =1 mod pi, di, 0))) ))       

 

        
(pi-1) 

pi     

soit encore 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
   1 

 

(1- si(et(pi\c, pi\a), pi, si(c
(pi-1)/di

 =1 mod pi, di, 0)) ))        (8) 
 

        
(pi-1) 

pi     

 

5. Problème de Hardy-Littlewood  
 

Nous examinons le cas d’un polynôme du second degré dont nous recherchons à dénombrer la production en nombres 

premiers : 

ax²+bx-c = y 

 

Nous avons à partir des résultats déjà mentionnés : 

 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1+ 
  1 

 

(1 - #{ (x) / ax²+bx = c mod pi, x = 0 à pi-1})) 
 

       (9) 
pi-1 

pi     

 

Un polynôme de degré n (y compris en raisonnant en terme de congruence) possède au plus n solutions. Si x est une 

solution d’une équation du second degré mod pi, alors pi - x est également solution. Ainsi ce type d’équation a soit 0 soit 2 

solutions distinctes (hors le cas pi =2). 

Le problème se résout complètement à partir de la théorie des résidus quadratiques que le lecteur peut trouver par exemple 

dans [9]. Ainsi, en utilisant le symbole de Legendre et le discriminant du polynôme du second degré Δ = b²+4ac, nous 

obtenons : 

 

Pour pgcd(Δ,pi) ≠ 1  

#{(x) / ax²+bx = c mod pi,  x = 0 à pi-1} = 0 

ainsi :  

Fanpi(c) = 
 

1+ 
1  

 
 

    (10)        
pi-1 

 

Pour pgcd (Δ,pi) = 1  
 

#{(x) / ax²+bx = c mod pi,  x = 0 à pi-1} = 1 + ( 
Δ  

)       
pi 

ainsi :  
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( 
 Δ  

) 
  

Fanpi(c) = 
 

1- 
 pi 

 

 
 

       (11)        
 pi-1 

 

 

Ces expressions sont celles de la conjecture de Hardy-Littlewood en effectuant les produits.  

 

 +∞ 

Fan(c) = ∏ Fanpi(c)                     (12) 

 pi = 2 

  

6. Cas de la génération de nombres premiers par une somme de Waring 
 

Trouvons les facteurs d’abondance pour l’équation diophantine : 

 

x1
n
 + x2

n
 + … + xk

n
 = p + c           (13) 

 

Ici les xi
 
sont des variables d’entiers et p une variable de nombres premiers. L’application immédiate de l’exercice 7 

conduit aux facteurs d’abondance à l’ordre pi suivant (relations 14) : 

 

 c 0 g
d
.g

0
 g

2d
.g

0
 … g

(pi-1)
.g

0
 g

d
.g

1
 g

2d
.g

1
 … g

(pi-1)
.g

1
  g

d
.g

d-1
 g

2d
.g

d-1
 … g

(pi-1)
.g

d-1
 

 # pi
k
-uk pi

k
-vk pi

k
-wk … pi

k
-xk 

 

où  

   k   

uk    1  

vk    0 
   

     
wk = Aδ=1  0 

…    …  

xk    0  

 

7. Cas de la génération de nombres premiers par une somme de carrés 
 

x1
2
 + x2

2
 + … + xk

2
 = p + c           (15) 

 

Le premier degré étant sans intérêt, nous abordons ici le problème des carrés. Nous savons que le dénombrement peut être 

mené complètement à partir des équations établies à l’exercice 5. Ainsi : 

 

Pour pi = 2 : 

Nous obtenons #{0} = #{1} = 2k-2k-1, d’où 

#{0} 
= 

2k-1 
           (16) 

#{1} 2k-1 

Pour pi = 1 mod 4 : 

#{0}  pi
k-(1/pi).(pi

k+(1/2).(pi-1).pi
k/2.(1+(-1)k))  

#{g
0
.g

2u
} = pi

k-(1/pi).(pi
k+(1/2).pi

k/2.(-(1+(-1)k)+pi
1/2.(1-(-1)k)))            (17) 

#{g
1
.g

2u
}  pi

k-(1/pi).(pi
k-(1/2).pi

k/2.((1+(-1)k)+pi
1/2.(1-(-1)k)))  

Pour pi = 3 mod 4 : 

 

#{0}  pi
k-(1/pi).(pi

k+(1/2).(pi-1).pi
k/2.si(mod(k,2)=0,2.(-1)

k/2
,0))  

#{g
0
.g

2u
} = pi

k-(1/pi).(pi
k-(1/2).pi

k/2.(si(mod(k,2)=0,2.(-1)
k/2

,0)+pi
1/2.si(mod(k+1,2)=0,2.(-1)

(k+1)/2
,0)))        (18) 

#{g
1
.g

2u
}  pi

k-(1/pi).(pi
k-(1/2).pi

k/2.(si(mod(k,2)=0,2.(-1)
k/2

,0)-pi
1/2.si(mod(k+1,2)=0,2.(-1)

(k+1)/2
,0)))  

 

D’où les tableaux en exemples : 

 

Pour pi = 1 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 

#{0} pi-1 (pi-1)
2
 pi

3
-pi

2
 pi (pi

3
-pi

2
-pi+1) 

#{g
0
.g

2u
} pi-2 pi

2
-pi+1 pi

3
-pi

2
-pi pi (pi

3
-pi

2
+1) 

#{g
1
.g

2u
} pi pi

2
-pi+1 pi

3
-pi

2
+pi pi (pi

3
-pi

2
+1) 

 

Pour pi = 3 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 

#{0} pi-1 pi
2
-1 pi

3
-pi

2
 pi (pi

3
-pi

2
-pi+1) 

#{g
0
.g

2u
} pi-2 pi

2
-pi-1 pi

3
-pi

2
+pi pi (pi

3
-pi

2
+1) 

#{g
1
.g

2u
} pi pi

2
-pi-1 pi

3
-pi

2
-pi pi (pi

3
-pi

2
+1) 
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8. Cas de la génération de nombres premiers par une somme de puissances de nombres premiers 
 

L’équation diophantine  

y1
n
 + y2

n
 + … + ym

n
 = p + c           (19) 

 

s’étudie comme précédemment.  

D’où il résulte les facteurs d’abondance à l’ordre pi (relations 20) : 

 

c 0 g
d
.g

0
 g

2d
.g

0
 … g

(pi-1)
.g

0
 g

d
.g

1
 g

2d
.g

1
 … g

(pi-1)
.g

1
  g

d
.g

d-1
 g

2d
.g

d-1
 … g

(pi-1)
.g

d-1
 

# (pi-1)
m
 -um (pi-1)

m
 -vm (pi-1)

m
 -wm … (pi-1)

m
 -xm 

 

où  

   m   

um    1  

vm    0 
   

     
wm = Bδ=1  0 

…    …  

xm    0  

 

9. Cas de la génération de nombres premiers par une somme de carrés de nombres premiers 
 

y1
2
 + y2

2
 + … + ym

2
 = p + c           (21) 

 

Le premier degré ayant été vu par ailleurs (p a même représentant que -p, la relation (5) de l’exercice 5 donne l’expression 

des facteurs normalisés y1 + y2 + … + ym = p + c en remplaçant m par m+1), nous abordons ici le problème des carrés. 

Nous savons que le dénombrement peut être mené complètement à partir des équations établies à l’exercice 5. Nous avons 

ainsi : 

 

Pour pi = 2 : 

#{0} 
 

= 
(1/2).(1-(-1)m)     

           (22) 
#{1} (1/2).(1+(-1)m) 

 

Pour pi = 1 mod 4 : 

#{0}  (pi-1)
m

-(1/pi).((pi-1)m+(1/2).(pi-1).((pi
1/2-1)m+(-1)m.(pi

1/2+1)m))  

#{g
0
.g

2u
} = (pi-1)

m
-(1/pi).((pi-1)m+(1/2).((pi

1/2-1)m+1+(-1)m+1.(pi
1/2+1)m+1))     (23) 

#{g
1
.g

2u
}  (pi-1)

m
-(1/pi).((pi-1)m-(1/2).(pi-1).((pi

1/2-1)m-1+(-1)m-1.(pi
1/2+1)m-1))  

 

Pour pi = 3 mod 4 : 

#{0}  (pi-1)
m

- (1/pi).((pi-1)m+(1/2).(pi-1).((-1+i.pi
1/2)m+(-1-i.pi

1/2)m))  

#{g
0
.g

2u
} = (pi-1)

m
- (1/pi).((pi-1)m+(1/2).(pi+1).((-1+i.pi

1/2)m-1+(-1-i.pi
1/2)m-1)))     (24) 

#{g
1
.g

2u
}  (pi-1)

m
- (1/pi).((pi-1)m+(1/2).((-1+i.pi

1/2)m+1+(-1-i.pi
1/2)m+1)))  

ou encore : 

#{0}  (pi-1)
m

-(1/pi).((pi-1)m+(pi-1).(pi+1)m/2.cos(k.arccos(-1/(pi+1)1/2)))  

#{g
0
.g

2u
} = (pi-1)

m
-(1/pi).((pi-1)m+(pi+1)(m+1)/2.cos((m-1).arccos(-1/(pi+1)1/2)))     (25) 

#{g
1
.g

2u
}  (pi-1)

m
-(1/pi).((pi-1)m+(pi+1)(m+1)/2.cos((m+1).arccos(-1/(pi+1)1/2)))  

 

D’où les tableaux en exemples : 

 

Pour pi = 1 mod 4  m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

#{0} pi-1 (pi-1).(pi-3) (pi-1).(pi²-3pi+6) (pi-1).(pi
3
-4pi²+5pi-10) 

#{g
0
.g

2u
} pi-3 pi²-3pi+6 pi

3
-4pi²+5pi-10 pi

4
-5pi

3
+10pi²-5pi+15 

#{g
1
.g

2u
} pi-1 (pi-1).(pi-2) (pi-1).(pi²-3pi+4) (pi-1).(pi

3
-4pi²+6pi-7) 

 

Pour pi = 3 mod 4  m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

#{0} pi-1 (pi-1)² pi.(pi-1).(pi-3) (pi-1).(pi
3
-4pi²+5pi+2) 

#{g
0
.g

2u
} pi-3 pi²-3pi+4 (pi-1).(pi²-3pi+4) pi

4
-5pi

3
+10pi²-13pi+3 

#{g
1
.g

2u
} pi-1 pi.(pi-3) pi

3
-4pi²+5pi+2 pi

4
-5pi

3
+10pi²-5pi-5 
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 EXERCICE 9 : FACTEURS D’ABONDANCE DE FERMAT-CATALAN 

 

Parfois une construction trouve un cadre idéal qui lui donne tout son éclat. C’est le cas de la méthode des matrices 

cardinales qui démontre également toute sa flexibilité ici. Elle permet d’envisager d’innombrables situations où le lecteur 

pourra exercer ses talents. Nous brossons l’essentiel de ce vaste sujet, certains aspects parfois secondaires, parfois 

essentiels restant à l’état de conjectures. 

Les développements sont conduits modulo p (et non modulo p
∞
) afin de simplifier l’exposé. Cette approche ne convient pas 

systématiquement ce que nous précisons à l’exercice 11. Nous laissons au lecteur le soin d’imaginer les méthodes et 

matrices à mettre en place dans ce cas (sur la base de ce qui a été développé dans l’exercice 6 donnant tout ce qui faut).  

 

1. Cadre général  
 

Nous nous intéressons sans nous y limiter aux équations diophantines du type : 

 

x1
(a1)

 + x2
(a2)

 +…+ xk
(ak)

 + y1
(b1)

 + y2
(b2)

 +…+ ym
(bm)

 = c        (1) 

 

où (a1), (a2), …, (ak) respectivement (b1), (b2), …, (bm) sont des entiers positifs quelconques et xi et respectivement yi des 

variables de nombres d’entiers et de nombres premiers. La généralisation aux expressions affines et aux autres avatars de 

l’expression de base est possible grâce à l’exercice 7. 

Le cadre général repose sur l’existence d’une matrice cardinale pour chacun des monômes, ces monômes étant séparés. 

Pour chaque séquence p, nous recherchons, par la méthode habituelle des tableaux à double entrées, les matrices cardinales 

modulo p correspondant, suivant le type de variable, aux monômes x
i
 ou y

j
 intervenant dans l’équation diophantine 

proposée. Nous les notons [A]i,cm ou [B]j,cm la séquence p pouvant être sous-entendue, l’indice cm étant défini au 

paragraphe suivant. 

Lorsque i est égal à cm, nous parlerons de matrices cardinales d’environnement. Elles sont fondamentales car toutes les 

autres matrices s’en déduisent simplement comme nous le verrons plus loin. Lorsque i est un diviseur vrai de cm, nous 

parlerons de matrices cardinales de Fermat-Catalan.   

 

2. Notion d’environnement 
 

Soit p une séquence donnée. 

Soit cm le plus petit commun multiple aux nombres : 

 

di = (p-1,(ai)) et dj = (p-1,(bj)) 

Ainsi : 

cm = ppcm((p-1,(a1)), (p-1,(a2)), …, (p-1,(ak)), (p-1,(b1)), (p-1,(b2)), …, (p-1,(bm))) 

Soit encore : 

cm = (p-1, ppcm((a1), (a2), …, (ak), (b1), (b2), …, (bm))        (2) 

 

Nous appellerons cm l’environnement du problème posé.  

 

3. Equations aux primitives 
 

Nous cherchons l’apport du monôme zi
(ai)

 avec d =(p-1,ai) dans l’environnement cm. 

Comme dans le cas étudié à l’exercice 5, la méthode des tableaux à double entrées conduit immédiatement à des équations 

faisant intervenir les primitives de p. Nous obtenons encore ici des matrices dont la première ligne et la première colonne se 

distinguent des autres composantes. La différence entre le présent cas et celui de l’exercice 5 réside tout simplement sur 

l’exponentiation de l’un des termes (g
u.d

 au lieu de g
u.cm

). 

 

Première ligne de la matrice 

L’équation est :  

c(1,y) = #{(u,v) \ 0 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p}     (3) 
 

Première colonne de la matrice 

L’équation est :  

c(x,1) = #{(u,v) \ g
x-2

 = g
u.d

 mod p}      (4) 
 

Bloc de la matrice réduite 

Les composantes c(x,y) de la matrice sont repérées en lignes et colonnes respectivement. Pour la matrice réduite, les 

coordonnées x et y commencent à 2.  

Ainsi : 

c(x,y) = d . #{(u,v) \ g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p}     (5) 

 

Le domaine de définition de (u,v) est u = 0 à (p-1)/d-1, v = 0 à (p-1)/cm-1. 
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4. Allure générale des matrices cardinales de Fermat-Catalan 
 

Nous nous plaçons dans le cas des matrices du monôme x
d
 dans l’environnement cm. Les matrices sont carrées de 

dimension cm+1. Ces matrices, à l’instar des matrices cardinales standard (voir exercice 5), s’illustrent par une première 

ligne et une première colonne particulières. Le reste de la matrice (matrice réduite de Fermat Catalan) est composé par la 

répétition (cm/d fois) parallèlement à la diagonale principale de cm/d blocs de taille d.   

 

L’allure générale des matrices est (relations (6) et (7)) : 

 
 1 [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] 

 [C1] [A(1)] [A(2)] [A(3)] … [A(cm/d-3)] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] 

 [C1] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] [A(3)] … [A(cm/d-3)] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] 
 [C1] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] [A(3)] … [A(cm/d-3)] [A(cm/d-2)] 

[A]d,cm =  [C1] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] [A(3)] … [A(cm/d-3)] 

 [C1] … [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] [A(3)] … 
 [C1] [A(4)] … [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] [A(3)] 

 [C1] [A(3)] [A(4)] … [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] [A(2)] 

 [C1] [A(2)] [A(3)] [A(4)] … [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)] [A(1)] 

 

 
 0 [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] 

 [C1] [B(1)] [B(2)] [B(3)] … [B(cm/d-3)] [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] 
 [C1] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] [B(3)] … [B(cm/d-3)] [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] 

 [C1] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] [B(3)] … [B(cm/d-3)] [B(cm/d-2)] 
[B] d,cm =  [C1] [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] [B(3)] … [B(cm/d-3)] 

 [C1] … [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] [B(3)] … 

 [C1] [B(4)] … [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] [B(3)] 
 [C1] [B(3)] [B(4)] … [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] [B(2)] 

 [C1] [B(2)] [B(3)] [B(4)] … [B(cm/d-2)] [B(cm/d-1)] [B(cm/d)] [B(1)] 

 

[C1] est une matrice colonne de taille (1,d) dont la première composante est d et les autres composantes sont 0.  

[L1] est une matrice ligne de taille (d,1) dont la première composante (si p = 1 mod 2d) ou la composante d/2+1 (si p = 1+d 

mod 2d) est (p-1)/(cm/d) et les autres composantes sont 0.  

[A(i)] et [B(i)] sont des matrices carrées de dimension d. 

 

Notons que : 

[A]d,cm = [B]d,cm+[I]     (8) 

Démonstration 

 

Première ligne de la matrice 
 

Par division, nous obtenons pour l’équation caractéristique de la première ligne : 

 

c(1,y) = #{(u,v) \ -1 = g
(p-1)/2

 = g
y-2

.g
(v.cm/d-u).d

 mod p} 

 

Il suit y-2+(v.cm/d-u).d = (p-1)/2 mod p-1, puis y = 2+(p-1)/2 + (v.cm/d-u).d mod p-1. Or d divise p-1. Nous en déduisons 

immédiatement y = 2+(p-1)/2 mod d et (v.cm/d-u) = 0 mod (p-1)/d. Cette dernière équation a même nombre de solutions 

quel que soit y (car indépendant de y) et donc (p-1)/d solutions (u,v), d’où : 

 

c(1,2+(p-1)/2 mod d) = (p-1)/d 

c(1,y≠2+(p-1)/2 mod d) = 0 

Première colonne de la matrice 
 

De c(x,1) = #{(u,v) / g
x-2

 = g
u.d

 mod p}, il vient x = 2+u.d mod p-1. L’équation a une seule solution en x = 2 +k.d avec d 

choix pour k (k = 0 mod (p-1)/d). Soit : 

c(x,1) = si(x=2 mod d, d, 0) 

Blocs de matrice 
 

L’équation caractéristique de la matrice réduite est c(x,y) = d.#{(u,v) \ g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} = d.#{(u,v) \ g
d
.g

x+d-2
 = 

g
d
.(g

u.d
 + g

y-2
.g

v.cm
) mod p} = d.#{(u,v) \ g

x+d-2
 = g

u.d+d
 + g

y-2+d
.g

v.cm
 mod p} ce qui est la propriété mod d selon la diagonale 

principale recherchée. 

 

L’ajout de {0} dans le tableau à double entrées entraîne, comme dans le cas de la matrice cardinale standard, les relations : 

 

[A(i)] = [B(i)] si i ≠ 1 

[A(1)] = [B(1)] + [I] 
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5. Propriété de la moyenne des composantes 
 

Soit [A]d,cm la matrice cardinale de Fermat-Catalan du monôme x
d
 dans l’environnement cm et soit [A]cm,cm la matrice 

cardinale standard du monôme x
cm

 dans l’environnement cm pour une variable de nombres entiers, [B]d,cm et [B]cm,cm étant 

les matrices dans le cas d’une variable de nombres premiers. Les composantes des premières matrices se déduisent des 

secondes par une opération de moyenne : 

 

c[A](d,cm)(i,j) =  (d/cm).∑ c[A](cm,cm)(i+n.d,j+n.d) 

  (9) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1, j>1 

 

c[A](d,cm)(1,j) =  (d/cm).∑ c[A](cm,cm)(1,j+n.d) 

  (10) 
 

n = 0 à cm/d-1 

j>1 

 

c[A](d,cm)(i,1) =  (d/cm).∑ c[A](cm,cm)(i+n.d,1) 

  (11) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1 

 

c[B](d,cm)(i,j) =  (d/cm).∑ c[B](cm,cm)(i+n.d,j+n.d) 

  (12) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1, j>1 

 

c[B](d,cm)(1,j) =  (d/cm).∑ c[B](cm,cm)(1,j+n.d) 

  (13) 
 

n = 0 à cm/d-1 

j>1 

 

c[B](d,cm)(i,1) =  (d/cm).∑ c[B](cm,cm)(i+n.d,1) 

  (14) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1 
 

Démonstration  
 

Pour les composantes de la première ligne et première colonne, les relations ont été démontrées par le calcul direct au 

paragraphe précédent. 

Pour les blocs matrice de taille d des matrices réduites, nous devons comparer : 

  

d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

et 

d.#{(u’,v’) / g
x-2

 = g
u’.cm

 + g
y-2

.g
v’.cm

 mod p} 

 

Nous partons des cardinaux pour des positions distantes de d selon les diagonales, le couple (x,y) étant fixé à l’avance : 

 

Position dans la matrice réduite # 

(x,y)  d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
u.cm

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

(x+d mod cm,y+d mod cm) d.#{(u,v) / g
x+d-2

 = g
u.cm

 + g
y+d-2

.g
v.cm

 mod p} 

(x+d mod cm,y+d mod cm) d.#{(u,v) / g
x+2d-2

 = g
u.cm

 + g
y+2d-2

.g
v.cm

 mod p} 

… … 

(x+(cm/d-1).d mod cm,y+(cm/d-1).d mod cm) d.#{(u,v) / g
x+(cm/d-1).d-2

 = g
u.cm

 + g
y+(cm/d-1).d-2

.g
v.cm

 mod p} 
 

 
 

Position dans la matrice réduite # 

(x,y)  d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
(u.cm/d).d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

(x+d mod cm,y+d mod cm) d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
(u.cm/d-1).d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

(x+2d mod cm,y+2d mod cm) d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
(u.cm/d-2).d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

… … 

(x+(cm/d-1).d mod cm,y+(cm/d-1).d mod cm) d.#{(u,v) / g
x-2

 = g
(u.cm/d-cm/d+1).d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p} 

 

Les termes médians de la colonne de droite, contenant u, décrivent ainsi l’ensemble {g
u’.d

} ce qui entraîne immédiatement 

la propriété (12). 
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6. Propriété d’éclatement des composantes 
 

Notons provisoirement les matrices cardinales de Fermat-Catalan du monôme x
d
 dans l’environnement d (matrice cardinale 

standard) et cm respectivement [A(d,d)] et [A(d,cm)]. La première matrice carrée est de dimension d+1 et la seconde est de 

dimension cm+1. Soient cA(d,d)(i,j) et cA(d,cm)(i,j) les composantes de ces matrices.  

Nous avons : 

cA(d,d)(i,j) =  ∑ cA(d,cm)(i,j+n.d) 

   (15) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1, j>1  

 

cA(d,d)(2,1) = cA(d,cm)(2,1) (16)  

 

Ce résultat se traduit immédiatement dans les mêmes termes pour les matrices de variables de nombres premiers.  

 

cB(d,d)(i,j) =  ∑ cB(d,cm)(i,j+n.d) 

  (17) 
 

n = 0 à cm/d-1 

i>1, j>1  

 

cB(d,d)(2,1) = cB(d,cm)(2,1)  (18)    
 

Démonstration 
 

La famille de cibles {g
0
.g

u.d
, g

1
.g

u.d
, …, g

d-1
.g

u.d
} est éclatée en d familles {g

0.d
.g

u.cm
, g

1.d
.g

u.cm
, …, g

(cm/d-1).d
.g

u.cm
}, 

{g
1
.g

0.d
.g

u.cm
, g

1
.g

1.d
.g

u.cm
, …, g

1
.g

(cm/d-1).d
.g

u.cm
}, …, {g

d-1
.g

0.d
.g

u.cm
, g

d-1
.g

1.d
.g

u.cm
, …, g

d-1
. g

(cm/d-1).d
.g

u.cm
} avec leurs 

cardinaux respectifs ce qui correspond à la propriété énoncée. 

 

Remarque  
 

Nous devons noter les deux différences entre les propriétés que nous venons de décrire. La propriété de la moyenne 

intéresse des matrices de même dimension et balaye les diagonales. La propriété d’éclatement à l’opposé distingue des 

matrices de dimensions différentes et s’applique suivant les lignes. 

 

Exemple numérique 
 

Environnement cm = 6, p = 97 

 

 1 32 0 32 0 32 0  1 48 0 0 48 0 0  1 96 0 0 0 0 0 

 2 11 12 18 16 18 20  3 13 15 15 24 12 15  6 1 12 24 24 6 24 

 0 12 21 20 14 16 14  0 15 25 18 12 6 21  0 12 25 18 18 6 18 

A(d = 2, cm = 6) = 2 18 20 11 12 18 16      A(d = 3, cm = 6) = 0 15 18 10 15 21 18      A(d = 6, cm = 6) = 0 24 18 7 6 24 18 

 0 16 14 12 21 20 14  3 24 12 15 13 15 15  0 24 18 6 25 18 6 

 2 18 16 18 20 11 12  0 12 6 21 15 25 18  0 6 6 24 18 25 18 

 0 20 14 16 14 12 21  0 15 21 18 15 18 10  0 24 18 18 6 18 13 
 

Environnements cm = 3 et cm = 2, p = 97 

 

 1 96 0 0  1 96 0 

A(d = 3, cm = 3) = 3 37 27 30       A(d = 2, cm = 2) = 2 47 48 

 0 27 31 39  0 48 49 

 0 30 39 28     

 

Le lecteur pourra vérifier sur ces exemples les propriétés de la moyenne et de l’éclatement. 

D’autres variantes sur le même thème peuvent être proposées. Ainsi, en considérant cette fois-ci, les matrices A(d,d) et 

A(cm,cm), il vient : 

cA(d,d) (i,j) =  ∑                        ∑ cA(cm,cm) (i+m.d,j+n.d)  

 
n = 0 à cm/d-1   m = 0 à cm/d-1 

i>1, j>1  

 

 

7. Diagonalisation des matrices cardinales de Fermat Catalan 
 

Proposition  
 

Les matrices cardinales de Fermat-Catalan ([A]i,cm pour une variable de nombres entiers x
i
, [B]j,cm pour les variables de 

nombres premiers y
j
) sont diagonalisables. Nous pouvons proposer le choix d’une matrice des vecteurs propres [PB] de la 

matrice cardinale standard commune à toutes les matrices cardinales de Fermat-Catalan d’un environnement cm donné.  
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Convention d’écriture  
 

Nous adoptons la notation λi,d,cm et μi,d,cm pour les valeurs propres des matrices cardinales de Fermat-Catalan respectivement 

d’un monôme x
d
 (variable de nombres entiers) et y

d
 (variable de nombres premiers) si la qualification de l’environnement 

cm est nécessaire. Sinon, nous utiliserons λi,d et μi,d. Pour un environnement cm donné, nous pouvons sous-entendre 

certains indices et simplifier les écritures en μi,cm,cm = μi. La séquence p où est mené le calcul est sous-entendue en général 

puisque les résultats littéraux s’expriment en fonction de p ou d’expressions liées à p. 

Nous notons [DA]i,cm et [DB]i,cm les matrices des valeurs propres de [A]i,cm et [B]i,cm respectivement. 

 

Expressions générales  

 

Nous avons pour une séquence p donné : 

 

[A]i,cm = [PB]i,cm.[DA]i,cm.[PB
-1

]i,cm  

 [B]j,cm = [PB]j,cm.[DB]j,cm.[PB
-1

]j,cm  

et                   (19) 

[A]cm,cm = [PB]cm,cm.[DA]cm,cm.[PB
-1

]cm,cm  

[B]cm,cm = [PB]cm,cm.[DB]cm,cm.[PB
-1

]cm,cm  

où : 

[PB]i,cm = [PB]j,cm = [PB]cm,cm = [PB]              (20) 

et (relations 21) 
 

 μ0 0 0 … 0 

 0 μ1  … 0 

[DA]cm,cm =  0 0 μ2 … 0 

 … … … … … 

 0 0 0 … μcm 

 

 λ0 0 0 … 0 

 0 λ1  … 0 

[DB]cm,cm =  0 0 λ2 … 0 

 … … … … … 

 0 0 0 … λcm 

 

 1 λ0/cm λ0/cm … λ0/cm 

 1 λ1/cm λ2/cm … λcm/cm 

[PB] = (1/√p) 1 λcm/cm λ1/cm … λcm-1/cm 

 … … … … … 

 1 λ2/cm λ3/cm … λ1/cm 

 

 1 λ0*/cm λ0*/cm … λ0*/cm 

 1 λ1*/cm λcm*/cm … λ2*/cm 

[PB
-1

] = (1/√p) 1 λ2*/cm λ1*/cm … λ3*/cm 

 … … … … … 

 1 λcm*/cm λcm-1*/cm … λ1*/cm 

 

Alors, la matrice cardinale [E]eq correspondant à l’expression x1
(a1)

 + x2
(a2)

 +…+ xk
(ak)

 + y1
(b1)

 + y2
(b2)

 +…+ ym
(bm)

 = c, à 

chaque séquence p, est donnée par un produit de matrices tel que (relations 22) : 

 

[E]eq = [A]eq.[B]eq 
 

où 
 

 k 

 [A]eq = Π [PB].[DA](ai),cm.[PB
-1

] 

 i = 1 

et 

 m 

 [B]eq = Π [PB].[DB](bj),cm.[PB
-1

] 

 j = 1 

où (relations 23) 
 

 μ0,(ai) 0 0 … 0 

 0 μ1,(ai)  … 0 

[DA](ai),cm =  0 0 μ2,(ai) … 0 

 … … … … … 

 0 0 0 … μcm,(ai) 
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 λ0,(bj) 0 0 … 0 

 0 λ1,(bj)  … 0 

[DB](bj),cm =  0 0 λ2,(bj) … 0 

 … … … … … 

 0 0 0 … λcm,(bj) 

 

Ici les valeurs propres des matrices à partir de μ1,(ai), respectivement μ1,(bj), se répètent dans l’ordre respectivement cm/(ai) et 

cm/(bj) fois : 
 

(μ0, μ1,(ai), μ2,(ai), μ3,(ai), …, μcm,(ai)) = (μ0, μ1,(ai), μ2,(ai), …, μ(ai),(ai), μ1,(ai), μ2,(ai),…μ(ai),(ai), …, μ1,(ai), μ2,(ai), …, μ(ai),(ai)) 

et 

(λ0, λ1,(bj), λ2,(bj), λ3,(bj), …, λcm,(bj)) = (λ0, λ1,(bj), λ2,(bj), …, λ(bj),(bj), λ1,(bj), λ2,(bj),… λ(bj),(bj), …, λ1,(bj), λ2,(bj), …, λ(bj),(bj)) 

 

Les valeurs propres {μ0, μ1,(ai), μ2,(ai), …, μ(ai),(ai)} sont les valeurs propres de la matrice cardinale « standard » du monôme 

x
(ai)

,  c’est-à-dire dans l’environnement (ai). De même {λ0, λ1,(bj), λ2,(bj), …, λ(bj),(bj)} sont les valeurs propres de la matrice 

cardinale du monôme x
(bj)

 dans l’environnement (bj).  

Ainsi la matrice cardinale de Fermat-Catalan « complète » s’appuyant sur une somme (éventuellement différences avec 

matrices tenant compte de ceci) de variables séparées s’exprime sous la forme d’une multiplication des matrices cardinales 

de Fermat-Catalan « élémentaires ». Les valeurs propres des matrices élémentaires sont exclusives à l’environnement 

« initial » (ai) ou (bj) tandis que les vecteurs propres sont communs et issus de l’environnement global cm. Nous sommes 

ainsi conduits à multiplier les matrices diagonales des valeurs propres des monômes étudiés entre elles, opérations 

élémentaires.  

Nous appellerons la matrice commune [PB]cm,cm la matrice d’environnement. 

 

8. Propriété de la moyenne des valeurs propres 
 

Nous avons : 

μi,d = (d/cm).∑ μi+n.d,cm 
(24) 

                     n = 0 à cm/d-1 

et 

λi,d = (d/cm).∑ λi+n.d,cm 
(25) 

                     n = 0 à cm/d-1 

 

Démonstration des propositions 

 

Le passage des matrices cardinales standard aux matrices cardinales de Fermat-Catalan se fait par des opérations 

élémentaires de Cramer. Il y a donc conservation de la matrice des vecteurs propres [P] (c.q.f.d.)    

Pour fixer les idées prenons un exemple : cm =6. Nous partons de la matrice cardinale standard que nous présentons en 

regard de sa matrice des vecteurs propres et de ses valeurs propres (notée étape E0). Nous effectuons successivement un 

ensemble de permutations suivant, successivement, les colonnes et les lignes comme suit : 

 

(E0)                  

1 p 0 0 0 0 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

cm a11 a12 a13 a14 a15 a16  1 λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm  μ1  

0 a21 a22 a23 a24 a25 a26  1 λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm  μ2  

0 a31 a32 a33 a34 a35 a36  1 λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm  μ3  

0 a41 a42 a43 a44 a45 a46  1 λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm  μ4  

0 a51 a52 a53 a54 a55 a56  1 λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm  μ5  

0 a61 a62 a63 a64 a65 a66  1 λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm  μ6  

                  

1 0 0 p 0 0 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

cm a13 a14 a11 a12 a15 a16  1 λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm  μ1  

0 a23 a24 a21 a22 a25 a26  1 λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm  μ2  

0 a33 a34 a31 a32 a35 a36  1 λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm  μ3  

0 a43 a44 a41 a42 a45 a46  1 λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm  μ4  

0 a53 a54 a51 a52 a55 a56  1 λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm  μ5  

0 a63 a64 a61 a62 a65 a66  1 λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm  μ6  

                  

1 0 0 p 0 0 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a33 a34 a31 a32 a35 a36  1 λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm  μ3  

0 a43 a44 a41 a42 a45 a46  1 λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm  μ4  

cm a13 a14 a11 a12 a15 a16  1 λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm  μ1  

0 a23 a24 a21 a22 a25 a26  1 λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm  μ2  

0 a53 a54 a51 a52 a55 a56  1 λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm  μ5  

0 a63 a64 a61 a62 a65 a66  1 λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm  μ6  
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1 0 0 0 0 p 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a33 a34 a35 a36 a31 a32  1 λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm  μ3  

0 a43 a44 a45 a46 a41 a42  1 λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm  μ4  

cm a13 a14 a15 a16 a11 a12  1 λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm  μ1  

0 a23 a24 a25 a26 a21 a22  1 λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm  μ2  

0 a53 a54 a55 a56 a51 a52  1 λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm  μ5  

0 a63 a64 a65 a66 a61 a62  1 λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm  μ6  

(E1)                  

1 0 0 0 0 p 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a33 a34 a35 a36 a31 a32  1 λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm  μ3  

0 a43 a44 a45 a46 a41 a42  1 λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm  μ4  

0 a53 a54 a55 a56 a51 a52  1 λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm  μ5  

0 a63 a64 a65 a66 a61 a62  1 λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm  μ6  

cm a13 a14 a15 a16 a11 a12  1 λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm  μ1  

0 a23 a24 a25 a26 a21 a22  1 λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm  μ2  

                  

1 0 0 0 0 p 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a35 a36 a33 a34 a31 a32  1 λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm  μ3  

0 a45 a46 a43 a44 a41 a42  1 λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm  μ4  

0 a55 a56 a53 a54 a51 a52  1 λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm  μ5  

0 a65 a66 a63 a64 a61 a62  1 λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm  μ6  

cm a15 a16 a13 a14 a11 a12  1 λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm  μ1  

0 a25 a26 a23 a24 a21 a22  1 λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm  μ2  

                  

1 0 0 0 0 p 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a55 a56 a53 a54 a51 a52  1 λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm  μ5  

0 a65 a66 a63 a64 a61 a62  1 λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm  μ6  

0 a35 a36 a33 a34 a31 a32  1 λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm λ5/cm λ6/cm  μ3  

0 a45 a46 a43 a44 a41 a42  1 λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm λ4/cm λ5/cm  μ4  

cm a15 a16 a13 a14 a11 a12  1 λ5/cm λ6/cm λ3/cm λ4/cm λ1/cm λ2/cm  μ1  

0 a25 a26 a23 a24 a21 a22  1 λ4/cm λ5/cm λ2/cm λ3/cm λ6/cm λ1/cm  μ2  

                  

1 0 0 p 0 0 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a55 a56 a51 a52 a53 a54  1 λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm  μ5  

0 a65 a66 a61 a62 a63 a64  1 λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm  μ6  

0 a35 a36 a31 a32 a33 a34  1 λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm  μ3  

0 a45 a46 a41 a42 a43 a44  1 λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm  μ4  

cm a15 a16 a11 a12 a13 a14  1 λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm  μ1  

0 a25 a26 a21 a22 a23 a24  1 λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm  μ2  

(E2)                  

1 0 0 p 0 0 0  1 λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm λ0/cm  μ0  

0 a55 a56 a51 a52 a53 a54  1 λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm  μ5  

0 a65 a66 a61 a62 a63 a64  1 λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm  μ6  

cm a15 a16 a11 a12 a13 a14  1 λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm λ4/cm  μ1  

0 a25 a26 a21 a22 a23 a24  1 λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm λ3/cm  μ2  

0 a35 a36 a31 a32 a33 a34  1 λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm λ2/cm  μ3  

0 a45 a46 a41 a42 a43 a44  1 λ2/cm λ3/cm λ4/cm λ5/cm λ6/cm λ1/cm  μ4  

 

Dans les étapes (E0), (E1) et (E2), les matrices de passage [P] sont identiques. Nous prenons alors la moyenne des matrices 

[A] pour ces étapes qui d’après la propriétés de la moyenne des composantes est la matrice cardinale de Fermat-Catalan 

recherchée. Dans le même temps, nous vérifions ainsi que les valeurs propres de la matrice cardinale de Fermat-Catalan 

sont les moyennes des valeurs propres des étapes (E0), (E1) et (E2). 

Ces considérations sont généralisables pour tout diviseur de cm et donc pour l’ensemble de matrices cardinales de Fermat-

Catalan d’un environnement quelconque cm.     

 

9. Résolution littérale des dénombrements de Fermat-Catalan 
 

La propriété de la moyenne est essentielle. La connaissance de la matrice cardinale « standard » permet d’accéder sans 

difficulté à toutes les autres matrices cardinales de Fermat-Catalan de l’environnement donné. 

Inversement, la propriété d’éclatement est une aide de découvrir par tâtonnement la matrice standard.  

 

10. Somme des valeurs propres  
 

La somme des valeurs propres de la matrice d’environnement est nulle (relation 16.1 de l’exercice 5). Il vient 

immédiatement par la propriété de la moyenne que la somme des valeurs propres de toutes matrices de Fermat-Catalan est 
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nulle. 

∑ λi,d,cm = 0 
(26) 

i = 0 à d-1 
 

11. Méthode de la diagonale principale 
 

Les valeurs propres sont supposées connues ici. 

L’évaluation des matrices cardinales à partir des valeurs propres exigent un ordre donné de ces dernières. Pour un 

environnement cm, il existe cm! combinaisons de ces valeurs propres dont seules cm.φ(d) sont adaptées. Pour un 

environnement «complexe» cm = ∏pi
k
, ces combinaisons sont donc très rares.  

Cependant, un bon arrangement parmi d’autres peut être trouvé avec méthode sans examiner toutes les combinaisons 

possibles. Le principe est de créer successivement des tableaux à deux dimensions. Les valeurs propres de la matrice 

d’environnement pi
2
 sont classées grâce à celles de l’environnement pi

j
 et pi, j variant de 1 à k-1 donnant les valeurs propres 

dans un bon ordre dans la matrice d’environnement pi
k
. Lorsque toutes les valeurs propres associées à l’environnement pi

k
 

sont ainsi classées dans un bon ordre, nous continuons le procédé entre pi1
k1

 et pi2
k2

 (pi1 ≠ pi2), puis pi1
k1

.pi2
k2

 et pi3
k3

 (pi3 ≠ 

pi1,  pi3 ≠ pi2), … jusqu’à obtenir un bon ordre des valeurs propres associées à l’environnement ∏pi
k
.  

La méthode de la diagonale principale est la suivante. Pour deux environnements d1 et d2, dont les valeurs propres sont 

classées dans un bon ordre (donc de telle façon que [A]d1 = [PB]d1.[DA]d1.[PB
-1

]d1 et que [A]d2 = [PB]d2.[DA]d2.[PB
-1

]d2), nous 

formons un tableau à deux dimensions avec, sur le premier axe, les valeurs propres dans l’ordre de la matrice 

d’environnement d1 et, sur le second axe, les valeurs propres dans un bon ordre de la matrice d’environnement d2. Le 

tableau lui-même est complété avec les valeurs propres de l’environnement produit d1.d2, les moyennes suivant les lignes et 

les colonnes devant donner respectivement les valeurs propres placées sur les axes. Le placement des valeurs propres de la 

matrice d’environnement produit d1.d2 sur le tableau à deux dimensions se réalise en cherchant d’abord une bonne 

combinaison suivant le premier axe, puis suivant le second axe.    

Les valeurs propres associées à l’environnement produit d1.d2 sont obtenues en suivant la diagonale principale du tableau. 

Lorsque nous sortons du tableau à la cote n, nous reprenons à la cote n+1 la diagonale parallèle à la diagonale principale en 

haut de tableau. Lorsque (d1,d2) = 1, après d1.d2 pas nous décrivons l’ensemble du tableau une seule fois et ressortons sur la 

diagonale principale. Nous disposons alors des valeurs propres de la matrice d’environnement cherché dans un bon ordre. 

Lorsque (d1,d2) ≠ 1, lorsque nous ressortons sur la diagonale principale, après d1.d2/(d1,d2) pas, en bas de tableau, nous 

reprenons le procédé avec un décalage d’une colonne. Après (d1,d2) décalages de colonnes, nous disposerons a priori des 

valeurs propres dans un bon ordre. 

 

Exemple : d = 12 

 

L’exemple est traité pour la séquence  p = 193. 

La matrice cardinale standard est :  

 
1 192 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

12 1 24 36 0 24 0 24 24 24 0 0 24 
0 24 25 12 12 12 0 0 36 24 12 24 12 
0 36 12 1 24 24 36 0 12 12 0 24 12 
0 0 12 24 1 12 0 24 36 12 24 36 12 
0 24 12 24 12 25 24 12 12 12 36 0 0 
0 0 0 36 0 24 25 36 12 36 12 12 0 
0 24 0 0 24 12 36 25 0 0 24 12 36 
0 24 36 12 36 12 12 0 1 0 36 0 24 
0 24 24 12 12 12 36 0 0 25 12 24 12 
0 0 12 0 24 36 12 24 36 12 1 12 24 
0 0 24 24 36 0 12 12 0 24 12 37 12 
0 24 12 12 12 0 0 36 24 12 24 12 25 

 

Les valeurs propres de la matrice sont approximativement (sans préjuger de l’ordre de celle-ci) : 
 

193, 58.723704, 54.48156, -53.31949, 17.898724, -50.92077, 57.09326, -5.542397, -88.18578, -7.964582, 2.3828543, -

24.33113, 39.684041 
 

La matrice cardinale standard pour d1 = 4 est : 

 
1 192 0 0 0 
4 57 56 44 32 
0 56 33 52 52 
0 44 52 45 52 
0 32 52 52 57 

 

Les valeurs propres de la matrice, dans un ordre adapté, c’est-à-dire tel que [A]4,4 = [P]4.[DA]4,4.[P
-1

]4 et [P
-1

]’4 = 
t
[P*]’ 4 

sont approximativement  

193, -0.053882, 37.985892, -27.73101, -10.201004 

 

La matrice cardinale standard pour d2 = 3 est : 
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1 192 0 0 
3 55 72 63 
0 72 64 57 
0 63 57 73 

 

Les valeurs propres de la matrice, dans un ordre adapté, sont approximativement : 

 
193, 18.365721, -27.23903, 8.8733076 

 

Nous pouvons former le tableau des moyennes comme suit : 

 
58,723704 2,3828543 -5,542397 17,898724 18,365721 

-50,92077 54,48156 -24,33113 -88,185776 -27,23903 

-7,964582 57,09326 -53,31949 39,684041 8,8733076 

-0,053882 37,985892 -27,73101 -10,201004  

 

Alors les valeurs propres sont données dans l’ordre par la diagonale principale tout en plaçant en tête μ0 : 

 
193, 58.723704, 54.48156, -53.31949, 17.898724, -50.92077, 57.09326, -5.542397, -88.18578, -7.964582, 2.3828543, -24.33113, 39.684041 

 

A n dimensions, nous pouvons construire un tableau à n axes et nous suivons les cotes (i, i, …, i).  

 

12. Orthogonalité des valeurs propres entre environnements disjoints 
 

Nous appelons environnements disjoints deux environnements d1 et d2 où (d1,d2) = 1. Soit le produit d = d1.d2. 

Posons μcm = (μ1,cm, μ2,cm, …, μcm,cm) le vecteur ordonné des valeurs propres d’une matrice cardinale de Fermat-Catalan 

obtenu par la méthode de la diagonale principale (hors μ0).  

Alors pour tout m donné compris entre 1 et d, nous pouvons écrire les produits scalaires : 
 

<μd1.μd2 >d,m = ∑ μi,d1.μi+m,d2 = 0      (27) 

 

Ceci a d’intéressantes conséquences utilisées par la suite (souvent de façon sous-entendue). 

Notons que la somme est étendue aux indices i de 1 à d en répétant l’indice modulo d1 ou modulo d2 autant de fois que 

nécessaire. 

 

Démonstration 
 

Les termes μi,d1.μi+m,d2 et les termes μi,d1.μi+m’,d2 (m ≠ m’) sont identiques à une permutation circulaire près. Nous sommons 

∑∑ μi,d1.μi+m,d2  sur les indices i et m. La somme est nulle car ∑μi = 0. 

 

13. Matrice de degré 1 
 

Nous sommes essentiellement préoccupés ici par le problème suivant. Soit une équation diophantine de type Fermat-

Catalan : 

R(xi,yj) = x1
(a1)

+x2
(a2)

+…+xk
(ak)

+y1
(b1)

+y2
(b2)

+…+ ym
(bm)

 = c     (28) 

 

Pour cette équation, nous supposons avoir obtenu la matrice cardinale [M] permettant de calculer les facteurs d’abondance. 

Nous souhaitons passer ensuite au calcul des facteurs d’abondance lorsqu’une variable de nombres premiers est ajoutée à 

droite de cette équation : 

 

x1
(a1)

+x2
(a2)

+…+xk
(ak)

+y1
(b1)

+y2
(b2)

+…+ym
(bm)

 = y+c       (29) 

 

Nous souhaitons une expression sous forme de matrice [Y] jouant le rôle d’opérateur multiplicatif.  

 

Approche élémentaire 

 

Nous utilisons d’abord la méthode des tableaux à double entrées. Soit cm le plus petit commun multiple tel que défini plus 

haut. [M] est de dimension cm+1. 

L’équation (28) comprend k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers, soit au total p
k
.(p-1)

m
 

occurrences pour les cibles (modulo p). Nous avons alors pour le cardinal d’une cible c : 

 

p
k
.(p-1)

m
 - #{(x1, …, xk,y1, …, ym) / R(x1, …, xk,y1, …, ym) = c mod p} 

 

En écriture matricielle, nous avons pour la relation (28) : 
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#{0}  1  m0  

#{g
0
.g

u.cm
}  0  m1  

#{g
1
.g

u.cm
} = [M] 0 = m2  

…  …  …  

#{g
cm-1

.g
u.cm

}  0  mcm  

et il vient alors : 
 

#{0}  1  m0  

#{g
0
.g

u.cm
}  1  m1  

#{g
1
.g

u.cm
} = p

k
.(p-1)

m
. 1 -  m2  

…  …  …  

#{g
cm-1

.g
u.cm

}  1  mcm  

Nous considérons les matrices : 

[N] = 

1 (p-1)/cm (p-1)/cm … (p-1)/cm 

  (30) 
1 (p-1)/cm (p-1)/cm … (p-1)/cm 

… … … … … 

1 (p-1)/cm (p-1)/cm … (p-1)/cm 

 

[N]-[I] = 

0 (p-1)/cm (p-1)/cm … (p-1)/cm 

  (31) 
1 (p-1)/cm-1 (p-1)/cm … (p-1)/cm 

… … … … … 

1 (p-1)/cm (p-1)/cm … (p-1)/cm-1 

Nous avons alors : 

 1   1  m0  

 0   1  m1  

([N]-[I]).[M]. 0 = m0+(p-1)/cm.(m1+m2+…+mcm) 1 - m2  

 …   …  …  

 0   1  mcm  

 

La matrice [N]-[I] convient à notre recherche à condition que : 

 

m0+(p-1)/cm.(m1+m2+…+mcm) = p
k
.(p-1)

m
     (32) 

 

Or, lorsque k = 1 et m = 0, nous avons m0 = 1, m1 = cm et les autres mi sont nuls. Lorsque k = 0 et m = 1, nous avons m0 = 

0, m1 = cm et les autres mi sont nuls. Nous vérifions bien la condition initiale. Nous procédons ensuite par récurrence. 

Partant de m0+(p-1)/cm.(m1+m2+…+m(p-1)/cm) = p
k
.(p-1)

m
, nous évaluons m0'+(p-1)/cm.(m1'+m2'+…+m(p-1)/cm'). Ici les mi' se 

déduisent des mi par une matrice cardinale de composantes aij dont la somme de chaque ligne est p-1 dans le cas d'une 

variable de nombres premiers. La forme générale de la matrice est lorsque p = 1+2i.cm : 

 

 0 p-1 0 … 0  

 cm      

[B] = 0  
U 

  

 …    

 0      

 

Nous avons donc, les sommes portant sur les indices 1 à (p-1)/cm, m0' = (p-1).m1, m1' = cm.m0+∑a1j.mj, mi' = ∑mj.∑aij. Il 

en résulte que m0'+(p-1)/cm.(m1'+m2'+…+m(p-1)/cm') = (p-1).m1+(p-1)/cm.(cm.m0+∑a1j.mj+∑mj.∑aij) = (p-1).m0+(p-

1)/cm.(cm.m1+∑a1j.mj+∑mj.∑aij). Comme aij = aji, il vient ensuite m0'+(p-1)/cm.(m1'+m2'+…+m(p-1)/cm') = (p-1).m0+(p-

1)/cm.(∑mj.∑aji), les indices de la dernière somme portant sur 0 à (p-1)/cm, somme qui vaut donc p-1. Alors m0'+(p-

1)/cm.(m1'+m2'+…+m(p-1)/cm') = (p-1).(m0+(p-1)/cm.(m1+m2+…+m(p-1)/cm)) = p
k
.(p-1)

m+1
 ce qui est le résultat cherché. Nous 

pourrions procéder suivant la même approche pour le cas où p = 1+cm+2i.cm. Lorsque la variable est une variable 

d'entiers, nous obtenons m0'+(p-1)/cm.(m1'+m2'+…+m(p-1)/cm') = p.(m0+(p-1)/cm.(m1+m2+…+m(p-1)/cm)) =  p
k+1

.(p-1)
m
. 

 

Approche efficace 

 

Notons encore que la propriété de la moyenne, appliquée au cas d = 1, conduit aux mêmes matrices [N] (pour x) et [N]-[I] 

(pour y), résultats qui sont bien sûr attendus. 

 

Valeurs propres et vecteurs propres 

 

Les valeurs propres de la matrice [N] sont p et 0, la valeur propre 0 étant de multiplicité p-1. 

Les valeurs propres de la matrice [N-I] sont p-1 et -1, la valeur propre -1 étant de multiplicité p-1. 

Les deux matrices partagent une matrice intra-unitaire commune de vecteurs propres. 
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14. Environnement cm = 2. Matrices de Hua 
 

Nous illustrons ce cas par la conjecture de Luogeng Hua concernant les conditions d’existence d’une décomposition d’un 

entier en un nombre premier et un carré de nombre premier, soit : 

 

y1+y2
2
 = c 

 

Nous n’examinons ici que le comportement asymptotique, c’est-à-dire le dénombrement des solutions lorsque c tend vers 

l’infini. Le représentant de la variable -p est identique à celui de la variable p. Nous avons donc un problème tout à fait 

similaire, qui peut être résolu pour tout c, avec :    

y2
2
 = y1+c 

 

Nous avons deux cas principaux dont nous déduisons l’environnement et deux sous cas comme nous le verrons plus loin : 

 

p 
(p-1,d) 

variable y1 

(p-1,d) 

variable y2
2
 

cm sous cas 

2 1 1 1  

≠ 2 1 2 2 
p = 1 mod 4 

p = 3 mod 4 

 

Nous procédons par simple multiplication des matrices en jeu. Nous récupérons les matrices obtenues pour les 

environnements 1 et 2. 

 Var x or -x      Var y or -y     

#{0} 
= 

1 p-1   #{0} 
= [M0] = 

0 p-1  

#{g
u
} 1 p-1   #{g

u
} 1 p-2  

D’où par éclatement :               

#{0} 

= 

1 (p-1)/2 (p-1)/2   #{0} 

= [M0] = 

0 (p-1)/2 (p-1)/2  

#{g
2u

} 1 (p-1)/2 (p-1)/2   #{g
2u

} 1 (p-3)/2 (p-1)/2  

#{g.g
2u

} 1 (p-1)/2 (p-1)/2   #{g.g
2u

} 1 (p-1)/2 (p-3)/2  

 

Pour la variable y2
2
 et p = 1 mod 4 

 0 0 p-1 

[M1] = 2 (p-5)/2 (p-1)/2 

 0 (p-1)/2 (p-1)/2 
 

Pour la variable y2
2
 et p = 3 mod 4 

 0 0 p-1 

[M2] = 2 (p-3)/2 (p-3)/2 

 0 (p+1)/2 (p-3)/2 

Nous avons alors : 
 

Pour p = 2 
 

    2    

#{0} 
= 

0 1  1 
= 

1 

#{1} 1 0  0 0 
 

Pour p ≠2 
 

#{0}  1  0  p-1 

#{g
2u

} = [M0].ou([M1], [M2]) = 0 = [M0] 2 = p-3 

#{g.g
2u

}  0  0  p-1 

 

Il est aisé de vérifier que [M0] permute avec [M1] ou [M2].  

Il n’y a pas lieu de faire par ailleurs de distinction entre les sous cas  p = 1 mod 4 et 3 mod 4. Cette distinction n’apparait 

que lorsque d’autres variables sont rajoutées à l’équation. 

D’où les facteurs d’abondance après normalisation (multiplication par p/(p
0
.(p-1)

2
) y compris pour p = 2) : 

 
 

Fan(c) = si(c = 1 mod 2, 0, 
 

2.∏ p/(p-1)  
 

∏ p.(p-3)/(p-1)
2 
) 

p 

tel que 

c ≠ g2u mod p 

p  

tel que  

c = g2u mod p 

 

Ainsi les facteurs d’abondance sont nuls pour c = ou(1, 3, 4, 5) modulo 6. Les solutions en sont d’autant plus abondantes 

dans les cas c = ou(0, 2) mod 6 à l’exception de c = 0 qui a le comportement d’une cible ambigüe puisqu’elle n’admet pas 

de solutions alors que le facteur d’abondance diverge.       
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15. Environnement cm = 4. Matrices de Friedlander et Iwaniec 
 

Friedlander et Iwaniec ont démontré en 1996 l’infinité des nombres premiers de type x1
4
+x2

2
. Nous donnons ici l’évaluation 

asymptotique de ce résultat. 

Soit donc à étudier de façon plus générale (c est une constante entier relatif non réduit à 0 uniquement) : 

 

x1
4
+x2

2
 = y+c 

 

Nous avons trois cas principaux dont nous déduisons l’environnement et deux sous cas comme nous le verrons plus loin : 

 

p 
(p-1,d) 

variable x
4
 

(p-1,d) 

variable x
2
 

cm sous cas 

2 1 1 1 / 

1 mod 4 4 2 4 
p = 1 mod 8 

p = 5 mod 8 

3 mod 4 2 2 2 / 

Pour p = 2 

Le cas p = 2 se résout, soit directement (boucles imbriquées), soit matriciellement, montrant immédiatement l’égalité des 

facteurs d’abondance : 

    2    

#{0} 
= 

1 1  1 
= 

2 

#{1} 1 1  0 2 

Pour p = 3 mod 4 

Nous récupérons la matrice cardinale correspondant à d = 2 qu’il suffit de porter au carré et de multiplier par (1,0,0) pour 

obtenir les facteurs d’abondance ([M1] = [M2]) : 
 

       2         

#{0}  1  1 0 p-1  1  1 0 p-1 1  1 

#{g
2u

} = [M1].[M2] 0 = 2 (p-1)/2 (p-3)/2  0 = 2 (p-1)/2 (p-3)/2 2 = p+1 

#{g.g
2u

}  0  0 (p+1)/2 (p-1)/2  0  0 (p+1)/2 (p-1)/2 0  p+1 

 

Pour p = 1 mod 8 

Nous devons considérer deux matrices. La première est celle correspondant au monôme x
4
 que nous avons obtenu dans 

l’exercice 5 : 

 1 p-1 0 0 0 

 4 x1-3 x2 x3 x4 

[M1] = 0 x2 x4+1 x5 x5 

 0 x3 x5 x3+1 x5 

 0 x4 x5 x5 x2+1 

où 

x1  (p+5)/4+(-1)
(β+1)/2

.(3/2).β  

x2  (p-3)/4+2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x3 = (p-3)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β       

x4  (p-3)/4-2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x5  (p+1)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

 

avec la décomposition en entiers de p 

p = (2α)
2
+β

2
 

 

Nota : Le lecteur sera attentif à la distinction à faire entre les variables (ici x1 et x2) et les composants des matrices (x1, x2, 

x3, etc.). 

 

La seconde matrice correspondant au monôme x
2
 lorsque cm = 4. Tous calculs et rapprochements faits, nous avons :  

 

 1 (p-1)/2 0 (p-1)/2 0 

 2 y1+1 y2 y3 y4 

[M2] = 0 y2 y3+1 y4 y1+2 

 2 y3 y4 y1+1 y2 

 0 y4 y1+2 y2 y3+1 

où 

y1 

= 

(x1+x3)/2-2 

= 

(p-7)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β 

 
y2 (x2+x5)/2 (p-1)/4+α.si(x4>x2,-1,1) 

y3 x3 (p-3)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β 

y4 (x4+x5)/2 (p-1)/4-α.si(x4>x2,-1,1) 
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Pour le calcul des coefficients d’abondance, nous avons ensuite :  

 

#{0}  1  1 

#{g
4u

}  0  0 

#{g.g
4u

} = [M1].[M2]. 0 = [M2].[M1]. 0 

#{g
2
.g

4u
}  0  0 

#{g
3
.g

4u
}  0  0 

 

Le plus simple est de retenir la première égalité, soit : 

 

#{0}  1 p-1 0 0 0 1 

#{g
4u

}  4 x1-3 x2 x3 x4 2 

#{g.g
4u

} = 0 x2 x4+1 x5 x5 0 

#{g
2
.g

4u
}  0 x3 x5 x3+1 x5 2 

#{g
3
.g

4u
}  0 x4 x5 x5 x2+1 0 

Soit encore : 

#{0}  1  2p-1  2p-1 

#{g
4u

}  0  2(x1+x3-1)  p-1+2.(-1)
(β+1)/2

.β 

#{g.g
4u

} = [M1].[M2]. 0 = 2(x2+x5) = p-1+4α.si(x4>x2,-1,1) 

#{g
2
.g

4u
}  0  2(2x3+1)  p-1-2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g
3
.g

4u
}  0  2(x4+x5)  p-1-4α.si(x4>x2,-1,1) 

 

Pour p = 5 mod 8 

Nous devons considérer deux matrices. La première est celle correspondant au monôme x
4
 que nous avons obtenu dans 

l’exercice 5 : 

 1 0 0 p-1 0 

 4 x3+1 x5 x3 x5 

[M1] = 0 x4 x5+1 x5 x2 

 0 x1 x2 x3+1 x4 

 0 x2 x4 x5 x5+1 

où 

x1  (p+1)/4+(-1)
(β+1)/2

.(3/2).β  

x2  (p+1)/4+2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x3 = (p-7)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β       

x4  (p+1)/4-2α.si(x4>x2,-1,1)-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

x5  (p-3)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β  

 

avec toujours la décomposition en entiers de p : 

p = (2α)
2
+β

2
 

 

La seconde matrice correspondant au monôme x
2
 lorsque cm = 4. Tous calculs et rapprochements faits, nous avons :  

 

 1 (p-1)/2 0 (p-1)/2 0 

 2 y3+1 y4 y1 y2 

[M2] = 0 y4 y1+1 y2 y3+2 

 2 y1 y2 y3+1 y4 

 0 y2 y3+2 y4 y1+1 

où 

y1 

= 

(x1+x3)/2 

= 

(p-3)/4+(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β 

 
y2 (x2+x5)/2 (p-1)/4+α.si(x4>x2,-1,1) 

y3 x3-1 (p-7)/4-(-1)
(β+1)/2

.(1/2).β 

y4 (x4+x5)/2 (p-1)/4-α.si(x4>x2,-1,1) 

 

Pour le calcul des coefficients d’abondance, nous avons ensuite   

 

#{0}  1  1 

#{g
4u

}  0  0 

#{g.g
4u

} = [M1].[M2]. 0 = [M2].[M1]. 0 

#{g
2
.g

4u
}  0  0 

#{g
3
.g

4u
}  0  0 

 

Le plus simple est de retenir à nouveau la première égalité, soit : 
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#{0}  1 0 0 p-1 0 1 

#{g
4u

}  4 x3+1 x5 x3 x5 2 

#{g.g
4u

} = 0 x4 x5+1 x5 x2 0 

#{g
2
.g

4u
}  0 x1 x2 x3+1 x4 2 

#{g
3
.g

4u
}  0 x2 x4 x5 x5+1 0 

Soit encore : 

#{0}  1  2p-1  2p-1 

#{g
4u

}  0  2(2x3+3)  p-1-2.(-1)
(β+1)/2

.β 

#{g.g
4u

} = [M1].[M2]. 0 = 2(x4+x5) = p-1-4α.si(x4>x2,-1,1) 

#{g
2
.g

4u
}  0  2(x1+x3+1)  p-1+2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g
3
.g

4u
}  0  2(x2+x5)  p-1+4α.si(x4>x2,-1,1) 

  

Le passage de l’expression x1
4
+x2

2
 = c à x1

4
+x2

2
 = y+c est fait suivant le procédé correspondant à l’ajout d’une variable de 

nombres premiers explicité plus haut. Pour deux variables de nombres entiers dans le membre gauche, nous devons 

soustraire les valeurs obtenues pour x1
4
+x2

2
 = c à p

2
.  Ainsi : 

 

Pour p = 2 

#{c} = 2 

Pour p = 3 mod 4 

#{0}  (p-1)(p+1) 

#{g
2u

} = p
2
-p-1 

#{g.g
2u

}  p
2
-p-1 

Pour p = 1 mod 8 

#{0}  (p-1)
2
 

#{g
4u

}  p
2
-p+1-2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g.g
4u

} = p
2
-p+1-4α.si(x4>x2,-1,1) 

#{g
2
.g

4u
}  p

2
-p+1+2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g
3
.g

4u
}  p

2
-p+1+4α.si(x4>x2,-1,1) 

Pour p = 5 mod 8 

#{0}  (p-1)
2
 

#{g
4u

}  p
2
-p+1+2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g.g
4u

} = p
2
-p+1+4α.si(x4>x2,-1,1) 

#{g
2
.g

4u
}  p

2
-p+1-2.(-1)

(β+1)/2
.β 

#{g
3
.g

4u
}  p

2
-p+1-4α.si(x4>x2,-1,1) 

 

Rappelons que la condition entre x2 et x4 (x4>x2 ou x2>x4) dépend simplement du choix de g et que α et β résultent de la 

décomposition en entiers positifs de p. 

 

Nous pouvons expliciter à partir des relations obtenues ci-dessus le calcul des facteurs d’abondance d’une équation 

diophantine à l’allure plus générale : 
 

x1
4
+x2

4
… xi

4
+xi+1

2
+xi+2

2
…xi+j

2
 +y1

4
+y2

4
… yk

4
+yk+1

2
+yk+2

2
…yk+m

2
 = y+c 

 

Nous avons directement : 

Pour p = 2 

#{c} = 2
i+j-1

 
 

Pour p = 1 mod 4 

#{0}  p
i+j

.(p-1)
k+m

  1 

#{g
4u

}  p
i+j

.(p-1)
k+m

  0 

#{g.g
4u

} = p
i+j

.(p-1)
k+m

 - [M1]
i
.[M2]

j
.([M1]-[I])

k
.([M2]-[I])

m
. 0 

#{g
2
.g

4u
}  p

i+j
.(p-1)

k+m
  0 

#{g
3
.g

4u
}  p

i+j
.(p-1)

k+m
  0 

 

Pour p = = 3 mod 4 

#{0}  p
i+j

.(p-1)
k+m

  1 

#{g
2u

} = p
i+j

.(p-1)
k+m

 - [M1]
i
.[M2]

j
.([M1]-[I])

k
.([M2]-[I])

m
. 0 

#{g.g
2u

}  p
i+j

.(p-1)
k+m

  0 

 

Ici [M1] et [M2] sont respectivement les matrices s’appliquant aux monômes x
4
 et x

2
 lorsque cm = 4 trouvées plus haut en 

tenant compte de la congruence de p modulo 8. [I] est la matrice unité de taille cm+1. 

L’utilisation des valeurs propres et des vecteurs propres des matrices [M1], [M2], [M1]-[I] et [M2]-[I] simplifie bien sûr le 

calcul littéral de ce cas qui peut être mené avec les données de l’exercice 5 et laissé au lecteur intéressé.  
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16. Environnement cm = 6. 
 

16.1. Position du problème 

 

Soit à étudier par exemple : 

 x1
2
+x2

3
+x3

6
 = c 

L’environnement de ce cas est cm = 6. 

Les matrices à étudier dans ce cas sont relatives aux diviseurs de 6. Soit d = 1, d = 2, d = 3 et d = 6. 

 

À la séquence p, nous avons cm = ppcm((p-1,6),(p-1,2) ,(p-1,3),(p-1,1)) = (p-1,6).   

Nous avons trois cas principaux et deux sous cas comme nous le verrons plus loin : 

 

p 
(p-1,d) 

variable x
2
 

(p-1,d) 

variable x
3
 

(p-1,d) 

variable x
6
 

cm sous cas 

2 1 1 1 1 / 

3 2 1 2 2  

1 mod 6 2 4 6 6 
p = 1 mod 12 

p = 7 mod 12 

5 mod 6 2 1 2 2 

p = 1 mod 4 

(5 mod 12) 

p = 3 mod 4 

(11 mod 12) 

 

16.2. Etude des cas 

 

16.2.1. Pour p = 2 
 

La matrice cardinale donne immédiatement l’égalité des facteurs d’abondance :  

  

#{0} 
= 

 1 1 
3
 1 

= 
4 

#{1}  1 1  0 4 

16.2.2. Pour p = 5 mod 12 
 

Nous récupérons la matrice cardinale correspondant à d = 2 et p = 1 mod 4 pour les monômes x
2
 ([M1]) et x

6
 ([M3]) et d = 

1 pour le monôme x
3
 ([M2]) qu’il suffit de multiplier par (1,0,0) pour obtenir les facteurs d’abondance : 

 

     2       

#{0}  1 p-1 0  1 p-1 p-1 1  p
2
 

#{g
2u

} = [M1].[M3].[M2] = 2 (p-3)/2 (p-1)/2  1 p-1 p-1 0 = p
2
 

#{g.g
2u

}  0 (p-1)/2 (p+1)/2  1 p-1 p-1 0  p
2
 

 

16.2.3. Pour p = 11 mod 12 
 

Le principe est identique. Nous récupérons la matrice cardinale correspondant à d = 2 et p = 3 mod 4 pour les monômes x
2
 

([M1]) et x
6
 ([M3]) et d = 1 pour le monôme x

3
 ([M2]) qu’il suffit de multiplier par (1,0,0) : 

 

     2       

#{0}  1 0 p-1  1 p-1 p-1 1  p
2
 

#{g
2u

} = [M1].[M3].[M2] = 2 (p-1)/2 (p-3)/2  1 p-1 p-1 0 = p
2
 

#{g.g
2u

}  0 (p+1)/2 (p-1)/2  1 p-1 p-1 0  p
2
 

 

16.2.4. Pour p = 1 mod 12 
 

Nous devons considérer trois matrices respectivement pour x
2
 [M1], x

3
 [M2] et x

6
 [M3]. 

Nous utilisons l’ensemble des propriétés de symétries issues de la relation g
x-2

 = g
u.d

 + g
y-2

.g
v.cm

 mod p en commençant par 

[M3] qui est la matrice « standard » de l’environnement 6. Nous avons pour [M3] : 

 

 1 p-1 0 0 0 0 0 

 6 x1-5 x2 x3 x4 x5 p-1-x1-x2-x3-x4-x5 

 0 x2 p-1-x1-x2-x3-x4-x5 
-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x8 (p-1)/2-x4-x8 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

[M3] = 0 x3 
-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x5+1 (p-1)/2-x4-x8 

3(p-1)/4-

(x1+3x3+3x5)/2 
x8 

 0 x4 x8 (p-1)/2-x4-x8 x4+1 x8 (p-1)/2-x4-x8 

 0 x5 (p-1)/2-x4-x8 
3(p-1)/4-(x1+ 

3x3+3x5)/2 
x8 x3+1 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

 0 p-1-x1-x2-x3-x4-x5 
-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x8 (p-1)/2-x4-x8 

-(p-1)/4+ 
(x1+x3+2x4+x5)/2 

x2+1 
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Il reste à découvrir les valeurs des entiers x1, x2, x3, x4, x5 et x8 en fonction de p ce qui sera fait plus loin. 

Pour [M1], en utilisant en particulier, la méthode des moyennes, nous avons immédiatement :  

 

#{0}  1 (p-1)/3 0 (p-1)/3 0 (p-1)/3 0 

#{g
6u

}  2 (p-3)/2-2y3 (p-1)/3-y6 y3 (p-1)/6 y3 y6 

#{g.g
6u

}  0 (p-1)/3-y6 -(p-7)/6+2y3 y6 (p-1)/3-y3 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 

#{g
2
.g

6u
} = [M1] = 2 y3 y6 (p-3)/2-2y3 (p-1)/3-y6 y3 (p-1)/6 

#{g
3
.g

6u
}  0 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 (p-1)/3-y6 -(p-7)/6+2y3 y6 (p-1)/3-y3 

#{g
4
.g

6u
}  2 y3 (p-1)/6 y3 y6 (p-3)/2-2y3 (p-1)/3-y6 

#{g
5
.g

6u
}  0 y6 (p-1)/3-y3 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 (p-1)/3-y6 -(p-7)/6+2y3 

où 

y1+1 = (p-3)/2-2y3 = (x1+x3+x5)/3-1  

y2 = (p-1)/3-y6 = (p-1)/12+(x1+2x2+x3+x5-2x8)/6  

y3 = (p-1)/4-(x1+x3+x5)/6  

y6 = (p-1)/4-(x1+2x2+x3+x5-2x8)/6  

ainsi que  

-(p-7)/6+2y3 = (p+2)/3-(x1+x3+x5)/3  

(p-1)/3-y3 = (p-1)/12+(x1+x3+x5)/6  

 

L’égalité y4 = (p-1)/6 reste à démontrer. Des propriétés de symétries de g
x-2

 = g
2u

 + g
y-2

.g
6v

 mod p, nous déduisons les 

composantes c(5,2) = 2{#{g
3
 = g

2u
 + g

0
.g

6v
 mod p} = 2{#{g

5
 = g

2u
 + g

2
.g

6v
 mod p} = c(7,4) = 2{#{g

1
 = g

2u
 + g

4
.g

6v
 mod p} 

= c(3,6). De même, nous avons immédiatement c(2,5) = c(4,7) = c(6,3). Comme la matrice réduite est symétrique par 

rapport à la diagonale principale, l’ensemble de ces composantes sont égales. La somme de cet ensemble est p-1 (somme 

sur une diagonale), d’où un cardinal de (p-1)/6 pour ces composantes. 
 

Traitons enfin [M2] par la propriété d’éclatement des composantes :   

 

 1 (p-1)/2 0 0 (p-1)/2 0 0 

 3 z1+1 z2 z3 x1(3)-3-z1 x2(3) -z2 x3(3)-z3 

 0 z2 z4+1 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 x2(3)-z2 x3(3)-z4 (p-1)/2-x2(3)+z2-z3 

[M2] = 0 z3 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 (p-5)/2-z1-z4 x3(3)-z3 (p-1)/2-x2(3)+z2-z3 -(p-7)/2+x2(3)+z1+z4 

 3 x1(3)-3-z1 x2(3) -z2 x3(3)-z3 z1+1 z2 z3 

 0 x2(3)-z2 x3(3)-z4 (p-1)/2-x2(3)+z2-z3 z2 z4+1 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 

 0 x3(3)-z3 (p-1)/2-x2(3)+z2-z3 -(p-7)/2+x2(3)+z1+z4 z3 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 (p-5)/2-z1-z4 

 

Les valeurs x1(3), x2(3), x3(3) sont issus de la matrice cardinale de dimension 3, valeurs totalement explicitées à l’exercice 5. 

La matrice [M2] se déduit des répétitions des blocs de taille 3 le long des diagonales (de la matrice réduite) d’une part et de 

la propriété d’éclatement des composantes de la matrice cardinale standard de dimension 3.  

Lorsque nous utilisons la propriété de la moyenne, nous obtenons également :  

 

z1+1 = (x1+x4)/2-2 

z2 = (x2+x8)/2 

z3 = (p-1)/4+(x3-x4-x8)/2 

z4 = (p-1)/2-(x1+x2+x4+x5)/2  

ainsi que : 

x1(3)-3-z1 = x4 

x2(3) -z2 = (x5+x8)/2  

x3(3)-z3 = 3(p-1)/4-(x1+x2+x3+2x4+x5+x8)/2 

(p-1)/2-x3(3)-z2+z3 = -(p-1)/4+(x1+x3+2x4+x5)/2 

x3(3)-z4 = (p-1)/2-x4-x8 

(p-5)/2-z1-z4 = (x2+x5)/2+1 

(p-1)/2-x2(3)+z2-z3 = (p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 

-(p-7)/2+x2(3)+z1+z4 = x8 

Soit : 
 

 1 (p-1)/2 0 0 (p-1)/2 0 0 

 3 (x1+x4)/2-2 (x2+x8)/2 
(p-1)/4+ 

(x3-x4-x8)/2 
x4 (x5+x8)/2 

3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 

 0 (x2+x8)/2 
(p+1)/2-

(x1+x2+x4+x5)/2 
-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
(x5+x8)/2 (p-1)/2-x4-x8 (p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 

[M2] = 0 
(p-1)/4+ 

(x3-x4-x8)/2 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
(x2+x5)/2+1 

3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 x8 

 3 (x4+x8)/2 (x5+x8)/2 
3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(x1+x4)/2-2 (x2+x8)/2 

(p-1)/4+ 
(x3-x4-x8)/2 

 0 x2(3)-z2 (p-1)/2-x4-x8 
(p-1)/4- 

(x3-x4+x5)/2 
(x2+x8)/2 

(p+1)/2-

(x1+x2+x4+x5)/2 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

 0 
3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 x8 (p-1)/4+(x3-x4-x8)/2 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 (x2+x5)/2+1 
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Nous avons proposé jusqu’à présent des expressions littérales des matrices de dimension 6+1 à partir de considérations de 

symétries et de sommes. Des résultats partiels sont obtenus. Nous montrons ici, par l’exemple, ce qui peut être fait en 

s’appuyant sur les valeurs et vecteurs propres des matrices cardinales de Fermat-Catalan. Cet exemple peut servir dans 

l’étude d’un environnement différent de 6.  

Nous observons dans un premier temps un ensemble de conjectures en rappelant la convention μi,6,6 = μi : 

 

μ1-μ2+μ3-μ4+μ5-μ6  = -6√p  

μ1
2
-μ2

2
+μ3

2
-μ4

2
+μ5

2
-μ6

2
 = 24.z.√p  

μ1.μ2-μ2.μ3+μ3.μ4-μ4.μ5+μ5.μ6-μ6.μ1 = -36.y.√p  

μ1.μ3-μ2.μ4+μ3.μ5-μ4.μ6+μ5.μ1-μ6.μ2 = -12.z.√p  

μ1.μ4-μ2.μ5+μ3.μ6-μ4.μ1+μ5.μ2-μ6.μ3 = 0  

 

Ainsi que les résultats suivants qui découlent des précédents :  

 

μ1.μ5-μ2.μ6+μ3.μ1-μ4.μ2+μ5.μ3-μ6.μ4 = 12z.√p  

μ1.μ6-μ2.μ1+μ3.μ2-μ4.μ3+μ5.μ4-μ6.μ5 = 36y.√p  

 

Les paramètres y et z sont des entiers fonctions de p.  

Nous observons alors : 

p = 3y
2
+z

2
   (33) 

y = 0 mod 2  

z = 1 mod 6  

 

Nous trouvons ici une forme particulière de décomposition d’Euler pour les nombres premiers 1 mod 12. Le paramètre y 

est pair ici (p = 1 mod 12) ce qui n’est plus le cas plus loin (p = 7 mod 12). La décomposition est unique (lorsque y et z sont 

de signes donnés), proposition qui n’est pas démontrée ici. Notons que y et z ne sont pas obligatoirement de signes positifs.   

La propriété des moyennes des valeurs propres conduit à : 
 

μ1+μ4 = 2.μ1,3,3 = 2a√p  

μ2+μ5 = 2.μ2,3,3 = 2b√p  

μ3+μ6 = 2.μ3,3,3 = 2c√p  
 

μ1+μ3+μ5 = 3.μ1,2,2  = -3√p  

μ2+μ4+μ6 = 3.μ2,2,2 = 3√p  

 

Les paramètres (non entiers) a, b et c sont donnés par l’étude du cas d = 3, étude menée à l’exercice 5 :  

 

a = 2cos(θ/3) 

b = 2cos((2π+θ)/3) 

c = 2cos((-2π+θ)/3) 

où nous avons le choix des expressions 
 

θ = si(x3>x2,-1,1).arccos((3x1-p-1)/(2.√p)) mod 2π, 

θ = 2π/3+si(x1>x3,-1,1).arccos((3x2-p+2)/(2.√p)) mod 2π, 

θ = -2π/3-si(x1>x2,-1,1).arccos((3x3-p+2)/(2.√p)) mod 2π. 

 

Nous avons a
2
+a.b+b

2
 = b

2
+b.c+c

2
 = c

2
+c.a+a

2
 = -(a.b+b.c+c.a) = (a

2
+b

2
+c

2
)/2 = 3, a.b.c = 2f/√p. Par construction, nous 

avons aussi (a
3
+b

3
+c

3
).p

1/2
 = 3x1(3)-p-1,  (a

2
.b+b

2
.c+c

2
.a).p

1/2
 = 3x2(3)-p+2, (a

2
.c+b

2
.a+c

2
.b).p

1/2
 = 3x3(3)-p+2. 

 

Après substitution de μ1+μ4 = a√p, μ2+μ5 = b√p, μ3+μ6 = c√p dans μ1-μ2+μ3-μ4+μ5-μ6 = -6√p, μ1.μ2-μ2.μ3+μ3.μ4-μ4.μ5+μ5.μ6-

μ6.μ1 = -36y.√p, il vient tous calculs faits : 

 

μ1 = (a-1).p
1/2

-(b-c).y+a.z 

          (34)    

μ2 = (b+1).p
1/2

+(c-a).y-b.z 

μ3 = (c-1).p
1/2

-(a-b).y+c.z 

μ4 = (a+1).p
1/2

+(b-c).y-a.z 

μ5 = (b-1).p
1/2

-(c-a).y+b.z 

μ6 = (c+1).p
1/2

+(a-b).y-c.z 

 

Il s’agit ici d’une solution parmi d’autres permutations. Nous savons que le nombre de choix pour construire la matrice 

cardinale est φ(d=6) = 2 suivant les remarques faites pour le cas général (exercice 5 page 56). Ceci se traduit ici par le 

choix du signe de y attaché à celui de la primitive g de p pour les deux permutations admissibles {g
0
, g

1
, g

2
, g

3
, g

4
, g

5
}.g

6u
 et 

{g
0
, g

5
, g

4
, g

3
, g

2
, g

1
}.g

6u
. Par ailleurs, le signe de z est défini par le fait que z est toujours congru à 1 mod 6. Son signe est 

ainsi donné par l’expression : 

signe(z) = (-1)
1+abs(z) mod 3

     (35) 
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L’expression littérale de l’ensemble des matrices cardinales de Fermat-Catalan dans l’environnement 6 découlent des 

valeurs propres précédentes. Nous utilisons également (a-b)
2
+(b-c)

2
+(c-a)

2
 = 18 et (a-b).c+(b-c).a+(c-a).b = 0 et les 

expressions intermédiaires  

μi = (ai+(-1)
i
).p

1/2
+(-1)

i
.bi  

λi = (ai+(-1)
i
).p

1/2
+(-1)

i
.bi-1 

λi.λj = (ai.bj+(-1)
j
.ai+(-1)

i
.aj+(-1)

i+j
).p+((-1)

i+j
.bi.bj-(-1)

i
.bi-(-1)

j
.bj+1) 

+p
1/2

.((-1)
j
.ai.bj+(-1)

i
.aj.bi+(-1)

i+j
.(bi+bj)-ai-aj-(-1)

i
-(-1)

j
) 

 

Nous avons pour des sommes portant sur les indices i = 1 à 6, j un entier : 

 

∑ ai = 0 

∑ bi = 0 

∑ ai.bi = -12.z 

∑ ai.bi+1 = 6.(3y+z) 

∑ ai.bi+2 = -6.(3y-z) 

∑ (-1)
i
.ai.bi+j = 0 

 ∑ bi.bi = 12.p 

∑ bi.bi+1 = -6.p 

∑ bi.bi+2 = -6.p 

Soit :  

(1/p).∑ λi.p
1/2

.λi / 36 = (2z+1)/3 

 (1/p).∑ λi.p
1/2

.λi+1 / 36 = (z-1)/3 

(1/p).∑ λi.p
1/2

.λi+2 / 36 = y 

 

 Alors la matrice [M1] se présente, tous calculs faits, sous la forme (g est choisi tel que y2-y6 est du signe de y) :  

 
 1 (p-1)/3 0 (p-1)/3 0 (p-1)/3 0 

 2 (p-1)/6-(2z+1)/3 (p-1)/6+y (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6 (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6-y 

 0 (p-1)/6+y (p-1)/6+(2z+1)/3 (p-1)/6-y (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6 (p-1)/6-(z-1)/3 

[M1] = 2 (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6-y (p-1)/6-(2z+1)/3 (p-1)/6+y (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6 

 0 (p-1)/6 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6+y (p-1)/6+(2z+1)/3 (p-1)/6-y (p-1)/6-(z-1)/3 

 2 (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6 (p-1)/6+(z-1)/3 (p-1)/6-y (p-1)/6-(2z+1)/3 (p-1)/6+y 

 0 (p-1)/6-y (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6+y (p-1)/6+(2z+1)/3 

 

Nous utilisons ensuite : 
 

λi.ak.λj = (ai.ak.bj+(-1)
j
.ai.ak+(-1)

i
.aj.ak+(-1)

i+j
.ak).p+((-1)

i+j
.ak.bi.bj-(-1)

i
.ak.bi-(-1)

j
.ak.bj+ak) 

+p
1/2

.((-1)
j
.ai.ak.bj+(-1)

i
.aj.ak.bi+(-1)

i+j
.ak.(bi+bj)-ai.ak-aj.ak-(-1)

i
.ak-(-1)

j
.ak. 

 

Pour le calcul de cette expression, nous avons besoin des expressions tirées de l’exercice 5 relation 71 : 
 

∑ ai
3
 = 6f/p

1/2
 

∑ ai
2
.ai+1 = 6f3/p

1/2
 

∑ ai
2
.ai+2 = 6f2/p

1/2
 

où 

f = f1 = (3x3(3)-p-1)/2 

f2 = (3x2(3)-p+2)/2 

f3 = (3x3(3)-p+2)/2 

Posons aussi : 

Δx1(3) = x1(3)-(p-1)/3  Δz1 = z1-(p-1)/6 

Δx2(3) = x2(3)-(p-1)/3  Δz2 = z2-(p-1)/6 

Δx3(3) = x3(3)-(p-1)/3  Δz3 = z3-(p-1)/6 

 

Nous trouvons alors tous calculs faits : 
 

 y = 0 mod 6 y = 2 mod 6 y = 4 mod 6  

Δx1(3) (-2z+2)/3 (-3y+z+2)/3 (3y+z+2)/3  

Δx2(3) (3y+z-1)/3 -(2z+1)/3 (-3y+z-1)/3  

Δx3(3) (-3y+z-1)/3 (3y+z-1)/3 -(2z+1)/3  

et : 

 y = 0 mod 6 y = 2 mod 6 y = 4 mod 6  

Δz1 -(4z+5)/3 -(z+5)/3 -(z+5)/3  

Δz2 (9y+z-1)/6 (3y+z-1)/6 (-3y+z-1)/6  

Δz3  (3y+z-1)/6 (3y+z-1)/6 (3y-5z-1)/6  

Δz4  (-3y+2z-2)/3 (-3y+2z-2)/3 (-3y-z-2)/3  
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Ces éléments permettent de caractériser complètement les éléments de la matrice [M2] en fonction de y et z (avec un choix 

de g tel que z2 - z6 (équivalent à z2 - z3) est du signe de y) : 

 

Composantes \ Conditions y = 0 mod 6 y = 2 mod 6 y = 4 mod 6  

z1+1 (p-1)/6-2(2z+1)/3 (p-1)/6-(z+2)/3 (p-1)/6-(z+2)/3  

z2 (p-1)/6+3y/2+(z-1)/6 (p-1)/6+y/2+(z-1)/6 (p-1)/6-y/2+(z-1)/6  

z3 (p-1)/6+y/2+(z-1)/6 (p-1)/6+y/2+(z-1)/6 (p-1)/6+y/2-(5z+1)/6  

x1(3)-3-z1 (p-1)/6+2(z-1)/3 (p-1)/6-y+2(z-1)/3 (p-1)/6+y+2(z-1)/3  

x2(3)-z2 (p-1)/6-y/2+(z-1)/6 (p-1)/6-y/2-(5z+1)/6 (p-1)/6-3y+(z-1)/6  

z6 = x3(3)-z3 (p-1)/6-3y/2+(z-1)/6 (p-1)/6+y/2+(z-1)/6 (p-1)/6-y/2+(z-1)/6  

z4+1 (p-1)/6-y/2+(2z+1)/3 (p-1)/6-y+(2z+1)/3 (p-1)/6-y-(z-1)/3  

(p-1)/2-x3(3)-z2+z3 (p-1)/6+(-z+1)/3 (p-1)/6-y-(z-1)/3 (p-1)/6+y-(z-1)/3  

-(p-7)/2+x2(3)+z1+z4 (p-1)/6+(-z+1)/3 (p-1)/6-y-(z-1)/3 (p-1)/6-2y-(z-1)/3  

x3(3)-z4 (p-1)/6+(-z+1)/3 (p-1)/6+2y-(z-1)/3 (p-1)/6+y-(z-1)/3  

(p-1)/2-x2(3)+z2-z3 (p-1)/6+(-z+1)/3 (p-1)/6+(2z+1)/3 (p-1)/6+(2z+1)/3  

(p-5)/2-z1-z4 (p-1)/6+y+(2z+1)/3 (p-1)/6+y-(z-1)/3 (p-1)/6+y+(2z+1)/3  

 

Nous voyons que  les expressions des composantes  de [M2] sont linéaires en y et z, expressions variant en fonction de la 

congruence modulo 3 de y/2. Pour la matrice [M3], il en est de même, puisque la composition du produit [PB].[D[M3]].[PB
-1

] 

(=[M3)] fait appel aux mêmes expressions, notamment ∑ ai
3
, ∑ ai

2
.ai+1 et ∑ ai

2
.ai+2. Il suffit donc de trois résultats 

numériques pour évaluer les composantes (le choix de g est fait tel que x2 - x6 est du signe de y) données ci-dessous : 

 

Composantes \ Conditions y = 0 mod 6 y = 2 mod 6 y = 4 mod 6  

x1 (p-1)/6+10(-z+1)/3 (p-1)/6+y-2(2z-5)/3 (p-1)/6-y-2(2z-5)/3  

x2 (p-1)/6+3y+2(z-1)/3 (p-1)/6+2y+2(z-1)/3 (p-1)/6+y+2(z-1)/3  

x3 (p-1)/6+y+2(z-1)/3 (p-1)/6-y+2(z-1)/3 (p-1)/6-2(2z+1)/3  

x4 (p-1)/6+2(z-1)/3 (p-1)/6-y+2(z-1)/3 (p-1)/6+y+2(z-1)/3  

x5 (p-1)/6-y+2(z-1)/3 (p-1)/6-2(2z+1)/3 (p-1)/6+y+2(z-1)/3  

x8 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6-y-(z-1)/3 (p-1)/6-2y-(z-1)/3  

x6 = p-1-x1-x2-x3-x4-x5 (p-1)/6-3y+2(z-1)/3 (p-1)/6-y+2(z-1)/3 (p-1)/6-2y+2(z-1)/3  

-(p-1)/4+(x1+x3+2x4+x5)/2 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6-y-(z-1)/3 (p-1)/6+y-(z-1)/3  

(p-1)/2-x4-x8 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6+2y-(z-1)/3 (p-1)/6+y-(z-1)/3  

3(p-1)/4-(x1+3x3+3x5)/2 (p-1)/6-(z-1)/3 (p-1)/6+y+(5z+1)/3 (p-1)/6-y+(5z+1)/3  

 

Bien sûr ces données peuvent être utilisées, pour retrouver les expressions de [M1] et [M2] à l’aide de la propriété de la 

moyenne. 

 

Exemples numériques 
 

p gmin y z x1 x2 x3 y2 y3 z1 z2 z3 z4 μ1(3,3) μ2(3,3) μ3(3,3) μ1(6,6) μ2(6,6) μ3(6,6) μ4(6,6) μ5(6,6) μ6(6,6) 

13 2 2 1 3 3 6 2 0 0 3 3 0 1,42325 0,50524 -1,9285 7,8168 -3,255 -7,982 2,4464 -10,65 11,625 

37 2 -2 -5 9 15 12 4 4 6 6 6 0 1,24307 -1,9784 0,73533 -10,16 -14,83 1,1564 25,287 -9,24 7,7893 

61 2 2 7 21 15 24 12 8 6 12 12 12 1,75301 -0,0427 -1,7103 21,487 2,8331 -15,37 5,8954 -29,55 14,702 

73 5 4 -5 27 18 27 10 8 12 9 18 9 1,85516 -0,2804 -1,5747 3,2078 -21,33 -23,26 28,493 -5,582 18,465 

97 5 -4 7 39 27 30 18 20 12 15 15 24 1,99209 -0,8421 -1,15 22,484 17,91 -11,47 16,755 -40,56 -5,118 

109 6 -6 1 36 30 42 18 24 15 9 15 24 1,69919 0,06394 -1,7631 -1,963 3,6073 11,065 37,444 -40,42 -9,73 

157 5 -6 7 48 48 60 28 32 15 18 24 36 1,50204 0,39261 -1,8947 3,0813 8,7092 15,518 34,56 -56,19 -5,679 

181 2 2 13 63 51 66 34 28 24 33 33 36 1,813 -0,1752 -1,6378 37,432 8,7342 -24,99 11,351 -52,8 20,276 

193 5 8 1 57 63 72 32 24 30 36 36 24 1,32199 0,63871 -1,9607 26,591 -16,85 -30,64 10,141 -37,63 48,389 

229 6 -6 -11 84 66 78 34 44 51 27 33 36 1,93667 -0,5359 -1,4008 -12,32 -6,638 2,6771 70,932 -35,76 -18,9 

241 7 8 7 75 75 90 42 32 36 45 45 36 1,50791 0,38388 -1,8918 36,646 -9,594 -34,08 10,173 -49,14 45,994 

277 5 6 13 84 102 90 50 40 27 57 51 48 1,36092 -1,9497 0,58876 8,4683 14,173 20,673 36,832 -79,07 -1,075 

 

16.2.5. Pour p = 7 mod 12 

 

L’allure générale déduite de la forme géométrique à double hélices (exercice 5) permet d’écrire : 

 

#{0}  1 0 0 0 p-1 0 0 

#{g
6u

}  6 x4+1 x8 x9 x4 x8 x9 

#{g.g
6u

}  0 x5 x9+1 x10 x8 x3 x7 

#{g
2
.g

6u
} = [M3] = 0 x6 x7 x8+1 x9 x7 x2 

#{g
3
.g

6u
}  0 x1 x2 x3 x4+1 x5 x6 

#{g
4
.g

6u
}  0 x2 x6 x7 x8 x9+1 x7 

#{g
5
.g

6u
}  0 x3 x7 x5 x9 x10 x8+1 

 

D’où sachant que la somme des lignes vaut p :  
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 1 0 0 0 p-1 0 0 

 6 x4+1 x8 (p-7)/2-x4-x8 x4 x8 (p-7)/2-x4-x8 

 0 x5 (p-5)/2-x4-x8 
3(p+1)/4-

(x1+3x3+3x5)/2 
x2 x3 

-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

[M3] = 0 
p-1-x1-x2-

x3-x4-x5 

-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x8+1 

(p-7)/2-x4-

x8 

-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x2 

 0 x1 x2 x3 x4+1 x5 
p-1-x1-x2-x3-x4-

x5 

 0 x2 
p-1-x1-x2-x3-x4-

x5 

-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x8 (p-5)/2-x4-x8 

-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

 0 x3 
-(p-7)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
x5 

(p-7)/2-x4-

x8 

3(p+1)/4-

(x1+3x3+3x5)/2 
x8+1 

 

Par la méthode de la moyenne des composantes, il vient : 

 

 1 0 (p-1)/3 0 (p-1)/3 0 (p-1)/3 

 2 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 (p-1)/3-y6 -(p-1)/6-1+2y3 y6 (p-1)/3-y3 

 0 y3 (p-1)/6 y3 y6 (p+1)/2-2y3 (p-1)/3-y6 

[M1] = 2 y6 (p-1)/3-y3 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 (p-1)/3-y6 -(p-1)/6-1+2y3 

 0 (p+1)/2-2y3 (p-1)/3-y6 y3 (p-1)/6 y3 y6 

 2 (p-1)/3-y6 -(p-1)/6-1+2y3 y6 (p-1)/3-y3 (p-1)/6 (p-1)/3-y3 

 0 y3 y6 (p+1)/2-2y3 (p-1)/3-y6 y3 (p-1)/6 

 

 1 (p-1)/2 0 0 (p-1)/2 0 0 

 3 (x1+x4)/2-2 (x2+x8)/2 
(p-1)/4+ 

(x3-x4-x8)/2 
x4 (x5+x8)/2 

3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 

 0 (x2+x8)/2 
(p+1)/2-

(x1+x2+x4+x5)/2 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
(x5+x8)/2 (p-1)/2-x4-x8 (p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 

[M2] = 0 
(p-1)/4+ 

(x3-x4-x8)/2 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 
(x2+x5)/2+1 

3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 x8 

 3 (x4+x8)/2 (x5+x8)/2 
3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(x1+x4)/2-2 (x2+x8)/2 

(p-1)/4+ 

(x3-x4-x8)/2 

 0 x2(3)-z2 (p-1)/2-x4-x8 
(p-1)/4- 

(x3-x4+x5)/2 
(x2+x8)/2 

(p+1)/2-

(x1+x2+x4+x5)/2 

-(p-1)/4+ 

(x1+x3+2x4+x5)/2 

 0 
3(p-1)/4-(x1+x2+x3+ 

2x4+x5+x8)/2 
(p-1)/4-(x3-x4+x5)/2 x8 (p-1)/4+(x3-x4-x8)/2 (p-1)/2-x3(3)-z2+z3 (x2+x5)/2+1 

 

 1 (p-1)/2 0 0 (p-1)/2 0 0 

 3 z1+1 z2 z3 x1(3)-3-z1 x2(3) -z2 x3(3)-z3 

 0 z2 z4+1 
(p-1)/2-x3(3)-

z2+z3 
x2(3)-z2 x3(3)-z4 

(p-1)/2-x2(3)+z2-

z3 

 [M2] = 0 z3 
(p-1)/2-x3(3)-

z2+z3 
(p-5)/2-z1-z4 x3(3)-z3 

(p-1)/2-

x2(3)+z2-z3 

-(p-7)/2 

+x2(3)+z1+z4 

 3 x1(3)-3-z1 x2(3) -z2 x3(3)-z3 z1+1 z2 z3 

 0 x2(3)-z2 x3(3)-z4 
(p-1)/2-x2(3)+z2-

z3 
z2 z4+1 

(p-1)/2-x3(3)-

z2+z3 

 0 x3(3)-z3 
(p-1)/2-

x2(3)+z2-z3 

-(p-7)/2 

+x2(3)+z1+z4 
z3 

(p-1)/2-x3(3)-

z2+z3 
(p-5)/2-z1-z4 

 

L’allure de cette dernière matrice est identique au cas p = 1 mod 12 ce qui est attendu. 

Il reste à découvrir les valeurs des entiers x1, x2, x3, x4, x5 et x8 en fonction de p à partir des valeurs propres. A nouveau, 

nous pouvons proposer une expression conjecturale des valeurs propres sur la base de la décomposition p = 3y
2
+z

2
 : 

 

μ1 = a.p
1/2

+i.(p
1/2

+(b-c).y-a.z) 

    (36)   

μ2 = b.p
1/2

+i.(-p
1/2

-(c-a).y+b.z) 

μ3 = c.p
1/2

+i.(p
1/2

+(a-b).y-c.z) 

μ4 = a.p
1/2

+i.(-p
1/2

-(b-c).y+a.z) 

μ5 = b.p
1/2

+i.(p
1/2

+(c-a).y-b.z) 

μ6 = c.p
1/2

+i.(-p
1/2

-(a-b).y+c.z) 

Cette fois-ci, nous avons  

y = 1 mod 2 
        (37) 

z = 2 mod 6 

 

Le signe de z est déterminé par le fait que z est congru à 2 mod 6 (conjecture), soit : 

 

z = abs(z).(-1)
abs(z) mod 3

        (38) 
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Nous retrouvons les expressions a, b et c issues du cas de l’environnement global n = 3.  

Le cas p = 7 mod 12 permet d’interpréter de façon plus fine la distribution des contributions de l’environnement cm = 2 et 

cm = 3 que le cas p = 1 mod 12. Rappelons que pour p = 3 mod 4 : 

 

μ1,3 = a.p
1/2

  

μ2,3 = b.p
1/2 

μ3,3 = c.p
1/2

 

μ1,2 = i.p
1/2

  

μ2,2 = -i.p
1/2 

D’où : 

μ1 = μ1,3+μ1,2+((μ2,3-μ3,3).y-μ1,3.z).μ1,2/p 

   

μ2 = μ2,3+μ2,2+((μ3,3-μ1,3).y-μ2,3.z).μ2,2/p 

μ3 = μ3,3+μ1,2+((μ1,3-μ2,3).y-μ3,3.z).μ1,2/p 

μ4 = μ1,3+μ2,2+((μ2,3-μ3,3).y-μ1,3.z)).μ2,2/p 

μ5 = μ2,3+μ1,2+((μ3,3-μ1,3).y-μ2,3.z).μ1,2/p 

μ6 = μ3,3+μ2,2+((μ1,3-μ2,3).y-μ3,3.z)).μ2,2/p 

Soit : 

μ1 

= 

μ1,3 

+ 

μ1,2 

+(1/p). 

-z 0 -y 0 y 0 μ1,3.μ1,2  

μ2 μ2,3 μ2,2 0 -z 0 -y 0 y μ2,3.μ2,2  

μ3 μ3,3 μ1,2 y 0 -z 0 -y 0 μ3,3.μ1,2  

μ4 μ1,3 μ2,2 0 y 0 -z 0 -y μ1,3.μ2,2  

μ5 μ2,3 μ1,2 -y 0 y 0 -z 0 μ2,3.μ1,2  

μ6 μ3,3 μ2,2 0 -y 0 y 0 -z μ3,3.μ2,2  

 

Nous pouvons rapprocher cette agréable expression du cas p = 1 mod 12 en constatant qu’elle englobe ce dernier. 
 

Nous obtenons alors pour la matrice [M3] tous calculs faits : 

 

Composantes \ Conditions y = 1 mod 6 y = 3 mod 6 y = 5 mod 6  

x1 (p-1)/6+2y+(-5z+1)/3 (p-1)/6+(-8z+1)/3 (p-1)/6-2y+(-5z+1)/3  

x2 (p-1)/6+y+(z-8)/3 (p-1)/6+2y+(z+1)/3 (p-1)/6+2y+(z+1)/3  

x3 (p-1)/6-2y+(-2z+7)/3 (p-1)/6+2y+(z+1)/3 (p-1)/6+(-2z+1)/3  

x4 (p-1)/6+(z-5)/3 (p-1)/6+(4z-5)/3 (p-1)/6+(z-5)/3  

x5 (p-1)/6+(z-5)/3 (p-1)/6-2y+(z+1)/3 (p-1)/6+2y+(z+1)/3  

x6 (p-1)/6-y+(4z+10)/3 (p-1)/6-2y+(z+1)/3 (p-1)/6-2y+(4z+1)/3  

x7 (p-1)/6+(-2z+1)/3 (p-1)/6+(z+1)/3 (p-1)/6+(-2z+1)/3  

x8 (p-1)/6-y+2(-z+2)/3 (p-1)/6-y-2(z+1)/3 (p-1)/6-y-2(z+1)/3  

x9 (p-1)/6+y+(z-8)/3 (p-1)/6+y-2(z+1)/3 (p-1)/6+y+(z-2)/3  

x10 (p-1)/6+2y+(4z+1)/3 (p-1)/6+(z+1)/3 (p-1)/6-2y+(4z+1)/3  

 

Le lecteur pourra trouver grâce à la méthode de la moyenne les expressions des matrices [M1] et [M2].    

 

Nota : 

Du fait de l’attaque du problème par l’angle des valeurs propres, nous avons obtenu des expressions littérales des matrices 

de Fermat Catalan dans l’environnement cm = 6 en exploitant p = 3y
2
+z

2
. Une autre approche développée à partir de p = 

t1
2
+t1.t2+t2

2
 est également possible. Nous la reportons plus loin dans cet exercice.  

 

Pour le calcul des coefficients d’abondance, nous avons ensuite   

 

#{0}  1 

#{g
6u

}  0 

#{g.g
6u

}  0 

#{g
2
.g

6u
} = [M1].[M2].[M3]. 0 

#{g
3
.g

6u
}  0 

#{g
4
.g

6u
}  0 

#{g
5
.g

6u
}  0 

 

Le passage de l’expression x1
2
+x2

4
+x3

6
 = c à x1

2
+x2

4
+x3

6
 = y+c est fait suivant le procédé désormais familier. Pour deux 

variables d’entiers dans le membre gauche, nous devons soustraire les valeurs obtenues pour x1
2
+x2

4
+x3

6
 = c à p

3
.   

 

16.3. Facteurs d’abondance en environnement cm = 6 

 

Nous pouvons expliciter à partir des relations obtenues ci-dessus le calcul des facteurs d’abondance d’une équation 

diophantine à l’allure plus générale : 
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x1
2
+x2

2
… xi

2
+xi+1

3
+xi+2

3
…xi+j

3
++xi+j+1

6
+xi+j+2

6
…xi+j+k

6
+y1

2
+y2

2
… yr

2
+yr+1

3
+yr+2

3
…yr+s

3
+yr+s+1

6
+yr+s+2

6
…yr+s+t

6
 = y+c 

 

Nous avons directement : 

Pour p = 2 
 

#{c} = 2
i+j+k-1

 
 

Pour p = 1 mod 4 
 

#{0}  p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

  1 

#{g
6u

}  p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

  0 

#{g.g
6u

} = p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

  0 

#{g
2
.g

6u
}  p

i+j+k
.(p-1)

r+s+t
 - [M1]

i
.[M2]

j
.[M3]

k
.([M1]-[I])

r
.([M2]-[I])

s
.([M3]-[I])

t
 0 

#{g
3
.g

6u
}  p

i+j+k
.(p-1)

r+s+t
  0 

#{g
4
.g

6u
}  p

i+j+k
.(p-1)

r+s+t
  0 

#{g
5
.g

6u
}  p

i+j+k
.(p-1)

r+s+t
  0 

 

Pour p = = 3 mod 4 
 

#{0}  p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

  1 

#{g
2u

} = p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

 - [M1]
i
.[M2]

j
.[M3]

k
.([M1]-[I])

r
.([M2]-[I])

s
.([M3]-[I])

t
 0 

#{g.g
2u

}  p
i+j+k

.(p-1)
r+s+t

  0 

 

17. Equation de décomposition en entiers relatifs 
 

Les facteurs d’abondance sont évalués suivant un produit d’Euler successivement à la séquence p. Au cours du processus 

d’évaluation de ces facteurs, nous avons eu recours à chaque fois à la décomposition suivant des nombres entiers de la 

séquence p. Dans le cas n = 2, nous utilisons la décomposition d’Euler p = y
2
+z

2
. Pour n = 4, il s’agit d’un cas similaire en 

y ajoutant des contraintes de congruence. Pour n = 3, la décomposition p = y
2
+y.z+z

2
 est plus subtile et le cas n = 6 nous a 

fait découvrir une autre alternative p = 3y
2
+z

2
 (qui peut être envisagée dans l’environnement n = 3). Des contraintes liées 

aux congruences apparaissent dans ces deux derniers cas. 

En fait, nous constatons l’omniprésence de ce type d’expressions lorsque nous évaluons les expressions littérales des 

facteurs d’abondance. Nous appellerons équation de décomposition en entiers relatifs de la séquence p, en abrégé équation 

de décomposition, la dite décomposition. 

L’approche touche à l’intimité des nombres. Le nœud du problème est de trouver l’équation de décomposition. Nous 

verrons qu’il s’agit en fait, non pas d’une équation simple, mais d’un système d’équations qui peut être exprimé sous forme 

matricielle. Avant cela, nous abordons la gamme des problèmes relative à l’environnement 2d qui admet une approche 

particulière homogène.  

 

18. Environnement 2d 
 

Nous nous plaçons dans le cas (d,2) = 1.  

Nous notons μi,(d) les valeurs propres de la matrice d’environnement d et μi les valeurs propres de la matrice 

d’environnement courant 2d. Nous avons bien sûr μ0,(d) = μ0 = p. Nous sommes amenés dans la suite à utiliser les 

permutations circulaires de l’indice i de μi. Dans ces permutations de 1 à 2d, 0 est exclus et nous passerons donc 

implicitement de 2d à 1 (et non à 0) dans le jeu d’écriture. 

Nous supposons que les valeurs propres μi,(d) sont connues à chaque séquence p dans l’environnement d. Nous posons : 

 

ai = μi,(d) /p
1/2

 
 

Nous observons une conjecture qui lève immédiatement tous les secrets de l’environnement 2d, en rappelant que μ0 est 

exclus dans ces sommes : 

2d     

∑  (-1)
i-1

.μi.μi+k  = sk    (39) 
 

i = 1                    2.d.√p  

 

En effet, nous observons alors que les nombres sk sont des entiers et de plus, les indices k portant sur 0 à 2d-1 : 

 

  2d-1  

p = 
1 

∑   sk
2
     (40) 

 

d.(d-1)  

  k = 0  

 

Nous observons également, dans le même cadre conjectural, des contraintes sur les valeurs modulo 2d des nombres sk (cas 

des valeurs propres réelles) : 
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s0 = -1+d mod 2d 

s2k = -1 mod 2d  

s2k+1 = 0 mod 2d 

     (41) 

De plus 

sk = (-1)
k
.s2d-k             (42) 

 

Cette décomposition de p est la clef pour obtenir les expressions littérales des valeurs propres associées à l’environnement 

2d lorsque les expressions littérales des valeurs propres associées à l’environnement d sont connues. En effet, supposons 

encore que les valeurs propres associées à l’environnement 2d, hors μ0 que l’on sait égal à p, soient de la forme (a0 est 

exclus du jeu d’écriture) : 

                                      k = d 

μj = (aj+(-1)
j
).p

1/2
+(-1)

j
.∑ rk.aj+k-1          (43) 

                                      k = 1 
 

Les coefficients rk sont supposés des entiers relatifs et ils forment, lorsque l’expression précédente est mise sous forme 

matricielle, une matrice circulante droite [rd]. 

Formons la somme de produits de deux facteurs μj avec alternance de signes : 

 

 j = 2d                  j = 2d 

∑ -(-1)
j
.μj.μj+m = ∑ -(-1)

j
.((aj+(-1)

j
).p

1/2
+(-1)

j
.∑rk.aj+k-1).((aj+m+(-1)

j+m
).p

1/2
+(-1)

j+m
.∑rk.aj+k+m-1) 

j = 1                     j = 1 

 

Comme, avec les indices variant de 1 à d, 

∑ aj = 0 

 

avec les indices variant de 1 à 2d, du fait de l’alternance des signes, pour une somme selon j (k et m donnés) 

 

∑ (-1)
j
.aj+k.aj+m = 0 

 

il suit qu’il ne reste que des termes facteurs de p
1/2

,  

 

 j = 2d                  j = 2d 

∑ -(-1)
j
.μj.μj+m = ∑ -(-1)

j
.((aj+(-1)

j
).(-1)

j+m
.∑rk.aj+k+m-1+(-1)

j
.∑rk.aj+k.(aj+m-1+(-1)

j+m
)).p

1/2
 

j = 1                    j = 1 

 

se simplifiant encore pour les mêmes raisons d’alternance de signes 

 

 j = 2d                   j = 2d 

∑ -(-1)
j
.μj.μj+m = (∑ aj.(-1)

m
.∑ rk.aj+k+m-1+∑ rk.aj+k.aj+m-1).p

1/2
 

 j = 1                     j = 1 

 

Dans le deuxième membre, nous explicitons alors la somme avec indice implicite k :  

 

 j = 2d                        k = d    j = 2d 

∑ -(-1)
j
.μj.μj+m = p

1/2
.∑ rk    ∑ (-1)

m
.aj.aj+k+m-1+aj+k.aj+m-1 

 j = 1                          k = 1    j = 1 

 

Nous utilisons alors les propriétés 16.2 et 16.3  données à l’exercice 5 : 

 

j = d                     j = d                    

∑ aj
2
 = d(d-1)  ∑ aj.aj+m = -d 

j = 1                     j = 1, m ≠ 0                    
 

Il vient alors en utilisant la relation (39) 
  

                    k = d     j = 2d  

sm = (1/4d). ∑ rk     ∑ (-1)
m
.aj.aj+k+m-1+aj+k.aj+m-1  

                    k = 1     j = 1  

et 

j = 2d                     j = 2d                    

∑ aj
2
 = 2d(d-1)  ∑ aj.aj+m = -2d 

j = 1                     j = 1, m ≠ 0                    
 

sous une forme matricielle (d est impair) : 
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s1 

=  

-1+d -1 -1 -1 -1 -1 … -1 -1 -1 -1 -1 r1 
s2 0 d/2 0 0 0 0 … 0 0 0 0 -d/2 r2 

s3 -1 -1 -1+d/2 -1 -1 -1 … -1 -1 -1 -1+d/2 -1 r3 

s4 0 0 0 d/2 0 0 … 0 0 -d/2 0 0 r4 
s5 -1 -1 -1 -1 -1+d/2 -1 … -1 -1+d/2 -1 -1 -1 r5 

… … … … … … … … … … … … … … 
sd-3 0 0 0 0 -d/2 0 … 0 d/2 0 0 0 rd-3 

sd-2 -1 -1 -1 -1+d/2 -1 -1 … -1 -1 -1+d/2 -1 -1 rd-2 

sd-1 0 0 -d/2 0 0 0 … 0 0 0 d/2 0 rd-1 
sd -1 -1+d/2 -1 -1 -1 -1 … -1 -1 -1 -1 -1+d/2 rd 

 

La première ligne du tableau est particulière. A mi-tableau, les éléments comportant d/2 se croisent. 

Comme chaque ligne de la matrice est à somme nulle, le déterminant est nul. L’hypothèse que les valeurs propres μ j soient 

de la forme supposée (relation 43) implique donc que les entiers sk soient liés entre eux : 

 

s1 = -2.(s3+s5+s7+…+sd)      (44) 

 

Les expressions de rk fonction de sk s’obtiennent par un procédé simple. Nous pouvons, en effet, écrire : 

 

s1 = d.r1-∑ rk 

s2j = (d/2).(r2j-rd+2-2j) 

s2j+1 = (d/2).(r2j+1+rd+1-2j)-∑ rk 

D’où : 

rd+2-2j = r2j-(2/d).s2j ou encore r2j+1 = rd+1-2j-(2/d).sd+1-2j 

Puis : 

s2j+1 = (d/2).(rd+1-2j+(2/d).sd+1-2j-rd+1-2j)-∑ rk = d.rd+1-2j-sd+1-2j-∑ rk = d.(rd+1-2j-r1)-sd+1-2j-∑ rk+d.r1 

et encore : 

rd+1-2j-r1 = (1/d).(-s1+s2j-1+sd+1-2j)  

Soit : 

r2j-r1 = (1/d).(-s1+sd+2-2j+s2j) 

 

Ensuite en utilisant r2j+1 = rd+1-2j-(2/d).sd+1-2j , il vient : 

 

r2j+1-r1 = (1/d).(-s1+s2j+1+sd+1-2j) 

 

Nous pouvons écrire ceci à l’aide d’une matrice d’une remarquable simplicité : 

 

r1-r1 

= 1/d 

0 0 0 0 0 … 0 0 0 0 s1 

r2-r1 -1 1 0 0 0 … 0 0 0 1 s2 
r3-r1 -1 0 1 0 0 … 0 0 -1 0 s3 

r4-r1 -1 0 0 1 0 … 0 1 0 0 s4 
r5-r1 -1 0 0 0 1 … -1 0 0 0 s5 

… … … … … … … … … … … … 
rd-3-r1 -1 0 0 0 1 … 1 0 0 0 sd-3 

rd-2-r1 -1 0 0 -1 0 … 0 1 0 0 sd-2 

rd-1-r1 -1 0 1 0 0 … 0 0 1 0 sd-1 
rd-r1 -1 -1 0 0 0 … 0 0 0 1 sd 

 

Le choix de r1 étant libre, nous pouvons adopter tout simplement le suivant :  

 

r1 = 0      (45) 

 

La décomposition de p = d.(d-1) ∑sk
2
 permet d’obtenir les entiers sk qui donnent alors les valeurs rk (qui sont également des 

entiers, puis : 

                                      k = d 

μj = (aj+(-1)
j
).p

1/2
+(-1)

j
.∑ rk.aj+k-1           

                                      k = 1 

Soit encore : 

                                  k = d 

μj = aj.p
1/2

+(-1)
j
.p

1/2
+∑ rj-k+1.ak.p

1/2
.(-1)

j
.p

1/2
/p           

                                  k = 1 

Puis en notation vectorielle : 

                                                k = d 

(μj) = (μj mod d,(d))+(μj mod 2,(2))+∑ [rk].(μj mod d,(d).μj mod 2,(2))/p            

                                                k = 1 
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Cette relation anticipe les généralisations que nous sommes amenées à élaborer. 

 

Exemple 2d = 6 (p = 1 mod 6) 
 

p = (s0
2
+s1

2
+s2

2
+s3

2
+s4

2
+s5

2
)/6 

Soit avec s3 = 0, s4 = - s2, s5 = -s1 : 

 p = s0
2
/6+(s1

2
+s2

2
)/3 

Par ailleurs : 

p = 3y
2
+z

2
 = (2z)

2
/6+((3y)

2
+z

2
)/3  

Soit un choix envisageable :  

s0 = -2z  

s1 = 3y 

s2 = z 

Alors : 

r1  0 0 0 -2z  0 

r2-r1 = 1/3 -1 1 1 3y = y+z 

r3-r1  -1 -1 1 z  -y+z 

 

Ainsi, en effectuant une translation de –z sur l’ensemble des ri, il vient r1 = -z, r2 = y, r3 = -y. 

Soit : 

  (-z) (y) (-y) 

r = (-y) (-z) (y) 

  (y) (-y) (-z) 

 

Puis, en respectant l’alternance des signes à chaque ligne au niveau de la matrice [r] : 

 

μ1  a  -1  (-z) (y) (-y) a  

μ2 = p
1/2

. b + p
1/2

. 1 + -(-y) -(-z) -(y) b  

μ3  c  -1  (y) (-y) (-z) c  

 

Ce qui est le résultat attendu : 

                                                k = 3 

(μj) = (μj mod 3,(3))+(μj mod 2,(2))+∑ [rk].(μj mod 3,(3).μj mod 2,(2))/p            

                                                k = 1 

 

Dans une démarche effectuée dans l’autre sens, l’expression des si en fonction des  ri est bien sûr : 

 

s1  -1+3 -1 -1 -z  -2z 

s2 =  0 3/2 -3/2 y = 3y 

s3  -1 -1+3/2 -1+3/2 -y  z 

 

Exemple numérique 2d = 30 

 

Nous montrons par un exemple comment passer des valeurs propres de la matrice cardinale de l’environnement 15 (pour 

une variable de nombres premiers) dont les valeurs propres sont 11.14787519, -24.7906862, -36.6228965, -6.61213164, 

23.11108437, 0.56822968, -8.8566794, -54.2734895, -6.6933044, 51.55940736, -37.1364493, 43.55842799, 21.21869406, 

26.3000555, -2.47813723 aux valeurs propres de la matrice cardinale de l’environnement 30.  

Nous cherchons d’abord les trente entiers relatifs sk : 

 

14, 30, -1, 0, 29, 30, -1, 0, -31, 0, -31, 30, 29, 0, -1,  0, -1, 0, 29, -30, -31, 0, -31, 0, -1, -30, 29, 0, -1, -30 

 

La première moitié de cette liste, liste qui répond bien à p = 1/(d.(d-1)).∑ sk
2
, est utilisée pour constituer un vecteur 

colonne.   

 
0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 14 
1  -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 
-1  -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 
1  -1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
-1  -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 29 
-1  -1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30 
-1  -1 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1 
-3 =1/15 -1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
-3  -1 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 -31 
-1  -1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
-5  -1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -31 
3  -1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 30 
1  -1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 29 
-1  -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
-3  -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 
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Ce vecteur colonne, reporté en première ligne, est le générateur de la matrice de passage des valeurs propres de la matrice 

d’environnement 15 aux variations Δμ30 des valeurs propres de la matrice d’environnement 30 : 

 
56,393716  0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 11,14787519 
-25,68434  -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -24,7906862 
-1,614042  -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -36,6228965 
-1,346757  1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 -6,61213164 
-25,05768  3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 23,11108437 
-49,77964  -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 0,56822968 
-15,82769  -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -8,8566794 
3,1632938 = 1/ (61)1/2 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -54,2734895 
56,259954  -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 -1 -6,6933044 
6,1525426  -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -1 51,55940736 
-7,722526  -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 -1 -37,1364493 
-9,313315  -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 1 43,55842799 
32,659471  1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 -1 21,21869406 
13,397762  -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 1 26,3000555 
-31,68074  1 -1 1 -1 -1 -1 -3 -3 -1 -5 3 1 -1 -3 0 -2,47813723 

 

Nous trouvons ensuite les valeurs propres cherchées par sommation μ30 = Δμ15 + Δμ2 + Δμ30 

 
59,73134111  11,14787519  -7,810249676  56,39371559 
8,703901309  -24,79068623  7,810249676  25,68433786 
-46,04718839  -36,62289649  -7,810249676  -1,614042231 
2,544874819  -6,612131636  7,810249676  1,346756779 
-9,756845529  23,11108437  -7,810249676  -25,05768022 
58,15812285  0,56822968  7,810249676  49,77964349 
-32,49462332  -8,856679397  -7,810249676  -15,82769425 
-49,62653359  -54,27348949  7,810249676  -3,163293774 
41,75640033  -6,693304404  -7,810249676  56,25995441 
53,21711446  51,55940736  7,810249676  -6,152542571 
-52,66922493  -37,13644928  -7,810249676  -7,722525982 
60,68199254  43,55842799  7,810249676  9,313314871 
46,06791585  21,21869406  -7,810249676  32,65947147 
20,71254291  26,3000555  7,810249676  -13,39776226 
-41,9691313 = -2,478137233 + -7,810249676 + -31,68074439 
-37,43559072  11,14787519  7,810249676  -56,39371559 
-58,28527377  -24,79068623  -7,810249676  -25,68433786 
-27,19860458  -36,62289649  7,810249676  1,614042231 
-15,76913809  -6,612131636  -7,810249676  -1,346756779 
55,97901427  23,11108437  7,810249676  25,05768022 
-57,02166349  0,56822968  -7,810249676  -49,77964349 
14,78126453  -8,856679397  7,810249676  15,82769425 
-58,92044539  -54,27348949  -7,810249676  3,163293774 
-55,14300914  -6,693304404  7,810249676  -56,25995441 
49,90170025  51,55940736  -7,810249676  6,152542571 
-21,60367362  -37,13644928  7,810249676  7,722525982 
26,43486344  43,55842799  -7,810249676  -9,313314871 
-3,630527728  21,21869406  7,810249676  -32,65947147 
31,88756809  26,3000555  -7,810249676  13,39776226 
37,01285683  -2,478137233  7,810249676  31,68074439 

 

Notons que partant de valeurs propres associées à l’environnement 15 dans le bon ordre, nous trouvons des valeurs propres 

de l’environnement 30 dans le bon ordre. 

 
Matrice  

P 
                             

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

1 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 

1 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 

1 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 

1 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 

1 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 

1 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 

1 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 

1 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 

1 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 

1 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 

1 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 

1 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 

1 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 

1 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 

1 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 

1 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 

1 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 

1 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 

1 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 

1 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 

1 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 

1 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 

1 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 

1 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 

1 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 

1 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 -0,36 

1 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 0,051 

1 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 -1,57 

1 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 0,257 

1 0,257 -1,57 0,051 -0,36 1,905 -1,12 -1,69 1,359 1,741 -1,79 1,989 1,502 0,657 -1,43 -1,28 -1,98 -0,94 -0,56 1,833 -1,93 0,459 -2 -1,87 1,63 -0,75 0,848 -0,15 1,03 1,2 1,958 
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Matrice 

μ/p 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0,979 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0,143 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 -0,75 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0,042 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 -0,16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0,953 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 -0,53 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 -0,81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,685 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,872 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,86 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,995 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,755 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,34 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,69 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,61 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,96 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,45 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,26 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,918 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,93 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,242 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,97 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,9 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,818 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,35 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,433 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -0,06 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,523 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,607 

                               

Matrice 

p-1 
                             

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

1 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 

1 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 

1 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 

1 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 

1 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 

1 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 

1 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 

1 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 

1 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 

1 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 

1 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 

1 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 

1 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 

1 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 

1 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 

1 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 

1 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 

1 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 

1 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 

1 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 

1 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 

1 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 

1 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 

1 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 

1 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 

1 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 0,848 

1 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 -0,15 

1 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 1,03 

1 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 1,2 

1 1,2 1,03 -0,15 0,848 -0,75 1,63 -1,87 -2 0,459 -1,93 1,833 -0,56 -0,94 -1,98 -1,28 -1,43 0,657 1,502 1,989 -1,79 1,741 1,359 -1,69 -1,12 1,905 -0,36 0,051 -1,57 0,257 1,958 

                               

Matrice 

Env 30 
                             

1 60 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

30 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 

0 0 30 0 0 1 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 30 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 30 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 30 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 1 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 30 30 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 30 30 0 0 0 0 0 

0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 

0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 31 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 30 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 1 0 0 0 30 0 0 0 0 

0 0 0 30 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 30 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 30 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

 

19. Environnement p1
i1

.p2
i2

 
 

A l’opposé du cas précédent, l’environnement 2
r
.d n’a pas de simplicité particulière. Nous nous intéressons donc au cas de 

deux facteurs premiers d1 = p1
i1

. d2 = p2
i2

 (soit (d1,d2) = 1), d = d1.d2. 
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Nous proposons : 

                                                          k = d1.d2 

μm,(d1.d2) = μm mod d1,(d1)+μm mod d2,(d2)+∑ rk.μm+k-1 mod d1,(d1).μm+k-1 mod d2,(d2) /p         (46) 

                                                          k = 1 

 

Dans cette expression, les coefficients rk sont des entiers (ou une matrice circulantes droite à coefficients entiers dans une 

écriture sous forme matricielle).  

 

Exemple 1 : d = 15 = 3.5 
 

L’exemple est traité pour la séquence  p = 61. 

Les valeurs propres μi,(5)  sont approximativement  -8.4734, 3.30369, -23.226, 4.33154, 24.0641. Les valeurs propres μi,(3)  

sont 13.6914, -13.358, -0.3335. 

Nous vérifions que : 
 

11,1479  -8,4734  13,6914  5,92989 
-24,791  3,30369  -13,358  -14,736 
-36,623  -23,226  -0,3335  -13,063 
-6,6121  4,33154  13,6914  -24,635 
23,1111  24,0641  -13,358  12,4049 
0,56823  -8,4734  -0,3335  9,37521 
-8,8567  3,30369  13,6914  -25,852 
-54,273 = -23,226 + -13,358 + -17,69 
-6,6933  4,33154  -0,3335  -10,691 
51,5594  24,0641  13,6914  13,8039 
-37,136  -8,4734  -13,358  -15,305 
43,5584  3,30369  -0,3335  40,5883 
21,2187  -23,226  13,6914  30,7532 
26,3001  4,33154  -13,358  35,3264 
-2,4781  24,0641  -0,3335  -26,209 

où : 
5,92989  -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -1,90186 
-14,736  2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 -0,72345 
-13,063  2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 0,126995 
-24,635  0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0,972213 
12,4049  2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 -5,26961 
9,37521  0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0,046331 
-25,852  3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 0,741512 
-17,69 = -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -2 5,086052 

-10,691  -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 -3 -0,02368 
13,8039  -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 3 5,401185 
-15,305  3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 0 1,855532 
40,5883  0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -2 -0,01806 
30,7532  -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 1 -5,21305 
35,3264  1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -3 -0,94853 
-26,209  -3 1 -2 0 3 -3 -2 -1 3 0 2 0 2 2 -2 -0,13158 

et 
-1,90186  -8,4734  13,6914 
-0,72345  3,30369  -13,358 
0,126995  -23,226  -0,3335 
0,972213  4,33154  13,6914 
-5,26961  24,0641  -13,358 
0,046331  -8,4734  -0,3335 
0,741512  3,30369  13,6914 
5,086052 =1/61 -23,226 . -13,358 
-0,02368  4,33154  -0,3335 
5,401185  24,0641  13,6914 
1,855532  -8,4734  -13,358 
-0,01806  3,30369  -0,3335 
-5,21305  -23,226  13,6914 
-0,94853  4,33154  -13,358 
-0,13158  24,0641  -0,3335 

 

Nous vérifions bien dans ce cas particulier l’existence d’une matrice circulante droite permettant de passer des valeurs 

propres des environnements initiaux aux valeurs propres de l’environnement produit. 

 

Exemple 2 : d = 12 
 

L’exemple est traité pour la séquence  p = 193. 

Nous avons examiné plus haut cet exemple en constituant la « brique » de la moyenne des valeurs propres comme suit : 

 
58,723704 2,3828543 -5,542397 17,898724 18,365721 

-50,92077 54,48156 -24,33113 -88,185776 -27,23903 

-7,964582 57,09326 -53,31949 39,684041 8,8733076 

-0,053882 37,985892 -27,73101 -10,201004  

 

Nous vérifions alors l’existence d’une matrice circulante droite telle que :  
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40,41187  -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -0,005127 
43,7347  3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 -5,361134 
-34,4618  3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 -1,274952 
9,734006  4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 -0,970719 
-23,6279  -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 0,007605 
10,23406 = 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1,746427 
3,822887  4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 -2,63886 
-50,7457  -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 1,439717 
-16,784  3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 -0,002477 

-53,9688  -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 3,614706 
30,6389  -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 3,913812 
41,01174  -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -0,468998 

 
-0,005127  -0,053882  18,365721 
-5,361134  37,985892  -27,23903 
-1,274952  -27,73101  8,8733076 
-0,970719  -10,201  18,365721 
0,0076047  -0,053882  -27,23903 
1,7464275 = (1/193). 37,985892 . 8,8733076 
-2,63886  -27,73101  18,365721 

1,4397173  -10,201  -27,23903 
-0,002477  -0,053882  8,8733076 
3,6147062  37,985892  18,365721 
3,9138117  -27,73101  -27,23903 
-0,468998  -10,201  8,8733076 

 
58,723704  -0,053882  18,365721  40,411865 
54,48156  37,985892  -27,23903  43,734697 
-53,31949  -27,73101  8,8733076  -34,461791 
17,898724  -10,201  18,365721  9,7340058 
-50,92077  -0,053882  -27,23903  -23,627858 
57,09326 = 37,985892 + 8,8733076 + 10,2340613 
-5,542397  -27,73101  18,365721  3,8228874 
-88,18578  -10,201  -27,23903  -50,745743 
-7,964582  -0,053882  8,8733076  -16,7840073 
2,3828543  37,985892  18,365721  -53,9687586 
-24,33113  -27,73101  -27,23903  30,638904 
39,684041  -10,201  8,8733076  41,011737 

 

Commentaire 
 

La démonstration de l’existence d’une matrice d’entiers (rd) en s’appuyant sur l’expression générale des valeurs propres des 

matrices cardinales (voir exercice (5) relation 71), reste ouverte. Pour autant, nous développons par la suite une méthode 

conjecturale pour les caractériser. 

 

20. Infinité des solutions en entiers  
 

Nous avons ∑μi.μj = ∑μi mod d1.μj mod d2, puis ∑ rk.μi mod d1.μj mod d2 = 0 du fait que ∑μi = 0. Si la matrice [rd] existe, il existe 

alors une infinité de telle matrice à composantes entières. Toute variation [rd’] = [si(k = a mod t,b,0)]+[rd] est également 

solution, a et b étant des entiers donnés (fixés). Ici t est soit d1 = p1
i1

, soit d2 = p2
i2

. De plus d’après le théorème de 

Bachet/Bézout, il existe u, v tel que u.d1+v.d2 = 1. Ainsi, il existe au moins une variation de la première ligne de [rd’]-[rd] 

égale à l’unité. A partir d’elle, nous pouvons construire une solution telle que la somme des composantes d’une ligne de [rd] 

soit nulle. Par les mêmes arguments modulo, il existe une infinité de solutions telles que la somme d’une ligne soit nulle. 

Dans les deux exemples précédents, nous avons donné de telles matrices. 

 

Le fait de l’infinité des solutions permet de trouver facilement une solution (sur ordinateur). 

Cependant, il serait plus utile de disposer d’une solution à partir d’une méthode systématique. Pour y arriver, nous allons 

avoir recours à trois entités matricielles : matrice fondatrice d’environnement, matrice constructive de séquence et matrice 

d’incrément de séquence. Elles sont présentées dans cet ordre pour des raisons de logique méthodique mais leur découverte 

a été faite dans un ordre exactement inverse.   

 

21. Matrice fondatrice d’environnement    
 

21.1. Contexte  
 

Nous savons évaluer les valeurs propres des matrices circulaires, des matrices cardinales puis des matrices de Fermat 

Catalan par un calcul standard. Ceci n’empêche pas de s’intéresser à ce qui suit.  

Nous cherchons une méthode générale d’obtention de la matrice [rd] reprenant les composantes rk dans l’expression 

 

                                                          k = d1.d2 

μm,(d1.d2) = μm mod d1,(d1)+μm mod d2,(d2)+∑ rk.μm+k-1 mod d1,(d1).μm+k-1 mod d2,(d2) /p       (47)  

                                                          k = 1 
 

Les nombres d1 et d2 sont premiers entre eux :  

(d1,d2) = 1 
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Les expressions à plus de deux facteurs premiers entre eux sont obtenues par simple duplication de l’opération élémentaire 

précédente. 

 

Notations    
 

Nous désignons par (xd) la première colonne d’une matrice circulante droite [xd] de dimension d ou d’une matrice circulaire 

gauche [x’d] de dimension d (l’accent ’ est attribué aux matrices gauches) et par (xi,d) les composantes de cette première 

colonne, i = 1 à d. Cette définition de (xd) doit être gardée en mémoire car une confusion avec la première ligne rend 

inopérant la suite de ce texte.  

 

21.2. Matrice fondatrice d’environnement élémentaire   
 

Considérons le vecteur colonne (td1) à d1 composantes (d1-1, -1, -1, …-1) où d1 = p1
r1

. Ici d1 est puissance d’un seul nombre 

premier. Nous construisons la matrice fondatrice d’environnement élémentaire [td1] à partir de ce vecteur colonne. 

 

d1-1 -1 … -1  

-1 d1-1 … -1 
     

… … … … 

-1 -1 … d1-1  

 

21.3. Matrice fondatrice d’environnement composée   
 

Considérons le vecteur à di composantes (di-1, -1, -1, …-1). Nous répétons, dans cet ordre, cette suite de nombres d/di fois 

pour former un vecteur vi à d composantes. Les composantes de même rang des vecteurs vi, i = 1 à k, sont multipliées entre 

elles pour former le vecteur colonne (td).   

Soient alors respectivement les matrices circulantes droite [td] et gauche [t’d] de dimension d dont la première colonne se 

présente  donc comme suit : 

(-1)
k
.(d1-1).(d2-1)…(dk-1) en position 1 

(-1)
k-1

.(d2-1)…(dk-1) en position 1 mod d/d1 

… 

(-1)
k-1

.(d1-1)…(dk-1-1) en position 1 mod d/dk 

… 

-(d1-1) en position 1 mod d1 

… 

-(dk-1) en position 1 mod dk 

1 sinon 

 

Nous appelons [t’d] la matrice (gauche) fondatrice d’environnement d.  

C’est un invariant de l’environnement dans le sens que cette matrice ne fait pas intervenir la notion de séquence p. 

 

21.4. Propriétés  
 

[td] est une similitude et [t’d] s’y apparente. En effet, le lecteur pourra vérifier aisément (d’abord pour d de la forme p
i
) que 

(relations 48) : 

[td].[td] = d.[td] 

[t’d].[t’d] = d.[td] 

et 

[t'd].[td] = [td].[t’d] = d.[t'd] 

  

La somme de chaque ligne et colonne est égale à zéro : 
 

∑ (ti,d) = 0    (49) 

Nous obtenons également : 

∑ (ti,d)
2
 = d.(d1-1).(d2-1)…(dk-1)         (50) 

 

La matrice fondatrice d’environnement n’est pas inversible (déterminant nul) du fait de la propriété (49).  

De plus, la somme de l’ensemble des composantes espacées de n positions est également nulle lorsque n est un diviseur de 

d :   

∑ (ti,d) = 0                  (51) 

i = c mod n 

n \ d 
 

Exemple d = 12  
 

Nous avons d1 = 4, d2 = 3, d1-1 = 3, d2-1 = 2. Puis :   
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[t’12] = 

6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 

 

1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 
1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 
-2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 
-3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 
1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 
-2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 
1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 
-3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 
-2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 
1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 
1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 

Nota  
 

Du fait que la matrice d’environnement est circulante, nous avons la stabilité du produit par permutation circulaire de la 

première colonne. Ainsi par exemple (décalage d’un cran de la première colonne) :  

 
1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6  1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6  6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 
1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1  1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1  1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 
-2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1  -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1  1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 
-3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2  -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2  -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 
1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3  1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3  -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 
-2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1  -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1  1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 
1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 . 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 = 12. -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 
-3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1  -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1  1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 
-2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3  -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3  -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 
1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2  1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2  -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 
1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1  1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1  1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 
6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1  6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1  1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 

 

21.5. Unicité des matrices fondatrices d’environnement 
 

La matrice fondatrice d’environnement est unique par construction. D’autres similitudes [xd].[xd] = d.[xd] à composantes 

entières existent, similitudes dont l’éventuel intérêt à notre propos n’a pas été exploré. 

  

21.6. Anneau non intègre  
 

L’équation [xd].[yd] = [xd].([xd]-d.[Id]) = 0 admet les solutions triviales [xd] = [0] et [xd] = d.[Id] qui ne nous intéressent pas. 

L’anneau des matrices de dimension d n’est pas intègre et d’autres solutions existent telles les matrices fondatrices 

d’environnement. Il est aisé de trouver des exemples de la non-intégrité de l’anneau des matrices carrées à partir des 

matrices fondatrices d’environnement. Soit [td1] et [td2] deux d’entre elles telles que (d1,d2) = 1. Soit d = d1.d2. Nous 

construisons les matrices carrées [td1,d] et [td2,d] de dimension d par assemblage de d/d1 par d/d1 blocs du premier et d/d2 par 

d/d2 blocs du second. Alors : 

[td1,d].[td2,d] = [0]         (52) 

 

Nous illustrons ce résultat, qui se démontre sans difficulté, par l’exemple de l’assemblage des matrices fondatrices des 

environnements 4 et 3 :   
 

3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 

. 

2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 

=[0] 

-1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 
-1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 
-1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 
3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 
-1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 
-1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 
-1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 
3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 
-1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 
-1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 
-1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 3 -1 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 

 

21.7. Eléments propres des matrices fondatrices d’environnement 

 

Les valeurs propres et vecteurs propres sont faciles à obtenir à partir du cas général des éléments propres des matrices 

circulantes. La matrice [me(r,s)] = [e
(2πi/d).(r-1).(s-1)

] est une solution pour la matrice des vecteurs propres (r = 1 à d, s = 1 à 

d). Les valeurs propres correspondantes sont [σr,s] = [si(r≠s, 0, si((r-1,d) = 1, 0, d))].  

En conséquence, les valeurs propres 0 sont au nombre de d-(d1-1).(d2-1)…(dk-1) et les valeurs propres d sont au nombre de 

(d1-1).(d2-1) )…(dk-1), les di étant les diviseurs propres de d. 

 

21.8. Liens entre les matrices fondatrices et les valeurs propres des matrices cardinales d’environnements disjoints 

 

Soient deux environnements disjoints d1 et d2 et produit d = d1.d2. 

Soient μd = (μ1,d, μ2,d, …, μd,d), μd1 = (μ1,d1, μ2,d1, …, μd1,d1) et μd2 = (μ1,d2, μ2,d2, …, μd2,d2) les vecteurs ordonnés des valeurs 

propres des matrices cardinales de Fermat-Catalan (ou matrices cardinales standard) obtenus par la méthode de la diagonale 

principale ou par incrémentation de k dans μk,d = 1+d.∑r e
(-2πi/p).g^(k-1+r.d)

.  

Nous nous plaçons dans le cas p = 1 mod 2d. 

Posons : 

Δμi,d = μi,d-μi,d1-μi,d2          (53) 
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A partir des relations (16.2) et suivantes de l’exercice 5, nous tirons immédiatement : 

 

(si(m = 1 mod d,d-1,-1)) = 
(∑ μi,d.μi+m-1,d)    

p.d 
 

Les sommes portent ici respectivement sur i = 0 à (p-1)/d1-1, i = 0 à (p-1)/d2-1 et i = 0 à (p-1)/d-1. 

Soit encore : 

(tm,d1) = 
(∑ μi,d1.μi+m-1,d1)        (54)  

p.d1 
et 

(tm,d2) = 
(∑ μi,d2.μi+m-1,d2)        (55) 

p.d2 
mais toujours 

(si(m = 1 mod d,d-1,-1)) = 
(∑ μi,d.μi+m-1,d)         (56) 

p.d 
 

Alors la somme portant sur i = 1 à d, il vient : 
 

(tm,d1) = 
(∑ μi,d1.μi+m-1,d)          

p.d 
et 

(tm,d2) = 
(∑ μi,d2.μi+m-1,d)          

p.d 
D’où il résulte : 

(tm,d) = 
(∑ Δμi,d.μi+m-1,d)         (57) 

p.d 
 

La relation (27) établit la relation d’orthogonalité (la somme portant sur i = 1 à d) : 

 

(0) = 
(∑ μi,d1.μi+m-1,d2)          (58) 

p.d 
 

D’où il suit une seconde relation d’orthogonalité : 
 

(0) = 
(∑ μi,d1.Δμi+m-1,d)         (59) 

p.d 
Puis reprenant (57) : 

(tm,d) = 
(∑ Δμi,d.Δμi+m-1,d)         (60) 

p.d 
 

Cette dernière relation peut se réécrire sous forme matricielle : 

 

p.d.[td] = [Δμi,d]
2
         (61) 

 

où la matrice [Δμi,d] est une matrice circulaire gauche construite à partir du vecteur colonne à d composantes (Δμi,d).  
 

Des relations (54) et (55), la somme portant sur i = 1 à d, il vient également immédiatement : 

 

(tm,d) = 
(∑ μi,d1.μi+m-1,d1.μi,d2.μi+m-1,d2)         (62) 

p2.d 
 

Cette dernière relation peut se réécrire sous forme matricielle : 

 

[td] = 
[μi,d1.μi,d2]

2
 
 

p2.d 
 

où la matrice [μi,d1.μi,d2] est une matrice circulaire gauche construite à partir du vecteur colonne à d composantes (μi,d1.μi,d2).  

Ceci s’écrit encore en utilisant la relation (61) : 
 

p.d.[td] = [ 
μi,d1.μi,d2 ]

2
 = [Δμi,d]

2
      (63) 

√p 
 

Exemple d  = 12 = 4.3 (à la séquence p = 97). 
 

Nous vérifions [Δμi,d]
2
 = p.d.[td] en construisant Δμi et les produits Δμi.Δμi+m.  
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Δμi Δμi+1 Δμi+2 Δμi+3 Δμi+4 Δμi+5 Δμi+6 Δμi+7 Δμi+8 Δμi+9 Δμi+10 Δμi+11 

20,859 -2,7717 10,1169 -51,098 -24,089 -22,9 4,56743 41,5448 3,22987 25,6715 -14,684 9,55313 
Δμi.Δμi Δμi.Δμi+1 Δμi.Δμi+2 Δμi.Δμi+3 Δμi.Δμi+4 Δμi.Δμi+5 Δμi.Δμi+6 Δμi.Δμi+7 Δμi.Δμi+8 Δμi.Δμi+9 Δμi .Δμi+10 Δμi .Δμi+11 

435,099 -57,814 211,028 -1065,9 -502,47 -477,67 95,2721 866,585 67,3719 535,483 -306,3 199,269 
7,68209 -28,04 141,626 66,7662 63,4706 -12,659 -115,15 -8,9521 -71,153 40,6999 -26,478 -57,814 
102,351 -516,95 -243,7 -231,67 46,208 420,304 32,6762 259,715 -148,56 96,6477 211,028 -28,04 

2611 1230,89 1170,14 -233,39 -2122,9 -165,04 -1311,8 750,338 -488,15 -1065,9 141,626 -516,95 
580,275 551,632 -110,02 -1000,8 -77,804 -618,4 353,728 -230,12 -502,47 66,7662 -243,7 1230,89 
524,404 -104,59 -951,37 -73,964 -587,87 336,268 -218,77 -477,67 63,4706 -231,67 1170,14 551,632 
20,8614 189,753 14,7522 117,253 -67,069 43,6332 95,2721 -12,659 46,208 -233,39 -110,02 -104,59 
1725,97 134,184 1066,52 -610,06 396,883 866,585 -115,15 420,304 -2122,9 -1000,8 -951,37 189,753 
10,4321 82,9157 -47,428 30,8554 67,3719 -8,9521 32,6762 -165,04 -77,804 -73,964 14,7522 134,184 
659,027 -376,97 245,243 535,483 -71,153 259,715 -1311,8 -618,4 -587,87 117,253 1066,52 82,9157 
215,628 -140,28 -306,3 40,6999 -148,56 750,338 353,728 336,268 -67,069 -610,06 -47,428 -376,97 
91,2623 199,269 -26,478 96,6477 -488,15 -230,12 -218,77 43,6332 396,883 30,8554 245,243 -140,28 

∑Δμi.Δμi ∑Δμi.Δμi+1 ∑Δμi.Δμi+2 ∑Δμi.Δμi+3 ∑Δμi.Δμi+4 ∑Δμi.Δμi+5 ∑Δμi.Δμi+6 ∑Δμi.Δμi+7 ∑Δμi.Δμi+8 ∑Δμi.Δμi+9 ∑Δμi .Δμi+10 ∑Δμi .Δμi+11 

6.97.12 1.97.12 1.97.12 -2.97.12 -3.97.12 1.97.12 -2.97.12 1.97.12 -3.97.12 -2.97.12 1.97.12 1.97.12 

 

Lorsque p = 1+d mod 2d, des évolutions sont à prendre en compte dans les écritures d’indices précédentes. 

 

22. Matrice constructive de séquence 
 

22.1. Définition 

 

Soit une matrice circulante gauche [s’d] de dimension d à composantes entières telle que : 

 

[s’d].[s’d] = p.d.[td] (64) 

 

La matrice [s’d] est appelée matrice constructive de séquence si, de plus, nous imposons les deux contraintes : 

 

p = 1 mod d  

(s’d) = -(t’d) mod d 

(65) 

(66) 

 

La notion de séquence intervient ici à travers du facteur p qui est un nombre premier.  

Alternativement, nous pouvons également utiliser :  

 

(s’d) = (t’d) mod d             (67) 

 

Il existe des matrices solutions de [s’d].[s’d] = p.d.[td] qui ne respecte pas la relation (s’d) = -(t’d) mod d (ou (s’d) = (t’d) mod 

d) ou/et la contrainte p = 1 mod d. 

 

22.2. Identités annexes 
 

Ces identités ne sont données qu’à titre d’information. 

Nous observons : 

[s’d].[sd] = p.d.[t’d] 

[s’d].[td] = [sd].[t’d] = d.[s’d] 

[s’d].[t’d] = [sd].[td] = d.[sd] 

 [td].[s’d] = d.[s’d] 

[td] .[sd] = d.[sd] 

(68) 

 

Nota important  
 

Les matrices circulantes gauche et droite précédentes ne commutent pas.  

 

     [sd].[s’d] ≠ [s’d].[sd]            (69) 

 

Nous observons également sur des exemples numériques que : 

  

[sd].[sd] ≠ p.d.[td] 

[sd].[s'd] ≠ p.d.[t’d] 

et 

[t’d] .[s’d] ≠ d.[sd] 

 [t’d] .[sd] ≠ d.[s’d] 

(70) 

 

Ce point oblige à une vigilance permanente lorsque les problèmes littéraux sont posés et à retenir la matrice constructive 

gauche comme outil de référence (à gauche d’un produit de matrices).    
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22.3. Polynôme et matrice de décomposition 
 

Nous avons proposé dans l’étude du cas 2d l’égalité : 
  

p =  
1 

. ∑ (si,d)
2  

d.(d1-1).(d2-1)  

 

La notion de polynôme de décomposition est une notion incomplète car elle offre de nombreuses solutions qui ne sont pas 

toutes appropriées. L’ensemble des contraintes n’est saisi que par l’égalité matricielle : 
 

[s’d].[s’d] = p.d.[td]      
 

22.4. Non inversion 
 

La matrice constructive de séquence n’est pas inversible.  

En effet, le carré du déterminant de [s’d] vaut p.d fois le déterminant de [td], qui est nul.  

D’où le résultat. 

 

22.5. Existence des matrices constructives de séquence 
 

L’existence d’une matrice circulaire gauche résulte immédiatement de la relation (63) sauf que nous cherchons ici une 

matrice à coefficients entiers ce qui n’est pas imposé a priori par (63). 

 

22.5.1. Cas d = 2
n
 

 

Il est facile de vérifier qu’il n’existe pas de matrice constructive de séquence pour d = 2 (le développement littéral conduit 

au fait qu’un nombre premier a plusieurs facteurs ce qui est absurde). De même, nous n’avons pas pu mettre en évidence de 

telle matrice pour d = 2
n
, ce qui nous amène à penser qu’il n’y en a pas.  

Ceci est le talon d’Achille de la méthode que nous développons par la suite puisque cela empêche une généralisation 

complète.   

 

22.5.2. Cas d = ∏ pk
i
 

 

Lorsque pk est un nombre premier impair, les équations mises en jeu sont : 

  

∑ si,d
2
 = d.(d-1).p  

i = 1 à d 
 

∑ si,d.si+j,d = -d.p (j constante ≠ 0) 

i = 1 à d 

              (71) 

 

Revenons sur les propriétés 16.i de l’exercice 4 (voir page 111) : 

 

Σ μi,d*.μi,d = (d-1).d.p 

Σ μk+1-I,d*.μk+1-j,d = -d.p 

Σ μk,d.μk+1+(p-1)/2,d = (d-1).d.p 

Σ μk,d.μk+1-I,d = -d.p 

 

Malgré des seconds membres identiques à ceux des équations (71), ces relations ne permettent pas d’accéder aux 

quantifications entières souhaitées. Nous adoptons les alternatives suivantes : 

 

Si p = 1 mod 2d, d impair 

 2d   

sk,2d =  ∑  (-1)
i-1

.μi,2d.μi+k,2d               (72) 

 i = 1                    2.d.√p  

et  

sk,d = sk,2d+sk+d,2d                                           (73) 
 

Si p = 1+d mod 2d, d impair 

 d   

sk,d = 2. ∑  (-1)
i-1

.Re(μi,d).Im(μi+k,d)               (74) 

 i = 1                    d.√p  

 

La première expression est proposée plus haut (relation 39 du présent exercice). L’autre est une conjecture de plus. 

 

Si d pair 

 

Lorsque d = 2
n
.∏ pk

i
, n > 1, la manière de caractériser habilement (sd) reste un  sujet ouvert.  
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Exemple  

 

Nous donnons quelques exemples pour fixer les idées dans le cas d = 3
k
. 

 
p 109 433 541 757 1297 1621 7129 7237 

s1,3 -2 -2 46 -26 46 -26 154 -170 

s2,3 19 -35 -29 -29 25 79 -137 79 

s3,3 -17 37 -17 55 -71 -53 -17 91 

s1,9 -8 -8 -8 -8 -8 -8 136 -296 

s2,9 37 -89 19 -53 73 1 199 19 

s3,9 19 109 19 199 19 -17 19 -233 

s4,9 -17 73 163 19 109 -197 199 -17 

s5,9 1 -17 -89 -53 19 109 -629 -89 

s6,9 -71 19 -53 -17 -269 37 -53 19 

s7,9 19 -71 -17 -89 37 127 127 -197 

s8,9 19 1 -17 19 -17 127 19 307 

s9,9 1 -17 -17 -17 37 -179 -17 487 

s1,27 -26 -26 190 -26 190 190 -134 -458 

s2,27 -53 1 55 109 109 -161 163 109 

s3,27 1 109 1 217 217 217 55 325 

s4,27 -107 163 271 55 109 -539 -269 271 

s5,27 1 1 1 -107 163 -53 -1079 271 

s6,27 -53 109 -269 1 -323 -53 -485 379 

s7,27 55 -215 55 -269 163 271 163 -593 

s8,27 1 -53 -161 -53 109 1 1 -107 

s9,27 1 -161 -53 -161 109 -485 325 -107 

s10,27 -53 -107 -53 -161 -107 -161 -485 55 

s11,27 55 1 55 109 -107 109 109 271 

s12,27 55 163 109 217 -53 -161 1 -1133 

s13,27 1 -53 55 -53 163 -107 487 163 

s14,27 -53 -53 -215 -161 325 325 -431 -377 

s15,27 -53 -53 1 -53 -323 217 1 -161 

s16,27 1 55 -53 55 -53 109 55 -161 

s17,27 55 -53 109 1 55 379 -215 595 

s18,27 -53 1 -53 1 -107 -107 -863 595 

s19,27 55 109 -161 163 -107 -53 1027 -485 

s20,27 109 -269 -53 -377 217 55 325 -323 

s21,27 1 55 -53 163 -107 -107 1 109 

s22,27 55 109 163 55 55 55 379 -485 

s23,27 55 1 -53 109 -431 55 -377 -161 

s24,27 -107 1 109 1 -161 -53 325 -161 

s25,27 1 -53 -53 -53 1 1 163 163 

s26,27 1 109 1 109 -215 1 271 433 

s27,27 55 109 55 109 109 55 487 973 

 

Nous avons bien ici [s’d]
2
 = p.d.[td].  

 

22.6. Recherche systématique des matrices constructives de séquence par incrément 

 

Une recherche systématique par essais et erreurs des matrices constructives de séquence par incrément entier est simple par 

le principe mais difficile dans l’application, car le nombre de matrices à tester augmente exponentiellement avec d. Lorsque 

d est impair, il est autrement plus pratique d’utiliser les valeurs propres (voir paragraphe précédent).  

Lorsque d est pair, d’autres alternatives sont à rechercher.  

 

22.7. Propriété d’annulation 

 

Par héritage de propriété d’annulation (relation 51 du présent exercice) de la matrice fondatrice de l’environnement, la 

somme des composantes d’une matrice constructive de séquence espacées de n positions est nulle lorsque n est un diviseur 

de l’environnement d. 

Ainsi (démonstration ouverte):    

∑ (s'i,d) = 0            (75) 

i = c mod n 

n \ d 
 

22.8. Cas d = 6 

 

Il s’agit du cas le plus simple à envisager et, en effet, il l’est. 

Les éléments de la première colonne de la matrice d’environnement [t6] sont : 

 



 

P 224/394              Facteurs d’abondance de Fermat-Catalan 

 t1 t2 t3 t4 t5 t6 

 Tous p 2 1 -1 -2 -1 1 

 

Montrons ensuite comment s’implémente l’ensemble des matrices constructives de séquence. 

Nous considérons la décomposition en entiers naturels (donc positifs) de la séquence p. 

 

p = a
2
+a.b+b

2 

 

Cette décomposition est unique à l’échange de a et b près. Lorsque le choix suivant sur les combinaisons possibles modulo 

6 de a et b est fait, cet échange n’est plus à considérer : 

 

Famille (a mod6, b mod 6) 
1 (4,3) ou (0,5) 

2 (1,5) 

3 (1,0) ou (3,2) 
4 (4,5) 

5 (1,3) ou (3,5) 
6 (1,2) 

 

Nous pouvons alors réécrire p (entre autres) sous les formes : 

 

p = ((a+2b)
2
+(2a+b)

2
+(a-b)

2
+(-(a+2b))

2
+(-(2a+b))

2
+(-(a-b))

2
)/12 

p = ((a+2b).(2a+b)+(2a+b).(a-b)+(a-b).(-(a+2b))+(-(a+2b)).(-(2a+b))+(-(2a+b)).(-(a-b))+(-(a-b)).(a+2b))/6 

 

Alors la première colonne des matrices constructives de séquence p peut être donnée, entre autres possibilités, par la règle 

suivante (et le tableau suivant) : 

 

Famille (s’6)1 (s’6)2 (s’6)3 (s’6)4 (s’6)5 (s’6)6 

1 a+2b 2a+b a-b -(a+2b) -(2a+b) -(a-b) 

2 -(a-b) a+2b 2a+b a-b -(a+2b) -(2a+b) 
3 -(2a+b) -(a-b) a+2b 2a+b a-b -(a+2b) 

4 -(a+2b) -(2a+b) -(a-b) a+2b 2a+b a-b 
5 a-b -(a+2b) -(2a+b) -(a-b) a+2b 2a+b 

6 2a+b a-b -(a+2b) -(2a+b) -(a-b) a+2b 

 

22.9. Conservation des moyennes des composantes 

 

Soit un environnement d non premier. Soit d1 un diviseur de d et tel que (d/d1,d1) ≠ 1. La moyenne des sommes modulo d1 

des composantes de la matrice de l’environnement d donne la matrice de l’environnement d/d1.  

Par exemple, considérons l’environnement d = 12 et d1 = 6. 

 

 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 

 Tous p 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 

 

Nous effectuons les sommes ∑ ti mod 6, i variant modulo 6. Alors : 

 

 (1/2).∑ t1 mod 6 (1/2).∑ t2 mod 6 (1/2).∑ t3 mod 6 (1/2).∑ t4 mod 6 (1/2).∑ t5 mod 6 (1/2).∑ t6 mod 6 

 Tous p (6-2)/2 = 2 (1+1)/2 = 1 (1-3)/2 = -1 (-2-2)/2 = -2 (-3+1)/2 = -1 (1+1)/2 = 1 
 

Il s’agit bien de la première colonne de la matrice fondatrice de l’environnement 6. 

La propriété se répand à la matrice constructive de séquence. Pour une séquence donnée, lorsque nous considérons la 

matrice constructive de dimension d et la matrice constructive de dimension d1, les composantes de la seconde s’obtiennent 

par simple moyenne modulo d/d1 des composantes de la première. Cette propriété est exploitée bien sûr à rebours, c’est-à-

dire que nous cherchons les éléments de la matrice de dimension d à partir de celle de dimension d1 par l’étude des 

variations induites.    

 

Exemple : Recherche des solutions littérales dans l’environnement d = 12 

 

Cas p = 1+2k.d 
 

Les entiers de la matrice [sd] sont évalués par tâtonnements : 

 

p s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 

73 42 -1 -1 2 -9 23 -22 -13 -33 -22 23 11 
97 -30 23 11 50 3 -1 2 -13 27 -22 -13 -37 

193 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 
241 -30 -61 -25 -46 39 -13 2 -1 -9 74 23 47 
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p s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 

313 -30 11 -13 -70 -9 -37 74 59 39 26 -61 11 
337 -30 23 -61 2 27 47 98 -13 3 -70 -37 11 
409 42 -1 71 50 -33 -25 -118 -13 -9 26 47 -37 
433 66 59 71 50 -69 -13 -70 11 3 -46 -1 -61 
457 -6 83 23 74 -33 11 26 -1 39 -94 -49 -73 
577 42 -37 -37 -142 -9 -13 50 59 -33 50 -13 83 
601 -6 71 59 122 -33 -1 -46 -25 39 -70 -13 -97 
1129 42 83 107 146 -69 -13 -118 -25 27 -70 11 -121 
1153 -30 -121 23 -70 39 -73 -94 11 -9 194 71 59 

             
s mod 12 6 11 11 2 3 11 2 11 3 2 11 11 
t mod 12 6 1 1 10 9 1 10 1 9 10 1 1 
s+t mod 

12 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Appliquons les moyennes espacées modulo 6 : 

 
p (s1+s7)/2 (s2+s8)/2 (s3+s9)/2 (s4+s10)/2 (s5+s11)/2 (s6+s12)/2 (s7+s1)/2 (s8+s2)/2 (s9+s3)/2 (s10+s4)/2 (s11+s5)/2 (s12+s6)/2 

73 10 17 7 -10 -17 -7 10 17 7 -10 -17 -7 
97 -14 -19 -5 14 19 5 -14 -19 -5 14 19 5 
193 -2 23 25 2 -23 -25 -2 23 25 2 -23 -25 
241 -14 17 31 14 -17 -31 -14 17 31 14 -17 -31 
313 22 -13 -35 -22 13 35 22 -13 -35 -22 13 35 
337 34 29 -5 -34 -29 5 34 29 -5 -34 -29 5 
409 -38 -31 7 38 31 -7 -38 -31 7 38 31 -7 
433 -2 -37 -35 2 37 35 -2 -37 -35 2 37 35 
457 10 -31 -41 -10 31 41 10 -31 -41 -10 31 41 
577 46 35 -11 -46 -35 11 46 35 -11 -46 -35 11 
601 -26 -49 -23 26 49 23 -26 -49 -23 26 49 23 

1129 -38 -67 -29 38 67 29 -38 -67 -29 38 67 29 
1153 -62 -7 55 62 7 -55 -62 -7 55 62 7 -55 

 

Nous retrouvons bien les composantes du cas d = 6. Passons aux variations (Δsi = si-(si+si+6)/2) : 

 
p Δs1 Δs2 Δs3 Δs4 Δs5 Δs6 Δs7 Δs8 Δs9 Δs10 Δs11 Δs12 

73 32 6 16 12 -16 6 -32 -6 -16 -12 16 -6 
97 -16 18 -8 36 8 18 16 -18 8 -36 -8 -18 
193 -28 24 -14 48 14 24 28 -24 14 -48 -14 -24 
241 -16 -30 -8 -60 8 -30 16 30 8 60 -8 30 
313 -52 -24 -26 -48 26 -24 52 24 26 48 -26 24 
337 -64 18 -32 36 32 18 64 -18 32 -36 -32 -18 
409 80 6 40 12 -40 6 -80 -6 -40 -12 40 -6 
433 68 24 34 48 -34 24 -68 -24 -34 -48 34 -24 
457 -16 42 -8 84 8 42 16 -42 8 -84 -8 -42 
577 -4 -48 -2 -96 2 -48 4 48 2 96 -2 48 
601 20 48 10 96 -10 48 -20 -48 -10 -96 10 -48 

1129 80 54 40 108 -40 54 -80 -54 -40 -108 40 -54 
1153 32 -66 16 -132 -16 -66 -32 66 -16 132 16 66 

 

De toute évidence (dans un cadre conjectural), les variations se présentent sur ces séquences de manière très simple : 

    

 Δs1 Δs2 Δs3 Δs4 Δs5 Δs6 Δs7 Δs8 Δs9 Δs10 Δs11 Δs12 

p 4u 2v 2u 4v -2u 2v -4u -2v -2u -4v 2u -2v 

 

Nous appliquons alors p.d.(d1-1).(d1-1) = ∑ (sd ,i)
2
 au cas d = 12 = 3.4 et d = 6 = 3.2.  

Il vient 72p = ∑ (s12 ,i)
2
 et 24p = ∑ (s6,i)

2
.  

Puis le tableau : 

 

Fam. 
(s12)1 = 

(s6)1+Δs1 

(s12)2 =  

(s6)2+Δs2 

(s12)3 =  

(s6)3+Δs3 

(s12)4 =  

(s6)4+Δs4 

(s12)5 =  

(s6)5+Δs5 

(s12)6 =  

(s6)6+Δs6 

(s12)7 =  

(s6)1+Δs7 

(s12)8 =  

(s6)2+Δs8 

(s12)9 =  

(s6)3+Δs9 

(s12)10 =  

(s6)4+Δs10 

(s12)11 =  

(s6)5+Δs11 

(s12)12 =  

(s6)6+Δs12 

1 a+2b+4u 2a+b+2v a-b+2u -(a+2b)+4v -(2a+b)-2u -(a-b)+2v a+2b-4u 2a+b-2v a-b-2u -(a+2b)-4v -(2a+b)+2u -(a-b)-2v 

2 -(a-b)+4u a+2b+2v 2a+b+2u a-b+4v -(a+2b)-2u -(2a+b)+2v -(a-b)-4u a+2b-2v 2a+b-2u a-b-4v -(a+2b)+2u -(2a+b)-2v 

3 -(2a+b)+4u -(a-b)+2v a+2b+2u 2a+b+4v a-b-2u -(a+2b)+2v -(2a+b)-4u -(a-b)-2v a+2b-2u 2a+b-4v a-b+2u -(a+2b)-2v 

4 -(a+2b)+4u -(2a+b)+2v -(a-b)+2u a+2b+4v 2a+b-2u a-b+2v -(a+2b)-4u -(2a+b)-2v -(a-b)-2u a+2b-4v 2a+b+2u a-b-2v 

5 a-b+4u -(a+2b)+2v -(2a+b)+2u -(a-b)+4v a+2b-2u 2a+b+2v a-b-4u -(a+2b)-2v -(2a+b)-2u -(a-b)-4v a+2b+2u 2a+b-2v 

6 2a+b+4u a-b+2v -(a+2b)+2u -(2a+b)+4v -(a-b)-2u a+2b+2v 2a+b-4u a-b-2v -(a+2b)-2u -(2a+b)-4v -(a-b)+2u a+2b-2v 

 

Pour la somme des carrés des composantes de (s12), les expressions en a.u, a.v, b.u et b.v s’éliminent. Il reste ainsi les carrés 

issus de l’environnement d = 6 et les carrés issus des variations. Ainsi : 

 

∑ (si,12)
2
 = 72p = 24p+(4u)

2
+(2v)

2
+(2u)

2
+(4v)

2
+(-2u)

2
+(2v)

2
+(-4u)

2
+(-2v)

2
+(-2u)

2
+(-4v)

2
+(2u)

2
+(-2v)

2
 

 

Puis : 

p = u
2
+v

2
 

 

Ceci montre bien la cohérence des hypothèses et la simplicité des assemblages.  
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En effet, résumons la situation. La décomposition précédente intéresse les séquences 1 mod 4. 

Les éléments des composantes des matrices constructives de séquence pour l’environnement 12 = 3.4 sont générées par une 

lignée p = 1 mod 3 (soit p = 1 mod 6) et une lignée p = 1 mod 4. D’où les deux décompositions génératrices : 

 

 p = 1 mod 4  p = u
2
+v

2
 

 p = 1 mod 6  p = a
2
+a.b+b

2
 

=
>

 

 p = 1 mod 12 

 p = u
2
+v

2
  

 et 

 p = a
2
+a.b+b

2
 

 

Nous avons établi plus haut les règles pour (a,b). Pour (u,v), ces règles sont (pour que la conjecture tienne) : 

 

 v = 0 mod 3 

 signe(u) = (-1)
abs(u) mod 3

  

signe(v) = ? (expression à trouver) 

 
p a b u v familles 

73 1 8 8 3 6 
97 3 8 -4 9 3 

193 7 9 -7 12 5 
241 1 15 -4 -15 5 
313 16 3 -13 -12 1 
337 13 8 -16 9 6 
409 15 8 20 3 3 
433 13 11 17 12 2 
457 7 17 -4 21 2 
577 19 8 -1 -24 6 
601 1 24 5 24 3 
1129 3 32 20 27 3 
1153 16 23 8 -33 4 

 

Exemple : Recherche des solutions littérales dans l’environnement d = 24 

 

Nous pouvons continuer le procédé à rebours en partant de d = 12. Cependant, malgré des débuts prometteurs de simplicité, 

la perspective se complique singulièrement pour d = 24, car p n’est plus décomposé seulement suivant des couples de 

variables (u,v) et (a,b), mais également un système à huit variables d’entiers. 

 

a1 a2 a3 a4 

a5 a6 a7 a8 

a9 = -a1+a5 a10 = -a2+a6 a11 = -a3+a7 a12 = -a4+a8 
a13 = -a1 a14 = -a2 a15 = -a3 a16 = -a4 

a17 = -a5 a18 = -a6 a19 = -a7 a20 = -a8 
a21 = -a9 a22 = -a10 a23 = -a11 a24 = -a12 

 

Ce handicap est récurrent dans les applications. 

 

22.10.  Propriété d’éclatement 

 

Nous souhaiterions déduire par une méthode simple l’expression des matrices constructives de séquence pour d = 3
k+1

 à 

partir de celle pour d =3
k
 lorsque (s’d) = -(t’d) mod d. Il ne semble pas possible malheureusement de trouver une procédure 

élémentaire (telle que celle relative aux « fausses matrices » développées plus bas). Nous nous replions sur un certain 

nombre de propriétés comme première piste de résolution. 

Nous avons avec l’indice i mod 3
k
 : 

s’i,3^k = (s’i,3^(k+1)+s’i+3^k,3^(k+1)+s’i+2.3^k,3^(k+1))/3 

 

Reprenons les valeurs du tableau et examinons d’autres rapports : 

 
 (p-1)/27 4 16 20 28 48 60 264 268 

(s1,3-1)/3 -1 -1 15 -9 -9 15 51 -57 

(s2,3-1)/3 6 -12 -10 -10 26 8 -46 26 

(s3,3-1)/3 -6 12 -6 18 -18 -24 -6 30 

[s’3]
2

1 73 289 361 505 865 1081 4753 4825 

[s’3]
2

i > 1 -36 -144 -180 -252 -432 -540 -2376 -2412 

(s1,9-1)/9 -1 -1 -1 -1 -1 -1 15 -33 

(s2,9-1)/9 4 -10 2 -6 0 8 22 2 

(s3,9-1)/9 2 12 2 22 -2 2 2 -26 

(s4,9-1)/9 -2 8 18 2 -22 12 22 -2 

(s5,9-1)/9 0 -2 -10 -6 12 2 -70 -10 
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(s6,9-1)/9 -8 2 -6 -2 4 -30 -6 2 

(s7,9-1)/9 2 -8 -2 -10 14 4 14 -22 

(s8,9-1)/9 2 0 -2 2 14 -2 2 34 

(s9,9-1)/9 0 -2 -2 -2 -20 4 -2 54 

[s’9]
2

1 97 385 481 673 1153 1441 6337 6433 

[s’9]
2

i > 1 -12 -48 -60 -84 -144 -180 -792 -804 

(s1,27-1)/27 -1 -1 7 -1 7 7 -5 -17 

(s2,27-1)/27 -2 0 2 4 -6 4 6 4 

(s3,27-1)/27 0 4 0 8 8 8 2 12 

(s4,27-1)/27 -4 6 10 2 -20 4 -10 10 

(s5,27-1)/27 0 0 0 -4 -2 6 -40 10 

(s6,27-1)/27 -2 4 -10 0 -2 -12 -18 14 

(s7,27-1)/27 2 -8 2 -10 10 6 6 -22 

(s8,27-1)/27 0 -2 -6 -2 0 4 0 -4 

(s9,27-1)/27 0 -6 -2 -6 -18 4 12 -4 

(s10,27-1)/27 -2 -4 -2 -6 -6 -4 -18 2 

(s11,27-1)/27 2 0 2 4 4 -4 4 10 

(s12,27-1)/27 2 6 4 8 -6 -2 0 -42 

(s13,27-1)/27 0 -2 2 -2 -4 6 18 6 

(s14,27-1)/27 -2 -2 -8 -6 12 12 -16 -14 

(s15,27-1)/27 -2 -2 0 -2 8 -12 0 -6 

(s16,27-1)/27 0 2 -2 2 4 -2 2 -6 

(s17,27-1)/27 2 -2 4 0 14 2 -8 22 

(s18,27-1)/27 -2 0 -2 0 -4 -4 -32 22 

(s19,27-1)/27 2 4 -6 6 -2 -4 38 -18 

(s20,27-1)/27 4 -10 -2 -14 2 8 12 -12 

(s21,27-1)/27 0 2 -2 6 -4 -4 0 4 

(s22,27-1)/27 2 4 6 2 2 2 14 -18 

(s23,27-1)/27 2 0 -2 4 2 -16 -14 -6 

(s24,27-1)/27 -4 0 4 0 -2 -6 12 -6 

(s25,27-1)/27 0 -2 -2 -2 0 0 6 6 

(s26,27-1)/27 0 4 0 4 0 -8 10 16 

(s27,27-1)/27 2 4 2 4 2 4 18 36 

[s’27]
2
1 105 417 521 729 1249 1561 6865 6969 

[s’27]
2
i > 1 -4 -16 -20 -28 -48 -60 -264 -268 

 

La généralisation de ces rapports au cas d = pi
k+1

 est élémentaire. Leur exploitation est une autre affaire. 

 

22.11. Dénombrement des solutions  
 

Le nombre de solutions pour la matrice constructive est un multiple de d.φ(d), redondances comprises. En effet, la 

permutation circulaire d’une solution est également solution (d’où le facteur d). Par ailleurs, il existe φ(d) solutions 

correspondant à chacune des permutations précédentes qui s’obtiennent à partir du premier vecteur colonne en pointant les 

composantes avec un pas premier avec d. 

 

22.11.1. Méthode du pas premier avec l’environnement  
 

Les nombres {1,2,4,7,8,11,13,14} sont premiers avec d = 15. 

L’une des solutions (s'15) pour la séquence p = 61 est la première colonne du tableau qui suit. Les autres solutions s’en 

déduisent aux pas indiqués.  
 

Pas 1 2 4 7 8 11 13 14 

(s’15) 

 

-23 -23 -23 -23 -23 -23 -23 -23 
-31 -16 -1 29 -16 44 -16 -16 
-16 -1 -16 -16 -31 29 44 -16 
32 -13 -13 -13 17 32 17 -13 
-1 -16 -31 -16 -16 -16 29 44 
4 19 4 4 19 19 4 19 

-13 -13 17 -13 32 -13 32 17 
29 -16 -16 -1 44 -16 -31 -16 
-16 -31 -16 44 -1 -16 -16 29 
17 32 -13 32 -13 17 -13 -13 
19 4 19 19 4 4 19 4 
44 29 -16 -16 -16 -31 -16 -1 
-13 17 32 17 -13 -13 -13 32 
-16 44 29 -31 -16 -16 -1 -16 
-16 -16 44 -16 29 -1 -16 -31 

 

Les autres solutions de cette famille sont trouvées en effectuant quinze permutations circulaires de ce tableau. 

 

22.11.2. Redondances  
 

Suivant les valeurs des solutions, des redondances apparaissent diminuant de fait le nombre réel de solutions. Examinons le 

cas d = 15,  p = 211.  
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Pas 1 2 4 7 8 11 13 14 

(s’15) 
 

-38 -38 -38 -38 -38 -38 -38 -38 
-31 -31 -1 -31 44 -31 44 -1 
-31 -1 44 -1 -31 -31 -31 44 
-88 62 62 62 2 -88 2 62 
-1 44 -31 44 -31 -1 -31 -31 
19 19 19 19 19 19 19 19 
62 62 2 62 -88 62 -88 2 
-31 -1 44 -1 -31 -31 -31 44 
44 -31 -31 -31 -1 44 -1 -31 
2 -88 62 -88 62 2 62 62 

19 19 19 19 19 19 19 19 
-31 -31 -1 -31 44 -31 44 -1 
62 2 -88 2 62 62 62 -88 
44 -31 -31 -31 -1 44 -1 -31 
-1 44 -31 44 -31 -1 -31 -31 

 

La solution au pas 7 se confond avec celle au pas 2, le pas 11 avec 1, le pas 13 avec 8, le pas 14 avec 4. 

 

22.11.3. Variations avec la séquence  
 

Nous donnons les solutions pour les matrices constructives de séquence, gauches, avec les contraintes (s’d) = -(t’d) mod d.  

Nous avons 8 solutions distinctes (s’15) pour la séquence p = 31 et 16 solutions pour la séquence p = 61. Les opposés sont 

bien sûr également solutions. Le nombre de solutions dépend de la séquence ce qui n’est peut-être pas, a priori, le cas 

quand les contraintes modulo d sont éliminées.  
 

p = 31        p = 61               
7 7 7 7 7 7 7 7  -23 -23 -23 -23 -23 -23 -23 -23 -8 -8 22 22 22 22 52 52 

-31 -16 -16 -1 14 14 14 29  -31 -16 -16 29 -16 -16 -1 44 -31 29 -16 -1 -1 29 -1 14 
-16 -1 29 14 -31 -16 14 14  -16 -16 -31 -16 -1 44 -16 29 -31 29 29 -16 -1 -1 14 -1 
-13 2 17 -13 -13 17 -13 2  32 -13 17 -13 -13 17 -13 32 2 2 2 2 -58 32 -13 -13 
29 14 14 14 -16 -1 -16 -31  -1 44 -16 -16 -16 29 -31 -16 -31 29 -1 29 -16 -1 -1 14 
4 -11 -11 4 -11 4 -11 4  4 19 19 4 19 4 4 19 4 4 -11 -11 -11 -11 -56 4 

17 -13 2 -13 -13 2 17 -13  -13 17 32 -13 -13 32 17 -13 2 2 32 2 2 -58 -13 -13 
14 14 -16 -31 14 29 -16 -1  29 -16 44 -1 -16 -31 -16 -16 29 -31 29 -16 -1 -1 -1 14 
14 14 -31 -16 29 14 -1 -16  -16 29 -1 44 -31 -16 -16 -16 -31 29 -1 -1 29 -16 14 -1 
-13 17 -13 2 2 -13 -13 17  17 -13 -13 32 32 -13 -13 17 2 2 2 -58 32 2 -13 -13 
-11 4 4 -11 4 -11 4 -11  19 4 4 19 4 19 19 4 4 4 -11 -11 -11 -11 4 -56 
14 29 14 14 -1 -16 -31 -16  44 -1 -16 -16 29 -16 -16 -31 29 -31 -16 -1 -1 29 14 -1 
2 -13 -13 17 17 -13 2 -13  -13 32 -13 17 17 -13 32 -13 2 2 -58 32 2 2 -13 -13 
-1 -16 14 29 -16 -31 14 14  -16 -16 -16 -31 44 -1 29 -16 29 -31 -1 -1 29 -16 -1 14 
-16 -31 -1 -16 14 14 29 14  -16 -31 29 -16 -16 -16 44 -1 29 -31 -1 29 -16 -1 14 -1 

 

22.12. Solutions non cohérentes 
 

Nous mettons en évidence des matrices solutions de [ns’d].[ns’d] = p.d.[td] qui ne respectent pas la relation (ns’d) = (t’d) mod 

d (ou (ns’d) = -(t’d) mod d). Le lecteur notera que les matrices de ce type ne peuvent être utilisées pour la recherche des 

matrices [rd]. Ce qui suit est donné ainsi à titre « gratuit ». 

Il est relativement facile d’élaborer des preuves que [ns’d].[ns’d] = d.p.[td] suivant les schémas proposés ci-dessous. 

Cependant, nous n’allons pas nous étendre sur ces démonstrations puisque les matrices [ns’d] ne sont pas appropriées à la 

finalité recherchée.  

 

22.12.1. Cas d = pi
ni

, pi > 2 

 

22.12.1.1. Alternative 1 : Matrices fausses modulantes 

 

(a)  Présentation 

 

Le procédé utilise des matrices que nous appelons « fausses modulantes ».  
 

- pour pk = 3  
 2 -2 1 

Fmod(3) = 2 1 -2 
 -1 1 1 

 

- pour pk = 5  
 2 -4 1 1 1 

 2 1 -4 1 1 

Fmod(5) = 2 1 1 -4 1 

 2 1 1 1 -4 

 -3 1 1 1 1 
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- pour pk   
 2 -(pk-1) 1 1 … 1 1 
 2 1 -(pk-1) 1 … 1 1 

 2 1 1 -(pk-1) … 1 1 

Fmod(pk) = … … … … … … … 

 2 1 1 1 … -(pk-1) 1 

 2 1 1 1 … 1 -(pk-1) 

 -(pk-2) 1 1 1 … 1 1 

 

Nota : La somme de chaque ligne de la matrice fausse modulante est 1. La somme de chaque colonne vaut 0 sauf la 

première colonne qui vaut pk. 

 

(b) Mise en œuvre du procédé 

 

La matrice de dimension d = pi
n
 est déduite de la matrice de dimension pi

n-1
 en utilisant les composantes des lignes 2 à pi

n-1
 

en lignes 2+k.pi
n-1

. Les pi composantes restantes sont fournies par :  

 

(Fmod(pi))
n
.[s’pi] 

 

Exemple 1 
 

Commençons par un exemple pour fixer les idées. Pour p = 7, l’itération successive des valeurs donne (après une recherche 

systématique pour d =3) : 

 
Taille matrice 3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683 59049 177147 531441 1594323 

V1 -5 -17 -8 127 451 208 -3437 -12185 -5624 92791 328987 151840 -2505365 

V2 4 -8 -62 -116 208 1666 3124 -5624 -44990 -84356 151840 1214722 2277604 

V3 1 10 19 -35 -278 -521 937 7498 14059 -25307 -202454 -379601 683281 

 

D’où, par exemple, pour la première colonne de la matrice [ns’9] 
 

(-17, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1) 

et pour la première colonne de la matrice [ns’27] 
 

(-8, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 
 -62, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 

 19, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1) 

ou pour la première colonne de la matrice [ns’81] 

 
(127, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, -62, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 19, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 

 -116, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, -62, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 19, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 

 -35, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, -62, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1, 19, 4, 1, -8, 4, 1, 10, 4, 1) 

etc. 

 

Exemple 2  
 

Pour p = 101 (d = 5
n
), l’itération successive des valeurs donne : 

 
Taille matrice 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 

V1 -31 -51 -326 -3951 1674 98549 161049 1020424 12348549 

V2 4 24 674 -1451 -23326 -10826 -73326 -2104576 4536049 

V3 -11 -176 174 3549 -1451 36049 551674 -542076 -11088951 

V4 29 -76 -826 -826 -10826 -88951 239174 2582924 2582924 

V5 9 124 49 1049 14174 -26451 -385826 -151451 -3276451 

 

D’où, par exemple, pour la première colonne de la matrice [ns’25] 
 

(-51, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9) 

 

et pour la première colonne de la matrice [ns’125] 
 

(-326, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9, 
674, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9, 

174, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9, 

-826, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9, 
49, 4, -11, 29, 9, 24, 4, -11, 29, 9, -176, 4, -11, 29, 9, -76, 4, -11, 29, 9, 124, 4, -11, 29, 9) 

 

Nous pouvons trouver facilement d’autres solutions distinctes en observant que les permutations sont équivalentes ce que 

nous faisions sur la première colonne du tableau donné plus haut, puis en multipliant les colonnes suivantes par la méthode 

de la matrice modulante : 
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Taille matrice 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625 1953125 

V2 4 59 784 -341 -19716 -32216 -204091 -2469716 1045909 

V3 -11 -141 284 4659 2159 14659 420909 -907216 -14579091 

V4 29 -41 -716 284 -7216 -110341 108409 2217784 -907216 

V5 9 159 159 2159 17784 -47841 -516591 -516591 -6766591 

V1 -31 -16 -216 -2841 5284 77159 30284 655284 8858409 

 

D’où pour la première colonne de la matrice [ns’25] : 
 

(59, -11, 29, 9, 31, -141, -11, 29, 9, 31, -41, -11, 29, 9, 31, 159, -11, 29, 9, 31, -16, -11, 29, 9, 31) 

 

22.12.2. Alternative 2 : Sommations simples 

 

(a) Cas d = 3
n
 

 

p 109 163 271 379 433 487 

nsi,3 2 -25 29 29 2 -25 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

nsi,9 8 -100 116 116 8 -100 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  53 26 -55 53 107 -82 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  -55 -1 26 -82 -109 107 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

nsi,27 26 -325 377 377 26 -325 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  53 26 -55 53 107 -82 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  -55 -1 26 -82 -109 107 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  161 53 -136 188 323 -271 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  53 26 -55 53 107 -82 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  -55 -1 26 -82 -109 107 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  -163 -28 107 -217 -325 296 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  53 26 -55 53 107 -82 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

  -55 -1 26 -82 -109 107 

  17 17 -28 8 35 -19 

  -19 8 -1 -37 -37 44 

 

Le passage de la matrice de dimension d = 3
n-1

 à la matrice de dimension 3
n
 se fait par la procédure suivante : reprendre les 

composantes des lignes 2 à 3
n-1

 en lignes 2+k.3
n-1

 à 3
n-1

+k.3
n-1

. Pour les 3 composantes (composantes en gras) en ligne 1, 

1+3
n-1

 et 1+2.3
n-1

, nous adoptons la routine suivante :  

 

(ns’9) = (3a+a, b, c,   

 3b+a, b, c,   

 3c+a, b, c) 

= (4a, b, c,   

 3b+a, b, c,   

 3c+a, b, c) 

 

(ns’27) = (3(4a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c,  

 3(3b+a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c,  

 3(3c+a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c) 

= (13a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c,  

 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c,  

 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c) 
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(ns’81) = = (3.(13a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c 

 3(9b+4a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c 

 3(9c+4a)+a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c) 

 = (40a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c 

 27b+13a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c 

 27c+13a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9b+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c, 9c+4a, b, c, 3b+a, b, c, 3c+a, b, c) 

... 

(ns’3^n) = = (3ns’1, 3^(n-1)+a, (ns’’3^(n-1)), 

 3ns’1+3^(n-2), 3^(n-1)+a, (ns’’3^(n-1)), 

 3ns’1+3^(n-2), 3^(n-1)+a, (ns’’3^(n-1))) 

 

Ici les trois symboles (ns’’3^(n-1)) sont les vecteurs colonne (ns’3^(n-1)) auxquels nous avons retiré la première composante qui 

est remplacée respectivement par 3ns’1, 3^(n-1)+a, 3ns’1+3^(n-2), 3^(n-1)+a et 3ns’1+3^(n-2), 3^(n-1)+a. Dans cette dernière écriture, s’r,k 

est la r
ième

 composante de (ns’k). 

Alors : 

[ns’3^n].[ns’3^n] = 3
n
.p.[t3^n] 

 

(b) Cas d = pk
n
, pk > 3 

  

L’illustration se généralise en utilisant : 

 

ns’1, pi^n 

= pi. 

ns’1, pi^(n-1) 

+a1. 

1 

avec  

ns’1, pi 

=  

a1 

ns’1+pi^(n-1),  pi^n ns’1+pi^(n-2) , pi^(n-1) 1 ns’2, pi a2 

… … …  … 

ns’1+2.pi^(n-1), pi^n  ns’1+2.pi^(n-2) , pi^(n-1) 1 ns’pi, pi api 

 

22.12.2.2. Cas d = ∏pi
ni

 pi > 2 

  

Nous trouvons les fausses matrices constructives de séquence de dimension d à partir des matrices de dimension d i = pi
ni

 

facteurs de d. Procédons d’abord par exemples.  

 

Exemple 1 : d = 15, p = 211  

 

Nous partons de [ns’d].[ns’d] = p.d.[td] pour d = 3. Une solution est la matrice [ns’3] = [s’3] : 

 
29 -16 -13  2  2 -1 -1 

-16 -13 29  = 3.211. -1 2 -1 

-13 29 -16   -1 -1 2 

 

Nous avons d = 3.5 avec (3,5) = 1. Le facteur multiplicatif pour passer de d = 3 à d = 15 est f = 5.  

Nous utilisons le vecteur colonne (ns’3) = (29, -16, -13) sous la forme : 

 
-(f-1). (ns’5) (ns’5) (ns’5) (ns’5) (ns’5) 

-116 29 29 29 29 

64 -16 -16 -16 -16 

52 -13 -13 -13 -13 

 

La somme de chaque ligne est nulle. Nous choisissons alors un pas quelconque premier avec d = 3.5, par exemple pas = 2, 

et nous piochons l’un après l’autre les nombres rencontrés en suivant la diagonale principale en partant du premier élément 

de la matrice précédente (en fait toute diagonale droite ou gauche et tout point de départ peuvent être choisis) dans un 

mouvement modulo 5 en colonne et modulo 3 en ligne.  

Nous obtenons ainsi le vecteur colonne (ns’15) = (-116, -13, -16, 29, -13, 64, 29, -13, -16, 29, 52, -16, 29, -13, -16) et 

vérifions bien : 

 
-116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16  2 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 

-13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116  1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 

-16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13  1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 

29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16  -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 

-13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29  1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 

64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13  -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 

29 -13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64  -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 1 

-13 -16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 =15.211. 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 1 

-16 29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13  1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 -2 

29 52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16  -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 -4 

52 -16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29  -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 1 

-16 29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52  1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 -2 

29 -13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16  -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 1 

-13 -16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29  1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 1 

-16 -116 -13 -16 29 -13 64 29 -13 -16 29 52 -16 29 -13  1 1 -2 1 -4 -2 1 1 -2 -4 1 -2 1 1 8 
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Exemple 2 : d = 105, p = 211  

 

Nous avons d = 3.5.7 = 15.7 avec (15,7) = 1. Nous pouvons utiliser la matrice [ns’15] trouvée précédemment et nous avons 

pour le facteur multiplicatif -(f-1) = 6. 

Nous utilisons le vecteur colonne (ns’15) = (-116, -13, -16, 29, -13, 64, 29, -13, -16, 29, 52, -16, 29, -13, -16) pour former le 

tableau : 
-6(ns’15) (ns’15) (ns’15) (ns’15) (ns’15) (ns’15) (ns’15) 

696 -116 -116 -116 -116 -116 -116 

78 -13 -13 -13 -13 -13 -13 

96 -16 -16 -16 -16 -16 -16 

-174 29 29 29 29 29 29 

78 -13 -13 -13 -13 -13 -13 

-384 64 64 64 64 64 64 

-174 29 29 29 29 29 29 

78 -13 -13 -13 -13 -13 -13 

96 -16 -16 -16 -16 -16 -16 

-174 29 29 29 29 29 29 

-312 52 52 52 52 52 52 

96 -16 -16 -16 -16 -16 -16 

-174 29 29 29 29 29 29 

78 -13 -13 -13 -13 -13 -13 

96 -16 -16 -16 -16 -16 -16 

 

Nous choisissons alors un pas quelconque premier avec d = 3.5.7, par exemple pas = 2, et procédons à un piochage 

analogue au précédent dans un mouvement modulo 7 en colonne et modulo 15 en ligne. Nous obtenons ainsi le vecteur 

colonne  

(ns’105) = (696, -16, -13, 29, -16, 52, 29, 96, -13, 29, 64, -13, 29, -16, 78, 

-116, -16, -13, 29, -16, 52, -174, -16, -13, 29, 64, -13, 29, 96, -13, 

-116, -16, -13, 29, -16, -312, 29, -16, -13, 29, 64, -13, -174, -16, -13, 

-116, -16, -13, 29, 96, 52, 29, -16, -13, 29, 64, 78, 29, -16, -13, 

-116, -16, -13, -174, -16, 52, 29, -16, -13, 29, -384, -13, 29, -16, -13, 

-116, -16, 78, 29, -16, 52, 29, -16, -13, -174, 64, -13, 29, -16, -13, 

-116, 96, -13, 29, -16, 52, 29, -16, 78, 29, 64, -13, 29, -16, -13) 

 

Si, nous choisissons le pas 11, nous tombons sur le même vecteur colonne, mais avec le pas 13, nous obtenons : 

 

(ns’105) = (696, -13, -16, 29, -13, 64, 29, 78, -16, 29, 52, -16, 29, -13, 96, 

 -116, -13, -16, 29, -13, 64, -174, -13, -16, 29, 52, -16, 29, 78, -16, 

 -116, -13, -16, 29, -13, -384, 29, -13, -16, 29, 52, -16, -174, -13, -16,  

-116, -13, -16, 29, 78, 64, 29, -13, -16, 29, 52, 96, 29, -13, -16,  

-116, -13, -16, -174, -13, 64, 29, -13, -16, 29, -312, -16, 29, -13, -16,  

-116, -13, 96, 29, -13, 64, 29, -13, -16, -174, 52, -16, 29, -13, -16,  

-116, 78, -16, 29, -13, 64, 29, -13, 96, 29, 52, -16, 29, -13, -16) 

 

et vérifions bien [ns’105].[ns’105] = 105.211.[t105] où la première colonne de [t105] est :  

 

(t105) = (48, -1, -1, 2, -1, 4, 2, 6, -1, 2, 4, -1, 2, -1, 6, 

-8, -1, -1, 2, -1, 4, -12, -1, -1, 2, 4, -1, 2, 6, -1, 

-8, -1, -1, 2, -1, -24, 2, -1, -1, 2, 4, -1,  -12, -1, -1, 

-8, -1, -1, 2, 6, 4, 2, -1, -1, 2, 4, 6, 2, -1, -1,  

-8, -1, -1, -12, -1, 4, 2, -1, -1, 2, -24, -1, 2, -1, -1, 

-8, -1, 6, 2, -1, 4, 2, -1, -1, -12, 4, -1, 2, -1, -1,  

-8, 6, -1, 2, -1, 4, 2, -1, 6, 2, 4, -1, 2, -1, -1) 
 

22.12.2.3. Cas d = 2
n
.∏pi

ni
 

  

Il n’existe pas, a priori, de fausses (ou vraies) matrices constructives de séquence dans le cas d = 2
n
. Ceci ne signifie pas 

qu’il n’en soit de même pour d = 2
n
.∏pi

ni
, pi > 2, bien au contraire. Donnons quelques exemples. 

 

Exemple 1 : d = 72, p = 433  

 

Nous avons d = 3
2
.2

3
. Nous partons de [ns’3].[ns’3] = 433.3.[t3] pour lequel nous trouvons par recherche directe 

 
37 -2 -35  2  2 -1 -1 

-2 -35 37  = 3.433. -1 2 -1 

-35 37 -2   -1 -1 2 

 

La matrice modulante nous donne : 
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43  2 -2 1 37 

142 =  2 1 -2 -2 

-74  -1 1 1 -35 

 

Nous en tirons le vecteur colonne : 

(ns’9) = (43, -2, -35, 142, -2, -35, -74, -2, -35) 

 

Pour ce vecteur, nous avons [ns’9].[ns’9] = 433.9.[t9] où (t’9) = (8, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1). 

Nous formons ensuite le tableau : 

 
-7(ns’9) (ns’9) (ns’9) (ns’9) (ns’9) (ns’9) (ns’9) (ns’9) 

-301 43 43 43 43 43 43 43 

14 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 

245 -35 -35 -35 -35 -35 -35 -35 

-994 142 142 142 142 142 142 142 

14 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 

245 -35 -35 -35 -35 -35 -35 -35 

518 -74 -74 -74 -74 -74 -74 -74 

14 -2 -2 -2 -2 -2 -2 -2 

245 -35 -35 -35 -35 -35 -35 -35 

 

Nous choisissons un pas de 5 sur la diagonale principale pour obtenir : 

 

(ns’105) = (-301, -35, -2, -74, -35, -2, 142, -35, 14,  

43, -35, -2, -74, -35, -2, 142, 245, -2,  

43, -35, -2, -74, -35, -2, -994, -35, -2,  

43, -35, -2, -74, -35, 14, 142, -35, -2,  

43, -35, -2, -74, 245, -2, 142, -35, -2,  

43, -35, -2, 518, -35, -2, 142, -35, -2,  

43, -35, 14, -74, -35, -2, 142, -35, -2 

43, 245, -2, -74, -35, -2, 142, -35, -2) 

 

Nous vérifions alors [ns’72].[ns’72] = 433.72.[t72] où 

 

(t105) = (56, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -7, 

-8, 1, 1, 1, 1, 1, 1, -7, 1,  

-8, 1, 1, 1, 1, 1, -7, 1, 1,  

-8, 1, 1, 1, 1, -7, 1, 1, 1,  

-8, 1, 1, 1, -7, 1, 1, 1, 1,  

-8, 1, 1, -7, 1, 1, 1, 1, 1,  

-8, 1, -7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 

-8, -7, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 
 

Exemple 2 : d = 3.2
n
  

 

Pour l’égalité [ns’3].[ns’3] = 3p.[t3], nous écrivons : 

 

a b c  2  2 -1 -1 

b c a  = 3p. -1 2 -1 

c a b   -1 -1 2 

 

Après développement, cette égalité se résume, sachant que la somme suivant une ligne de [s’3] est nulle, aux équations : 

 

a
2
+a.b+b

2
 = 3p 

c = -(a+b) 

 

Supposant le système en entiers résolu, nous formons le tableau à 2
n
 colonnes : 

 

-(2n-1).(ns’3) (ns’3) (ns’3) (ns’3) (ns’3) (ns’3) … (ns’3) 

-(2n-1).a a a a a a … a 

-(2n-1).b b b b b b … b 

-(2n-1).c c c c c c … c 

 

Utilisant un pas de 5 sur la diagonale principale, nous obtenons facilement les vecteurs colonnes suivants : 

 

(ns’6) = (-a, c,  

 -b, a,  

 -c, b) 
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(ns’12) = (-3a, c, b, a,   

 -3c, b, a, c,   

 -3b, a, c, b) 
 

(ns’24) = (-7a, c, b, a, c, b, a, c,  

 -7b, a, c,b, a, c, b, a,  

 -7c, b, a, c, b, a, c, b) 
 

(ns’48) = (-15a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, 

 -15c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, 

 -15b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b) 
 

(ns’96) = (-31a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c,  

 -31b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a,  

 -31c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b, a, c, b) 

 

La suite s’imagine sans peine en tenant compte de la séquence a, c , b au « retour chariot ».  

Avant de continuer dans un nouveau registre, nous rappelons cependant que ces exemples ne donnent pas des matrices 

constructives de séquence. 

 

22.13. Test d’un nombre premier 
 

Dans le cadre strict de notre étude, la notion de matrice constructive de séquence ne nous intéresse que lorsque p est un 

nombre premier dans l’expression [s’d].[s’d] = p.d.[td].  

Cependant, nous pouvons nous poser la question de l’équivalence entre l’unicité des solutions entières de ce type 

d’expression, hors permutations, et p est un nombre premier. La construction des solutions, pour une séquence p donnée, 

d’une matrice construction de séquence de dimension d = ∏pi
ni

 à partir d’une matrice de dimension pi  nous indique 

immédiatement qu’il faut exclure un rang d non premier d’un tel test. Nous pouvons expliciter le contre-exemple précédent 

p = 61 et d = 15, avec au moins quatre solutions distinctes :  

 

(s'd=15) 1 -23 -31 -16 32 -1 4 -13 29 -16 17 19 44 -13 -16 -16 

(s'd=15) 2 -8 -31 -31 2 -31 4 2 29 -31 2 4 29 2 29 29 

(s'd=15) 3 22 -16 29 2 -1 -11 32 29 -1 2 -11 -16 -58 -1 -1 

(s'd=15) 4 52 -1 14 -13 -1 -56 -13 -1 14 -13 4 14 -13 -1 14 

 

La question de l’équivalence peut alors être posée en se rappelant que p = 1 mod d, ce qui nécessite plusieurs choix de d 

pour assurer la couverture des nombres premiers qui n’est d’ailleurs jamais complète en l’absence de d = 2 : 

 

Choix Taux couverture  

d = 3 ≈ 50/100 

d = 3, d = 5 ≈ 62/100 

d = 3, d = 5, d = 7 ≈ 68/100 

 

La couverture ne s’accroit que modérément ensuite.  

Ce point étant éclairci, l’équivalence reste à démontrer ce qui n’est peut-être pas une mince affaire. Nous nous contenterons 

ici de quelques illustrations des cas qui se présentent lors d’un tel test : 

    

Cas Situations (s'3) 1 (s'3) 2 

d = 3, p = 7 une solution (5,-4,-1)  

d = 3, p = 55 = 5.11 pas de solution   

d = 3, p = 91 = 7.13 solutions non redondantes (17,-16,-1) (19,-11,-8) 

d = 3, p = 25 = 5² solutions redondantes (10,-5,-5)  

d = 3, p = 49 = 7² solutions redondantes + non redondantes (14,-7,-7) (13,-11,-2) 

 

Nous voyons que le typage des solutions ouvre également d’intéressants champs d’étude. 

 

22.14. Eléments propres des matrices constructives de séquence 

 

Stratégie alternative  
 

Les valeurs propres peuvent également servir à évaluer les matrices constructives de séquence élémentaires. Ceci ne peut 

être fait que si des identités remarquables apparaissent lors de nos investigations. 

En effet, partant des valeurs propres de la matrice fondatrice et de la relation [s’d].[s’d] = p.d.[td], nous pouvons dire que 

[s’d] possède d-(d1-1).(d2-1) valeurs propres 0 et (d1-1).(d2-1) valeurs propres dont les produits deux à deux sont d
2
p (di 

étant les diviseurs propres de d). La difficulté est la détermination de ces valeurs propres indépendamment de l’utilisation 

systématique de [s’d].[s’d] = p.d.[td]. Dans certains cas, le problème montre une « bonne disposition », ailleurs non. 
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Les valeurs propres des matrices constructives élémentaires sont solutions d’une équation à coefficients entiers de degré 

(di-1)/2. Les expressions littérales de ces coefficients dépendent des séquences p et sont à déterminer au cas par cas.  

  

Exemple d = 12  
 

La matrice des valeurs propres de [s12] est : 

 

[σ12](r,s) = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

+i. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2.√12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0  x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  y1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2.√12 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 

 

Les couples (x1,y1) et (x2 ,y2) sont ici simplement les solutions entières de : 

 

p = x1
2
+y1

2
  

p = x2
2
+12y2

2
  

 

La matrice [s’12] s’obtient à partir de la matrice [s12] par la multiplication : 

 

[s’12] = 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

. [s12] 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Il est va de même de la « matrice des valeurs propres ». 

  

[σ'12] = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

+i. 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2.√12 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2.√12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Nous avons alors pour le cas d = 12 : 

[s’12] = [e
(πi/6).(r-1).(s-1)

].[σ'12].[e
(-πi/6).(r-1).(s-1)

] 
 

Exemple d = 15 

 

Nous passons immédiatement à la matrice des valeurs propres de [σ'15] : 

 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x1  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x2 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x3 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y3 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 +i. 0 0 0 0 0 0 0 0 y4 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 y4 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 x3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 y3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 0 y2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  0 y1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

 

Les positions des valeurs non nulles correspondent à (r-1,15) ≠ 1.   
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Nous observons toujours : 

p = xi
2
+yi

2
  

 

Cependant, aucune d’entre ces relations n’est en entiers, ni en une expression simple a priori. 

 

23. Matrice d’incrément de séquence 
 

Soient respectivement les matrices circulantes droite [rd] et gauche [r’d] de dimension d telles que : 

 

[td].[r’d] = [r’d].[td] = [s’d] 

[rd].[t’d] = [s’d] 
 

 [rd].[td] = [td].[rd] = [sd] 

[r’d].[t’d] = [sd] 

et 

[r’d].[s’d]  = [s’d].[r’d] = p.[td] 

[r’d].[sd] = [s’d].[rd] = p.[t’d] 

         (76) 

 

Nota : 
 

La commutativité entre les matrices circulantes formées à partir de (rd) et (sd) n’est pas acquise. Une vigilance dans 

l’utilisation des relations s’impose. Ainsi : 

[t’d].[r’d] ≠ [sd] 

[t’d].[rd] ≠ [s’d] 

et 

[rd].[s’d] = [sd].[r’d] ≠ p.[t’d] 

[rd].[sd] = [sd].[rd] ≠ p.[td] 

 

La matrice d’incrément d’une séquence est la matrice circulaire droite [rd]. 

Nous pouvons choisir l’une des égalités précédentes pour construire cette matrice, par exemple : 

 

[t’d].[rd] = [s’d]            (77) 

Nota : 
 

La matrice d’incrément de la séquence p s’obtient par tâtonnements car les matrices [t’d] et [s’d] (comme [td] et [sd]) ne sont 

pas inversibles (déterminant = 0).  
 

Non unicité  
 

Pour une matrice constructive de séquence donnée, la matrice d’incrément de la séquence p n’est pas unique. 

En effet, si [rd] est solution de [t’d].[rd] = [s’d], alors toute matrice [rd’] formée à partir de (rd’) = (rd)+(si(k=c mod n,1,0)) est 

également solution, c un entier donné, n divisant d. Ceci est une conséquence immédiate de ∑ (s’i,d) = 0. 

Ainsi [rd] a la propriété exprimée plus haut concernant l’infinité des solutions de matrices circulantes à composantes 

entières [rd] donnant Δμi,d1.d2 = [rd].μi,d1.μi,d2/p (sous réserve d’existence).  

 

Puissances paires  
 

Le lecteur pourra vérifier la propriété suivante qui permet d’identifier [rd] sans recours à [s’d] : 

 

[t’d].[rd]
2n

 = p
2n

.[t’d]            (78) 
 

Propriété  
 

Le terme d’incrément est choisi car la dite matrice permet d’accéder aux variations Δμi,d1.d2 « par pas entier ».  

La matrice d’incrément est une matrice de passage. Elle permet d’obtenir les valeurs propres associées à un environnement 

de dimension non premier en fonction des valeurs propres associées à des environnements di facteur de d.  
 

Pour la mise en œuvre de ce calcul, nous scindons d en deux facteurs premiers entre eux en répétant l’opération autant de 

fois que nécessaire.  

 

Exemple d = 6 
 

Nous avons trouvé plus haut les expressions des matrices constructives de séquence. Les reprenant, nous vérifions 

facilement ce qui suit (il s’agit là d’un choix parmi d’autres possibles) : 
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Famille (r6)1 (r6)2 (r6)3 (r6)4 (r6)5 (r6)6 

1 b 0 0 0 0 a 
2 0 0 0 0 a b 

3 0 0 0 a b 0 
4 0 0 a b 0 0 

5 0 a b 0 0 0 

6 a b 0 0 0 0 
 

Nous obtenons ainsi pour la famille 1 : 

[r] = 

b a 0 0 0 0 

 

0 b a 0 0 0 
0 0 b a 0 0 

0 0 0 b a 0 
0 0 0 0 b a 

a 0 0 0 0 b 
 

Le lecteur pourra aisément obtenir les matrices [r] pour les familles 2 à 6. 

Il vient les exemples numériques : 

 

p a b 
a 

mod 6 

b 

mod 6 
famille (s6)1 (s6)2 (s6)3 (s6)4 (s6)5 (s6)6 (r6)1 (r6)2 (r6)3 (r6)4 (r6)5 (r6)6 

13 1 3 1 3 5 -2 -7 -5 2 7 5 0 1 3 0 0 0 
37 4 3 4 3 1 10 11 1 -10 -11 -1 3 0 0 0 0 4 
61 4 5 4 5 4 -14 -13 1 14 13 -1 0 0 4 5 0 0 
73 1 8 1 2 6 10 -7 -17 -10 7 17 1 8 0 0 0 0 
97 3 8 3 2 3 -14 5 19 14 -5 -19 0 0 0 3 8 0 

109 7 5 1 5 2 -2 17 19 2 -17 -19 0 0 0 0 7 5 
157 1 12 1 0 3 -14 11 25 14 -11 -25 0 0 0 1 12 0 
181 4 11 4 5 4 -26 -19 7 26 19 -7 0 0 4 11 0 0 
193 7 9 1 3 5 -2 -25 -23 2 25 23 0 7 9 0 0 0 
229 12 5 0 5 1 22 29 7 -22 -29 -7 5 0 0 0 0 12 
241 1 15 1 3 5 -14 -31 -17 14 31 17 0 1 15 0 0 0 
277 7 12 1 0 3 -26 5 31 26 -5 -31 0 0 0 7 12 0 
313 16 3 4 3 1 22 35 13 -22 -35 -13 3 0 0 0 0 16 
337 13 8 1 2 6 34 5 -29 -34 -5 29 13 8 0 0 0 0 
349 3 17 3 5 5 -14 -37 -23 14 37 23 0 3 17 0 0 0 

 

Nous avons alors : 

                                              k = 6 

μm,(6) = μm mod 2,(2)+μm mod 3,(3)+∑ rk.μm+k-1 mod 2,(2).μm+k-1 mod 3,(3) /p  

                                             k = 1 
 

Exemple d = 12 
 

Nous avions  

 

(s12)1 (s12)2 (s12)3 (s12)4 (s12)5 (s12)6 (s12)7 (s12)8 (s12)9 (s12)10 (s12)11 (s12)12 

m1+4u m2+2v m3+2u -m1+4v -m2-2u -m3+2v m1-4u m2-2v m3-2u -m1-4v -m2+2u -m3-2v 

 

avec 

Famille m1 m2 = m1+m3 m3 

1 a+2b 2a+b a-b 

2 -(a-b) a+2b 2a+b 

3 -(2a+b) -(a-b) a+2b 

4 -(a+2b) -(2a+b) -(a-b) 

5 a-b -(a+2b) -(2a+b) 

6 2a+b a-b -(a+2b) 

 

Il s’agit alors de résoudre : 
 

[t’12].(ri,d) = 

6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 (r12)1 

= 

m1+4u  

1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 (r12)2  m2+2v  

1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 (r12)3  m3+2u  

-2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 (r12)4  -m1+4v  

-3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 (r12)5  - m2-2u  

1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 (r12)6  -m3+2v  

-2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 (r12)7  m1-4u  

1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 (r12)8  m2-2v  

-3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 (r12)9  m3-2u  

-2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 (r12)10  -m1-4v  

1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 (r12)11 -m2+2u  

1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 (r12)12 -m3-2v  

 

 Nous cherchons une solution parmi d’autres à ce système d’équations, par exemple : 
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(r12)1  u  

(r12)2   0  

(r12)3   0  

(r12)4   0  

(r12)5   (m1+2m2)/6  

(r12)6   0  

(r12)7  = 0  

(r12)8   (-u+v)/2+(2m1+m2)/6  

(r12)9   0  

(r12)10   (u+v)/2-(2m1+m2)/6  

(r12)11  (m1+2m2)/6  

(r12)12  (-u+v)/2+(2m1+m2)/6   

 

En remplaçant m1 et m2 par leurs valeurs littérales, il vient le tableau :  

 
Famille 1 2 3 4 5 6 

(r12)1 u u u u u u 

(r12)2 0 0 0 0 0 0 

(r12)3 0 0 0 0 0 0 

(r12)4 0 0 0 0 0 0 

(r12)5 a/2 (a+b)/2 b/2 -a/2 -(a+b)/2 -b/2 

(r12)6 0 0 0 0 0 0 

(r12)7 0 0 0 0 0 0 

(r12)8 (-u+v+a+b)/2 (-u+v+b)/2 (-u+v-a)/2 (-u+v-a-b)/2 (-u+v-b)/2 (-u+v+a)/2 

(r12)9 0 0 0 0 0 0 

(r12)10 (u+v-a-b)/2 (u+v-b)/2 (u+v+a)/2 (u+v+a+b)/2 (u+v+b)/2 (u+v-a)/2 

(r12)11 a/2 (a+b)/2 b/2 -a/2 -(a+b)/2 -b/2 

(r12)12 (-u+v+a+b)/2 (-u+v+b)/2 (-u+v-a)/2 (-u+v-a-b)/2 (-u+v-b)/2 (-u+v+a)/2 

 

Le lecteur vérifiera facilement que ces expressions sont bien des nombres entiers avec les conditions de définition de a et b 

pour les six familles précédentes. 

 

Détail de l’exemple d = 12, p = 193 
 

Pour [s’d] : 
 

-30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 

 

 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 

 

 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 
-1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30  -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30  1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 

-37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1  -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1  1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 
50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37  50 39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37  -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 
39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50  39 47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50  -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 
47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39  47 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39  1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 
26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 . 26 -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 =12.193

. 
-2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 

-49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26  -49 -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26  1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 
-9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49  -9 -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49  -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 

-46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9  -46 11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9  -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 
11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46  11 -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46  1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 
-1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11  -1 -30 -1 -37 50 39 47 26 -49 -9 -46 11  1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 

 

Pour [rd] (second matrice) : 
 

6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1  -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0  -30 -1 11 -46 -9 -49 26 47 39 50 -37 -1 
1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6  0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0  -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 26 47 39 50 -37 
1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1  0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0  -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 26 47 39 50 
-2 -3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1  0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8  50 -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 26 47 39 
-3 1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2  -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0  39 50 -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 26 47 
1 -2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3  0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0  47 39 50 -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 26 
-2 1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 . 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 = 26 47 39 50 -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 -49 
1 -3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2  5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0  -49 26 47 39 50 -37 -1 -30 -1 11 -46 -9 
-3 -2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1  0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7  -9 -49 26 47 39 50 -37 -1 -30 -1 11 -46 
-2 1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3  7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8  -46 -9 -49 26 47 39 50 -37 -1 -30 -1 11 
1 1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2  -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5  11 -46 -9 -49 26 47 39 50 -37 -1 -30 -1 
1 6 1 1 -2 -3 1 -2 1 -3 -2 1  5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7  -1 11 -46 -9 -49 26 47 39 50 -37 -1 -30 

 

∑ (sd,i)
2
 = 13896 = 12.3.2.193 = d.(d1-1).(d2-1).p et nous retrouvons donc une étape de calcul contenant une équation de 

décomposition avec des contraintes adaptées. 

 

Nous vérifions : 
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30,63890  -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -27,23903  -27,73101  
10,23406  0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 8,87331  37,98589  
40,41187  0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 18,36572  -0,05388  
-50,74574  0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 -8 -27,23903  -10,20100  
-34,46179  -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 0 8,87331  -27,73101  
-53,96876 = 1/193 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 0 18,36572 . 37,98589  
-23,62786  0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 5 -27,23903  -0,05388  
41,01174  5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 0 8,87331  -10,20100  
3,82289  0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 7 18,36572  -27,73101  

43,73470  7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 -8 -27,23903  37,98589  
-16,78401  -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 5 8,87331  -0,05388  
9,73401  5 -8 7 0 5 0 0 -8 0 0 0 -7 18,36572  -10,20100  

 

Or, nous avions trouvé plus haut : 

 
40,41187  -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 18,36572  -0,05388  
43,73470  3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 -27,23903  37,98589  
-34,46179  3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 8,87331  -27,73101  
9,73401  4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 18,36572  -10,20100  

-23,62786  -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 1 -27,23903  -0,05388  
10,23406 = 1/193 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 4 8,87331 . 37,98589  
3,82289  4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -2 18,36572  -27,73101  

-50,74574  -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 3 -27,23903  -10,20100  
-16,78401  3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 -3 8,87331  -0,05388  
-53,96876  -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -3 18,36572  37,98589  
30,63890  -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 -4 -27,23903  -27,73101  
41,01174  -4 -3 -3 3 -2 4 1 -3 4 3 3 -3 8,87331  -10,20100  

 

Si nous échangeons les matrices d’incrément dans les deux systèmes précédents, le résultat n’aura rien à voir avec les 

valeurs propres de la matrice cardinale d’environnement d = 12 (séquence 193). Ceci montre bien que trouver une matrice 

d’incrément ne suffit pas. A une matrice d’incrément donné correspond tel ordre des valeurs propres des environnements d1 

et d2. La bonne permutation doit être choisie pour obtenir les valeurs propres de l’environnement produit. Ceci oblige à 

tester le résultat [PB].[DA].[PB
-1

] jusqu’à obtenir une solution avec composantes entières. 

 

Cas p = 1+d+2k.d 
 

Vérifions par un exemple numérique l’existence d’une matrice d’incrément sans composante imaginaire. 

Nous choisissons d = 12 et p = 109. Nous partons des valeurs propres dans les environnements d1 = 3 et d2 = 4 : 

 
μ1,3  17,74011  μ1,4  -10,44031  -16,75237  
μ2,3 = -18,40769  μ2,4 = 

10,44031 
+i. 

12,46428  
μ3,3  0,66758  μ3,4 -10,44031 16,75237  

    μ4,4  10,44031  -12,46428  

 

Le premier vecteur colonne de la matrice constructive de séquence est : 

 
p s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 

109 -42 -25 -37 -10 39 11 38 -13 3 14 -1 23 

 

Il lui correspond, entre autres, une matrice d’incrément dont la première colonne est : 

 
p r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10 r11 r12 

109 0 -2 -3 3 15 -9 -7 14 14 -16 -2 7 

 

Utilisons cette même matrice pour le calcul de la partie réelle et la partie imaginaire des valeurs propres de la matrice 

d’environnement de la séquence p :   

 

Partie réelle: 
 

-9,26328  0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 17,74011  -10,44031 
-20,83793  -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 0,66758  10,44031 
-11,57465  -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -18,40769  -10,44031 
9,26328  3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 17,74011  10,44031 

20,83793  15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 0,66758  -10,44031 
11,57465 = 1/109 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -18,40769 . 10,44031 
-9,26328  -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 17,74011  -10,44031 

-20,83793  14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 0,66758  10,44031 
-11,57465  14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 -18,40769  -10,44031 
9,26328  -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 17,74011  10,44031 

20,83793  -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 0,66758  -10,44031 
11,57465  7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 -18,40769  10,44031 
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-1,96348  -9,26328  17,74011  -10,44031 
-9,73004  -20,83793  0,66758  10,44031 

-40,42264  -11,57465  -18,40769  -10,44031 
37,44369  9,26328  17,74011  10,44031 
11,06520  20,83793  0,66758  -10,44031 
3,60727 = 11,57465 + -18,40769 + 10,44031 
-1,96348  -9,26328  17,74011  -10,44031 
-9,73004  -20,83793  0,66758  10,44031 

-40,42264  -11,57465  -18,40769  -10,44031 
37,44369  9,26328  17,74011  10,44031 
11,06520  20,83793  0,66758  -10,44031 
3,60727  11,57465  -18,40769  10,44031 

 

Partie imaginaire 
 

-21,17923  0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 17,74011  16,75237 
-1,07118  -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 0,66758  12,46428 

-21,97622  -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -18,40769  -16,75237 
28,46553  3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 17,74011  -12,46428 
-0,79699  15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -9 0,66758  16,75237 
29,53671 = 1/109 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 -7 -18,40769 . 12,46428 
21,17923  -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 14 17,74011  -16,75237 
1,07118  14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 14 0,66758  -12,46428 

21,97622  14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 -16 -18,40769  16,75237 
-28,46553  -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 -2 17,74011  12,46428 
0,79699  -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 7 0,66758  -16,75237 

-29,53671  7 -2 -16 14 14 -7 -9 15 3 -3 -2 0 -18,40769  -12,46428 

 
-4,42686  -21,17923  0  16,75237 
11,39309  -1,07118  0  12,46428 
-38,72859  -21,97622  0  -16,75237 
16,00125  28,46553  0  -12,46428 
15,95537  -0,79699  0  16,75237 
42,00099 = 29,53671 + 0 + 12,46428 
4,42686  21,17923  0  -16,75237 

-11,39309  1,07118  0  -12,46428 
38,72859  21,97622  0  16,75237 
-16,00125  -28,46553  0  12,46428 
-15,95537  0,79699  0  -16,75237 
-42,00099  -29,53671  0  -12,46428 

Ainsi 
μ1  -1,96348  -4,42686  
μ2  -9,73004  11,39309  
μ3  -40,42264  -38,72859  
μ4  37,44369  16,00125  
μ5  11,06520  15,95537  
μ6 = 3,60727 +i. 42,00099  
μ7  -1,96348  4,42686  
μ8  -9,73004  -11,39309  
μ9  -40,42264  38,72859  
μ10  37,44369  -16,00125  
μ11  11,06520  -15,95537  
μ12  3,60727  -42,00099  

 

Le lecteur pourra vérifier qu’avec ces valeurs [PB].[DA].[PB
-1

] devient (avec une excellente précision lorsque 14 décimales 

après la virgule sont utilisées) :  

 
1 0 0 0 0 0 0 108 0 0 0 0 0 

12 1 0 12 0 12 24 0 0 12 0 12 24 
0 0 25 12 12 12 12 0 24 12 0 0 0 
0 0 0 13 12 0 12 12 12 24 0 12 12 
0 0 12 0 1 12 12 0 0 0 36 12 24 
0 0 24 12 0 13 12 12 0 12 12 0 12 
0 0 12 12 0 12 1 24 0 12 24 12 0 
0 24 0 0 36 24 24 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 12 12 0 12 0 25 0 12 24 12 
0 0 12 0 24 12 0 12 12 13 0 12 12 
0 36 12 24 0 12 0 0 12 12 1 0 0 
0 24 0 12 12 0 0 12 12 0 12 13 12 
0 24 12 0 0 0 0 24 12 12 12 12 1 

 

Cette matrice correspond bien à la matrice d’environnement 12 quand g  = 6 et p =109. Le lecteur peut constater qu’il est 

nécessaire d’effectuer une permutation adéquate des valeurs propres pour que l’assemblage « fonctionne » :   

 

μ1,3  μ1,3  μ1,4  μ3,4  

μ2,3 → μ3,3  μ2,4 
→ 

μ2,4  

μ3,3  μ2,3  μ3,4 μ1,4  

    μ4,4  μ4,4  

 

L’approche précédente est une alternative intéressante pour le calcul des valeurs propres associées à un environnement de 

dimension pair élevé car il n’est pas simple de trouver par tâtonnements le polynôme caractéristique d’un déterminant qui 

ne se décompose pas jusqu’au premier degré. 
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24. Environnement ∏ pi
ri
 

 

Le cas général se résout par itération des opérations sur le modèle du cas p1
i1

.p2
i2

. 

 

25. Commentaires sur les matrices d’environnement, constructives et d’incrément de séquence 
 

Au stade de notre étude, les matrices constructives de séquence restent difficiles à obtenir. Par essais et erreurs, nous 

obtenons plus facilement les matrices d’incrément de séquence. Il s’avère ainsi que la méthode présentée ici avant tout 

intéressante pour résoudre les équations [s’d]
2
 = p.d.[td] dans les cas 2d avec d pair. 

 

26. Environnement p1
r
 et variations des valeurs propres 

 

Nous décrivons ici une méthode de détermination des valeurs propres par approches successives. Le nombre p1 étant un 

nombre premier, soit [A]p1^(r-1), p1^(r-1) la matrice cardinale de x
p1^(r-1)

 dans l’environnement p1
(r-1)

. Nous déduisons la matrice 

[A]p1^r, p1^r par éclatement de la matrice précédente. Ainsi, pour μ une valeur propre de [A]p1^(r-1), p1^(r-1), nous cherchons p1 

valeurs propres sous la forme μ+Δμi pour [A]p1^r, p1^r. La recherche se porte donc sur l’expression littérale des variations 

successives des valeurs propres observées. 

Nous obtenons ainsi une pyramide de variations par rapport aux résultats précédents. 

 

Environnement Variations # variations 

possibles 

Cumul # 

variations 

possibles 

Valeurs propres # Valeurs 

propres 

1 0     

p1 Δμ(1,i) p1 p1 Δμ(1,i) p1 

p1
2
 Δμ(2,j) p1

2
 p1

3
 Δμ(1,i)+Δμ(2,j) p1

2
 

p1
3
 Δμ(3,k) p1

3
 p1

6
 Δμ(1,i)+Δμ(2,j)+Δμ(3,k) p1

3
 

… …   …  

 

Comme le tableau l’indique, le choix des variations est excédentaire par rapport au nombre de valeurs propres. Toutes les 

combinaisons ne sont pas admissibles et fait partie d’une des difficultés découlant de la méthode proposée. 

 

27. Environnement 2
k
 

 

Il est possible que ce cas possède une solution littérale pour tout k (autre que celle proposée à la page 71). Nous allons 

donner un début de développement correspondant à cette affirmation dans un cadre conjectural, cadre qu’il serait bien sûr 

heureux de dépasser. La procédure en jeu est celle présentée au paragraphe précédent, mais le cas montre une certaine 

simplicité du fait qu’à une variation admissible correspond une variation admissible de signe opposé. Nous procédons ici 

par une observation attentive de ces variations des valeurs propres (le processus de découverte de ces valeurs ayant été dans 

la réalité beaucoup plus chaotique) ce qui mène d’abord au tableau : 
 

αk βk γk         (79) 
 

(∏Δμi)/(ak.p
1/2

) ((∏Δμ2i+1)
2
-(∏Δμ2i)

2
)/(2ak.p

1/2
) ((∏Δμ2i+1)

2
+(∏Δμ2i)

2
)/(2ak.p)  

 

Les produits portent sur les indices i, 2i+1, 2i inclus dans l’intervalle [1,d] et ak est un diviseur commun entier. 

 

Nous avons l’identité remarquable qui découle des expressions précédentes : 

 

p = (αk
2
+βk

2
)/γk

2
            (80) 

 

Les nombres αk, βk et γk s’avèrent être des entiers. 

 

Recherche numérique 
 

Nombres premiers du type (p-1)/16 entier impair 
 

  cm = 4 cm = 8 

p (p-1)/16 

 
ak1/2

1 α1 β1 γ1 ak2/2
8 α2 β2 γ2 

17 1 1 4 -1 1 1 1 4 1 

113 7 1 8 7 1 1 8 106 10 

241 15 1 4 15 1 1 9 -388 25 

337 21 1 16 -9 1 16 9 16 1 

401 25 1 -20 -1 1 1 -245 88 13 

433 27 1 -12 -17 1 1 -27 936 45 

593 37 1 -8 23 1 2 -64 -409 17 

881 55 1 16 -25 1 16 25 16 1 

977 61 1 -4 31 1 1 -121 -772 25 
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1009 63 1 -28 15 1 1 -567 556 25 

1201 75 1 24 -25 1 1 432 751 25 

1297 81 1 36 -1 1 81 1 36 1 

1361 85 1 20 31 1 1 845 -1072 37 

1489 93 1 20 -33 1 1 405 -296 13 

1553 97 1 -32 23 1 8 -4 197 5 

1777 111 1 -16 39 1 8 -72 -713 17 

1873 117 1 28 -33 1 1 567 7292 169 

2129 133 1 40 23 1 2 1280 -1393 41 

2161 135 1 -44 15 1 1 -2475 1384 61 

2417 151 1 4 -49 1 1 49 4 1 

2609 163 1 -20 47 1 1 -5 664 13 

2801 175 1 -20 -49 1 25 -5 688 13 

2833 177 1 48 23 1 8 216 -1313 25 

2897 181 1 44 31 1 1 3971 -2272 85 

3089 193 1 8 55 1 2 196 -197 5 

3121 195 1 -40 39 1 2 -1620 19 29 

3217 201 1 56 -9 1 2 2268 -1973 53 

3313 207 1 8 -57 1 2 36 11339 197 

3697 231 1 36 -49 1 81 49 36 1 

3761 235 1 -56 -25 1 2 -448 -3961 65 

3793 237 1 52 -33 1 1 117 -6712 109 

3889 243 1 60 -17 1 9 735 764 17 

4049 253 1 32 55 1 8 100 -3371 53 
 

 

Nombres premiers du type (p-1)/32 entier impair 
 

  cm = 4 cm = 8 cm = 16 

p (p-1)/32 ak1/2
1 α1 β1 γ1 ak2/2

8 α2 β2 γ2 ak2/2
23 α23 β23 γ23 

97 3 1 4 -9 1 1 9 4 1 2 113 2292 233 

353 11 1 8 -17 1 2 16 319 17 2 -7349 1276 397 

673 21 1 -12 23 1 1 -243 -712 29 2 23 12 1 

929 29 1 -20 23 1 1 -125 376 13 2 70403 451400 14989 

1249 39 1 32 15 1 8 36 173 5 1 335648 -2577975 73561 

1697 53 1 -4 -41 1 1 -121 5972 145 2 2911249 -11230916 281641 

1889 59 1 -40 -17 1 2 -500 -1157 29 1 10047328 175431271 4042985 

2017 63 1 -44 -9 1 1 -891 -3712 85 2 2349457 -4761108 118217 

2081 65 1 20 -41 1 1 845 7112 157 2 7340899 5151320 196589 

2273 71 1 -8 47 1 2 -256 -769 17 2 158357 277468 6701 

2593 81 1 48 -17 1 16 243 76 5 1 13340416 25529529 565673 

2657 83 1 16 -49 1 16 49 16 1 1 11634752 -609511 226025 

3041 95 1 -4 55 1 1 -289 -1348 25 2 -209437 -35800 3853 

3169 99 1 -12 55 1 1 -675 -15128 269 2 -23236447 -18795804 530905 

3361 105 1 56 15 1 2 1008 3631 65 2 -40764627 -20274380 785317 

3617 113 1 44 -41 1 1 3971 11672 205 2 3470863 -1638212 63817 

4001 125 1 40 -49 1 2 20 13979 221 1 242788864 -209468777 5069465 

4129 129 1 60 23 1 1 1215 9756 153 2 3285249 -147314668 2293145 

4513 141 1 48 47 1 16 27 -1948 29 1 248396544 287453529 5655177 

5153 161 1 68 23 1 1 833 -29348 409 2 51219997 115299688 1757549 

5281 165 1 60 -41 1 25 135 1228 17 2 -156123305 -17685492 2162113 

5857 183 1 76 -9 1 1 13851 -176 181 2 63949257 22913132 887617 

6113 191 1 28 -73 1 1 1183 -1556 25 2 -770258893 2760698152 36658109 

6689 209 1 80 -17 1 8 40 -3353 41 4096 -395032 299999 6065 

7393 231 1 72 47 1 2 1296 8239 97 2 -371964437 -5970640884 69574765 

7457 233 1 -76 -41 1 1 -15979 23072 325 2 -702832913 -69095348 8178217 

7649 239 1 68 55 1 1 6137 -54316 625 2 -48336875 1268367928 14513029 

7841 245 1 -40 79 1 2 -2420 859 29 1 13616480 125999111 1431209 

8161 255 1 40 -81 1 2 4500 19451 221 1 32888992 1565402295 17332057 
 

Autres exemples 
 

 p 

193 

= 
 1+3.26 

449 

= 
 1+7.26 

577 

= 
 1+9.26 

257 

= 
 1+28 

cm = 4 

ak 21 21 21 21 

α1 12 20 24 16 

β1 7 7 -1 -1 

γ1 1 1 1 1 

cm = 8 

ak 28 28 29 212 

α2 27 5 108 1 

β2 64 -784 -293 16 

γ2 5 37 13 1 
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 p 

193 

= 
 1+3.26 

449 

= 
 1+7.26 

577 

= 
 1+9.26 

257 

= 
 1+28 

cm = 16 

ak 224 224 223 223 

α3 -7 -275 -63136 -1088 

β3 12 16 -24873 -2759 

γ3 1 13 2825 185 

cm = 32 

ak 264 264 264 271 

α4 -2011 -323275 -137113 -128 

β4 13704 -952664 -22584 1087 

γ4 997 47477 5785 113 

cm = 64 

ak / / / 2168 

α5 / / / 1289 

β5 / / / 105411184 

γ5 / / / 6575369 

cm = 128 

ak / / / 2384 

α6 / / / 1 

β6 / / / -16432 

γ6 / / / 1025 

 

Notons que ces tableaux ont été obtenus à partir des valeurs propres et non à partir de l’identité p = (αk
2
+βk

2
)/γk

2
, ce qui 

serait l’approche la plus performante. Les valeurs aki s’avèrent être des puissances de 2. Les signes des αk dépendent du 

choix de la racine primitive g (dans les exemples numériques précédentes, le choix est celui de la plus petite parmi elles).   

 

Les expressions littérales des valeurs propres pour cm = 2, cm = 4 et cm = 8 sont alors données par (± suivant g).  

 

Cas p = 1+r.2.2
k
 

 

-p
1/2

 -±2
1/2

.p
1/2

.(γ1-β1/p
1/2

)
1/2

 -±4.p
1/4

.(γ2+β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

+(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

+(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

  ±4.p
1/4

.(γ2+β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

+(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

+(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

 ±2
1/2

.p
1/2

.( γ1-β1/p
1/2

)
1/2

 -±4.p
1/4

.(γ2+β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

-(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

-(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

  ±4.p
1/4

.(γ2+β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

-(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

-(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  
    

+p
1/2

 -±2
1/2

.p
1/2

.(γ1+β1/p
1/2

)
1/2

 -±4.p
1/4

.(γ2-β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

+(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

-(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

  ±4.p
1/4

.(γ2-β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

+(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

-(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

 ±2
1/2

.p
1/2

.( γ1+β1/p
1/2

)
1/2

 -±4.p
1/4

.(γ2-β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

-(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

+(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  

  ±4.p
1/4

.(γ2-β2/p
1/2

)
1/4

.((γ1
1/2

-(γ1-α1/p
1/2

)
1/2

)/(γ1
1/2

+(γ1+α1/p
1/2

)
1/2

)
1/2

  
 

Les valeurs propres dans l’environnement cm = 2 s’obtiennent sur la première colonne du tableau.  

Les valeurs propres dans l’environnement cm = 4 s’obtiennent en ajoutant les variations de la seconde colonne du tableau.  

Les valeurs propres dans l’environnement cm = 8 s’obtiennent en ajoutant de plus les variations de la troisième colonne du 

tableau.  

 

Cas p = 1+2
k
+r.2.2

k
 

 

La dernière colonne des variations présentent des nombres imaginaires purs dans ce cas (même formule sinon). 

 

Nota 1  
 

Rappelons que l’ordre des valeurs propres doit être adapté pour générer une matrice cardinale (à composantes entières). Il 

est nécessaire d’utiliser la méthode de la diagonale principale pour s’assurer une maîtrise de ce point, méthode qui peut être 

appliquée littéralement en engageant des calculs parfois de grande ampleur. 
 

Nota 2  
 

Il est possible de présupposer des formes littérales générales des variations valeurs propres pour cm = 16, 32, etc. à partir 

des formules obtenues plus haut pour cm = 2, 4 et 8. Malheureusement, les expressions précédentes n’ont apparemment pas 

leur plus grande généralité. Nous pouvons deviner par exemple dans le cas cm = 16 de nouvelles décompositions du genre : 

 

ak.p
1/8

.(γk±βk/p
1/2

)
1/8

.((γk-1
tk1

±(γk-1±αk-1/(ηk-1±ζk-1.p
1/2

)
1/4

)/((γk-1
tk1

±(γk-1±αk-1/(ηk-1±ζk-1.p
1/2

)
1/4

) … ( )/( ) 

 

Nous ne sommes pas arrivés à bout de cette expression. 

   

Intérêt premier de l’étude  

 

Au-delà du problème de choix de l’ordre des valeurs propres et au-delà du problème du choix des variations admissibles 

(limité au choix de certains signes), il faut indiquer l’essentiel c’est-à-dire la présence et la forme d’une équation de 

décomposition. Elle s’écrit, α, β et γ étant des entiers : 

 

p = (α
2
+β

2
)/γ

2
          (81) 
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Cette équation, même avec la condition (α,β,γ) =1, a une infinité de solutions et cette condition n’est pas nécessaire. Ainsi, 

une étude fine des valeurs α(p), β(p), γ(p) dans l’environnement 2
k
 n’est pas une moindre tâche et reste très ouverte 

d’autant plus que l’ordre des valeurs propres a une incidence. Une première piste serait de trouver les conditions sur p pour 

l’apparition de certaines ressemblances concernant (α(p), β(p), γ(p)) que nous avons mises en valeur plus haut (police 

rouge).  

Par ailleurs, au-delà de ces équations de décomposition dont la forme ultime est peut-être plus complexe que p = (α
2
+β

2
)/γ

2
, 

nous pouvons supposer l’existence de matrices de séquence, peut-être de forme plus complexe, dont l’expression reste à 

découvrir. 

 

Contributions réelles et imaginaires 

 

Lorsque p = 1+r.2.2
k
, l’ensemble des valeurs propres sont réelles. Lorsque p = 1+2

k
+r.2.2

k
, les contributions successives Δμ 

aux valeurs propres sont réelles sauf la dernière qui est imaginaire. De cette seule contribution naît l’ensemble des valeurs 

imaginaires dans un environnement donné à multiples facteurs.  
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 EXERCICE 10 : FACTEURS D’ABONDANCE QUADRATIQUE ET SUCCEDANES 

 

Les équations quadratiques sont ici de la forme c = u.x
2
+v.x.y+w.y

2
. Ces cas sont importants car il s’agit de « variables 

imbriquées ». Ils ouvrent le champ sur des cas plus généraux que nous aborderons aussi dans cet exercice. Les facteurs 

d’abondance de ce type d’équations sont obtenus par la méthode des tableaux à double entrées, mais les deux variables x et 

y doivent être traitées simultanément.  

 

1. Facteurs d’abondance modulo p d’une équation quadratique à coefficients unités. 
 

Soit p un nombre premier. Posons : 

p = x
2
+x.y+y

2
        (1) 

 

Un tableau à deux entrées des valeurs x et y modulo 6 montre que p ne peut être que 0, 1, 2, 3 ou 4 mod 6. Le nombre p 

étant premier, il reste p = 2, p = 3 ou p = 1 mod 6 (avec conjecture d’unicité du couple (x,y) pour p fixé hors permutation 

triviale de x et y). Cette distinction entre classes modulo se retrouve lors de l’évaluation des facteurs d’abondance. 

 

Pour l’équation  

x
2
+x.y+y

2
 = c mod p       (2) 

 

nous obtenons ainsi (voir paragraphe 3.3 pour la démonstration du cas général) : 

 

Variables (x,y) de 

nombres entiers 
#(c = 0 mod p) #(c = g

0
.g

2u
 mod p) #(c = g

1
.g

2u
 mod p) 

p = 2 1 3  

p = 3 3 6 0 

p = 1 mod 6 2p-1 p-1 p-1 

p = 5 mod 6 1 p+1 p+1 

 

Variables (x,y) de 

nombres premiers 

c = 0 mod p) c = g
0
.g

2u
 mod p) c = g

1
.g

2u
 mod p) 

p = 2 0 1  

p = 3 2 2 0 

p = 1 mod 6 2(p-1) p-5 p-1 

p = 5 mod 6 0 p-3 p+1 

 

Nota : p = 2 est un cas particulier puisqu’il n’y a pas de racine primitive et les instances pour c se résument à c = 0 mod 2 et 

c ≠ 0 mod 2 (c = 1 mod 2).  

 

Nous utilisons la méthode employée au début de l’exercice 7 pour dénombrer asymptotiquement (q étant une variable de 

nombres premiers)  

x
2
+x.y+y

2
 = q+c        (3) 

 

Les équations congruentes correspondantes sont de la forme :  

 

x
2
+x.y+y

2
 = q+c mod p       (4) 

 

Dans le cas des variables d’entiers, il suffit de retrancher à p
2
 les cardinaux du tableau initial. Dans le cas des variables de 

nombres premiers, il suffit de retrancher à (p-1)
2
 les cardinaux du tableau initial. D’où : 

 

Variables (x,y) de 

nombres entiers 
#(c = 0 mod p) #(c = g

0
.g

2u
 mod p) #(c = g

1
.g

2u
 mod p) 

p = 2 3 1  

p = 3 6 3 9 

p = 1 mod 6 (p-1)
2
 p

2
-p+1 p

2
-p+1 

p = 5 mod 6 p
2
-1 p

2
-p-1 p

2
-p-1 

 

 

 

Variables (x,y) de 

nombres premiers 

#(c = 0 mod p) #(c = g
0
.g

2u
 mod p) #(c = g

1
.g

2u
 mod p) 

p = 2 1 0  

p = 3 2 2 4 

p = 1 mod 6 (p-1).(p-3) p
2
-3p+6 p

2
-3p+2 

p = 5 mod 6 (p-1)
2
 p

2
-3p+4 p.(p-3) 
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Nota : p = 3 est un cas particulier par rapport aux autres nombres premiers impairs du fait de la valeur du discriminant de 

x
2
+x.y+y

2
 qui est -3. Nous avons (Δ=-3,p=3) = 3, alors que dans les autres cas, nous avons toujours (Δ,p) = 1. 

 

2. Equations quadratiques 
 

2.1. Cadre d’étude et notations 

 

Nous nous intéressons à l’équation  

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c 

et nous devons étudier pour ce faire 

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c mod p

k
 

 

Dans le cas des sommes de Waring, nous avons observé que les valeurs des facteurs d’abondance modulo p
k
 se déterminent 

à partir des coefficients modulo p par un facteur de correction qui, dans les « bons cas », est proche de 1. Ceci ne va pas de 

soi puisque le nombre d’inconnues (x et y) est ici égal au degré de l’équation. Nous supposons cependant que nous sommes 

dans un tel cas dans un premier temps :   

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c mod p 

 

De façon traditionnelle, nous appelons discriminant de u.x
2
+v.x.y+w.y

2
, l’expression : 

 

Δ = v
2
-4.u.w 

 

2.2. Translation affine des colonnes d’un tableau quadratique 

 

Toute colonne d’un tableau à double entrées (x,y) formé par les résidus c = u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 est une translation constante de 

la colonne précédente si u ≠ 0 mod p. En effet, considérons deux points de ce tableau (x,y) et (x+a,y+1) et leurs voisins à 

droite (x+1,y) et (x+a+1,y+1) et cherchons les évolutions des valeurs des résidus lors du passage de (x,y) à (x+1,y) et lors 

du passage de (x+a,y+1) à (x+a+1,y+1). Nous obtenons pour la première E1(c) = (u.(x+1)
2
+v.(x+1).y +w.y

2
)-

(u.x
2
+v.x.y+w.y

2
) et pour la seconde E2(c) = (u.(x+a+1)

2
+v.(x+a+1).(y+1)+w.(y+1)

2
)-(u.(x+a)

2
+v.(x+a).(y+1) +w.(y+1)

2
) 

Soit, tous calculs faits, E(c) = E1(c)-E2(c) = 2au+v mod p. L’évolution E(c) est nulle modulo p lorsque 2a.u = -v mod p. Le 

cas p =2 est étudié à part. Nous supposons donc ici p ≠ 2 et nous notons que 2 a toujours un inverse mod p. Alors : 

 

a.u = -v/2 mod p 

Alors, ou bien 

cas parabolique : (u,v) = (0,0) mod p       (5) 

ou bien 

cas du carré (a,v) = (0,0) mod p                 (6) 

ou bien  

cas quadratique vrai : a = -v/(2u) mod p    (7) 

 

puisque u ≠ 0 a toujours un inverse mod p. 

Ce troisième cas est celui de la translation, objet de ce paragraphe (les autres étant traités par ailleurs). 

 

2.3. Tableau des résidus quadratiques 

 

Nous cherchons alors la variation vr des résidus entre les points (x,y) et (x+a,y+1), soit u.(x+a)
2
+v.(x+a).(y+1)+w.(y+1)

2
 -

(u.x
2
+v.x.y+w.y

2
) = u.a

2
+2a.u.x+v.a+v.x+v.a.y+w.(2y+1). Utilisant 2au+v = 0 mod p et Δ = v

2
-4.u.w, il vient : 

 

 vr = - 
Δ 

 (2y+1)    (8) 
4u 

 

Lorsque Δ = 0, nous avons vr = 0 ce qui signifie que le tableau des résidus quadratiques est d’une colonne à l’autre une 

simple permutation circulaire (avec un décalage de -v/(2u) mod p lignes). Les facteurs d’abondance, obtenus par 

dénombrement des résidus, sont ceux de la première colonne (y=0 et donc c = u.x
2
 mod p) multipliés par p.  

 

Lorsque Δ ≠ 0, vr varie d’une colonne à l’autre. Numérotons de 1 à p les colonnes du tableau (correspondant à y = 0 à y = 

p-1 mod p). Les variations successives de vr sont  vr(1) = -Δ/(4u), vr(2) = -3Δ/(4u), …, vr(p) = -(2p-1)Δ/(4u). La collection 

{1,3,5,…,2p-1} n’est en fait qu’une permutation de {1,2,3,…,p-1} et l’ensemble des vr(i) la multiplication par une 

constante non nulle de cette collection qui est une autre permutation {1,2,3,…,p-1}. Lorsque les p colonnes du tableau sont 

décrites, vr prend donc l’ensemble des  p valeurs {0,1,2…,p-1} dans un ordre qui dépend de Δ et u. 

Notons ensuite que l’accroissement entre la première et la i
ème

 colonne ar(i) = ∑ vr(i) est donnée par:  

 

  ar(i) = - 
(i-1)

2
.Δ 

 mod p    (9) 
4u 

avec un décalage de lignes de :  

a = -(i-1).v/(2u) mod p    (10) 
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Dans l’expression de ar(i), comme -Δ/(4u) est une simple constante multipliant (i-1)
2
, il existe g une primitive de p tel que, 

pour i > 0, l’ensemble des {ar(i)} est une permutation des éléments de la famille des classes {g
j
.g

2k
} mod p, avec k variant 

de 0 à p-2 et avec soit j = 0, soit j = 1. Selon les valeurs respectives de (u,v,w), les résidus de u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c mod p 

sont ainsi issus de l’un des tableaux à double entrées suivants : 

 

{0, g
2
, g

4
, …, g

2(p-1)
}+{0, g

2
, g

4
, …, g

2(p-1)
} 

ou 

{0, g
2
, g

4
, …, g

2(p-1)
}+{0, g.g

2
, g.g

4
, …, g.g

2(p-1)
} 

ou 

{0, g.g
2
, g.g

4
, …, g.g

2(p-1)
}+{0, g.g

2
, g.g

4
, …, g.g

2(p-1)
} 

 

Première et troisième expressions sont équivalentes au sens du dénombrement, puisque chaque tableau à double entrées 

complété ne contient que des carrés. La première expression (et la troisième) est celle de l’équation x
2
+y

2
 = c mod p dont 

nous connaissons déjà les caractéristiques au sens du dénombrement. La seconde est une variante x
2
+g.y

2
 = c mod p.  

Il nous reste à préciser les conditions sur (u,v,w) donnant l’une ou l’autre des alternatives. Cette étude rétablit pour partie 

des résultats déjà bien connus. 

 

2.4. Dénombrement des solutions modulo p 

 

Examinons d’abord les deux cas c = g
0
.g

2u
 mod p et c = g

1
.g

2u
 mod p. Choisissons un couple de nombres x ≠ 0 mod p et y ≠ 

0 mod p tel que c ≠ 0 mod p. Soit g une racine primitive de p. Alors (x.g
i
, y.g

i
) sont des couples distincts tels que 

u.(xg
i
)

2
+v.(x.g

i
).(y.g

i
)+w.(y.g

i
)

2
 = c.g

2i
 mod p. Donc si u.x

2
+v.x.y+w.y

2
 = c mod p a t solutions distinctes (x,y) avec c 

donné, alors u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c.g

2i
 mod p a également t solutions (x,y) distinctes. Il en résulte, pour le dénombrement des 

cibles c, uniquement trois cas à cardinaux distincts c = 0 mod p, c = g
0
.g

2u
 mod p et  c = g

1
.g

2u
 mod p. 

 

Dans le cas de variables de nombres entiers, le cardinal des résidus c du type g
0
.g

2u
 mod p est aussi le cardinal des résidus 

du type g
1
.g

2u
 mod p (seul c = 0 mod p possède un cardinal différent). En effet, si c est du premier type, - c mod p est du 

second. Soit (x,y) solution de u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = c mod p et (x+a,y+b) une autre solution (distincte). Soit ensuite (x’,y’) une 

solution de u.x’
2
+v.x’.y’+w.y’

2
 = -c mod p (sous réserve d’existence du résidu -c). Alors, il y a égalité des cardinaux des 

deux types si nous pouvons trouver un couple (a’,b’) ≠ (0,0) tel que (x’+a’,y’+b’) soit solution de u.x’
2
+v.x’.y’+w.y’

2
 = -c 

mod p. Le développement des équations résultantes donne alors la condition nécessaire et suffisante : 

 

u.a
2
+w.b

2
+(2.u.a+v.b).x+(2.w.b+v.a).y+v.a.b = u.a’

2
+w.b’

2
+(2.u.a’+v.b’).x+(2.w.b’+v.a’).y+v.a’.b’ mod p 

 

Ceci revient à se demander si une équation quadratique d’inconnues (a,b) défini par t = u.a
2
+w.b

2
+(2.u.a+v.b).x+ 

(2.w.b+v.a).y+v.a.b mod p qui a une solution en possède une seconde, ce qui est vrai puisque du second degré. 

Il faut cependant lever la condition d’existence soulevée plus haut. Dans le cas de la configuration x
2
+y

2
 = c mod p cela est 

déjà prouvé par notre étude sur les sommes de Waring. Dans le cas x
2
+g.y

2
 = c mod p, l’existence de c implique celle de -c 

par les arguments suivants. Nous avons -1 = g
(p-1)/2

 mod p et nous considérons les cas (p-1)/2 pair ou impair. Si (p-1)/2 = 2k 

alors x
2
+g.y

2
 = g

2k
.c mod p, équivalent à g

2i
+g.g

2j
 = g

2k
.c mod p (en gardant en mémoire les cas x ou y = 0), s’écrit g

2(i-

k)
+g.g

2(j-k)
 = c mod p. De même, si (p-1)/2 = 2k-1 alors x

2
+g.y

2
 = g

2k-1
.c mod p, équivalent à g

2i
+g.g

2j
 = g

2k-1
.c mod p 

(toujours en gardant en mémoire le cas x ou y = 0), s’écrit g.g
2(i-k)

+g
2(j-k)

 = c mod p. Ceci suffit à notre démonstration.  

 

2.5. Factorisation de l’équation quadratique 

 

Plaçons-nous dans un cas u ≠ 0 mod p. 

 

Cas Δ carré 

 

La mise en facteur de u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 mod p s’écrit : 

 

u.(x+y. 
(v+√Δ) 

).(x+y. 
(v-√Δ) 

)  mod p   (11) 
2u 2u 

 

Ceci n’a de sens que si √Δ existe (le signe √ est utilisé pour son côté pratique, √Δ étant un entier modulo p), c’est-à-dire si 

Δ est un carré modulo p ou encore un résidu quadratique de x
2
 modulo p. Dans ce cas : 

 

u.(x+y. 
(v+√Δ) 

).(x+y. 
(v-√Δ) 

) = 0 mod p   (12) 
2u 2u 

admet deux systèmes de solutions : 

x+y.(v+√Δ/(2u)) = 0 mod p   (13) 
 

ou 
 

x+y.(v-√Δ/(2u)) = 0 mod p   (14) 
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Chacun de ces systèmes a p solutions (x,y) distinctes, elles-mêmes clairement distinctes d’un système à l’autre lorsque ∆ ≠ 

0 mod p hors la solution commune (0,0). D’où 2p-1 solutions distinctes. 

Pour les autres cibles c (c ≠ 0 mod p), considérons d’abord l’expression X.Y = c mod p. Celle-ci a évidemment p-1 

solutions distinctes puisque toute classe X (≠ 0) a un inverse mod p, notée X
-1

 et par suite Y = c.X
-1

 existe toujours. Ainsi 

l’équation  

(x+y. 
(v+√Δ) 

).(x+y. 
(v-√Δ) 

) = c/u mod p   (15) 
2u 2u 

 

se résout en p-1 systèmes d’équations (X.Y = c/u mod p, X variant par exemple de 1 à p-1) 

 

(x+y. 
(v+√Δ) 

) = X mod p   (16) 
2u 

et 

(x+y. 
(v-√Δ) 

) = Y mod p   (17) 
2u 

 

systèmes linéaires dont le déterminant -(√Δ)/u non nul assure une et une seule solution à chacun des systèmes. Ces 

solutions sont distinctes de l’une à l’autre (trivial). D’où p-1 solutions en (x,y) 

 

Cas Δ = 0 

 

La mise en facteur conduit à  

(x+y.v/2u)
2
 = c/u mod p   (18) 

 

qui n’a de solution que si c/u est un carré donnant alors  

 

x+y.v/2u = (c/u)
1/2

 mod p   (19) 

ou 

x+y.v/2u = -(c/u)
1/2

 mod p   (20) 

 

chacune de ces équations ayant p solutions distinctes, elles-mêmes distinctes de l’une à l’autre des équations (#c = 2p) sauf 

si c = 0 mod p (équation redondante) (#c = p). 

 

Cas Δ non carré 

 

Nous avons deux alternatives pour Δ non carré : 

 

p = 1 mod 4 -Δ non carré 

p = 3 mod 4 -Δ carré 

 

En effet, Δ n’étant pas un carré, pour une racine primitive quelconque de p, il existe toujours i tel que Δ = g.g
2i

, puis -Δ = -

g.g
2i

 = g
(p-1)/2

.g.g
2i

 mod p. Si p = 1+4k, alors Δ = g.g
2(i+k)

, tandis que si p = 3+4k, Δ = g
2(1+i+k)

.  

 

Sous cas p = 3 mod 4 
 

Nous écrivons alors : 
 

(x+y. 
(v+i√(-Δ)) 

).(x+y. 
(v-i√(-Δ)) 

) = (X+iY).(X-iY) = X
2
+Y

2
 = c/u mod p   (21) 

2u 2u 

 

L’équation X
2
+Y

2
 = c/u mod p est traitée par ailleurs dans notre article. Pour p = 3 mod 4, X

2
+Y

2
 = 0 mod p n’a que la 

solution triviale (X,Y) = (0,0) et #{c=0} = 1.  

 

Sous cas p = 1 mod 4 
 

Dans ce cas, la factorisation de u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 mod p n’est possible ni suivant la relation (14), ni suivant la relation (21), 

donc c = 0 mod p n’est un résidu que dans le cas trivial (0,0).   

 

Solution d’une équation quadratique congruente non complète 

 

Soit u ≠ 0 mod p. Nous cherchons à exprimer une condition équivalente à : 
  

 x entier \ u.x
2
 = 1 mod p 

Ici p est premier. 

Il existe toujours un inverse à u modulo p. D’où nous pouvons écrire x
2
 = u

-1
 mod p. Si une solution existe à cette équation, 

alors x
-1

 mod p est solution de x’
2
 = u mod p. Donc u est un carré modulo p.  
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 x entier \ u = x
2
 mod p 

 

2.6. Classes des carrés et des non-carrés 

 

Nous désignerons par C(p) ≡ {c} l’ensemble des classes non nulles qui sont des carrés modulo p, c'est-à-dire l’ensemble 

des nombres c tels que  x \ c = x
2
 mod p. Nous désignons par D(p) ≡ {c’} l’ensemble des classes qui ne sont pas des carrés 

modulo p, c'est-à-dire l’ensemble des nombres c’ tels que  x, c’ ≠ x
2
 mod p.  

Nous notons encore ceci :  

c c C(p) et c’ c D(p) 

 

3. Facteurs d’abondance d’équations quadratiques 
 

Les tableaux ci-dessous résument les différentes situations rencontrées pour l’équation congruente quadratique générale.  

 

3.1. Variables (x,y) de nombres entiers  

 

p = 2 
 

Le cas p pair est traité à part en construisant des tableaux à double entrées : 

 

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 x = 0 x = 1 

y = 0 0 u 

y = 1 w u+v+w 
 

D’où la table de vérité : 

(u,v,w) #{0} #{1} 

(0,0,0) mod 2 4 0 

(1,0,0) mod 2  2 2 

≡ (0,0,1) mod 2 2 2 

(1,0,1) mod 2 2 2 

(0,1,0) mod 2 3 1 

(0,1,1) mod 2  3 1 

≡ (1,1,0) mod 2 3 1 

(1,1,1) mod 2 1 3 

p > 2 
 

La situation est simple ici et découle immédiatement des démonstrations du paragraphe 2.5. 
 

Conditions 

sur Δ 

Conditions 

sur (u,v,w) 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

Δ = 0 mod p 

(u,v,w) = (0,0,0)  mod p  p
2
 0 0 1 

(u,v,w) ≠ (0,0,0)  mod p 
u c C(p) p 2p 0 2 

u c D(p) p 0 2p 3 

Δ ≠ 0 mod p  
Δ c C(p) 2p-1 p-1 p-1 4 

Δ c D(p) 1 p+1 p+1 5 

 

3.2. Variables (x,y) de nombres premiers 
 

p = 2 
 

A nouveau, le cas p pair est traité à part : 

 

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 x = 1 

y = 1 u+v+w 

 

D’où la table de vérité dont le nombre de cas est réduit : 
 

 

  

(u,v,w) #{0} #{1} 

u+v+w = 0 mod 2 1 0 

u+v+w = 1 mod 2 0 1 

p > 2 
 

La table de vérité se présente comme suit : 
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Conditions 

sur Δ 

Conditions sur 

(u,v,w) 

Conditions 

sur p 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

 

Δ = 0 mod p 

(u,v,w) = 0 mod p   (p-1)
2
 0 0 1 

u ≠ 0 mod p 

v = 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) 0 2(p-1) 0 2 

 u c D(p) 0 0 2(p-1) 3 

u ≠ 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) p-1 2(p-2) 0 4 

 u c D(p) p-1 0 2(p-2) 5 

Δ ≠ 0 mod p 

u = 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 
(Δ c C(p))  0 p-1 p-1 6 

u ≠ 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) p-1 p-3 p-1 7 

 u c D(p) p-1 p-1 p-3 8 

u ≠ 0 mod p 

w ≠ 0 mod p 

Δ c C(p) 

ou*(u c C(p),w c C(p)) 2(p-1) p-3 p-3 9 

et(u c C(p),w c C(p)) 2(p-1) p-5 p-1 10 

et(u c D(p),w c D(p)) 2(p-1) p-1 p-5 11 

Δ c D(p) 

ou*(u c C(p),w c C(p)) 0 p-1 p-1 12 

et(u c C(p),w c C(p)) 0 p-3 p+1 13 

et(u c D(p),w c D(p)) 0 p+1 p-3 14 

 

Nota : ou* est un ou exclusif. 

 

3.3. Complément de démonstration 
 

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la démonstration des résultats pour les variables de nombres entiers est donnée au 

paragraphe 2.5 de cet exercice. 

La démonstration des résultats pour les variables de nombres premiers découle naturellement des cardinaux obtenus avec 

les variables de nombres entiers. Elle repose sur les classes apparaissant à la première ligne (x=0) et à la première colonne 

(y=0) qui sont à retirer en passant de l’un à l’autre cas. Le décompte concerne ainsi les résidus {c \ w.y
2
 = c mod p, y = 1 à 

p-1}, {c \ u.x
2
 = c mod p, x = 1 à p-l} et {c =0} à moins que ligne ou/et colonne présente identiquement des zéros dès le 

départ (cas u ou/et w = 0 mod p). Le tableau précédent est donc la transcription du tableau ci-dessous qui donne le 

décompte des résidus de la première ligne et colonne :   

 

Conditions 

sur Δ 

Conditions sur 

(u,v,w) 

Conditions 

sur p 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

 

Δ = 0 mod p 

(u,v,w) = 0 mod p   2p-1 0 0 1 

u ≠ 0 mod p 

v = 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) p 4 0 2 

 u c D(p) p 0 4 3 

u ≠ 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) 1 4 0 4 

 u c D(p) 1 0 4 5 

Δ ≠ 0 mod p 

u = 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

  1 2 2 6 

u ≠ 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) 1 4 0 7 

 u c D(p) 1 0 4 8 

u ≠ 0 mod p 

w ≠ 0 mod p 

Δ c C(p) 

ou*(u c C(p),w c C(p)) 1 2 2 9 

et(u c C(p),w c C(p)) 1 4 0 10 

et(u c D(p),w c D(p)) 1 0 4 11 

Δ c D(p) 

ou*(u c C(p),w c C(p)) 1 2 2 12 

et(u c C(p),w c C(p)) 1 4 0 13 

et(u c D(p),w c D(p)) 1 0 4 14 

 

3.4. Variables mixtes 
 

Si x est une variable de nombres entiers et y une variable de nombres premiers, un autre tableau peut être établi que nous 

laissons à l’initiative du lecteur.  



 

P 251/394  Facteurs d’abondance quadratique  

 

4. Facteurs d’abondance de nombres premiers générés par une équation quadratique. 
 

4.1. Généralités  

 

Soit l’équation :  

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = q+c        (22) 

 

Ici q est une variable de nombres premiers et x et y sont des variables soit de nombres entiers, soit de nombres premiers.  

Le dénombrement asymptotique des solutions en nombres premiers par une expression u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 nécessite l’étude 

de :  

u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 = q+c mod p       (23) 

 

Comme nous l’avons montré au début de l’exercice 7, dans le cas des variables d’entiers, il suffit de retrancher à p
2
 les 

cardinaux du tableau initial. Dans le cas des variables de nombres premiers, il suffit de retrancher à (p-1)
2
 les cardinaux du 

tableau initial. D’où : 

 

4.2. Variables (x,y) de nombres entiers  

 

p = 2 

 (u,v,w) #{0} #{1} 

(0,0,0) mod 2 0 4 

(1,0,0) mod 2  2 2 

≡ (0,0,1) mod 2 2 2 

(1,0,1) mod 2 2 2 

(0,1,0) mod 2 1 3 

(0,1,1) mod 2  1 3 

≡ (1,1,0) mod 2 1 3 

(1,1,1) mod 2 3 1 

p > 2 
 

 

Conditions 

sur Δ 

Conditions 

sur (u,v,w) 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

Δ = 0 mod p 

(u,v,w) = (0,0,0)  mod p  0 p
2
 p

2
 1 

(u,v,w) ≠ (0,0,0)  mod p 
u c C(p) (p-1).p (p-2).p p

2
 2 

u c D(p) (p-1).p p
2
 (p-2).p 3 

Δ ≠ 0 mod p  
Δ c C(p) (p-1)

2
 p

2
-p+1 p

2
-p+1 4 

Δ c D(p) (p-1).(p+1) p
2
-p-1 p

2
-p-1 5 

 

4.3. Variables (x,y) de nombres premiers 
 

p = 2 

(u,v,w) #{0} #{1} 

u+v+w = 0 mod 2 0 1 

u+v+w = 1 mod 2 1 0 

p > 2 
 

La table de vérité se présente comme suit : 

 

Conditions 

sur Δ 

Conditions sur 

(u,v,w) 

Conditions 

sur p 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

 

Δ = 0 mod p 

(u,v,w) = 0 mod p   0 (p-1)
2
 (p-1)

2
 1 

u ≠ 0 mod p 

v = 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) (p-1)
2
 p

2
-4p+3 (p-1)

2
 2 

 u c D(p) (p-1)
2
 (p-1)

2
 p

2
-4p+3 3 

u ≠ 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 

 u c C(p) (p-1).(p-2) p
2
-4p+5 (p-1)

2
 4 

 u c D(p) (p-1).(p-2) (p-1)
2
 p

2
-4p+5 5 

Δ ≠ 0 mod p 

u = 0 mod p 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 
(Δ c C(p))  (p-1)

2
 (p-1).(p-2) (p-1).(p-2) 6 

u ≠ 0 mod p  u c C(p) (p-1).(p-2) p
2
-3p+4 (p-1).(p-2) 7 
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Conditions 

sur Δ 

Conditions sur 

(u,v,w) 

Conditions 

sur p 

Conditions 

sur les carrés 

#(c = 0 

mod p) 

#(c = g
0
.g

2i
 

mod p) 

#(c = g
1
.g

2i
 

mod p) 
Exp. 

v ≠ 0 mod p 

w = 0 mod p 
 u c D(p) (p-1).(p-2) (p-1).(p-2) p

2
-3p+4 8 

u ≠ 0 mod p 

w ≠ 0 mod p 

Δ c C(p) 

ou*(u c C(p),w c C(p)) (p-1).(p-3) p
2
-3p+4 p

2
-3p+4 9 

et(u c C(p),w c C(p)) (p-1).(p-3) p
2
-3p+6 (p-1).(p-2) 10 

et(u c D(p),w c D(p)) (p-1).(p-3) (p-1).(p-2) p
2
-3p+6 11 

Δ c D(p) 

ou* (u c C(p),w c C(p)) (p-1)
2
 (p-1).(p-2) (p-1).(p-2) 12 

et(u c C(p),w c C(p)) (p-1)
2
 p

2
-3p+4 p.(p-3) 13 

et(u c D(p),w c D(p)) (p-1)
2
 p.(p-3) p

2
-3p+4 14 

 

5. Réciprocité : Classes réciproques quadratiques 
 

Une « lourdeur » dans la recherche des facteurs d’abondance d’équations quadratiques est la nécessité de calcul 

systématique de carrés pour la vérification de l’existence ou non de résidus. Il serait intéressant pour plus d’efficacité 

d’anticiper cette propriété d’existence (ou non). Nous allons nous consacrer à cette tache dans la suite. 

Nous posons donc la question 

 ? x entier \ c = x
2
 mod p 

et cherchons une condition sur p  

p c G(c) (ou p c H(c)) 

équivalente à 

c c C(p) (ou c c D(p)) 

5.1. Inventaire des classes 

 

Nous observons les cas suivants pour l’équation c = x
2
 mod p : 

 

Cas G(c) H(c) 

c = 1 1 mod 1 vide 

c = -1 1 mod 4 3 mod 4 

c = 2 {1,7} mod 8 {3,5} mod 8 

c > 0 premier 1 mod 4 

U{g4c
2i

, 2c+g4c
2i

} mod 4c 

≡ 

U{g4c
2i

} mod c 

U{g4c
2i+1

, 2c+g4c
2i+1

} mod 4c 

≡ 

U{g4c
2i+1

} mod c 

c > 0 premier 3 mod 4 U{g4c
i
} mod 4c U{2c+g4c

i
} mod 4c 

c > 0 carré 1 mod 1 vide 

c = α.β 

(α,β) = 1 

G(α.β) = U(∩(G(α),G(β)), ∩(H(α),H(β)) 

mod 4α.β 

H(α.β) = U(∩(G(α),H(β)), ∩(H(α),G(β)) 

mod 4α.β 

 

Lorsque la cible est formée de plus de deux facteurs premiers entre eux, la dernière relation se met sous la forme : 

 

G(c) = U(∩(Gi, …,Hj, …)) mod 4c, {i …, j …}≡{1,2,...t}, #{Hj} pair 

H(c) = U(∩(Gi, …,Hj, …)) mod 4c, {i …, j …}≡{1,2,...t}, #{Hj} impair 

 

Cette écriture signifie que G, respectivement H, est l’union de l’ensemble des t combinaisons de classes à la fois du type G i 

et Hj à condition que le nombre de familles Hj choisies soit pair, respectivement impair.  

 

Les cas déduits de la décomposition c = α.β avec pgcd(α,β) = 1 (en utilisant en particulier β = -1) sont en particulier :  

 

Cas G(c) H(c) 

c < 0, premier 1 mod 4 U{g4c
i
} mod 4c U{2c+g4c

i
} mod 4c 

c < 0, premier 3 mod 4 U{g4c
2i

} mod c U{g4c
2i+1

} mod c 

c = α.f
2
 G(c/f²) H(c/f²) 

 

Le premier tableau appelle plusieurs commentaires concernant l’utilisation des opérateurs d’union (U), d’intersection (∩) et 

le terme à indice g4c. 

L’intersection de deux familles de nombres G(α) modulo q et G(β) modulo r est obtenue comme suit. Soit t le plus grand 

commun multiple à q et r. Nous exprimons alors G(α) et G(β) de façon équivalente modulo t. L’intersection est obtenue par 

le choix des éléments communs à G(α) modulo t et G(β) modulo t. L’union est réalisée sur le même modèle sauf que tous 

les éléments modulo t sont pris en compte. 

Le tableau ci-dessous illustre le point. 
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3 
G(3) = {1,11} mod 12 

= {1,11,13,23,25,35,37,47,49,59} mod 60 

H(3) = {5,7} mod 12 

= {5,7,17,19,29,31,41,43,53,55} mod 60 

5 
G(5) = {1,9} mod 10 

= {1,9,11,19,21,29,31,39,41,49,51,59} mod 60 

H(5) = {3,7} mod 10 

= {3,7,13,17,23,27,33,37,43,47,53,57} mod 60 

∩ Partie G(3.5) = {1,11,49,59} mod 60 Partie G(3.5) = {7,17,43,53} mod 60 

U G(15) = {1,7,11,17,43,49,53,59} mod 60 

 

Expliquons à présent l’écriture g4c. Nous avons utilisé jusqu’à présent l’écriture g pour une racine primitive d’un nombre 

premier p. La propriété des racines primitives est de générer par exponentiation l’ensemble des classes modulo p non nulles 

(de 1 à p-1). Dans le cas de g4c, où c est un nombre premier, nous sommes intéressés par un comportement modulo 4c, à 

savoir (c nombre premier remplacé par la lettre p) les valeurs de g4p
i
 mod 4p, i = 1 à 4p-1. Les racines primitives modulo 4p 

sont celles qui engendrent p-1 classes distinctes dont 1 et 4p-1.     

 

5.2. Racines primitives modulo 4p 

 

Définition 
 

L’ensemble des racines primitives modulo 4p est l’ensemble des nombres formés par les racines primitives modulo p 

portées à 3 modulo 4 pour ajouts successifs de pas p (mod 4p).  

 

Propriétés 
 

La famille {g4p
i
} mod 4p est un groupe cyclique d’ordre p-1.  

Nous avons g4p
p-1

 = 1mod 4p. 

Si p = 1 mod 4 alors g4p
(p-1)/2

 = -1+2p mod 4p. 

Si p = 3 mod 4 alors g4p
(p-1)/2

 = -1 mod 4p. 

Seules les racines primitives modulo 4p ont l’ensemble de ces propriétés. 

 

Prenons l’exemple de p = 31. 

 

 g 3 11 12 13 17 21 22 24 

g+p 34 42 43 44 48 52 53 55 

g+2p 65 73 74 75 79 83 84 86 

g+3p 96 104 105 106 110 114 115 117 

 

Pour chacun des nombres précédents {3,11,43,75,79,83,115,55}, nous avons bien g4p
(p-1)/2

 = 4p-1 (mais pas pour par 

exemple p = 7) et g4p
p-1

 = 1 lorsque p = 31. 

Les nombres pairs de ce tableau ne peuvent, trivialement, générer 1 mod 4p. 

Les nombres n = {65,73,105,13,17,21,53,117} sont tels que n
p-1

 = 1, mais n
(p-1)/2

 = 2p-1 (pour p = 31). 

Par ailleurs parmi {1,3,5,…,123}, nous trouvons également la famille n = {7,19,51,59,71,103,107,111} telle que n
p-1

 = 1, 

mais n
(p-1)/2

 = 2p+1. 

Après remise dans l’ordre croissant des nombres, seule la famille {3,11,43,55,75,79,83,115} convient.  

Par exponentiation, l’ensemble des classes générées g4p
i
, i = 1 à p-1 est identique à la précédente quel que soit le générateur 

choisi dans la famille des racines primitives modulo 4p. 

Ici avec g4p = 3, nous obtenons : 
    

{3,9,27,81,119,109,79,113,91,25,75,101,55,41,123,121,115,97,43,5,15,45,11,33,99,49,23,69,83,1} 
 

Soit dans l’ordre croissant : 
 

G(31) = {1,3,5,9,11,15,23,25,27,33,41,43,45,49,55,69,75,79,81,83,91,97,99,101,109,113,115,119,121,123} 
 

Les autres classes modulo 4p premiers (qui sont toujours impair) avec 4p sont : 
  

H(31) = {7,13,17,19,21,29,35,37,39,47,51,53,57,59,61,63,65,67,71,73,77,85,87,89,95,103,105,107,111,117} 

 

Nota : Des notions de racines primitives sont envisageables modulo 2
n
p. Faute d’une utilité particulière sur ce mode ici, 

nous ne développons pas ce point ici. Cependant, il est utile de préciser que pour ce qui nous intéresse actuellement, nous 

devons travailler modulo 4p et non modulo 2p. 

 

5.3. Preuves 

 

Démonstration 0  
 

Commençons par montrer que : 

U{g4c
2i

, 2c+g4c
2i

} mod 4c ≡ U{g4c
2i

} mod c 
 

U{g4c
2i+1

, 2c+g4c
2i+1

} mod 4c ≡ U{g4c
2i+1

} mod c 
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Trivialement U{g4c
2i

, 2c+g4c
2i

} mod 4c ≡ U{g4c
2i

} mod 2c. Les puissances de g4c sont des nombres impairs puisque ce 

nombre est 3 mod 4 et ne génère pas de nombres pairs. Donc U{g4c
2i

} mod 2c ≡ U{g4c
2i

} mod c. Les mêmes arguments 

valent pour la deuxième expression.  

 

Démonstration 1  
 

Soit à démontrer si p = 1 mod 4 alors g4p
(p-1)/2

 = -1+2p mod 4p, sinon si p = 3 mod 4, g4p
(p-1)/2

 = -1 mod 4p.  

Nous avons g4p
p-1

 = 1 mod 4p aussi bien si g4p = 1 mod 4 que si g4p = 3 mod 4. En effet, g4p = g+t.p où t est un entier entre 0 

et 3. Ainsi g4p = g mod p, donc g4p
p-1

 = g
p-1

 = 1 mod p ce qui entraîne trivialement g4p
p-1

 = 1 mod 4p.   

Par ailleurs g
(p-1)/2

 = -1 mod p, d’où g
(p-1)/2

 = -1+m.p mod p, m entier compris entre 0 et 3.  

Calculons g4p
(p-1)/2

 = (3+4u)
(p-1)/2

 = (-1)
(p-1)/2

+4n = (g+t.p)
(p-1)/2

 = g
(p-1)/2

+k.p = -1+(k+m).p mod 4p  

Alors si (p-1)/2 est impair, (k+m).p = -4n+r.4p = 4q, donc k+m est multiple de 4, d’où g4p
(p-1)/2

 = -1 mod 4p. Si (p-1)/2 est 

pair, 1+4n = -1+(k+m).p+r.4p, d’où 2 = (k+m).p+4q. Seul k+m = 2 mod 4 est une solution de cette équation. D’où g4p
(p-1)/2

 

= -1+2p mod 4p. 

Montrons ensuite que {g4p
i
} mod 4p est cyclique d’ordre p-1 exactement.  

Nous avons g4p
i
 = (3+4u)

i
 = (-1)

i
+4n = (g+t.p)

i
 = g

i
+k.p mod 4p et g

i
 ≠ 1+m.p mod 4p si 0 < i < p-1 pour tout m. 

D’où g4p
i
 ≠ 1+(m+k).p mod 4p si 0 < i < p-1. Si à ce moment g4p

i
 = 1 mod 4p, cela entraîne 0 ≠ (m+k).p mod 4p, soit m+k ≠ 

0 mod 4 pour tout m ce qui est faux. Donc g4p
i
 ≠ 1 mod 4p pour tout i, 0 < i <p-1. Comme g4p

p-1
 = 1 mod 4p, {g4p

i
} mod 4p 

est cyclique d’ordre p-1 exactement. 

 

Démonstration 2  
 

Il s’agit de répondre à l’existence (ou non) d’une solution à l’équation x
2
 = c mod p suivant la valeur c. 

Le cas c = 1 est trivial puisque x = 1 est toujours solution, donc tout nombre p convient pour c donné. 

Le cas c = -1 s’écrit x
2
 = -1 = g

(p-1)/2
 mod p qui a une solution si (p-1)/2 est un carré, d’où p = 1 mod 4. 

Le cas c = 2 est issu de la relation de Legendre (2/p) = (-1)
(p^2-1)/8

 mod p. Si p = 1 mod 8 ou p = 7 mod 8 alors (2/p) = 1 mod 

p (existence d’un résidu), sinon si p = 3 mod 8 ou p = 5 mod 8 alors (2/p) = -1 mod p (non-existence d’un résidu).  

 

Si c est un nombre premier impair, nous considérons deux cas. Nous vérifions les solutions proposées dans le tableau et 

nous démontrons qu’il n’y en a pas d’autres ce qui suffit ici. Nous utilisons pour cela la notation de Legendre et la loi de la 

réciprocité quadratique lorsque c et p sont premiers entre eux : 
  

     (c-1)  

. 
(p-1)  

( 
c 

) = ( 
p 

)(-1) 
   2    2  

mod p p c    

Nous avons les équivalences : 
  

p c G(c)  ( 
c  

) = 1 mod p p 
 

 

p c H(c)  ( 
c  

) = -1 mod p p 

 

Or, si c = 1 mod 4 et si G(c) ≡ {g4c
2i

, 2c+g4c
2i

} mod 4c, nous pouvons écrire : 

 

     (c-1). (g4c
2i+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

.( 
g4c

2i
+k.4c 

) = (-1) 
(0+2n).t 

( 
g4c

2i
 
) = 1 mod p 

   

p g4c
2i

+k.4c   c  c    

 

Ici comme (c-1)/2 est 0 mod 2 peu importe la valeur paire ou impaire de (g4c
2i

-1)/2. 

De même :  

     (c-1). (g4c
2i+2c+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

.( 
g4c

2i
+2c+k.4c 

) = (-1) 
(0+2n).(t+c) 

( 
g4c

2i
 
) = 1 mod p 

   

p g4c
2i

+2c+k.4c   c  c    

 

Ensuite, si c = 1 mod 4 et si H(c) ≡ {g4c
2i+1

, 2c+g4c
2i+1

} mod 4c, nous pouvons écrire : 

 

     (c-1). (g4c
2i+1+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

.( 
g4c

2i+1
+k.4c 

) = (-1) 
(0+2n).t’ 

( 
g4c ) = -1 mod p 

   

p g4c
2i+1

+k.4c   c  c    

 

Cette fois ci, en plus des remarques précédentes, nous utilisons la propriété fondamentale des racines primitives qui est :  

 

( 
g 

) = -1  mod p 
   

p    

Comme g4c = g +t.c, t un entier, il vient de suite : 
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( 
g4c+t.c 

) = ( 
g4c ) = -1 

c c 

De même : 
 

     (c-1). (g4c
2i+1+2c+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

. ( 
g4c

2i+1
+2c+k.4c 

) = (-1) 
(0+2n).(t’+c) 

( 
g4c ) = -1 mod p 

   

p g4c
2i+1

+2c+k.4c   c  c    

 

Passons à c = 3 mod 4. 

Si G(c) ≡ {g4c
i
} mod 4c, nous pouvons écrire : 

 

     (c-1). (g4c
i+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

.( 
g4c

i
+k.4c 

) = (-1) 
(1+2n).(g4c

i-1)/2 
( 

g4c
i
 
) = 1 mod p 

   

p g4c
i
+k.4c   c  c    

 

En effet, la parité du produit (1+2n).(g4c
i
-1)/2 ne dépend que de la parité de (g4c

i
-1)/2. La primitive g4c est 3 mod 4 par 

définition. Donc si i est impair, (g4c
i
-1)/2 est impair et le symbole de Legendre (g4c

i
/c) vaut -1. A l’opposé, si i est pair, (g4c

i
-

1)/2 est pair tandis que le symbole de Legendre (g4c
i
/c) vaut 1. d’où le résultat précédent. 

 

Si H(c) ≡ {2c+g4c
i
} mod 4c, nous pouvons écrire : 

 

     (c-1) . (g4c
i+2c+k.4c-1)             

( 
c 

) = ( 
c 

) = (-1) 
2 2 

. ( 
g4c

i
+2c+k.4c 

) = (-1) 
(1+2n).(c+(g4c

i-1)/2) 
( 

g4c
i
 
) = -1 mod p 

   

p g4c
i
+2c+k.4c   c  c    

 

En effet, par rapport à l’expression intéressant G(c), la dernière expression présente une multiplication par (-1)
(1+2n).c

 où c 

est 3 mod 4, soit par (-1)
(1+2n).c

 = -1. D’où le résultat. 

Ayant vérifié l’inclusion des familles pressenties respectivement dans G(c) et H(c), il nous reste à démontrer qu’il n’existe 

pas d’autres solutions. Considérons le cas c = 3 mod 4 (où c est un nombre premier) et la famille {g4c
i
} mod 4c. Soit x = g4c

i
 

mod 4c et y = g4c
j
 mod 4c. Si x = y, alors g4c

i
 = g4c

j
 mod 4c,  puis g4c

i-j
 = 1 mod 4c. Il existe t entier tel que g4c = g+t.c. Ainsi 

(g+t.c)
i-j

 = g
i-j

 +m.c = 1 mod 4c, m un entier. D’où = g
i-j

 = 1 mod c. D’où i = j mod p-1. La famille {g4c
i
} mod 4c possède 

donc c-1 éléments distincts. De même {2c+g4c
i
} mod 4c possède c-1 éléments distincts. U{G(c), H(c)} rassemblant toutes 

les classes premiers avec 4c, soit φ(4c) = φ(4)φ(c) =2(c-1), il n’existe donc pas d’autres solutions. Dans le cas de c = 1 mod 

4, nous pouvons utiliser les mêmes argumentaires sans difficultés nouvelles. 

 

Si c contient un carré, soit α.β
2
 sa décomposition non-carré et carré. L’équation devient x

2
 = α.β

2
 mod p. L’existence d’une 

solution à cette équation repose trivialement sur l’existence d’une solution suivant p pour l’équation (x/β)
2
 = α mod p 

sachant que l’inverse existe toujours mod p (si le nombre est non nul), l’équation devient y
2
 = α mod p ce qui démontre la 

simplification proposée plus haut.   

   

Si c est positif et est le produit de deux facteurs premiers entre eux c = α.β. Soit à étudier l’équation x
2
 = α.β mod p pour 

lequel nous cherchons la famille G(α.β) = {p} à résidu c. Nous supposons résolu l’équation x
2
 = α mod p, soit G(α) mod 4α 

pour l’existence d’un résidu et H(α) mod 4α pour la non-existence. De même pour x
2
 = β mod p, nous avons les familles 

G(β) mod 4β et H(β) mod 4β. Soit p un nombre premier. S’il existe x tel que x
2
 = α mod p, c’est-à-dire si α est un carré 

modulo p, et si pour tout x, nous avons x
2
 ≠ β mod p, c’est-à-dire β n’est pas un carré modulo p alors clairement αβ n’est 

pas un carré modulo p et pour tout x, x
2
 ≠ αβ mod p (ceci peut se démontrer rigoureusement en utilisant les racines 

primitives de p). Le raisonnement est le même en permutant le rôle de α et β. D’autre part, trivialement, si α et β sont des 

carrés modulo p, le produit αβ est un carré modulo p. Si α et β sont des non carrés modulo p, alors il existe une racine 

primitive g de p et un entier i tels que α = g.g
2i

 mod p et une racine primitive g’ de p et un entier j tels que β = g’.g’
2j

 mod p. 

Nous exprimons ensuite g’ en fonction de g par g’ = g
k
 mod p. Une racine primitive s’exprime en fonction d’une autre avec 

k premier avec p-1, donc k impair. Il vient β = g
k
.g

2j.k
 = g.g

2m
 mod p. Ainsi α.β = g

2(1+i+m)
 mod p est un carré modulo p. Cet 

argumentaire se résume suivant le tableau : 

 

 x \ x
2
 = α.β mod p  

{ x \ x
2
 = α mod p et  x \ x

2
 = β mod p} 

ou 

{x, x
2
 ≠ α mod p et x, x

2
 ≠ β mod p} 

x, x
2
 ≠ α.β mod p  

{ x \ x
2
 = α mod p et x, x

2
 ≠ β mod p} 

ou 

{x, x
2
 ≠ α mod p et  x \ x

2
 = β mod p} 

 

Comme  x \ x
2
 = α mod p est équivalent p c G(α) et x, x

2
 ≠ α mod p est équivalent à p c H(α), il vient immédiatement 

avec nos conventions d’intersections et d’unions : 
  

G(α.β) = U(∩(G(α),G(β)),∩(H(α),H(β)) 

H(α.β) = U(∩(G(α),H(β)),∩(H(α),G(β)) 
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Par ailleurs, ces conventions sont issues de résultats modulo 4α et modulo 4β pour α et β premiers, résultats qui se 

prolongent naturellement modulo 4αβ à l’ordre αβ.    

 

Si c est un nombre entier quelconque, nous retirons l’ensemble des facteurs carrés et obtenons une décomposition en 

facteurs  c’ = ± ∏ fi. Nous appliquons les routines sur les différents facteurs de ce nombre. Peu importe, sauf éventuellement 

pour l’ampleur des calculs, de l’ordre et des signes utilisés (pourvu que le produit corresponde bien à c). 

 

Abordons le passage de c à -c lorsque c est un nombre premier. Nous utilisons G(-c) = U(∩(G(c),G(-1)),∩(H(c),H(-1)) mod 

4c et H(-c) = U(∩(G(c),H(-1)), ∩(H(c),G(-1)) mod 4c. Le tableau pour ces cas s’écrit sans peine en rappelant que g4c = 3 

mod 4 : 
 

 G(c) H(c) 

c > 0 premier 1 mod 4 

U{g4c
2i

 mod 4c, 2c+g4c
2i

 mod 4c} 

c 

U{1 mod 4, 3 mod 4} 

U{g4c
2i+1

 mod 4c, 2c+g4c
2i+1

 mod 4c} 

c 

U{3 mod 4, 1 mod 4} 

c > 0 premier 3 mod 4 

U{g4c
2i

 mod 4c, g4c
2i+1

 mod 4c} 

c 

U{1 mod 4, 3 mod 4} 

U{2c+g4c
2i

 mod 4c, 2c+g4c
2i+1

 mod 4c} 

c 

U{3 mod 4, 1 mod 4} 
 

Alors : 

G(-c (c = 1 mod 4)) = U{g4c
2i

, g4c
2i+1

} = U{g4c
i
} mod 4c 

H(-c (c = 1 mod 4)) = U{2c+g4c
2i

, 2c+g4c
2i+1

} = U{2c+g4c
i
} mod 4c 

G(-c (c = 3 mod 4)) = U{g4c
2i

, 2c+g4c
2i

} mod 4c 

H(-c (c = 3 mod 4)) = U{g4c
2i+1

, 2c+g4c
2i+1

} mod 4c 

 

Ce qui démontre complètement notre propos. 

 

5.4. Exemples de calcul 
 

Nous illustrons notre étude par les exemples suivants. 

Pour c = 3, nombre premier nous avons une seule racine primitive modulo 3 qui est g = 2. Nous raisonnons ensuite modulo 

12 (4c = 12). Alors g4c = 2+3p = 11 est 3 mod 4, puis G(c) = {11
0
,11

1
} = {1,11} mod 12. Les autres nombres premiers avec 

12 sont alors H(c) = {5,7} mod 12.   

Pour c = -3, deux possibilités se présentent. Soit la lecture directe du tableau où G(-3) = U{g12
2i

 mod 12,6+g12
2i

 mod 12} = 

{1,7} mod 12. Soit de considérer le produit 3.(-1). D’où : 
 

Pour G(-3) 
 

3 G(3) = {1,11} mod 12 H(3) = {5,7} mod 12 

-1 G(-1) = {1} mod 4 = {1,5,9} mod 12 H(-1) = {3} mod 4 = {3,7,11} mod 12 

∩ Partie G(-3) = {1} mod 12 Partie G(-3) = {7} mod 12 

U G(-3) = {1,7} mod 12 
 

Pour H(-3) 
 

3 G(3) = {1,11} mod 12 H({5,7} mod 12 

-1 H(-1) = {3} mod 4 = {3,7,11} mod 12 G(-1) = {1} mod 4 = {1,5,9} mod 12 

∩ Partie H(-3) = {11} mod 12 Partie H(-3) = {5} mod 12 

U H(-3) = {5,11} mod 12 

 

Nous pouvons former de la même façon G(5) = {1,9,11,19} mod 20 = {1,9} mod 10 et G(-5) = {3,7,13,17} mod 20 = {3,7} 

mod 10. Nous pouvons alors évaluer G(15) et H(15) soit en considérant que 15 = 3.5 ou que 15 = (-3).(-5). Adoptons cette 

dernière piste. 
 

Pour G(15) 
 

-3 
G(-3) = {1,7} mod 12 

= {1,7,13,19,25,31,37,43,49,55} mod 60 

H(-3) = {5,11} mod 12 

= {5,11,17,23,29,35,41,47,53,59} mod 60 

-5 
G(-5) = {1,3,7,9} mod 20 

= {1,3,7,9,21,23,27,29,41,43,47,49} mod 60 

H(-5) = {11,13,17,19} mod 20 

= {11,13,17,19,31,33,37,39,51,53,57,59} mod 60 

∩ Partie G(-3.-5) = {1,7,43,49} mod 60 Partie G(-3.-5) = {11,17,53,59} mod 60 

U G(15) = {1,7,11,17,43,49,53,59} mod 60 
 

Pour H(15) 
 

-3 G(-3) = {1,7,13,19,25,31,37,43,49,55} mod 60 H(-3) = {5,11,17,23,29,35,41,47,53,59} mod 60 

-5 H(-5) = {11,13,17,19,31,33,37,39,51,53,57,59} mod 60 G(-5) = {1,3,7,9,21,23,27,29,41,43,47,49} mod 60 

∩ Partie H(-3.-5) = {13,19,31,37} mod 60 Partie H(-3.-5) = {23,29,41,47} mod 60 

U H(15) = {13,19,23,29,31,37,41,47} mod 60 
 

L’ensemble G(15) U H(15) contient bien l’ensemble des nombres premiers avec 15. Le lecteur pourra vérifier que nous 

obtenons les mêmes familles en utilisant telles autres décompositions de c = 15 : 15 = 3.5 = -1.3.-5…   
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Si nous poursuivons ensuite au cas c = 105 = 3.5.7, nous procédons à l’étape c = (3.5).7 sachant que 3.5 et 7 sont premiers 

entre eux, soit avec la formule générale d’intersections et d’unions :   
 

G(105) = U(G(3)∩G(5)∩G(7),G(3)∩H(5)∩H(7),H(3)∩G(5)∩H(7),H(3)∩H(5)∩G(7)) mod 420 

H(105) = U(G(3)∩G(5)∩H(7),G(3)∩H(5)∩G(7),H(3)∩G(5)∩G(7),H(3)∩H(5)∩H(7)) mod 420 

 

5.5. Généralisation des classes réciproques quadratiques   

 

Nous faisons cette étude bien que non indispensable à l’objectif initial. 

Soit l’expression a.x
2
+b.x+c et son discriminant Δ = b

2
-4a.c.  

Nous posons la question 

 ? x entier \ a.x
2
+b.x+c = 0 mod p      (24) 

 

et cherchons une condition sur p satisfaisante pour un triplet (a,b,c) donné.  

Nous notons que lorsque x
2
 = c mod p, x

2
-c = 0 mod p et donc Δ = 4c. D’où, par analogie, la condition : 

 

p c G(Δ) mod Δ 

 

Notons d’abord que Δ étant de la forme b
2
-4ac, Δ = 0 mod 4 et Δ = 1 mod 4 sont les seuls cas à envisager. Ceci résulte 

d’une observation élémentaire sur la parité de b qui implique Δ ≠ 2 mod 4 et Δ ≠ 3 mod 4. En particulier, il n’y a pas de cas  

Δ = -1. Si Δ est positif, alors soit Δ = 4k, soit Δ = 1+4k, k > 0. Si Δ est négatif, soit Δ = -4k, soit Δ = -3-4k, k > 0. Si Δ est 

un nombre premier de signe positif ou négatif, il ne peut être que 1 mod 4.    

Les variantes engendrées par Δ sont alors les suivantes :  

 

Cas G(Δ) H(Δ) 

Δ = carré 1 mod 1 vide 

Δ = 0 mod 4 voir étude précédente  

Δ > 0 premier U{g4Δ
2i

} mod Δ U{g4Δ
2i+1

} mod Δ 

Δ < 0 premier U{g4Δ
i
} mod 4Δ U{2Δ+g4Δ

i
} mod 4Δ 

Δ = α.β 

(α,β) = 1 

G(Δ) = U(∩(G(α),G(β)), 

∩(H(α),H(β)) mod 4Δ 

H(Δ) = U(∩(G(α),H(β)), 

∩(H(α),G(β)) mod 4Δ 

 

Démonstration 

 

Soit P(x) = a.x
2
+b.x+c = 0 mod p et Δ = b

2
-4a.c, a ≠ 0. 

Nous réécrivons P(x) sous la forme : 

(x+ 
b 

) 
2 

- 
Δ 

= 0 mod p 
2a  (2a)

2
 

Soit 

Δ = ((2a).(x+b/2a))
2
 mod p      (25) 

 

Ceci signifie donc que Δ est un carré mod p. 

Soit G les nombres premiers p tels que l’équation a.x
2
+b.x+c = 0 mod p admette une solution entière. Soit H les autres 

nombres premiers. D’après ce qui précède, le discriminant Δ détermine la frontière entre les deux ensembles G = G(Δ) et H 

= H(Δ). Ainsi : 
 

p c G(Δ)  ( 
Δ  

) = 1 mod p p 
 

 

p c H(Δ)  ( 
Δ  

) = -1 mod p p 

 

Si Δ est premier négatif, alors Δ = 1 mod 4  et nous en déduisons immédiatement G(Δ) = U{g4Δ
2i

, 2Δ+g4Δ
2i

} mod 4Δ et 

H(Δ) = U{g4Δ
2i+1

, 2Δ+g4Δ
2i+1

 } mod 4Δ d’après l’étude faite dans le cas x
2
 = c mod p. Si Δ est premier positif, alors Δ = 3 

mod 4  et nous déduisons G(Δ) = U{g4Δ
i
} mod 4Δ et H(Δ) = U{2Δ+g4Δ

i
} mod 4Δ de la même étude. Les expressions  G(Δ) 

= U(∩(G(α),G(β)),∩(H(α),H(β)) mod 4Δ et H(Δ) = U(∩(G(α),H(β)),∩(H(α),G(β)) mod 4Δ découlent très naturellement de 

la loi : 

( 
Δ 

) = ( 
α 

) . ( 
β 

) mod p 
p p p 

car :  

   
{( 

α 
) = 1 mod p} et {( 

β 
) = 1 mod p} 

 

   p p  
           

( 
Δ 

) = 1 mod p  
   

ou 
    

p        
           

   
{( 

α 
) = -1 mod p} et {( 

β 
) = -1 mod p} 

 

   p p  
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Illustration de cette loi 

 

Nous donnons une illustration de cette loi pour Δ compris entre -10 et 10. 

 
Δ g g4Δ G(Δ) H(Δ) 

0   1 mod 1 vide 

-1   1 mod 4 3 mod 4 

1   1 mod 1 vide 

-2   1, 3 mod 8 5, 7 mod 8 

2   1, 7 mod 8 3, 5 mod 8 

-3 2 11 1 mod 3 2 mod 3 

3 2 11 1, 11 mod 12 5, 7 mod 12 

-4   1 mod 4 3 mod 4 

4   1 mod 1 vide 

-5 2, 3 7, 3 1, 3, 7, 9 mod 20 11, 13, 17 , 19 mod 20 

5 2, 3 7, 3 1, 4 mod 5 2, 3 mod 5 

-6   1, 5, 7, 11 mod 24 13, 17, 19, 23 mod 24 

6   1, 5, 19, 23 mod 24 7, 11, 13, 17 mod 24 

-7 3, 5 3, 19 1, 2, 4 mod 7 3, 5, 6 mod 7 

7 3, 5 3, 19 1, 3, 9, 19, 25, 27 mod 28 5, 11, 13, 15, 17, 23 mod 28 

-8   1, 3, 9, 11, 17, 19, 25, 27 mod 32 5, 7, 13, 15, 21, 23, 29, 31 mod 32 

8   1, 7, 9, 15, 17, 23, 25, 31 mod 32 3, 5, 11, 13, 19, 21, 27, 29 mod 32 

-9   1 mod 4 3 mod 4 

9   1 mod 1 vide 

-10   1, 7, 9, 11, 13, 19, 23, 37 mod 40 3, 17, 21, 27, 29, 31, 33, 39 mod 40 

10   1, 3, 9,13, 27, 31, 37, 39 mod 40 7, 11, 17, 19, 21, 23, 29, 33 mod 40 

 

Considérons, par exemple, l’équation 23x
2
+10x+1 = 0 mod p. Nous avons Δ = 8. Ainsi, lorsque p = 1 mod 4, l’équation 

possède une solution et lorsque p = 3 mod 4, elle n’en possède pas, comme toute équation de degré 2 à discriminant 8.  

 

6. Réciprocité : Classes réciproques polynomiales 
 

6.1. Généralités 

 

Débordant du cadre quadratique, nous posons ici la question de la généralisation de la recherche des classes p ayant 

solutions x (ou non) pour un polynôme donné : 

 

P(x) = 0 mod p      (26) 

 

Nous appellerons «  réciprocité »  la recherche des séquences de nombres premiers {p} sous la forme  
 

p c G(P) ou p c H(P) 

 

Ici G et H sont à déterminer comme des fonctions des coefficients du polynôme P, l’ensemble G(P) étant celui à solutions x 

et l’ensemble H(P) celui sans solutions x. 

Nous survolons ce vaste problème qui possède certainement des ramifications intéressantes dans d’autres domaines que le 

nôtre. Certaines démonstrations ne seront pas menées à bout.  

 

6.2. Cas des monômes 
 

Commençons par examiner le cas  

x
n
 = c mod p      (27) 

 

Nous cherchons les nombres premiers p pour lesquels le résidu c, fixé par avance, existe ou à défaut la fréquence de telles 

incidences.  

 

6.2.1. Fréquence limite 
 

Soit f(n,c) la fréquence d’existence d’un résidu c donné par avance lorsque p décrit l’ensemble des nombres premiers {p} 

pour l’équation proposée : 

f(n,c)  = limi→∞ #{i \  x et x
n
 = c mod pi}/i      (28) 

 

Posons un instant la question de l’existence d’une limite. Ce point n’est pas acquis, en particulier lorsque les applications  

numériques montrent une ondulation autour des valeurs que nous proposons par la suite, ondulations qui prennent de la 

force aléatoirement (comme dans la plupart des problèmes relatifs aux nombres premiers). 

L’existence d’une limite est donc admise par la suite.  

 

6.2.2. Fréquence multiplicative   
 

Conjecture  
 

La fréquence est une fonction multiplicative : 
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 (n1,n2) = 1 => f(n1.n2,c) = f(n1,c).f(n2,c)          (29) 

Argumentaire 
 

Soit x
n
 = c mod p. Si n est facteur de deux nombres n1 et n2, trivialement (x

n1
)

.n2
 = c mod p et (x

n2
)

.n1
 = c mod p. Posons y1 = 

x
n1

 et y2 = x
n2

. Alors y1
n2

 = c mod p et y2
n1

 = c mod p. Considérant les évènements { y1 \ y1
n2

 = c mod p} et { y2 \ y2
n1

 = c 

mod p} indépendant l’un de l’autre lorsque n1 et n2 sont premiers entre eux, la fréquence de l’événement conjoint est le 

produit des fréquences des évènements disjoints.  

 

Fort de la propriété de fonction multiplicative, nous pouvons alors nous limiter à l’examen de l’équation modulo p : 

 

x
q^t

 = c mod p          (30) 

 

Ici q est un nombre premier et t un exposant entier positif. 

 

6.2.3. Condition d’existence de solution  
 

Nous ignorons le cas p = 2 dans la suite (sans incidence sur la fréquence). 

D’après la  relation (11) à l’exercice 3, x
n
 = c mod p, c ≠ 0, accepte d solutions si et seulement si c

(p-1)/d
 = 1 mod p où d = 

(n,p-1), soit donc ici :    

c
(p-1)/(q^t,p-1)

 = 1 mod p          (31) 

 

6.2.4. Fonction de type « rho »   
 

6.2.4.1. Comportements acyclique et cyclique  
 

Pour q fixé, lorsque t augmente par incrément entier, l’évolution de la variation ∆t de f(q
t
,c) se caractérise par un cycle 

après une phase dépendante de c. L’ampleur du cycle dépend de c mais le rapport à l’étape précédente reste constant. Soit 

donc ∆t la variation de la fréquence au rang t par rapport au rang t-1. Nous avons ainsi f(q
t
,c) = 1-∆1-∆2-…-∆t et deux 

évolutions des variations :      

 

acyclique cyclique  

-∆1, -∆2 , …, -∆k -∆k/σ, -∆k+1/σ, …, -∆t-1/σ  
 

Exemples numériques: 
 

c q  σ acyclique cyclique  
2 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, …  
3 2 22 -1/2 -1/8, -1/32, …  
4 2 22 0, -1/4 -1/16, -1/64, …  
2 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, …  

8 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, …  

 

La fréquence s’exprime alors comme suit : 

 

f(q
t
,c) = 1-(∆1+∆2+…+∆k-1)-(1+1/σ+1/σ

2
+…+1/σ

(t-k)
).∆k 

Soit encore : 

f(q
t
,c) = 1-(∆1+∆2+…+∆k-1)-  

(1-1/σ
(t-k+1)

) 
.∆k (32) 

(1-1/σ) 

 

Lorsque t croit la fréquence tend vers la valeur limite :  
 

f(q
t→∞

,c) = 1-(∆1+∆2+…+∆k-1)- 
1 

.∆k 
 

(1-1/σ)  
 

6.2.4.2. Comportement régulier  
 

Nous appellerons comportement régulier le cas où le terme acyclique se limite à ∆1 avec σ = q
2
 et ∆1 = 1/q : 

 

c régulier  ∆i+1 = (1/q
2
).∆i et ∆1 = 1/q 

Alors : 

f(q
t
,crég) = 1-(1/q). 

(1-1/q
2t

) 
(33) 

(1-1/q
2
) 

 

Cette fréquence s’écrit numériquement sous forme d’une fraction d’entiers. Nous avons :   

 

numr+1 = q
2
.numr-1, num1 = q-1 

domr+1 = q
2
.domr, dom1 = q 
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Incidemment, nous avons aussi numr+1 = numr + (q
2
-q-1).domr. En particulier, lorsque q=2, les numérateurs sont obtenus 

par la suite de Fibonacci numr+1 = numr + domr, num1 = 1, dom1 = 2 et les dénominateurs par la suite géométrique domr+1 = 

4.domr, dom1 = 2. 
 

n 1 2 3 4 5 6 

f(2n,crég) 1/2 3/8 11/32 43/128 171/512 683/2048 

 

Revenons au cas général du comportement régulier. 

La valeur limite de la fonction est : 

f(q
t→∞

,crég) = 1- 
q  

(q
2
-1)  

D’où les applications numériques 
q 1-q/(q-1)/(q+1) 

2 1/3 
3 5/8 
5 19/24 
7 41/48 

 

Notons que lorsque le nombre premier q est grand, la fréquence des incidences est proche de 1, c’est-à-dire qu’une solution 

à x
n
 = q

t
 mod p existe à  presque tous les coups.    

 

6.2.4.3. Incidence de la divisibilité de l’exposant  
 

Si nous admettons que la fonction fréquence f est multiplicative, en nous plaçant dans le cas de cibles c au comportement 

régulier, nous déduisons qu’il n’y a pas de continuité dans l’évolution de la fréquence avec l’augmentation de l’exposant n 

(dans x
n
 = c mod p), bien au contraire. Lorsque n augmente, entre n qui serait un nombre premier et un voisin n+1 qui serait 

composé de très nombreux facteurs, la fréquence f(n,c) tend pour le premier cas vers 1 et pour le second cas vers 0 : 

 

f(n premier → +∞,crég) → 1 

f(∏ pi
εi
 et i → +∞,crég)   → 0 

 

Ceci s’applique à peu près dans le même condition si c n’est pas régulier. 

 

6.2.5. Classement des résidus 

 

6.2.5.1. Résidus à un seul facteur premier 

 

La fonction f(q
t
,c) n’est pas multiplicative par rapport à c. Nous pouvons cependant cerner, dans un cadre conjectural, le 

comportement des résidus. Commençons par les résidus ayant un facteur. 

 

Cas c = 2
d
, q = 2 

 

c q σ acyclique cyclique 

2 = 21 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, … 
8 = 23 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, … 
32 = 25 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, … 

128 = 27 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, … 
22d+1 2 22 -1/2, -1/8, -1/16 -1/64, -1/256, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
4 = 22 2 22 0, -1/4 -1/16, -1/64, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
16 = 24 2 22 0, 0, 0, -1/16 -1/64, -1/256, … 

4096 = 212 2 22 

 

0, 0, 0, -1/16 -1/64, -1/256, … 
1048576 = 220 2 22 

 

0, 0, 0, -1/16 -1/64, -1/256, … 
24+8d 2 22 

 

0, 0, 0, -1/16 -1/64, -1/256, … 
 

c q σ acyclique cyclique 
64 = 26 2 22 0, -1/4, -1/8 -1/32, -1/128, … 

1024 = 210 2 22 

 

0, -1/4, -1/8 -1/32, -1/128, … 
16384 = 214 2 22 

 

0, -1/4, -1/8 -1/32, -1/128, … 
232144 = 218 2 22 

 

0, -1/4, -1/8 -1/32, -1/128, … 
26+8d 2 22 

 

0, -1/4, -1/8 -1/32, -1/128, … 
 

c q σ acyclique cyclique 
16 = 24 2 22 0, 0, 0, -1/16 -1/64, -1/256, … 

256 = 28 2 22 0, 0, 0, 0, -1/32 -1/128, -1/512, … 
65536 = 216 2 22 

 

0, 0, 0, 0, 0 ,-1/64 -1/256, -1/1024, … 
4294967296 = 232 2 22 0, 0, 0, 0, 0, 0, -1/128 -1/512, -1/2048, … 

22^d 2 22 {0, …, 0}d+1 termes, -1/2d+2 -1/512, -1/2048, … 
 



 

P 261/394  Facteurs d’abondance quadratique  

Cas c = 2
d
, q = 3 

 

c q σ acyclique cyclique 

2 = 21 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
4 = 22 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
16 = 24 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
32 = 25 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
≠ 23d 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
8 = 23 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
64 = 26 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 

4096 = 212 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
32768 = 215 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
23d et ≠ 29d 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
512 = 29 3 32 

 

0, 0, -1/27 -1/243, -1/2187, … 
262144 = 218 3 32 

 

0, 0, -1/27 -1/243, -1/2187, … 
29d et ≠ 227d 3 32 0, 0, -1/27 -1/243, -1/2187, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
8 = 23 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 

512 = 29 3 32 

 

0, 0, -1/27 -1/243, -1/2187, … 
134217728 = 227 3 32 

 

0, 0, 0, -1/81 -1/729, -1/6561, … 
 

c q σ acyclique cyclique 
2(3^k).d et ≠ 2(3^(k+1)).d  3 32 {0, …, 0}k termes, -1/3k+1 -1/3k+3, -1/3k+5, … 

 

Cas c = 3
d
, q = 2 

 

c q σ acyclique cyclique 

3 = 31 2 22 -1/2 -1/8, -1/32, … 
27 = 33 2 22 -1/2 -1/8, -1/32, … 

243 = 35 2 22 -1/2 -1/8, -1/32, … 
32d+1 2 22 -1/2 -1/8, -1/32, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
9 = 32 2 22 0, -1/4,  -1/16, -1/64, … 

729 = 36 2 22 0, -1/4,  -1/16, -1/64, … 
59049 = 310 2 22 0, -1/4,  -1/16, -1/64, … 

32+4d 3 32 0, -1/4 -1/16, -1/64, … 
 

c q σ acyclique cyclique 
9 = 32 2 22 0, -1/4,  -1/16, -1/64, … 
81 = 34 2 22 0, 0,-1/8 -1/32, -1/128, … 

6561 = 38 2 22 0, 0, 0, -1/16,  -1/64, -1/256, … 
32^d 2 22 {0, …, 0}d termes, -1/2d+1 -1/2d+3, -1/2d+5, … 

 

Cas c = 3
d
, q = 3 

 

c q σ acyclique cyclique 
3 = 31 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
9 = 32 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
81 = 34 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 

243 = 35 3 32 

 

-1/3 -1/27, -1/243, … 
≠ 33d 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
27 = 33 3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 

729 = 36 3 32 

 

0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
531441 = 312 3 32 

 

0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
33d et ≠ 33^d  3 32 0, -1/9 -1/81, -1/729, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
3 = 31 3 32 -1/3 -1/27, -1/243, … 
27 = 33 3 32 

 

0, -1/9 -1/81, -1/729, … 
19683 = 39 3 32 

 

0, 0, -1/27 -1/243, -1/2187, … 
7625597484987 = 327 3 32 

 

0, 0, 0, -1/81 -1/729, -1/6561, … 
 

c q σ acyclique cyclique 
3(3^k).d et ≠ 3(3^(k+1)).d  3 32 {0, …, 0}k termes, -1/3k+1 -1/3k+3, -1/3k+5, … 

 

Cas c = 3
d
, q = 5 

 

c q σ acyclique cyclique 
3 = 31 5 52 -1/5 -1/125, -1/625, … 
9 = 32 5 52 -1/5 -1/125, -1/625, … 
27 = 33 5 52 -1/5 -1/125, -1/625, … 
≠ 35d 3 32 -1/5 -1/125, -1/625, … 
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c q σ acyclique cyclique 
243 = 35 5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 

59049 = 310 5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 
14348907 = 315 5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 

3486784401 = 320 5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 
35d et ≠ 35^d  5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 

 

c q σ acyclique cyclique 
3 = 31 5 52 -1/5 -1/125, -1/625, … 

243 = 35 5 52 0, -1/25 -1/625, -1/15625, … 
847288609443 = 325 5 52 0, 0, -1/125 -1/3125, -1/78125, … 
3(5^k).d et ≠ 3(5^(k+1)).d  5 52 {0, …, 0}k termes, -1/5k+1 -1/5k+3, -1/5k+5, … 

 

Cas c = r
d
, q ≠ 2, ( r = 2 ou r ≠ 2) 

 

c q σ acyclique cyclique 
r(q^k).d et ≠ r(q^(k+1)).d  q q2 {0, …, 0}k termes, -1/qk+1 -1/qk+3, -1/qk+5, … 

 

Ce dernier cas qui apporte une généralisation lorsque q ≠ 2 est déduit des cas précédents. Il se résume beaucoup plus 

facilement que le cas q = 2. 

Le cas régulier correspond à k = 0 (et q ≠ 2). 

 

6.2.5.2. Résidus à facteurs multiples 

 

Pour le résidu c = r
i
, nous observons que la valeur de r n’a pas d’incidence. L’observation se prolonge ici.  

Soit p1
ε1

.p2
ε2

…pj
εj
 la décomposition en facteurs premiers d’un résidu cible c. 

Soit de le plus grand commun diviseur des exposants de c : 

 

de = (ε1,
 
ε2, …, εj) 

 

Etudiant la fonction f(q
t
,c = p1

ε1
.p2

ε2
…pj

εj
), nous mettons de sous la forme suivante par extraction de tous les facteurs q : 

 

de = d.q
k
  

Alors (conjecture) : 
σ acyclique cyclique 

q2 {0, …, 0}k termes, -1/qk+1 -1/qk+3, -1/qk+5, … 
 

Nota  
 

Le cas de 2 n’apparaît plus ici. En effet, lorsque plusieurs facteurs sont en présence, le ou les facteurs impairs sont 

prédominants sur 2 et ce cas particulier s’efface. 

Exemple : 
 

c de q σ k acyclique cyclique comportement 

6 = 31.21 (1,1) = 1 2 22 0 -1/2 -1/8, -1/32, … ≡ 3 
12 = 31.22 (1,2) = 1 2 22 0 -1/2 -1/8, -1/32, … ≡ 3 
36 = 32.22 (2,2) = 2 2 22 1 0, -1/4 -1/16, -1/64, … ≡ 32 

 

6.2.5.3. Cas mod p
δ
 

 

Nous examinons les cas où δ est supérieur à 1. 

 

Cas c = r
d
, q = 2 

 

c q σ acyclique cyclique 
  2 infini -1 0, 0, … 

 

Cas c = r
d
, q ≠ 2  

 

c q σ acyclique cyclique 
 ≠ 2 infini -1/2 0, 0, … 

 

 

Nous n’avons plus ici les multiples cas trouvés pour δ = 1. En fait la valeur limite lorsque d → +∞ est atteinte tout de suite.  

 

6.2.6. Fréquences inclusive et exclusive  

 

Un début d’explication des résultats précédents nécessitent l’étude suivante. 

 

6.2.6.1. Ensemble des entiers naturels 

 

Soit N* = {1,2,3,…,∞} la suite des nombres entiers positifs. Soit m un nombre entier positif dont la décomposition en 
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facteurs premiers est p1
ε1

.p2
ε2

…pj
εj
. Nous cherchons la fréquence de m dans N*. Lorsque nous nous intéressons à la 

fréquence « inclusive » de m, soit fi(m), nous comptons toutes les occurrences de m dans N*. Lorsque nous nous 

intéressons à la fréquence « exclusive » de m, soit fe(m), nous comptons les occurrences en rejetant celles où le nombre 

courant est de la forme m.p1
θ1

.p2
θ2

…. pj
θj
 où l’un au moins des exposants entiers θk est non nul (dans m.p1

θ1
.p2

θ2
…. pj

θj
, les 

facteurs pk sont les mêmes que dans p1
ε1

.p2
ε2

…pj
εj
 ).  

Nous avons trivialement 

fi(m) = 
1 

           (34) 
m 

 

Nous en déduisons sans qu’il soit utile de développer plus longuement ici : 

 

fe(m)  = 
(p1-1).(p2-1). … .(pi-1) 

 

. 
1 

           (35) 
p1.p2. … .pi m 

ou encore : 

fe(m)  =  

 

 
φ(m) 

           (36) 
m

2
 

 

La fonction φ est ici l’indicatrice d’Euler. Les expressions de fe(m) et fi(m) sont des « limites ». Elles sont atteintes 

périodiquement. Pour la fréquence exclusive, ceci se produit lorsque un élément x de N* vaut k.m où k est un entier positif. 

Pour la fréquence inclusive, ceci se produit lorsque un élément x de N* vaut k.p1.p2. … .pi.m où k est un entier positif.    

Nous pouvons remarquer que fe(m) et fi(m) sont des fonctions multiplicatives lorsque nous sommes dans l’ensemble N*. 

Pour la fréquence exclusive :  

(m1,m2) = 1 => fe(m1.m2) = fe(m1).fe(m2) 

où 

fe(p
ε
) = (p-1)/p

ε+1
 

(37) 

Pour la fréquence inclusive : 

(m1,m2) = 1 => fi(m1.m2) = fi(m1).fi(m2) 

où 

fi(p
ε
) = 1/p

ε
 

(38) 

 

L’intérêt de la notion s’étend à d’autres ensembles que N* et la notion est présentée pour cette raison.  

 

6.2.6.2. Ensembles dérivés 

 

Soit p1
ε1

.p2
ε2

…pj
εj
 la décomposition en facteurs premiers d’un nombre entier positif m. 

La fréquence exclusive fe(m), respectivement inclusive fi(m) du nombre m, dans l’ensemble PM1 = {1, 2, 4, 6, 10, …, p i-1, 

…, +∞} où les nombres pi sont la suite des nombres premiers, est donnée par : 

 

 fe(m) = 
1 

           (39) 
m 

et 

fi(m)  = 
p1.p2. … .pi 

 

. 
1 

           (40) 
(p1-1).(p2-1). … .(pi-1) m 

soit encore : 

fi(m)  =  

 

 
1 

           (41) 
φ(m) 

 

Nous pouvons remarquer que fe(m) et fi(m) sont des fonctions multiplicatives lorsque nous sommes dans l’ensemble PM1. 

Pour la fréquence exclusive : 

(m1,m2) = 1 => fe(m1.m2) = fe(m1).fe(m2) 

où 

fe(p
ε
) = 1/p

ε
 

(42) 

Pour la fréquence inclusive : 

(m1,m2) = 1 => fi(m1.m2) = fi(m1).fi(m2) 

où 

fi(p
ε
) = 1/((p-1).p

ε-1
) 

(43) 

 

Exemple : 

Soit à trouver le diviseur 231 dans la liste {pi-1}, i = 1 à +∞ (pi = 2, p2 = 3…). Comme 231 = 3.7.11, nous avons fe(231) = 

1/231 et fi(231) = 1/((3-1).(7-1).(11-1)) = 1/120.  
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pi i 

# 

division 
exclusive 

i/231 

#  

division 
inclusive 

i/120 

 

pi i 

# 

division 
exclusive 

i/231 

#  

division 
inclusive 

i/120 

463 90 1 0,39 1 0,75  37423 3962   31 33,02 

2311 344 2 1,49 2 2,87  39733 4177 19 18,08 32 34,81 

3697 516 3 2,23 3 4,30  42043 4397   33 36,64 

4159 573   4 4,78  42967 4492   34 37,43 

4621 624 4 2,70 5 5,20  43891 4568 20 19,77 35 38,07 

6007 784 5 3,39 6 6,53  46663 4822 21 20,87 36 40,18 

6469 839   7 6,99  48049 4950 22 21,43 37 41,25 

7393 939 6 4,06 8 7,83  48973 5033 23 21,79 38 41,94 

8317 1044   9 8,70  50359 5168 24 22,37 39 43,07 

8779 1094 7 4,74 10 9,12  50821 5205   40 43,38 

9241 1146 8 4,96 11 9,55  51283 5247   41 43,73 

10627 1296 9 5,61 12 10,80  53593 5460 25 23,64 42 45,50 

11551 1392 10 6,03 13 11,60  54517 5547 26 24,01 43 46,23 

13399 1589 11 6,88 14 13,24  54979 5589   44 46,58 

14323 1680 12 7,27 15 14,00  55441 5629   45 46,91 

16633 1924   16 16,03  55903 5675   46 47,29 

18481 2117 13 9,16 17 17,64  56827 5763   47 48,03 

19867 2248 14 9,73 18 18,73  57751 5851 27 25,33 48 48,76 

22639 2529   19 21,08  61909 6223 28 26,94 49 51,86 

23563 2621   20 21,84  66067 6596   50 54,97 

25411 2802   21 23,35  66529 6633   51 55,28 

25873 2847   22 23,73  67453 6720 29 29,09 52 56,00 

27259 2984 15 12,92 23 24,87  69763 6916 30 29,94 53 57,63 

28183 3073 16 13,30 24 25,61  70687 7003   54 58,36 

29569 3209 17 13,89 25 26,74  72073 7134   55 59,45 

30493 3292   26 27,43  72997 7218 31 31,25 56 60,15 

32341 3469   27 28,91  73459 7254   57 60,45 

32803 3519 18 15,23 28 29,33  74383 7339   58 61,16 

34651 3701   29 30,84  75307 7420 32 32,12 59 61,83 

36037 3829   30 31,91        

 

Démonstration 
 

Elle est acquise puisqu’il s’agit de l’existence des suites arithmétiques dans l’ensemble des nombres premiers qui répond 

très exactement à la relation (41). 
 

Voyons cependant comment nous pouvons parvenir à ce résultat comme un cas limite. 

Nous allons déduire d’abord le comptage inclusif à partir du comptage exclusif.  

Soit m le produit p
ε
, où p est un nombre premier. Alors fe(p

ε
) = 1/p

ε
, fe(p

ε+1
) = 1/p

ε+1
,… fe(p

ε+i
) = 1/p

ε+i
. Ainsi fi(p

ε
) = ∑ 

1/p
ε+i

, la somme portant sur l’ensemble des indices i variant entre 0 et +∞. D’où fi(p
ε
) = (1/p

ε
)(1/(1-1/p)) = 1/((p-1).p

ε-1
). 

Soit ensuite m le produit p1
ε1

.p2
ε2

, où p1 et p2 sont des nombres premiers. Nous construisons alors le tableau suivant qui 

permet de sommer l’ensemble des termes de fi(p1
ε1

.p2
ε2

) : 

 

fi(p1
ε1

.p2
ε2

) p1
ε1

 p1
ε1+1

 … p1
ε1+i

  Totaux i →∞, j→∞ 

p2
ε2

 1/(p1
ε1

.p2
ε2

) 1/(p1
ε1+1

.p2
ε2

) … 1/(p1
ε1+i

.p2
ε2

)  1/((p1-1).p1
ε1-1

.p2
ε2

) 

p2
ε2+1

 1/(p1
ε1

.p2
ε2+1

) 1/(p1
ε1+1

.p2
ε2+1

) … 1/(p1
ε1+i

.p2
ε2+1

)  1/((p1-1).p1
ε1-1

.p2
ε2+1

) 

…       

p2
ε2+j

 1/(p1
ε1

.p2
ε2+j

) 1/(p1
ε1+1

.p2
ε2+j

) … 1/(p1
ε1+i

.p2
ε2+j

)  1/((p1-1).p1
ε1-1

.p2
ε2+j

) 
       

      1/((p1-1).p1
ε1-1

.(p2-1).p2
ε2+j

) 

 

Ainsi fi(p1
ε1

.p2
ε2

) = fi(p1
ε1

).fi(p2
ε2

). Par itérations successives, ce résultat se généralise sous la forme  

(avec bien sûr  k ≠ m, (pk,pm) = 1) : 

fi(p1
ε1

.p2
ε2

…pi
εi
) = fi(p1

ε1
).fi(p2

ε2
)…f(pi

εi
) 

 

Ainsi la fonction fi est une fonction multiplicative (sous réserve que la fonction fe le soit) :  

 

(m1,m2) = 1 => fi(m1.m2) = fi(m1).fi(m2) 

où 

fi(p
ε
) = 1/((p-1).p

ε-1
) 

 

 

Présentons ensuite le tableau intéressant les deux ensembles précédents ainsi  que des ensembles intermédiaires : 

 

Ensemble de référence fi(m) fe(m)  

N* 1/m (1/m).∏ (pi-1)/pi  

N*-Uj{0 mod qj
εj
} (1/m).∏ qj

εj
/(qj

εj
-1) (1/m).∏ (pi-1)/pi.∏ qj

εj
/(qj

εj
-1)  

PM1 (1/m).∏ pi/(pi-1) 1/m  
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Dans l’ensemble intermédiaire le signe d’union porte sur j éléments. A l’ensemble N* sont retirés les multiples de qj
εj
 où qj 

sont des nombres premiers et εj des entiers positifs. Il est clair que les limites des expressions fi(m) et fe(m) pour ces 

ensembles intermédiaires sont atteintes périodiquement comme dans les cas de N* et de PMl. Le facteur qj
εj
/(qj

εj
-1) 

correspond à une simple augmentation proportionnelle des fréquences par « allègement » de l’ensemble de base. Lorsque j 

décrit toutes les valeurs possibles et lorsque partant de l’infini les εj se rapprochent de 1, les expressions (1/m).∏ qj
εj
/(qj

εj
-

1), respectivement (1/m).∏ (pi-1)/pi.∏ qj
εj
/(qj

εj
-1) se rapprochent de (1/m).∏ pi/(pi-1), respectivement 1/m. Dans le même 

temps les ensembles N*-{Uj 0 mod qj
εj
} se rapprochent de plus en plus vers l’ensemble P des nombres premiers. Le cas 

limite lui-même ne peut être atteint effectivement car il fait disparaître tout l’ensemble de référence. Ceci est logique car 

lorsque nous considérons cet ensemble limite, il est clair que :    

 

Ensemble de référence fi(m) fe(m)  

{P} 0 0  

 

Cependant si à présent, nous passons à une translation de cet ensemble, le résultat convient presque. Posons une telle 

translation t = ∏ pj
εj
. Alors    

 

Ensemble de référence fi(m) fe(m)  

{P}-t (1/m).∏i≠j pi/(pi-1) (1/m).pi/(pi-1)  

 

Dans ce tableau, nous devons bien sûr tenir compte des facteurs de t car pi - ∏ pj
εj
, où tous les pj sont différents de pi, ne 

peut être un multiple de pi. D’où fi(pi) = 0 (si pi ≠ 1 ce qui est le cas puisque 1 n’est pas dans la liste des nombres premiers). 

Ainsi seuls les ensembles {P}-1 et {P}+1 ne forment aucune exception aux règles de fréquences dérivées de l’ensemble 

N*. 
 

Applications numériques  
n fe(n) fi(n) 

2 0 1 
3 1/3 1/2 
5 1/5 1/4 
7 1/7 1/6 
9 1/9 1/6 

11 1/11 1/10 
13 1/13 1/12 
15 1/15 1/8 

 

6.2.6.3. Généralisation  
 

Les propriétés concernant les fréquences inclusives et exclusives se retrouvent dans d’autres ensembles que ceux cités plus 

haut. En particulier, nous pouvons considérer des ensembles comme : 

 

{P(x)}-t, P un polynôme, x = 0, 1, 2…  

{a
x
}-t, a une constante, x = 0, 1, 2…  

 

Ce n’est pas le lieu ici d’entrer dans une telle étude. Nous ne donnons qu’une illustration de ce point.  

 

Exemple numérique : x²-1  

 
x²-1 # Div 3 # Div 7 # Div 11 # Div 231 3.fi(3) 7.fi(7) 11.fi(11) 231.fi(231) 

0 1 1 1 1 3 7 11 231 
3 2    3,00000 3,50000 5,50000 115,50000 
8     2,00000 2,33333 3,66667 77,00000 

15 3    2,25000 1,75000 2,75000 57,75000 
24 4    2,40000 1,40000 2,20000 46,20000 
35  2   2,00000 2,33333 1,83333 38,50000 
48 5    2,14286 2,00000 1,57143 33,00000 
63 6 3   2,25000 2,62500 1,37500 28,87500 
80     2,00000 2,33333 1,22222 25,66667 
99 7  2  2,10000 2,10000 2,20000 23,10000 

120 8    2,18182 1,90909 2,00000 21,00000 
143   3  2,00000 1,75000 2,75000 19,25000 
168 9 4   2,07692 2,15385 2,53846 17,76923 
195 10    2,14286 2,00000 2,35714 16,50000 
224  5   2,00000 2,33333 2,20000 15,40000 
255 11    2,06250 2,18750 2,06250 14,43750 
288 12    2,11765 2,05882 1,94118 13,58824 
323     2,00000 1,94444 1,83333 12,83333 
360 13    2,05263 1,84211 1,73684 12,15789 
399 14 6   2,10000 2,10000 1,65000 11,55000 
440   4  2,00000 2,00000 2,09524 11,00000 
483 15 7   2,04545 2,22727 2,00000 10,50000 
528 16  5  2,08696 2,13043 2,39130 10,04348 
575     2,00000 2,04167 2,29167 9,62500 
624 17    2,04000 1,96000 2,20000 9,24000 
675 18    2,07692 1,88462 2,11538 8,88462 
728  8   2,00000 2,07407 2,03704 8,55556 
783 19    2,03571 2,00000 1,96429 8,25000 
840 20 9   2,06897 2,17241 1,89655 7,96552 
899     2,00000 2,10000 1,83333 7,70000 
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x²-1 # Div 3 # Div 7 # Div 11 # Div 231 3.fi(3) 7.fi(7) 11.fi(11) 231.fi(231) 
960 21    2,03226 2,03226 1,77419 7,45161 
1023 22  6  2,06250 1,96875 2,06250 7,21875 
1088     2,00000 1,90909 2,00000 7,00000 
1155 23 10 7 2 2,02941 2,05882 2,26471 13,58824 
… … … … … … … … … 

52899 154 66 42 8 2,00870 2,00870 2,00870 8,03478 
53360  66 42  2,00000 2,00000 2,00000 8,00000 
53823 155 67 43 9 2,00431 2,02155 2,03879 8,96121 

… … … … … … … … … 
211599 307    2,00217 1,99348 1,98478 7,53261 
212520 308 132 84 16 2,00434 2,00434 2,00434 8,01735 
213443     2,00000 2,00000 2,00000 8,00000 
214368 309 133 85 17 2,00216 2,01080 2,01944 8,48164 
215295 310    2,00431 2,00647 2,01509 8,46336 

… … … … … … … … … 
477480 461    2,00145 1,99566 1,98987 7,68886 
478863 462 198 126 24 2,00289 2,00289 2,00289 8,01156 
480248     2,00000 2,00000 2,00000 8,00000 

 

Nous constatons sur ce tableau le retour régulier des fréquences inclusives à la valeur limite fi(3) = 2/3, fi(7) = 2/7 , fi(11) = 

2/11 et fi(231) = 8/231.  

 

6.2.7. Eléments de démonstration pour le décompte des incidences   

 

Il ne s’agit ici que de pistes éventuelles de démonstration. 

 

6.2.7.1. Condition de non-existence de solution 

 

Considérons l’équation modulo p, n ≠ 0 mod p-1, 

x
n
 = c mod p 

 

Soit S = {xi} l’ensemble des classes x solutions de cette équation. Si cet ensemble est vide ou si tous les éléments de S sont 

des racines primitives de p, alors : 

x
n.m

 = c mod p,  m entier >1, (m,p-1) ≠ 1 

n’a pas de solution. 

Ceci nous intéresse pour le cas   

x
q^t

 = c mod p 

 

L’exposant de x est ici q
t
 où q est un nombre premier. Comme (q

t
,q

t+1
) ≠ 1, si l’ensemble des solutions de x

q^t
 = c mod p 

sont des racines primitives de p, alors pour i entier strictement positif, x
q^(t+i)

 = c mod p n’a pas de solutions pour la cible c. 

La réciproque est fausse. 

 

Démonstration 
 

Supposons d’abord l’ensemble S vide. La contraposé de l’hypothèse signifie {y
n.m

 = c mod p} ≠ {vide} => {x
n
 = c mod p} 

≠ {vide}. Supposons encore l’existence de solutions pour y
n.m

 = c mod p sans solution pour x
n
 = c mod p. Nous avons y

n.m
 

= (y
.m

)
n
 = c mod p. Ce qui est contradictoire.  

Supposons ensuite l’ensemble S non vide. Par hypothèse, tout nombre x solution de x
n
 = c mod p est une certaine racine 

primitive g de p. Si y est une solution de y
n.m

 = c mod p, nous pouvons écrire y en fonction d’une racine primitive de p au 

choix, par exemple g. Ainsi, il existe r entier tel que y = g
r
 mod p. Puis g

r.n.m
 = c = g

n
  mod p. Il vient (r.m-1).n = 0 mod p-1, 

puis r.m = 1 mod p-1. Si (m, p-1) = d, alors r.m = d mod p-1 d’après le théorème de Bachet/Bézout, donc r.m ≠ 1 mod p-1 

ce qui est contradictoire.   

 

Exemple 
 

Les racines primitives de p = 37 sont {2,5,13,15,17,18,19,20,22,24,32,35}. Les solutions de x
3
 = 14 mod 37 sont {5,13,19} 

et sont toutes racines primitives. Ainsi x
3n

 = 14 mod 37, n > 1 n’a pas de solution. 

Pour illustrer que la réciproque est fausse, considérons x
3
 = 27 mod 37 dont les solutions sont {3,4,30}. Aucun de ces 

nombres n’est racine primitive de 37. Pourtant x
9
 = 27 mod 37 n’a pas de solution. 

 

6.2.7.2. Cas régulier 
 

Supposons pour simplifier (d’autres instances rentrant dans l’appellation cas régulier) que c est un nombre premier impair 

et n = q un nombre premier. Nous voulons dénombrer les occurrences c
(p-1)/(q,p-1) 

 = 1 mod p. A priori, le résultat est : 

 

#{c
(p-1)/(q,p-1) 

 = 1 mod p} = = 1-1/q-1/q
3
-1/q

5
-1/q

7
-…. 

= 1-1/(q-1)+1/q/(q-1)-1/q
2
/(q-1)+1/q

3
/(q-1)-1/q

4
/(q-1)+1/q

5
/(q-1)-1/q

6
/(q-1)+1/q

7
/(q-1)-… 

= 1+∑(-1)
i-1

.fe(q
i
,PM1) 

 

Nous obtenons une somme à signes alternés sur les fréquences exclusives des puissances de q dans les nombres de la forme 

p-1. Ce résultat est élégant, mais nous n’avons pas malheureusement trouvé d’éléments de démonstration satisfaisants. 
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6.3. Cas des polynômes 

 

6.3.1. Généralités 

 

Le cas du monôme ayant été vu précédemment, nous nous intéressons à de « vrais » polynômes c'est-à-dire constitués d’au 

moins deux monômes. Passons ainsi au problème : 

P(x) = c mod p 

 

Le polynôme P(x) est dépourvu de terme constant (terme reporté dans c s’il y a lieu).  

 

6.3.2. Comportement régulier  

 

Soit n le degré du polynôme P(x) et sa décomposition en facteurs premiers : n = ∏ qi
εi
 

En s’appuyant sur les deux relations (29) et (33), nous dirons que la cible c a un comportement régulier (c est régulier) pour 

le polynôme P lorsque la fréquence des solutions (x) est équivalente à celle de c régulier pour le monôme dominant de P : 

 

Fréq(G) = 
∏ 

(1-(1/qi). 
(1-1/qi

2εi
) 

)     (44) 
i (1-1/qi

2
) 

 

Ce comportement est assez courant. 

 

7. Matrices cardinales quadratiques modulo p 
 

Ces matrices nous sont nécessaires pour entreprendre la résolution de problèmes plus complexes contenant le groupement 

indépendant u.x
2
+v.x.y+w.y

2
.(voir définition d’un groupement indépendant à la page 305) 

Nous considérons donc le tableau à deux entrées dans une approche modulo p : 

 

  card(0) card(1) … card(p-1) 

  0 1 … p-1 

#(0) 0 0 1 … p-1 

#(1) 1 1 2 … 0 

… … … … … … 

#(p-1) p-1 p-1 0 … p-2 

 

Ici #(i) sont les cardinaux imposés par l’addition d’un groupement u.x
2
+v.x.y+w.y

2
, card(j) sont les cardinaux courants et 

card’(k) les cardinaux résultants. Nous avons alors : 

 

card’(i) =  ∑ #(i-j).card(j)             (45)        

 j = 0 à p-1  

 

Nous avons étudié plus haut #(i) en fonction de (u,v,w) pour des variables de nombres entiers ou de nombres premiers. 

Nous avons : 

#(g
2u+1

) = #(g
2u’+1

) = #(g) 

#(g
2v

) = #(g
2v’

) = #(1) 

De ces deux points, il suit : 

 

card’(0)  #(0) x0,1 x0,2 card(0) 

card’(g
2u

) = #(1) x1,1 x1,2 card(g
2u

) 

card’(g
2u+1

)  #(g) x2,1 x2,2 card(g
2u+1

) 

 

Les valeurs de #(0), #(g
2u

) et #(g
2u+1

) dépendent des différents cas concernant (u,v,w) que nous avons explicités plus haut. 

Les autres coefficients de la matrice sont déterminés comme suit : 

 

x0,1 =  
p-1 

∑  #(-g
2u

 mod p) 
u = 0 à p-1 

x0,2 =  
p-1 

∑  #(-g
2u+1

 mod p) 
u = 0 à p-1 

x1,1 =  
p-1 

∑  #(1-g
2u

 mod p) 
u = 0 à p-1 

x1,2 =  
p-1 

∑  #(1-g
2u+1

 mod p) 
u = 0 à p-1 
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x2,1 =  
p-1 

∑  #(g-g
2u

 mod p) 
u = 0 à p-1 

x2,2 =  
p-1 

∑  #(g-g
2u+1

 mod p) 
u = 0 à p-1 

 

Comme -1 = g
(p-1)/2

, nous avons ∑ #(-g
2u

 mod p) = ∑ #(g
2u+(p-1)/2

 mod p). Ainsi, si p = 1 mod 4, alors #(g
2u+(p-1)/2

) = #(g
2v

) = 

#(1) sinon si p = 3 mod 4, alors #(g
2u+(p-1)/2

) = #(g
2v+1

= #(g). Il vient : 

 

x0,1 = ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(1), #(g))) 

x0,2 = ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(g), #(1))) 

Nous avons ensuite : 

- si p = 1 mod 4 

x1,2 - x1,1 = #(1)-#(0) 

x2,1 - x2,2 = #(g)-#(0) 

- si p = 3 mod 4 

x1,2 - x1,1 = #(g)-#(0) 

x2,1 - x2,2 = #(1)-#(0) 

 

En effet, considérons d’abord la différence x1,2-x1,1 = #(1-g
2u+1

 mod p)-#(1-g
2u

 mod p). Nous formons le tableau : 

 

 col 1 col 2 col 3 

1 #(g
0
) #(g

0
-g

1
) #(g

0
-g

0
) 

  #(g
0
-g

3
) #(g

0
-g

2
) 

  … … 

  #(g
2
-g

p-2
) #(g

2
-g

p-3
) 

2 #(g
2
) #(g

2
-g

1
) #(g

2
-g

0
) 

  #(g
2
-g

3
) #(g

2
-g

2
) 

  … … 

  #(g
2
-g

p-2
) #(g

2
-g

p-3
) 

 … … … 

(p-1)/2 #(g
p-3

) #(g
p-3

-g
1
) #(g

p-3
-g

0
) 

  #(g
p-3

-g
3
) #(g

p-3
-g

2
) 

  … … 

  #(g
p-3

-g
p-2

) #(g
p-3

-g
p-3

) 

 

La première colonne est hors tableau. Pour le reste, ce tableau contient entre parenthèses {0, 1, …, p-1} exactement (p-1)/2 

fois. Comme #(1-g
2u+1

) = #(g
2i

-g
2i

g
2u+1

) et #(1-g
2u

) = #(g
2i

-g
2i

g
2u

) pour tous i, chaque bloc de (p-1)/2 lignes est la répétition 

du bloc au-dessus de lui.  

Par ailleurs, considérons que nous ayons l’égalité g
i
 = g

0
-g

2u+1
, alors g

j
 = g

j-i
-g

2u+1+j-i
. Donc, si j-i est pair, g

j
 peut s’écrire 

sous la forme g
2v

-g
2w+1

. Si j-i est impair, nous écrivons d’abord g
j
 = g

2u+1+j-i+(p-1)/2
-g

j-i+(p-1)/2
 et g

j
 sera de la forme g

2v
-g

2w+1
 à 

condition que (p-1)/2 soit pair, soit encore p = 1 mod 4. Ainsi, lorsque p = 1 mod 4, tout nombre peut écrire sous la forme 

g
2v

-g
2w+1

. Par les mêmes arguments, lorsque p = 3 mod 4, tout nombre peut écrire sous la forme g
2v

-g
2w

. Il en résulte 

immédiatement que si p = 1 mod 4, l’avant-dernière colonne contient entre parenthèses {1, 2, …p-1} exactement (p-3)/4 

fois et {0} exactement (p-1)/2 fois et si p= 3 mod 4, la dernière colonne contient entre parenthèses {1, 2, …p-1} 

exactement (p-3)/4 fois et {0} exactement (p-1)/2 fois. Nous procédons alors par différence. Lorsque p = 1 mod 4, 

respectivement p = 3 mod 4, les colonnes 1 et 3, respectivement 1 et 2 contiennent ensemble entre parenthèses (p-1)/2-(p-

3)/4 fois les éléments {1, 2, …, p-1}. Puis, lorsque p = 1 mod 4, respectivement p = 3 mod 4, la colonne 3, respectivement 

2 contient entre parenthèses (p+1)/4 fois les éléments {g
1
, g

3
 …, g

p-2
} et (p+1)/4-1 fois les éléments {g

0
, g

2
 …, g

p-3
}.       

D’où 

- si p = 1 mod 4 

#(1-g
2u+1

 mod p) - #(1-g
2u

 mod p) = #(1) - #(0) 

#(g-g
2u

 mod p) - #(g-g
2u+1

 mod p) = #(g) - #(0) 
 

- si p = 3 mod 4 

#(1-g
2u+1

 mod p) - #(1-g
2u

 mod p) = #(g) - #(0) 

#(g-g
2u

 mod p) - #(g-g
2u+1

 mod p) = #(1) - #(0) 

 

Avec les résultats précédents et en utilisant encore le fait que la somme de chaque ligne de matrice est (p-1)
2
, nous 

obtenons la matrice de transformation [Mquad2] :  
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#(0) ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(1), #(g))) ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(g), #(1))) 

#(1) #(0)+((p+(-1)
(p+1)/2

)/4).(#(1)+#(g)) 

+(si(p = 1 mod 4,-#(1),-#(1)-#(g))) 

((p+(-1)
(p+1)/2

)/4).(#(1)+#(g)) 

+(si(p = 1 mod 4, 0, -#(1))) 

#(g) ((p+(-1)
(p+1)/2

)/4).(#(1)+#(g)) 

+(si(p = 1 mod 4, 0, -#(g))) 

#(0)+((p+(-1)
(p+1)/2

)/4).(#(1)+#(g)) 

+(si(p = 1 mod 4, -#(g), -#(1)-#(g))) 

 

Soit encore (relation (46): 

 

#(0) ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(1), #(g))) ((p-1)/2).(si(p = 1 mod 4, #(g), #(1))) 

#(1) #(0)+(p/4).(#(1)+#(g)) 

+(1/4).si(p = 1 mod 4, -(5.#(1)+#(g)), -3.(#(1)+#(g))) 

(p/4).(#(1)+#(g))+(-1)
(p+1)/2

)/4).(#(1)+#(g)) 

+(1/4).si(p = 1 mod 4, -#(1)-#(g), -3.#(1)+#(g)) 

#(g) (p/4).(#(1)+#(g)) 

+(1/4).si(p = 1 mod 4, -#(1)-#(g), #(1)-3.#(g)) 

#(0)+(p/4).(#(1)+#(g)) 

+(1/4).si(p = 1 mod 4, -(#(1)+5.#(g)), -3.(#(1)+#(g))) 

 

Si #(1) = #(g) (cas pour les variables de nombres premiers), cette matrice peut être contractée par addition des deux 

dernières colonnes (et suppression de la dernière ligne) en la matrice [Mquad1] (relation (47)) : 

 

#(0) (p-1).#(1) 

#(1) #(0)+(p-2).#(1) 

 

7.1. Cas des variables de nombres entiers 

 

Les cas intéressants sont donnés par (voir page 249) : 
 

  #(0) #(1) #(g)  

Δ ≠ 0 mod p 
Δ c C(p) 2p-1 p-1 p-1 4 

Δ c D(p) 1 p+1 p+1 5 

 

La matrice [Mquad1] devient lorsque : 
 

p \ Δ c C(p)  
 

[Mquad1] =  
2p-1 (p-1)

2
  μq 0 = 

p
2
 

p-1 p
2
-p+1  μq 1 p 

 

p \ Δ c D(p) 
 

[Mquad1] =  
1 (p-1)(p+1)  μq 0 = 

p
2
 

p+1 p
2
-p-1  μq 1 -p 

 

Nous avons précisé, ci-dessus pour chaque cas, les valeurs propres μq  i des matrices. 

Ecrivons [Mquad1] = [P
-1

].[μq].[P] où [P] est la matrice trouvée en page 75, matrice d’environnement de x (cm = 1, taille de 

matrice 1+1) :  
 

P = P
-1

 = (1/p
1/2

). 
1 p-1 

1 -1 

Nous avons bien : 
 

(1/p). 
1 p-1 p

2
 0 1 p-1  2p-1 (p-1)

2
 

1 -1 0 p 1 -1 = p-1 p
2
-p+1 

et 

(1/p). 
1 p-1 p

2
 0 1 p-1  1 (p-1)(p+1) 

1 -1 0 -p 1 -1 = p+1 p
2
-p-1 

 

Nous retrouvons la notion de matrice d’environnement commune. 

 

7.2. Cas des variables de nombres premiers 

 

Nous menons une étude partielle issue des conditions p 250 : 
 

   #(0) #(1) #(g)  

u ≠ 0 mod p, w ≠ 0 mod p 
Δ c C(p) et(u c C(p),w c C(p)) 2(p-1) p-5 p-1 Exp.10 

Δ c D(p) et(u c C(p),w c C(p)) 0 p-3 p+1 Exp. 13 

 

La matrice [Mquad2] devient lorsque : 
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p = 1 mod 4 et p \ Δ c C(p)  
 

 2(p-1) (p-1).(p-5)/2  (p-1).(p-1)/2  λq 0  (p-1)
2
 

[Mquad2]1 mod 4 =  p-5 (p
2
-2p+9)/2 (p-1).(p-3)/2  λq 1 = p+1+2p

1/2
 

 p-1 (p-1).(p-3)/2 (p-1)
2
/2  λq 2  p+1-2p

1/2
 

 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

 0 (p-1).(p-3)/2  (p-1).(p+1)/2  λq 0  (p-1)
2
 

[Mquad2]1 mod 4 =  p-3 (p
2
-4p+7)/2 (p-1)

2
/2  λq 1 = -(p-1)+2p

1/2
 

 p+1 (p-1)
2
/2 (p

2
-4p-1)/2  λq 2  -(p-1)-2p

1/2
 

 

p = 3 mod 4 et p \ Δ c C(p) 
 

 2(p-1) (p-1).(p-1)/2 (p-1).(p-5)/2  λq 0  (p-1)
2
 

[Mquad2]3 mod 4 =  p-5 (p
2
-2p+5)/2 (p

2
-4p+7)/2  λq 1 = (p+1)-2.i.p

1/2
 

 p-1 (p
2
-4p-1)/2 (p

2
-2p+5)/2  λq 2  (p+1)+2.i.p

1/2
 

 

p = 3 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

 0 (p-1).(p+1)/2 (p-1).(p-3)/2  λq 0  (p-1)
2
 

[Mquad2]3 mod 4 =  p-3 (p-1).(p-3)/2 (p
2
-2p+5)/2  λq 1 = -(p-1)-2.i.p

1/2
 

 p+1 (p+1).(p-3)/2 (p-1).(p-3)/2  λq 2  -(p-1)+2.i.p
1/2

 

 

Le lecteur pourra alors vérifier facilement que les matrices [P] d’environnement de x
2
 (cm = 2, taille de matrice 2+1), pour 

p = 1 mod 4 et p = 3 mod 4 respectivement, matrices que nous trouvons en page 76 et que rappelons ci-dessous, répondent 

bien à [Mquad2] = [P
-1

].[λq].[P]. 

 

 1 (p-1)/ 2 (p-1)/2 

[P]1 mod 4 = (1/p
1/2

). 1 (-1-√p)/2 (-1+√p)/2 

 1 (-1+√p)/2 (-1-√p)/2 

 

 1 (p-1)/2 (p-1)/2 

[P]3 mod 4 = (1/p
1/2

). 1 (-1-i.√p)/2 (-1+i.√p)/2 

 1 (-1+i.√p)/2 (-1-i.√p)/2 

 

7.3. Approche par les équations aux primitives 

 

Ceci est une variante de l’exposé précédent pour obtenir les composantes littérales des matrices cardinales. Nous utilisons 

l’équation aux racines primitives des matrices cardinales [B] du monôme y
2
 et en particulier sa restriction [B’] en enlevant 

première ligne et première colonne (r ≥ 1, s ≥ 1). Le lecteur se reportera à la relation 24 de l’exercice 5 pour trouver : 

 

m’r,s = d.{#(u,v) / g
r-1

=g
u.d

+g
s-1

.g
v.d

 mod p} où d = 2 

 

Nous supposons connu la première colonne de la matrice du groupement quadratique étudiée, c’est-à-dire #(0), #(1) et #(g). 

Nous avons (r ≥ 1, s ≥ 1) : 

 

xr,s = #(0).{#(v) / g
r-1

 = 0+g
s-1

.g
v.d

 mod p } + #(g
0
).{#(u,v) / g

r-1
 = g

0
.g

u.d
+g

s-1
.g

v.d
 mod p} 

+ #(g
1
).{#(u,v) / g

r-1
 = g

1
.g

u.d
+g

s-1
.g

v.d
 mod p} 

 

Soit encore en réarrangeant le dernier terme du second membre de l’égalité (et en remplaçant d par sa valeur) : 

 

xr,s = #(0).{#(v) / g
r-1

 = 0+g
s-1

.g
2v

 mod p } + #(g
0
).{#(u,v) / g

r-1
 = g

0
.g

2u
+g

s-1
.g

2v
 mod p} 

+ #(g
1
).{#(u,v) / g

1
.g

r-1
 = g

2u
+g

1
.g

s-1
.g

2v
 mod p} 

Ce qui vaut encore : 

xr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+  #(g
0
).m’r,s/2+ #(g

1
).m’r+1,s+1/2 

 

Choisissons le cas de la matrice des variables de nombres premiers avec p = 1 mod 4 et p \ Δ c C(p) : 
 

2(p-1) (p-1).(p-5)/2  (p-1).(p-1)/2 

p-5 (p
2
-2p+9)/2 (p-1).(p-3)/2 

p-1 (p-1).(p-3)/2 (p-1)
2
/2 

 

Rappelons la matrice [B] (pour  p = 1 mod 4) : 
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0 p-1 0 

2 (p-5)/2 (p-1)/2 

0 (p-1)/2 (p-1)/2 

 

Ainsi avec #(0) = 2(p-1), #(1) = p-5, #(g) = p-1 : 

 

x1,1 = 2(p-1).1+(p-5).m’1,1/2 + (p-1).m’2,2/2 

x1,2 = 2(p-1).0+(p-5).m’1,2/2 + (p-1).m’2,1/2 

x2,1 = 2(p-1).0+(p-5).m’2,1/2 + (p-1).m’1,2/2 

x2,2 = 2(p-1).1+(p-5).m’2,2/2 + (p-1).m’1,1/2 

Soit 

x1,1 = 2(p-1).1+(p-5).(p-5)/2/2+(p-1).(p-1)/2/2 = (p
2
-2p+9)/2 

x1,2 = (p-5).(p-1)/2/2+(p-1).(p-1)/2/2 = (p-1).(p-3)/2 

x2,1 = (p-5).(p-1)/2/2+(p-1).(p-1)/2/2 = (p-1).(p-3)/2 

x2,2 = 2(p-1).1+(p-5).(p-1)/2/2+(p-1).(p-5)/2/2 = (p-1)
2
/2 

 

Les résultats de nos calculs correspondent bien à notre attente. Concernant xi,0, une évaluation peut être faite sur le même 

principe des équations aux primitives. Cette évaluation est menée plus loin dans un cadre général. 

 

8. Matrices cardinales quadratiques modulo p
δ
 

 

Pour résoudre une équation diophantienne, où le groupement u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 est inclus, la matrice modulo p

δ=1
 (à la 

séquence p) n’est pas en général adaptée. Un rang supérieur, voire infini, peut être nécessaire. L’examen de ces conditions 

est le sujet de l’exercice 11 qui suit.  

Pour l’instant, donnons la forme générale de ces matrices.  

Nous laissons le lecteur le soin d’examiner au cas par cas la séquence p = 2 qui fait exception à la suite. 

 

8.1. Variables de nombres entiers  

 

En l’absence d’autres groupements, nous pouvons raisonnons dans l’environnement d = 1. 

 

Cas Δ c C(p) (Δ ≠ 0 mod p) 
 

δ = 1  
 

2p-1 (p-1)
2
 

p-1 p
2
-p+1 

 

μq 0 = 
p

2
 

μq 1 p 
 

δ = 2  
 

p.(3p-2) (p-1).p.2.(p-1) (p-1).p.p.(p-1) 

p.2.(p-1) p.(2p
2
-3p+2) (p-1).p.p.(p-1) 

p.(p-1) (p-1).p.(p-1) p
2
.(p

2
-p+1) 

 

μq 0 

= 

p
4
 

μq 1 p
3
 

μq 2 p
2
 

 

δ = 3  
 

p
2
.(4p-3) (p-1).p

2
.3.(p-1) (p-1).p.p

2
.2.(p-1) (p-1).p

2
.p

2
.(p-1) 

p
2
.3.(p-1) p

2
.(3p

2
-5p+3) (p-1).p.p

2
.2.(p-1) (p-1).p

2
.p

2
.(p-1) 

p
2
.2.(p-1) (p-1).p

2
.2.(p-1) p

3
.(2p

2
-3p+2) (p-1).p

2
.p

2
.(p-1) 

p
2
.(p-1) (p-1).p

2
.(p-1) (p-1).p.p

2
.(p-1) p

4
.(p

2
-p+1) 

   

μq 0 

= 

p
6
 

μq 1 p
5
 

μq 2 p
4
 

μq 3 p
3
 

 

δ = 4  
 

p
3
.(5p-4) (p-1).p

3
.4.(p-1) (p-1).p.p

3
.3.(p-1) (p-1).p

2
.p

3
.2.(p-1) (p-1).p

3
.p

3
.(p-1) 

p
3
.4.(p-1) p

3
.(4p

2
-7p+4) (p-1).p.p

3
.3.(p-1) (p-1).p

2
.p

3
.2.(p-1) (p-1).p

3
.p

3
.(p-1) 

p
3
.3.(p-1) (p-1).p

3
.3.(p-1) p

4
.(3p

2
-5p+3) (p-1).p

2
.p

3
.2.(p-1) (p-1).p

3
.p

3
.(p-1) 

p
3
.2.(p-1) (p-1).p

3
.2.(p-1) (p-1).p

4
.2.(p-1) p

5
.(2p

2
-3p+2) (p-1).p

3
.p

3
.(p-1) 

p
3
.(p-1) (p-1).p

3
.(p-1) (p-1).p.p

3
.(p-1) (p-1).p

2
.p

3
.(p-1) P

6
.(p

2
-p+1) 
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μq 0 

= 

p
8
 

μq 1 p
7
 

μq 2 p
6
 

μq 3 p
5
 

μq 4 p
4
 

 

Ce cas est celui du groupement x1
2
+x2

2
 dont nous retrouvons les éléments à partir de l’étude des facteurs d’abondance de x

2
 

modulo p
δ
 dont les résultats sont donnés page 129 (cas p = 1 mod 4). Les valeurs propres ci-dessus sont ainsi les carrés des 

valeurs propres trouvées à cette occasion : 

 

μ p
δ
 -p

δ-1
√p p

δ-1
√p p

δ-1
 p

δ-1
 -p

δ-2
√p p

δ-2
√p … … … 

μq = μ
2
 p

2δ
 p

2δ-1
 p

2δ-2
 p

2δ-3
 … p

δ
 

 

Ici, nous avons rapproché par paires les valeurs propres (hors la valeur propre associée à 0) puisque nous passons d’un 

environnement d = 2 à un environnement d = 1.  

 

Cas Δ c D(p) (Δ ≠ 0 mod p) 
 

δ = 1  
 

1 (p-1)(p+1) 

p+1 p
2
-p-1 

 

μq 0 = 
p

2
 

μq 1 -p 
 

δ = 2  
 

p
2
 0 (p-1).p.p.(p+1) 

0 p.(p) (p-1).p.p.(p+1) 

p.(p+1) (p-1).p.(p-1) p
2
.(p

2
-p-1) 

 

μq 0 

= 

p
4
 

μq 1 -p
3
 

μq 2 p
2
 

 

δ = 3  
 

p
2
 (p-1).p

2
.(p+1) 0 (p-1).p

2
.p

2
.(p+1) 

p
2
.(p+1) p

2
.(p

2
-p-1) 0 (p-1).p

2
.p

2
.(p+1) 

0 0 p
3
.(p) (p-1).p

2
.p

2
.(p+1) 

p
2
.(p+1) (p-1).p

2
.(p+1) (p-1).p.p

2
.(p+1) p

4
.(p

2
-p-1) 

 

μq 0 

= 

p
6
 

μq 1 -p
5
 

μq 2 p
4
 

μq 3 -p
3
 

 

δ = 4  
 

p
4
 0 (p-1).p.p

3
.(p+1) 0 (p-1).p

3
.p

3
.(p+1) 

0 p
3
.(p) (p-1).p.p

3
.(p+1) 0 (p-1).p

3
.p

3
.(p+1) 

p
3
.(p+1) (p-1).p

3
.(p+1) p

4
.(p

2
-p-1) 0 (p-1).p

3
.p

3
.(p+1) 

0 0 0 p
5
.(p) (p-1).p

3
.p

3
.(p+1) 

p
3
.(p+1) (p-1).p

3
.(p+1) (p-1).p.p

3
.(p+1) (p-1).p

2
.p

3
.(p+1) p

6
.(p

2
-p-1) 

 

μq 0 

= 

p
8
 

μq 1 -p
7
 

μq 2 p
6
 

μq 3 -p
5
 

μq 4 p
4
 

 

δ = 5  
 

p
4
 (p-1).p

4
.(p+1) 0 (p-1). p

2
.p

4
.(p+1) 0 (p-1).p

4
.p

4
.(p+1) 

p
4
.(p+1) p

4
.(p

2
-p-1) 0 (p-1). p

2
.p

4
.(p+1) 0 (p-1).p

4
.p

4
.(p+1) 

0 0 p
5
.(p) (p-1). p

2
.p

4
.(p+1) 0 (p-1).p

4
.p

4
.(p+1) 

p
4
.(p+1) (p-1).p

4
.(p+1) (p-1).p.p

4
.(p+1) p

6
.(p

2
-p-1) 0 (p-1).p

4
.p

4
.(p+1) 

0 0 0 0 p
7
.(p) (p-1).p

4
.p

4
.(p+1) 

p
4
.(p+1) (p-1).p

4
.(p+1) (p-1).p.p

4
.(p+1) (p-1).p

2
.p

4
.(p+1) (p-1).p

3
.p

4
.(p+1) p

8
.(p

2
-p-1) 
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μq 0 

= 

p
8
 

μq 1 -p
7
 

μq 2 p
6
 

μq 3 -p
5
 

μq 4 p
4
 

μq 5 -p
3
 

 

Ce cas est encore celui du groupement x1
2
+x2

2
 dont nous retrouvons les éléments à partir de l’étude des facteurs 

d’abondance de x
2
 modulo p

δ
 lorsque p = 3 mod 4 : 

 

μ p
δ
 i.p

δ-1
√p -i.p

δ-1
√p p

δ-1
 p

δ-1
 i.p

δ-2
√p -i.p

δ-2
√p … … … 

μq = μ
2
 p

2δ
 -p

2δ-1
 p

2δ-2
 -p

2δ-3
 … ±p

δ
 

 

Il est aisé d’anticiper la forme générale des matrices lorsque δ augmente à partir de ces exemples. Le lecteur notera 

cependant qu’il est plus simple de déduire une nouvelle matrice en s’appuyant sur l’avant dernière (mod p
δ
 à partir de 

modulo p
δ-2

) à cause de certains sauts de parité.   

 

Il faut également noter que si nous travaillons dans un environnement d’ordre supérieur (lors de combinaison avec d’autres 

variables indépendantes), il faudra effectuer d-1 duplications des valeurs propres (hors valeur propre associée à 0). Par 

exemple, dans l’environnement d = 2, pour δ = 3 (et Δ c D(p)) : 

 

μq 0 

= 

p
6
 devient μq 0 

= 

p
6
 

μq 1 -p
5
  μq 1,1 -p

5
 

μq 2 p
4
  μq21,2 -p

5
 

μq 3 -p
3
  μq 2,1 p

4
 

    μq 2,2 p
4
 

    μq 3,1 -p
3
 

    μq 3,2 -p
3
 

 

Cas Δ = 0 mod p  

 

Le cas est plus complexe car il dépend de la multiplicité de p dans Δ suivant un comportement de type fonction rho. Aussi, 

nous donnons l’exemple suivant dans un premier temps. Nous observons pour δ = 7, p = 3, g = 2 : 

 
    k 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 

i 2i 2i+1 Δ 
#(0) 

mod p7 

#(g0) 

mod p7 

#(g1) 

mod p7 

#(p.g0) 

mod p7 

#(p.g1) 

mod p7 

#(p2.g0) 

mod p7 

#(p2.g1) 

mod p7 

#(p3.g0) 

mod p7 

#(p3.g1) 

mod p7 

#(p4.g0) 

mod p7 

#(p4.g1) 

mod p7 

#(p5.g0) 

mod p7 

#(p5.g1) 

mod p7 

#(p6.g0) 

mod p7 

#(p6.g1) 

mod p7 

0  1 -3 37 2.37  2.37  2.37  2.37  2.37  2.37  2.37  

1 2  9 (13).37 2.37    1.2.37 1.2.37 2.2.37 2.2.37 3.2.37 3.2.37 4.2.37 4.2.37 5.2.37 5.2.37 

1  3 -27 38 2.37    2.38  2.38  2.38  2.38  2.38  

2 4  81 (9).38 2.37    2.38    1.2.38 1.2.38 2.2.38 2.2.38 3.2.38 3.2.38 

2  5 -243 39 2.37    2.38    2.39  2.39  2.39  

3 6  729 (5).39 2.37    2.38    2.39    1.2.39 1.2.39 

3  7 -2187 310 2.37    2.38    2.39    2.310  

4 8  6561 310 2.37    2.38    2.39    2.310  

 

Nota : Les valeurs de Δ sont toujours de la forme (-1
)(i+1).(p-1)/2

p
(2i+1)

. 

 

Le tableau précédent correspond à la première colonne des matrices recherchées et se généralise sous la forme (t entier sans 

facteur p) (après recoupement avec d’autres valeurs de p bien sûr) : 
 

 
#(0)  

mod pδ 

#(0)  

mod pδ 

#(p2k.g0)  

mod pδ 
#(p2k.g1)  

mod pδ 

#(p2k+1.g0)  

mod pδ 

#(p2k+1.g1)  

mod pδ 

#(p2k.g0)  

mod pδ 

#(p2k.g1)  

mod pδ 

#(p2k+1.g0)  

mod pδ 

#(p2k+1.g1)  

mod pδ 

 ent((δ-1)/2) ≥ i 
ent((δ-1)/2) < 

i 
k < i k < i k < i k < i k ≥ i k ≥ i k ≥ i k ≥ i 

Δ = t.p2i tp.pδ pδ+ent(δ/2) 2pδ+k 0 0 0 (2k-2i+1).(p-1).pδ+i-1 (2k-2i+1).(p-1).pδ+i-1 2(k-i+1).(p-1).pδ+i-1 2(k-i+1).(p-1).pδ+i-1 

Δ = t.p2i+1 pδ+i pδ+ent(δ/2) 2pδ+k 0 0 0 2pδ+i 0 2pδ+i 0 

 

Ici le facteur d’abondance de la cible 0 dans le cas Δ = t.p
2i

 est tp.p
δ
 où tp est défini par les équations récursives : 

 

tp(p,1,1) = 1 

tp(p,δ,1) = tp(p,δ-1,1)+p-1 

tp(p,δ,i) = p.tp(p,δ-2,i-1) 

 

Dans le cas p = 3, nous obtenons un tableau du type : 
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δ \ i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1         
2 3         

3 5 3        

4 7 9        

5 9 15 9       

6 11 21 27       

7 13 27 45 27      

8 15 33 63 81      

9 17 39 81 135 81     

10 19 45 99 189 243     

11 21 51 117 243 405 243    

12 23 57 135 297 567 729    

13 25 63 153 351 729 1215 729   

14 27 69 171 405 891 1701 2187   

15 29 75 189 459 1053 2187 3645 2187  

16 31 81 207 513 1215 2673 5103 6561  

17 33 87 225 567 1377 3159 6561 10935 6561 

 

Pour δ = 7, p = 3, nous retrouvons les valeurs : 13 = (13), 27 = 3.(9), 45 = 3
2
.(5) avec en prime 27 = 3

3
.(1). 

Les équations récursives ont pour solution : 
 

tp(p,δ,i) = p
(i-1)

.(1+(p-1).(δ-2i+1)) 

Posons :  

m = ou(0,1) (choix de 0 ou 1) 

rm = ((1+(-1)
m
)/2) rm = ou(0,1) selon la valeur de m 

rj = ((1+(-1)
j
)/2) rj = ou(0,1) selon la valeur de j 

 

Nous ne nous intéressons qu’au cas limite δ → +∞ qui se résume alors en : 

 

 #(0) mod p
δ
 #(p

2k+m
.g

j
) mod p

δ 

k < i
 

#(p
2k+m

.g
j
) mod p

δ
  

k ≥ i 

Δ = t.p
2i

 (1+(p-1).(δ-2i+1)).p
δ+i-1

 2rm.rj.p
δ+k

 (2k-2i+1+m).(p-1).p
δ+i-1

 

Δ = t.p
2i+1

 p
δ+i

 2rm.rj.p
δ+k

 2rj.p
δ+i

 

 

Nous pouvons retrouver la valeur du facteur tp par un simple bilan des facteurs d’abondance sachant que leur somme est 

égal pour deux variables de nombres entiers à p
2δ

. 

 

A partir de ces résultats, nous pouvons alors construire les matrices cardinales modulo p
δ
 sur un schéma analogue aux cas Δ 

≠ 0 mod p. 

 

Nota : Il serait intéressant de pouvoir utiliser la méthode des valeurs propres pour construire les matrices cardinales des cas 

Δ = 0 mod p. Malheureusement, si les valeurs propres sont faciles à déterminer, la matrice de passage n’a plus la même 

forme, ce qui fait perdre largement l’intérêt de la construction. 

 

8.2. Variables de nombres premiers   

 

Nous donnons les expressions dans l’environnement d = 2. 

 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c C(p)  
 

δ = 1  
 

2(p-1) ((p-1)/2).(p-5)  ((p-1)/2).(p-1) 

p-5 (p
2
-2p+9)/2 (p-1).(p-3)/2 

p-1 (p-1).(p-3)/2 (p-1)
2
/2 

 

λq 0  (p-1)
2
 

λq 1 = p+1+2p
1/2

 

λq 2  p+1-2p
1/2

 
 

δ = 2 

2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) p
2
.((p-1)/2).(p-5) p

2
.((p-1)/2).(p-1) 

2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) p
2
.((p-1)/2).(p-5) p

2
.((p-1)/2).(p-1) 

2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) ((p-1)/2).2p.(p-1) p
2
.((p-1)/2).(p-5) p

2
.((p-1)/2).(p-1) 

p.(p-5) ((p-1)/2).p.(p-5) ((p-1)/2).p.(p-5) p
2
.(p

2
-2p+9)/2 p

2
.(p-1).(p-3)/2 

p.(p-1) ((p-1)/2).p.(p-1) ((p-1)/2).p.(p-1) p
2
.(p-1).(p-3)/2 p

2
.(p-1)

2
/2 

 

λq 0  p
2
.(p-1)

2
 

λq 1  p
2
.((p+1)+2p

1/2
) 

λq 2 = p
2
.((p+1)-2p

1/2
) 

λq 3  0 

λq 4  0 
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δ = 3  

2p
2
.(p-1) (p-1).p

2
.(p-1) (p-1).p

2
.(p-1) (p-1).p

3
.(p-1) (p-1).p

3
.(p-1) p

4
.((p-1)/2).(p-5) p

4
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Ce cas est celui du groupement y1
2
+y2

2
 dont nous retrouvons les éléments à partir de l’étude des facteurs d’abondance de y

2
 

modulo p
δ
 avec p = 1 mod 4. Les résultats modulo p sont donnés page 81. Les valeurs propres ci-dessus sont les carrés des 

valeurs propres trouvées à cette occasion : 
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Il est clair que les valeurs propres à partir de λq 3 sont toutes nulles puisque les variables de nombres premiers rejettent tous 

les multiples de la séquence p dans leurs représentants. 

 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

δ = 1 

0 ((p-1)/2).(p-3) ((p-1)/2).(p+1) 

p-3 (p
2
-4p+7)/2 (p-1)

2
/2 

p+1 (p-1)
2
/2 (p

2
-4p-1)/2 

 

λq 0  (p-1)
2
 

λq 1 = -(p-1)+2p
1/2

 

λq 2  -(p-1)-2p
1/2

 
 

δ = 2  

0 0 0 p
2
.((p-1)/2).(p-3) p

2
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 p
2
.((p-1)/2).(p-3) p

2
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 p
2
.((p-1)/2).(p-3) p

2
.((p-1)/2).(p+1) 

p.(p-3) ((p-1)/2).p.(p-3) ((p-1)/2).p.(p-3) p
2
.(p

2
-4p+7)/2 p

2
.(p-1)

2
/2 

p.(p+1) ((p-1)/2).p.(p+1) ((p-1)/2).p.(p+1) p
2
.(p-1)

2
/2 p

2
.(p

2
-4p-1)/2 

 

λq 0  p
2
.(p-1)

2
 

λq 1  p
2
.(-(p-1)+2p

1/2
) 

λq 2 = -p
2
.((p-1)+2p

1/2
) 

λq 3  0 

λq 4  0 
 

δ = 3  

0 0 0 0 0 p
4
.((p-1)/2).(p-3) p

4
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 0 0 p
4
.((p-1)/2).(p-3) p

4
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 0 0 p
4
.((p-1)/2).(p-3) p

4
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 0 0 p
4
.((p-1)/2).(p-3) p

4
.((p-1)/2).(p+1) 

0 0 0 0 0 p
4
.((p-1)/2).(p-3) p

4
.((p-1)/2).(p+1) 

p
2
.(p-3) ((p-1)/2).p

2
.(p-3) ((p-1)/2).p

2
.(p-3) ((p-1)/2).p

3
.(p-3) ((p-1)/2).p

3
.(p-3) p

4
.(p

2
-4p+7)/2 p

4
.(p-1)

2
/2 

p
2
.(p+1) ((p-1)/2).p

2
.(p+1) ((p-1)/2).p

2
.(p+1) ((p-1)/2).p

3
.(p+1) ((p-1)/2).p

3
.(p+1) p

4
.(p-1)

2
/2 p

4
.(p

2
-4p-1)/2 

 

λq 0  p
4
.(p-1)

2
 

λq 1  p
4
.(-(p-1)+2p

1/2
) 

λq 2  -p
4
.((p-1)+2p

1/2
) 

λq 3 = 0 

λq 4  0 

λq 5  0 

λq 6  0 

 

Ce cas est nouveau dans le sens que nous ne pouvons l’anticiper à partir de l’étude du groupement y1
2
+y2

2
, ni même du 
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groupement a.y1
2
+b.y2

2
. En effet, les différents cas correspondent à certaines valeurs du discriminant Δ = v²-4u.w. Or, nous 

n’avons pas de solution à l’équation v²-4u.w = -4a.b lorsque v est impair.  
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Ce cas nouveau ne peut être anticipé à partir de l’étude du groupement y1
2
+y2

2
 pour les raisons déjà citées. 
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Ce cas est celui du groupement y1
2
+y2

2
 dont nous retrouvons les éléments à partir de l’étude des facteurs d’abondance de y

2
 

modulo p
δ
 avec p = 3 mod 4. Les résultats modulo p sont donnés page 81. Les valeurs propres ci-dessus sont les carrés des 

valeurs propres trouvées à cette occasion : 
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Cas Δ = 0 mod p  

 

A nouveau, la multiplicité de p dans Δ intervient. En reprenant l’exemple précédent, nous observons (δ = 7, p = 3, g = 2) : 

 
    k 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 
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0  1 -3 0 2.36  2.37  0  0  0  0  0  

1 2  9 4.37 2.36    0 2.37 4.37 4.37 4.37 4.37 4.37 4.37 4.37 4.37 
1  3 -27 0 2.36    4.37  6.37  0  0  0  

2 4  81 4.38 2.36    4.37    0 1.2.38 2.2.38 2.2.38 2.2.38 2.2.38 
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4 8  6561 2.39 2.36    4.37    4.38    4.39  

 

Ceci correspond à la première colonne des matrices recherchées et se généralise sous la forme (t entier sans facteur p) 

(après recoupement avec d’autres valeurs de p) : 
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A nouveau, nous ne nous intéressons qu’au cas limite δ → +∞ qui se résume en : 
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 0 

 

Les définitions de m, rm et rj sont ici inchangées (voir cas des variables d’entiers).  

Nous pouvons ensuite (et nous en laissons le soin au lecteur) construire la matrice cardinale en nous appuyant sur les 

commentaires faits dans le cas des variables de nombres entiers. 

 

8.3. Combinaison de groupements de variables  

 
 

Fort de ces résultats, nous laissons au lecteur le soin de trouver les facteurs d’abondance de l’équation diophantine 

suivante où les x sont des variables de nombres entiers et les y des variables de nombres premiers : 

 

(x11
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2
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2
)+ 

(y11
2
+y11.y21+y21

2
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2
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δ
 

         (48) 

 



 

P 278/394  Facteurs d’abondance quadratique  

grâce au produit de matrices (en dehors du cas où Δ = 0 mod p, c’est-à-dire ici p = 3 et du cas p = 2) : 

 

[Pδ].[μqδ]
k
.[Pδ

-1
].[Pδ].[λqδ]

m
.[Pδ

-1
] = [Pδ].[μqδ]

k
.[λqδ]

m
.[Pδ

-1
]              (49) 

 

9. Variables imbriquées symétriques 
 

9.1. Généralités 

 

Nous nous intéressons ici à l’évaluation des matrices cardinales des expressions de la forme :  

 

z1
n
+z1

n-1
.z2+…+z1.z2

n-1
+z2

n
 = si(z1 ≠ z2, (z1

n+1
-z2

n+1
)/(z1-z2), (n+1).z1

n
)          (50) 

 

Les variables z1 et z2 sont soit des variables de nombres premiers, soit des variables d’entiers.  

Nous pouvons nous rapprocher de l’étude de Waring pour ce type d’exercice. En effet, posons  

 

d = (p-1,n)           (51) 

 

Si le couple (z1,z2) est une solution de z1
n
+z1

n-1
.z2+…+z1.z2

n-1
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n
 =c mod p, alors il existe un couple (z’1,z’2) tel que  
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d
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r
.z2) avec r = d/n mod p. Notant que 1/n 

existe bien puisque tout nombre différent de 0 a un inverse modulo p, nous avons alors z’1
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n-1
.z’2+…+z’1.z’2

n-1
+z’2

n
  = 
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r.n

.(z1
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n-1
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n-1
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n
) = g

d
.c mod p. Par récurrence, nous avons, pour tout u, une solution à z1

n
+z1

n-1
.z2+…+z1.z2

n-

1
+z2

n
 =c.g

u.d
 mod p. Ainsi, le cardinal de c est le même que celui de c.g

u.d
 : 

 

#(c.g
u.d

) = #(c) 

 

La dimension de la matrice, d+1, dépend comme dans le cas des variables z
n
 de la séquence p avec d = (n,p-1). 

Il est entendu que la matrice d’environnement [P] est déjà connue (et est celle de z
d
) et que l’une des valeurs propres est (p-

1)
2
, p

2
 ou p(p-1) suivant les types de variables (deux variables de nombres premiers, deux variables de nombres entiers ou 

l’une de chaque type de variables respectivement). 

 

9.2. Equations aux primitives 

 

Comme #(c.g
u.d

) = #(c), nous pouvons construire à l’instar de l’exercice 5, un tableau à double entrées : 

 

  card0 card1 card2 … cardd-1 

  0 g
0
.g

u.d
 g

1
.g

u.d
  g

d-1
.g

u.d
 

#(0) 0 

c 

#(g
0
) g

0.
g

u.d
 

#(g
1
) g

1
.g

u.d
 

… … 

#(g
d-1

) g
d-1

.g
u.d

 

 

Nous rappelons que les composantes #(0), #(g
0
), …, #(g

d-1
) sont obtenues en relevant le nombre d’occurrences modulo p de 

c = z1
n
+z1

n-1
.z2+…+z1.z2

n-1
+z2

n
 pour des boucles imbriquées de type « For zi = ini à p-1 » où ini = 0 ou 1 suivant le type de 

variables.  

Les composantes de la matrice cardinale répondent alors, en s’appuyant sur des équations aux primitives, à (r ≥ 1, s ≥ 1) : 

 

 d  

mzr,s = #(0).{#(v) / g
r-1

 = 0+g
s-1

.g
v.d

 mod p}+ ∑ #(g
i
).{#(u,v) / g

r-1
 = g

i
.g

u.d
+g

s-1
.g

v.d
 mod p}  

 i = 1  

 

Dans le second membre, le premier terme vaut 1 lorsque r = s et 0 sinon. Pour la somme portant sur l’indice i, nous 

divisons l’expression par g
i
 (ce qui laisse l’équation inchangée). Il vient alors : 

 

 d  

mzr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+ ∑ #(g
i
).{#(u,v) / g

r-i-1
 = g

u.d
+g

s-i-1
.g

v.d
 mod p}          (52) 

 i = 1  

Soit encore : 

 d  

mzr,s = #(0).si(r=s, 1, 0) + (1/d). ∑ #(g
i
).mb’r-i,s-i       (53) 

 i = 1  
 

Ici mb’r,s sont les composantes des matrices réduites (de leurs première ligne et première colonne) [B’] du monôme y
d
. 

Concernant la première ligne de la matrice, nous avons : 
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 d  

mz0,s = #(0).{#(v) / 0 = 0+g
s-1

.g
v.d

 mod p}+ ∑ #(g
i
).{#(u,v) / 0 = g

i
.g

u.d
+g

s-1
.g

v.d
 mod p}         

 i = 1  

 

Soit encore, puisque le premier terme du second membre est nul : 

 

 d  

mz0,s = ∑ #(g
i
).{#(u,v) / g

i+(p-1)/2
.g

u.d
 = g

s-1
.g

v.d
 mod p}  

 i = 1  

 

Dans la somme, seul le cas i+(p-1)/2 = s-1 mod d peut avoir des solutions. Ainsi : 

 

mz0,s = #(g
s-1+(p-1)/2

).{#(u,v) / g
u.d

 = g
v.d

 mod p}   

Soit finalement : 

mz0,s = ((p-1)/d).#(g
s-1+(p-1)/2

) = ((p-1)/d).mzs-1+(p-1)/2, 0              (54) 

 

Nous retrouvons le fait qu’il faille tenir compte des deux cas p = 1 mod 2d et p = 1+d mod 2d. 
 

Les équations aux primitives permettent donc de déduire l’ensemble des composantes de la matrice cardinale de z1
n
+z1

n-

1
.z2+…+z1.z2

n-1
+z2

n
 lorsque nous avons déterminé les composantes de sa première colonne d’une part et préalablement 

évalué la matrice cardinale de y
n
 d’autre part. 

 

9.2.1. Eléments propres  

 

Notons [MZ] la matrice cardinale de ∑ z1
n-i

.z2
i
 et [σmz] sa matrice des valeurs propres : 

  

     [MZ] = [mzi,j] = [P].[σmz][P
-1

]        (55) 

 

Les valeurs propres de [MZ] sont : 

                         (σmz) = [Δcmz].(λ)/d               (56) 

avec 

(Δcmzi,0) = (cmzi,0)-mz0,0.(1)  

(cmz1,0, cmz2,0, cmz3,0, …,cmzd,0) = (mz1,0, mzd,0, mzd-1,0, …, mz2,0) 

 

Les notations précédentes doivent être bien comprises. Les colonnes et lignes des matrices cardinales sont notées [mz n°ligne-

1 n°colonne-1]. L’expression (σmz) est un vecteur colonne de dimension d (ne comprend pas σmz 0). (1) est un vecteur colonne de 

dimension d dont toutes les composantes sont égales à 1. [Δcmz] est une matrice circulaire droite de dimension d dont la 

première ligne est (Δcmzi,0), i >0. (λ) est le vecteur colonne des valeurs propres de la matrice cardinale de y
d
 (à la séquence 

p) hors λ0. 

 

Démonstration  
 

Le principe de la démonstration est simple. Si la matrice trace [σmz] est solution de [MZ] = [P].[σmz].[P
-1

], alors les 

composantes de la trace de [σmz] sont effectivement les valeurs propres cherchées. Nous effectuons ainsi une simple 

substitution des expressions présupposées et nous vérifions qu’elles conviennent.   

Nous rappelons (voir page 71) que la matrice cardinale de y
d
 est : 

 

 1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d λ0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d  

 1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 λ1 0 … 0 1 λ1/d λ2/d … λd/d  

[B] = [mbi,j] = (1/p). 1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 λ2 … 0 1 λ2/d λ3/d … λ1/d      

 … … … … … … … … … … … … … … …  

 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 0 … λd 1 λd/d λ1/d … λd-1/d  

où 

λ0* = λ0 = p-1 

 

Développons [B] en nous intéressant seulement à la matrice réduite (r ≥ 1, s ≥ 1). Nous obtenons, k portant sur 1 à d :  

 

mbr,s = (1/p).(((p-1)/d).λ0+(1/d
2
).∑k λr+k-1*.λk.λs+k-1) 

 

Soit encore par changement d’indices : 

 

mbr-i,s-i = (1/p).((p-1)
2
/d+(1/d

2
).∑k λr-i+k-1*.λk.λs-i+k-1)       (57)     

 

De (σmz) = [Δcmz].(λ)/d, nous tirons en développant la définition de [Δcmz] : 
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σmz 1  #(g
0
) - #(0) #(g

1
) - #(0) #(g

2
) - #(0) … #(g

d-1
) - #(0) λ 1  

σmz 2  #(g
d-1

) - #(0) #(g
0
) - #(0) #(g

1
) - #(0) … #(g

d-2
) - #(0) λ 2  

σmz 3 = (1/d). #(g
d-2

) - #(0) #(g
d-1

) - #(0) #(g
0
) - #(0) … #(g

d-3
) - #(0) λ 3  

…  … … … … … …  

σmz d  #(g
1
) - #(0) #(g

2
) - #(0) #(g

3
) - #(0) … #(g

0
) - #(0) λ d  

 

Soit encore : 

 d  

σmz i = (1/d). ∑ (#(g
k-i

)-#(0)).λk    (58)     

 k = 1  
 

que nous pouvons aussi écrire avec ∑ λk = -d : 

 

 d  

σmz i = #(0)+(1/d). ∑ #(g
k-i

).λk    (59)     

 k = 1  

Ainsi : 

d d      d  

∑ σmz i = d.#(0)+(1/d). ∑     ∑ #(g
k-i

).λk         

i = 1 i = 1 k = 1  

Puis, avec encore ∑ λk = -d : 

d d 

∑ σmz i = d.#(0)- ∑ #(g
i
) 

i = 1 i = 1 

 

Comme, par ailleurs, avec ve le nombre de variables de nombres entiers et vp le nombre de variables de nombres premiers : 

 

 d 

σmz 0 = p
ve

.(p-1)
vp

 = #(0)+((p-1)/d). ∑ #(g
i
)        (60) 

 i = 1 

Soit : 

d  

∑ σmz i = d.(p.#(0)-σmz 0)/(p-1)         (61)   

i = 1  

ou bien 

d  

∑ σmz i = ((p-1-d).σmz 0+d.p.#(0))/(p-1)  

i = 0  
 

Ecrivons alors [P].[σmz][P
-1

] : 

 

 1 λ0*/d λ0*/d … λ0*/d σmz 0 0 0 … 0 1 λ0/d λ0/d … λ0/d 

 1 λ1*/d λ2*/d … λd*/d 0 σmz 1 0 … 0 1 λ1/d λ2/d … λd/d 

[MZ] = (1/p). 1 λ2*/d λ3*/d … λ1*/d 0 0 σmz 2 … 0 1 λ2/d λ3/d … λ1/d 

 … … … … … … … … … … … … … … … 

 1 λd*/d λ1*/d … λd-1*/d 0 0 0 … σmz d 1 λd/d λ1/d … λd-1/d 

Il vient : 

 σmz 0 σmz 1.(p-1)/d σmz 2.(p-1)/d … σmz d.(p-1)/d 1 (p-1)/d (p-1)/d … (p-1)/d 

 σmz 0 σmz 1.λ1*/d σmz 2.λ2*/d … σmz d.λd*/d 1 λ1/d λ2/d … λd/d 

[MZ] = (1/p). σmz 0 σmz 1.λ2*/d σmz 2.λ3*/d … σmz d.λ1*/d 1 λ2/d λ3/d … λ1/d 

 … … … … … … … … … … 

 σmz 0 σmz 1.λd*/d σmz 2.λ1*/d … σmz d.λd-1*/d 1 λd/d λ1/d … λd-1/d 

 

Puis la somme portant sur k = 1 à d : 
 

 σmz 0+((p-1)/d).∑k σmz k  ((p-1)/d).(σmz 0+(1/d).∑k σmz k.λk)  … ((p-1)/d).(σmz 0+(1/d).∑k σmz k.λk+d-1) 

 σmz 0+(1/d).∑k λk*.σmz k ((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).∑k σmz k.λk*.λk … ((p-1)/d).σmz 0+(1/d

2
).∑k σmz k.λk*.λk+d-1 

[MZ] = (1/p). σmz 0+(1/d).∑k λk+1*.σmz k ((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).∑k σmz k.λk+1*.λk … ((p-1)/d).σmz 0+(1/d

2
).∑k σmz k.λk+1*.λk+d-1 

 … … … … 

 σmz 0+(1/d).∑k λk+d-1*.σmz k ((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).∑k σmz k.λk+d-1*.λk … ((p-1)/d).σmz 0+(1/d

2
).∑k σmz k.λk+d-1*.λk+d-1 

 

Nous examinons les quatre cas habituels :  

 

Composante colonne 1 et ligne 1 
 

mz 0,0  = (1/p).(σmz 0+((p-1)/d).∑k σmz k)   

 = (1/p).(σmz 0+p.#(0)-σmz 0) (en utilisant la relation 61)   

 = #(0)   
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Ceci est une identité triviale. 

 

Composantes ligne 1 (hors colonne 1) 
 

mz r,0  = (1/p).((p-1)/d).(σmz 0+(1/d).∑k σmz k.λk+r-1)   

 = ((p-1)/d).(1/p).(σmz 0+(1/d).∑k σmz k.λ*k+r-1+(p-1)/2)    (en utilisant λ*k = λ*k+(p-1)/2)   

 = ((p-1)/d).mmz 0,r+(p-1)/2    

 

Nous retrouvons la relation habituelle entre les composantes de la première ligne et celles de la première colonne. 

 

Composantes colonne 1 (hors ligne 1) 
 

mz 0,s  = (1/p).(σmz 0+(1/d).∑k λk+s-1*.σmz k)   

 = (1/p).(σmz 0+(1/d).∑k λk+s-1*.(#(0)+(1/d).∑ m #(g
m-k

).λm))   

 

Nous utilisons alors les propriétés (voir p 57) des valeurs propres de la matrice de y
d
 : 

 

Σ λi*.λi = d.(p.d-p+1) = p.d
2
-d(p-1) 

Σ λk+1-i*.λk+1-j = -d.(p-1) 

 

Avec le changement d’indices m-k = i, il vient : 

 

mz 0,s  = (1/p).(σmz 0-#(0)+(1/d
2
).∑k ∑ m #(g

m-k
).λk+s-1*.λm)  

 = (1/p).(σmz 0-#(0)+(1/d
2
).∑k ∑ i #(g

 i
).λk+s-1*.λk+i)  

 = (1/p).(σmz 0-#(0)+(1/d
2
).∑ i #(g

 i
).∑k λk+s-1*.λk+i)  

 = (1/p).(σmz 0-#(0)+(1/d
2
).∑ i #(g

 i
).(si(i =s-1,1,0)p.d

2
-d.(p-1))  

 = (1/p).(σmz 0-#(0)-(p-1/d).∑ i #(g
 i
)+p.∑ i #(g

 i
).si(i =s-1,1,0)  

 = (1/p).(σmz 0-#(0)-(p-1/d).∑ i #(g
 i
)+p.#(g

s-1
)  

 = #(g
s-1

) en utilisant la relation 60 

 

Ceci est bien la définition de mz 0,s. 

 

Composantes hors ligne 1 et colonne 1 
 

mz r,s  = (1/p).(((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).∑k σmz k.λk+r-1*.λk+s-1)   

 = (1/p).(((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).∑k (#(0)+(1/d).∑m #(g

m-k
).λm).λk+r-1*.λk+s-1)   

 = (1/p).(((p-1)/d).σmz 0+(1/d
2
).#(0).∑k λk+r-1*.λk+s-1+(1/d

3
).∑k ∑m #(g

m-k
).λm.λk+r-1*.λk+s-1)   

 

Nous utilisons encore la propriété : 

Σ λk+1-i*.λk+1-j = -d.(p-1)+si(i=j,1,0).p.d² 

 

mz r,s  = (1/p).(((p-1)/d).σmz 0+si(r=s, 1, 0).#(0).p-((p-1)/d).#(0)+(1/d
3
).∑k ∑m #(g

m-k
).λm.λk+r-1*.λk+s-1)   

 = (1/p).(((p-1)/d).(σmz 0-#(0))+p.si(r=s, 1, 0).#(0)+(1/d
3
).∑k ∑m #(g

m-k
).λm.λk+r-1*.λk+s-1)   

 

Par changement d’indices m-k → i, puis en décalant par –i, il vient : 

 

mz r,s  = (1/p).(((p-1)/d).(σmz 0-#(0))+p.si(r=s, 1, 0).#(0)+(1/d
3
).∑k ∑m #(g

i
).λk+i.λk+r-1*.λk+s-1)   

 = #(0).si(r=s, 1, 0)+(1/p).(p-1)/d).(σmz 0-#(0))+(1/p).(1/d
3
). ∑i ∑ k #(g

i
).λr-i+k-1*.λk.λs-i+k-1   

Puis : 

 d d d 

mzr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+(1/p).((p-1)
2
/d

2
). ∑ #(g

i
)+(1/d

3
). ∑ #(g

i
). ∑ λr-i+k-1*.λk.λs-i+k-1     

 i = 1 i = 1 k = 1 

Soit encore : 

 d d 

mzr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+(1/d). ∑ #(g
i
).(1/p).((p-1)

2
/d+(1/d

2
). ∑ λr-i+k-1*.λk.λs-i+k-1)     

 i = 1 k = 1 

 

et nous retrouvons les équations dérivées des équations aux primitives la relation 57 : 

 

 d  

mzr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+(1/d). ∑ #(g
i
).m’r-i,s-i        

 i = 1  

Ce qu’il fallait démontrer. 

Nous notons que cette relation est établie quels que soient le nombre et le type de variables. 
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9.2.2. Variables de nombres premiers  

 

Considérons l’expression y1
n
+y1

n-1
.y2+…+y1.y2

n-1
+y2

n
, y1 et y2 deux variables de nombres premiers. 

Alors : 

mz0,0 = #(0) = 0 mod (p-1)  

 mzi,0 = #(g
i-1

) = 0 mod d  

 

Nous pouvons retrouver par un simple artifice les matrices constructives de séquence [sd] sous la forme de l’égalité : 

 

2 variables de nombres entiers : mzi,0 = p-(mz0,0-1)/(p-1)+si-k,d+Δsi-k,d                                  (62) 

2 variables de nombres premiers : mzi,0 = p-1-mz0,0 /(p-1)+si-k,d+Δsi-k,d                                   (63) 

 

Ici -k correspond à un décalage des indices des composantes (voir exemple d = 3). 

Ceci n’a cependant d’intérêt que si les corrections Δsi,d (qui ne sont pas les mêmes d’une ligne à l’autre) ont des expressions 

littérales caractéristiques éventuellement triviales. Pour l’instant, nous n’avons résolu ce problème que pour d = 2 (voir plus 

haut) et d = 3 (voir plus bas).  

 

9.2.2.1. Cardinal de zéro   

 

Nous avons écrit plus haut : 

#(0) = t.(p-1)  

 

En effet, (0,0) est solution a priori, mais doit être écartée car ne faisant pas partie du domaine de définition pour les 

variables de nombres premiers. Soit ensuite (y1,y2) une solution non triviale de si(y1 ≠ y2, (y1
n+1

-y2
n+1

)/(y1-y2), (n+1).y1
n
) = 0 

mod p. Alors, soit y1
n+1

 = y2
n+1

 mod p avec y1 ≠ y2, soit (n+1) = 0 mod p. Le dernier cas se résout immédiatement en n = p-1 

et comme d = (n,p-1), nous avons  

d = n = p-1               (64) 

 

et les solutions sont les couples (y1,y1), y1 = 1 à p-1. 

Dans le premier cas (y1/y2)
n+1

 = 1 mod p. Les solutions sont y1/y2 = g
u.d’

 mod p, où d’ = (n+1,p-1) et u = 0 à (p-1)/d’-1. Ici,  

y2 peut décrire 1 à p-1 et nous avons donc, puisque y1 ≠ y2 : 

 

t =  (p-1,n+1)-1               (65) 
 

Les deux relations (64) et (65) conduisent à la distinction des séquences modulo n(n+1). 

En réunissant les deux cas, nous avons : 
  

t =  si(p = 1+n, 1, (p-1,n+1)-1)               (66) 
 

L’illustration se concrétise par : 

 
n séquence p d t 

2 

2 

3 
1 mod 6 

5 mod 6 

1 

1 
2 

2 

0 

0 
2 

0 

3 

2 
3 

5 mod 6 

1 mod 12 
7 mod 12 

1 
1 

1 

3 
3 

0 
2 

3 

3 
1 

4 

2 

11 mod 20 

ou(3,7,19) mod 20 
1 mod 20 

5  
ou(9,13,17) mod 20 

1 

2 

2 
4 

4 
4 

0 

4 

0 
4 

1 
0 

5 

2 

ou(7,13,19) mod 30 

ou(3,5)  
ou(17,23,29) mod 30 

1 mod 30 

11 mod 30 

1 

1 

1 
1 

5 

5 

0 

5 

2 
1 

5 

1 

6 

2 

3 

29 mod 42 
ou(5,11,17,23,41) mod 42 

1 mod 42 

7 
ou(7,13,19,25,31,37) mod 42 (sauf 7) 

1 

2 

2 
2 

6 

6 
6 

0 

0 

6 
0 

6 

1 
0 
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n séquence p d t 

7 

2 
ou(9,17,25,33,41) mod 56 

ou(5,13,37,45,53) mod 56 

7 

ou(3,11,19,23,27,31,39,47,51,55) mod 56 

1 mod 56 

29 mod 56 
ou(15,43) mod 56 

1 
1 

1 

1 

1 

7 

7 
7 

0 
7 

3 

2 

1 

7 

3 
1 

8 

2 

3 

ou(19,55) mod 72 
ou(7,31,43,67) mod 72 

ou(11,23,35,47,59,71) mod 72 

37 mod 72 
ou(13,61) mod 72 

ou(5,29,53) mod 72 

1 mod 72 
ou(25,49) mod 72 

ou(17,41,65) mod 72 

1 

2 

2 
2 

2 

4 
4 

4 

8 
8 

8 

0 

0 

8 
2 

0 

8 
2 

0 

8 
2 

0 

9 

2 
3 

5 

ou(10,40,70) mod 90 

ou(17,23,29,47,53,59,77,83,89) mod 90 

ou(31,61) mod 90 

ou(7,13,43,49,67 ;79) mod 90 
1 mod 90 

ou(19,37,73) mod 90 

1 
1 

1 

1 

1 

3 

3 
9 

9 

0 
1 

2 

9 

1 

9 

1 
9 

1 

 

Nous avons toujours :  

t(p = 1 mod n.(n+1)) = n = d   

 

9.2.2.2. Cardinal de #(g
i-1

)   

 

Nous avons 

 mzi,0 = #(g
i-1

) = 0 mod d  

 

En effet, g étant une racine primitive de p, si le couple (y1, y2) est solution de c = ∑y1
n-i

.y2
i
, alors les couples (g

u.(p-1)/d
.y1, 

g
u.(p-1)/d

 .y2) sont également solutions, u = 0 à d-1. 

Il serait intéressant de trouver des relations de congruence comme dans le cas c = 0 mod p pour évaluer #(g
i-1

)/d (si de telles 

relations existent).   

 

9.2.2.3. Exemple numérique   

 

Soit n = 11 et p = 67 (g = 2). Nous avons alors p-1 = 66, d = (66,11) = 11, (p-1)/d = 6 et t = (66, 11.12)/(11, 66, 11.12)-1 = 

6.11/11-1 = 5. Par calcul direct, la matrice cardinale est donnée ci-après :   

 

Ecart à m0,0  Matrice cardinale [M] de ∑z1
n-i.z2

i, y1 et y2 variables de nombres premiers  

(0)  330 924 396 264 264 264 264 132 264 462 528 264 

-176  154 792 352 319 528 341 264 330 308 418 308 242 

-264  66 352 594 297 528 319 429 407 385 242 352 385 

-286  44 319 297 550 341 429 308 440 341 440 385 462 

-286  44 528 528 341 506 297 440 297 429 286 319 341 

-286  44 341 319 429 297 550 418 319 418 418 407 396 

-286  44 264 429 308 440 418 594 462 418 242 286 451 

-308  22 330 407 440 297 319 462 594 462 286 330 407 

-286  44 308 385 341 429 418 418 462 583 286 330 352 

-253  77 418 242 440 286 418 242 286 286 880 517 264 

-242  88 308 352 385 319 407 286 330 330 517 682 352 

-286  44 242 385 462 341 396 451 407 352 264 352 660 

 

Nous vérifions que t est égal à la valeur annoncée et que m0,i = 6.mi,0 (i>0). Puis, nous avons :   
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 (Δcmi,0) λi   

(1/11). 

-176 -264 -286 -286 -286 -286 -308 -286 -253 -242 -286 -18,992 

= 

79,217 

-286 -176 -264 -286 -286 -286 -286 -308 -286 -253 -242 53,660 700,216 

-242 -286 -176 -264 -286 -286 -286 -286 -308 -286 -253 23,508 323,892 

-253 -242 -286 -176 -264 -286 -286 -286 -286 -308 -286 -24,442 326,429 

-286 -253 -242 -286 -176 -264 -286 -286 -286 -286 -308 32,468 873,337 

-308 -286 -253 -242 -286 -176 -264 -286 -286 -286 -286 -19,167 109,795 

-286 -308 -286 -253 -242 -286 -176 -264 -286 -286 -286 2,364 242,933 

-286 -286 -308 -286 -253 -242 -286 -176 -264 -286 -286 -7,967 183,413 

-286 -286 -286 -308 -286 -253 -242 -286 -176 -264 -286 1,684 241,431 

-286 -286 -286 -286 -308 -286 -253 -242 -286 -176 -264 -31,126  -160,956 

-264 -286 -286 -286 -286 -308 -286 -253 -242 -286 -176 -22,989  39,293 

 

Ainsi : 

[σvp] = 

4356 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 79,217 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 700,216 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 323,892 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 326,429 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 873,337 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 109,795 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 242,933 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 183,413 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 241,431 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -160,956 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 39,293 

 

Le lecteur pourra vérifier, avec la matrice d’environnement ci-dessous, que [M] = [P].[σvp][P
-1

] (ici [P] = [P
-1

]). 

 

[P].67
1/2

 = 

1 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 

1 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 

1 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 

1 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 

1 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 

1 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 

1 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 

1 0,215 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 

1 -0,724 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 

1 0,153 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 

1 -2,830 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 

1 -2,090 -1,727 4,878 2,137 -2,222 2,952 -1,742 0,215 -0,724 0,153 -2,830 

 

9.2.3. Variables de nombres entiers  

 

9.2.3.1. Cardinal de zéro   

 

Nous avons maintenant en rajoutant la solution (0,0), seule possible, à notre bilan pour #(0) : 

 

#(0) = t.(p-1)+1  

 

Le facteur t est identique à celui obtenu dans le cas des variables de nombres premiers. 

 

9.2.3.2. Cardinal de #(g
i-1

)   

 

Nous avons toujours 

 mzi,0 = #(g
i-1

) = 0 mod d  

 

9.2.4. Nombre de classes modulo p 

 

Nous avons constaté, dans les généralités et dans l’étude du cardinal de 0, l’importance à la fois de (n, p-1) et de (n+1, p-1). 

Ceci provient des exposants que nous trouvons dans  

 

z1
n
+z1

n-1
.z2+…+z1.z2

n-1
+z2

n
 = si(z1 ≠ z2, (z1

n+1
-z2

n+1
)/(z1-z2), (n+1).z1

n
) 

 

Les matrices cardinales (et les valeurs propres) de ce groupement s’obtiennent à partir des celles du groupement z
n
 comme 

nous l’avons démontré. Les classes modulo p qui se différentient sont ainsi au nombre de  
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(n.(n+1), p-1)    (67) 

 

Cependant, l’évaluation de la première colonne de la matrice cardinale ne requière que l’étude de la moitié de ces classes :  

 

(n.(n+1), p-1) / 2    (68) 

 

Nous retrouverons le nombre total de classes qu’au moment de procéder aux multiplications des valeurs propres (σmz) = 

[Δcmz].(λ)/d, distinctions introduites par z
n
 (voir les exemples degré 4 et 8 qui suivent). 

 

9.2.5. Variables imbriquées symétriques de degré 2 

 

Soit l’expression :  

z1
2
+z1.z2+z2

2
 

 

et p ≠ 2, p ≠ 3 (d = 2).  

Appliquons la relation 59. Il vient pour les variables de nombres premiers (mzbi,0 = #(g
i-1

)) : 

 

σvp 1 = (mzb1,0.λ1+mzb2,0.λ2)/2+mzbi0,0  

σvp 2 = (mzb2,0.λ1+mzb1,0.λ2)/2+mzbi0,0  

 

et pour les variables de nombres entiers (mzai,0 = #(g
i-1

)) : 

 

σve 1 = (mza1,0.λ1+mza2,0.λ2)/2+mzai0,0  

σve 2 = (mza2,0.λ1+mza1,0.λ2)/2+mzai0,0  

 

en se rappelant de plus que σve 0 = p
ve

 et σvp 0 = (p-1)
vp

. 

 

Variables de nombres entiers 
 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c C(p)  
 

#(0)  2p-1  λ 0  p-1  σve  0  p
2
 

#(g
0
) = p-1  λ 1 = -1-p

1/2
  σve  1 = p 

#(g)  p-1  λ 2  -1+p
1/2

  σve 2  p 
 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

#(0)  1  λ 0  p-1  σve  0  p
2
 

#(g
0
) = p+1  λ 1 = -1-p

1/2
  σve  1 = -p 

#(g)  p+1  λ 2  -1+p
1/2

  σve 2  -p 
 

p = 3 mod 4 et p \ Δ c C(p) 
 

#(0)  2p-1  λ 0  p-1  σve  0  p
2
 

#(g
0
) = p-1  λ 1 = -1+i.p

1/2
  σve  1 = p 

#(g)  p-1  λ 2  -1-i.p
1/2

  σve 2  p 
 

p = 3 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

#(0)  1  λ 0  p-1  σve  0  (p-1)
2
 

#(g
0
) = p+1  λ 1 = -1+i.p

1/2
  σve  1 = -p 

#(g)  p+1  λ 2  -1-i.p
1/2

  σve 2  -p 

 

Les deux cas p \ Δ c C(p) d’une part et les deux cas p \ Δ c D(p) d’autre part donnent les mêmes valeurs propres et nous 

retrouvons bien les résultats du paragraphe 8.1. 

 

Variables de nombres premiers  
 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c C(p)  
 

#(0)  2(p-1)  λ 0  p-1  σvp  0  (p-1)
2
 

#(g
0
) = p-5  λ 1 = -1-p

1/2
  σvp  1 = p+1+2p

1/2
 

#(g)  p-1  λ 2  -1+p
1/2

  σvp 2  p+1-2p
1/2

 
 

p = 1 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

#(0)  0  λ 0  p-1  σvp  0  (p-1)
2
 

#(g
0
) = p-3  λ 1 = -1-p

1/2
  σvp  1 = -(p-1)+2p

1/2
 

#(g)  p+1  λ 2  -1+p
1/2

  σvp 2  -(p-1)-2p
1/2
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p = 3 mod 4 et p \ Δ c C(p) 
 

#(0)  2(p-1)  λ 0  p-1  σvp  0  (p-1)
2
 

#(g
0
) = p-5  λ 1 = -1+i.p

1/2
  σvp  1 = (p+1)-2.i.p

1/2
 

#(g)  p-1  λ 2  -1-i.p
1/2

  σvp 2  (p+1)+2.i.p
1/2

 
 

p = 3 mod 4 et p \ Δ c D(p) 
 

#(0)  0  λ 0  p-1  σvp  0  (p-1)
2
 

#(g
0
) = p-3  λ 1 = -1+i.p

1/2
  σvp  1 = -p+1-2.i.p

1/2
  

#(g)  p+1  λ 2  -1-i.p
1/2

  σvp 2  -p+1+2.i.p
1/2

 

 

Nous retrouvons bien sûr les résultats du paragraphe 8.2. 

 

9.2.6. Variables imbriquées symétriques de degré 3 

 

Soit l’expression :  

z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
 

 

9.2.6.1. Matrices cardinales 

 

Les matrices cardinales, qui sont déduites des équations aux primitives dans le cas d = 3 (à part pour p = 2 et p = 3), sont 

décrites ci-dessous en fonction des séquences.  

De (σgr) = [Δcmi,0].(λ)/d, dans le cas d = 3, nous tirons en utilisant la relation 59 et en posant mzbi,0 = #(g
i-1

) pour les 

matrices de variables de nombres premiers : 

σvp 1 = (mzb1,0.λ1+mzb2,0.λ2+mzb3,0.λ3)/3+mzbi0,0  

σvp 2 = (mzb3,0.λ1+mzb1,0.λ2+mzb2,0.λ3)/3+mzbi0,0  

σvp 3 = (mzb2,0.λ1+mzb3,0.λ2+mzb1,0.λ3)/3+mzbi0,0  

 

et en posant mzai,0 = #(g
i
) pour les matrices de variables de nombres entiers : 

 

σve 1 = (mza1,0.λ1+mza2,0.λ2+mza3,0.λ3)/3+mzai0,0  

σve 2 = (mza3,0.λ1+mza1,0.λ2+mza2,0.λ3)/3+mzai0,0  

σve 3 = (mza2,0.λ1+mza3,0.λ2+mza1,0.λ3)/3+mzai0,0  

 

Nous faisons figurer ci-dessous les valeurs propres de chacune des matrices à droite de celles-ci.  

Nous utilisons les nombres s1, s2 et s3 de la matrice constructive de séquence de dimension 3 issus des relations 71 de 

l’exercice 5. Nous considérons également la décomposition de p suivante : 

 

p = 3y
2
+z

2
 

 

Notons que nous avons déjà utilisé cette décomposition lors de l’étude des matrices de Fermat-Catalan dans 

l’environnement d = 6 (relation 33 de l’exercice 9).  

Nous posons alors : 

s1-i = si(i=0,s1,si(i=1,s3,s2))  

s2-i = si(i=0,s2,si(i=1,s1,s3)) 

s3-i = si(i=0,s3,si(i=1,s2,s1)) 

et 

e1-i = si(i=1,2,-1) 

e2-i = si(i=2,2,-1) 

e3-i = si(i=0,2,-1) 

 

Le nombre i dépend du choix de g et de p suivant la conjecture : 

 

y g i 

0 mod 3 tous 0 

ou(1,2) mod 3  (u,n) \ g
1+6u

 = (ou((p-1)/2),-(p-1)/2))
((1/2)^n)

 1+(n+1 mod 2) 

 

Nota important 

 

L’expression p-1 (ici (p-1)/2) se distingue particulièrement ici. En effet, elle permet de différencier deux classes de racines 

primitives entre elles. Pour d’autres environnements, ce type de distinction pourrait éventuellement se généraliser (axe 

d’étude ?). 

  

Nous illustrons la valeur de i en fonction de g (et de p) plus bas. 

Nous avons alors (les valeurs propres figurent à droite des matrices) :  
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Variables de nombres entiers : c = x1
3
+x1

2
.x2+x1.x2

2
+x2

3
. 

 

Séquence p = 2 
 

2 2  4 

2 2  0 
 

Séquence p = 3 
 

3 3 3  9 

3 3 3  0 

3 3 3  0 
 

Séquence p = 1 mod 12 
 

3p-2 (p-1)( p-2+s1-i)/3 (p-1)(p-2+s2-i)/3 (p-1)(p-2+s3-i)/3  p2 

p-2+s1-i (p2+(3+e3-i).p+2-2s1-i)/3 (p2+(e2-i-3).p+2+s3-i)/3 (p2+(e1-i-3)p+2+s2-i)/3  2p+(s1-i.λ1+s2-i.λ2 +s3-i.λ3)/3 

p-2+s2-i (p2+(e2-i-3).p+2+s3-i)/3 (p2+(e1-i+3).p+2-2s2-i)/3 (p2+(e3-i-3).p+2+s1-i)/3  2p+(s3-i.λ1+s1-i.λ2 +s2-i.λ3)/3 

p-2+s3-i (p2+(e1-i-3)p+2+s2-i)/3 (p2+(e3-i-3).p+2+s1-i)/3 (p2+(e2-i+3).p+2-2s3-i)/3  2p+(s2-i.λ1+s3-i.λ2 +s1-i.λ3)/3 
 

Séquence p = 5 mod 12 
 

3p-2 p2-3p+2  p2 

p-2 p2-p+2  2p 
 

Séquence p = 7 mod 12 
 

p (p-1)(p+s1-i)/3 (p-1)(p+s2-i)/3 (p-1)(p+s3-i)/3  p2 

p-s1-i (p2-(e3-i+1).p+2s1-i)/3 (p2-p-s3-i-p.si(i=2,2,-1))/3 (p2-(e1-i+1).p-s2-i)/3  -(s1-i.λ1+s2-i.λ2 +s3-i.λ3)/3 

p-s2-i (p2-(e2-i +1).p-s3-i)/3 (p2-(e1-i+1).p+2s2-i)/3 (p2-(e3-i+1).p-s1-i)/3  -(s3-i.λ1+s1-i.λ2 +s2-i.λ3)/3 

p-s3-i (p2-(e1-i+1).p-s2-i)/3 (p2-(e3-i+1).p-s1-i)/3 (p2-(e2-i+1).p+2s3-i)/3  -(s2-i.λ1+s3-i.λ2 +s1-i.λ3)/3 
 

Séquence p = 11 mod 12 
 

p p2-p  p2 

p p2-p  0 

 

Variables de nombres premiers : c = y1
3
+y1

2
.y2+y1.y2

2
+y2

3
.   

 

Séquence p = 2 
 

1 0  1 

0 1  1 
 

Séquence p = 3 
 

2 1 1  4 

1 2 1  1 

1 1 2  1 
 

Séquence p = 1 mod 12 
 

3(p-1) (p-1)(p-8+s1-i)/3 (p-1)(p-2+s2-i)/3 (p-1)(p-2+s3-i)/3  (p-1)2 

p-8+s1-i (p2+(e3-i+1).p+15-2s1-i-2s1)/3 (p2+(e2-i-5).p+6+s3-i-2s2)/3 (p2+(e1-i-5).p+6+s2-i-2s3)/3  2p-1+((s1-i-6).λ1+s2-i.λ2 +s3-i.λ3)/3 

p-2+s2-i (p2+(e2-i-5).p+6+s3-i-2s2)/3 (p2+(e1-i+1).p+3-2s2-i-2s3)/3 (p2+(e3-i-5).p+s1-i-2s1)/3  2p-1+(s3-i.λ1+(s1-i-6).λ2 +s2-i.λ3)/3 

p-2+s3-i (p2+(e1-i-5).p+6+s2-i-2s3)/3 (p2+(e3-i-5).p+s1-i-2s1)/3 (p2+(e2-i+1).p+3-2s3-i-2s2)/3  2p-1+(s2-i.λ1+s3-i.λ2 +(s1-i-6).λ3)/3 
 

Séquence p = 5 mod 12 
 

3(p-1) p2-5p+4  (p-1)2 

p-4 p2-3p+5  2p+1 
 

Séquence p = 7 mod 12 
 

p-1 (p-1)(p-6+s1-i)/3 (p-1)(p+s2-i)/3 (p-1)(p+s3-i)/3  (p-1)2 

p-6-s1-i (p2-(e3-i+3).p+13+2s1-i-2s1)/3 (p2-(e2-i+3).p+4-s3-i-2s2)/3 (p2-(e1-i+3).p+4-s2-i-2s3)/3  -1-((s1-i-6).λ1+s2-i.λ2 +s3-i.λ3)/3 

p-s2-i (p2-(e2-i+3).p+4-s3-i-2s2)/3 (p2-(e1-i+3).p+1+2s2-i-2s3)/3 (p2-(e3-i+3).p-2-s1-i-2s1)/3  -1-(s3-i.λ1+(s1-i-6).λ2 +s2-i.λ3)/3 

p-s3-i (p2-(e1-i+3).p+4-s2-i-2s3)/3 (p2-(e3-i+3).p-2-s1-i-2s1)/3 (p2-(e2-i+3).p+1+2s3-i-2s2)/3  -1-(s2-i.λ1+s3-i.λ2 +(s1-i-6).λ3)/3 
 

Séquence p = 11 mod 12 
 

p-1 p2-3p+2  (p-1)2 

p-2 p2-3p+3  1 

 

9.2.6.2. Corrections d’indices (conjecture) 

 

L’illustration des indices i se présente comme suit. Seuls les cas p = 1 mod 6 sont pertinents.  

 
p y z g i g' i' 

31 3 2 3, 17, 24, 12 0 13, 22, 11, 21 0 

43 3 4 3, 12, 19, 5, 33, 20 0 28, 30, 26, 34, 18, 29 0 
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109 6 1 6, 24, 96, 57, 10, 40, 51, 95, 53, 103, 85, 

13, 52, 99, 69, 58, 14, 56 

0 37, 39, 47, 79, 98, 65, 42, 59, 18, 72, 70, 62, 30, 11, 

44, 67, 50, 91 

0 

127 3 10 3, 92, 12, 112, 114, 48, 67, 65, 14, 46, 6, 

56, 57, 97, 101, 96, 7, 23 

0 116, 109, 86, 83, 55, 78, 93, 106, 58, 118, 43, 91, 

45, 39, 110, 53, 29, 85 

0 

157 6 7 5, 96, 77, 34, 119, 24, 84, 137, 87, 69, 6, 

21, 152, 61, 80, 123, 38, 133, 73, 20, 70, 
88, 151, 136 

0 142, 26, 91, 83, 55, 114, 85, 62, 60, 53, 139, 94, 15, 

131, 66, 74, 102, 43, 72, 95, 97, 104, 18, 63 

0 

       

p y z g i g' i' 

7 1 2 5 1 3 2 

13 2 1 2, 11 1 6, 7 2 

19 1 4 2, 14, 3 1 13, 15, 10 2 

37 2 5 2, 17, 15, 35, 20, 22 1 32, 13, 18, 5, 24, 19 2 

61 2 7 2, 6, 18, 54, 59, 55, 43, 7 1 35, 44, 10, 30, 26, 17, 51, 31 2 

67 1 8 2, 61, 18, 13, 28, 50, 51, 48, 57, 44 1 32, 20, 7, 46, 63, 12, 31, 41, 11, 34 2 

73 4 5 59, 31, 20, 60, 34, 29, 14, 42, 53, 13, 39, 
44 

1 5, 15, 45, 62, 40, 47, 68, 58, 28, 11, 33, 26 2 

79 5 2 3, 54, 37, 34, 59, 35, 77, 43, 63, 28, 30, 66 1 6, 29, 48, 74, 68, 39, 70, 75, 7, 47, 60, 53 2 

97 4 7 5, 40, 29, 38, 13, 7, 56, 60, 92, 57, 68, 59, 

84, 90, 41, 37 

1 21, 71, 83, 82, 74, 10, 80, 58, 76, 26, 14, 15, 23, 87, 

17, 39 

2 

103 1 10 35, 48, 87, 84, 74, 75, 44, 78, 54, 77, 85, 
43, 6, 20, 101, 62 

1 5, 51, 67, 86, 12, 40, 99, 21, 70, 96, 11, 71, 65, 45, 
88, 53 

2 

139 5 8 2, 128, 130, 119, 110, 90, 61, 12, 73, 85, 

19, 104, 123, 88, 72, 21, 93, 114, 68, 111, 

15, 126 

1 32, 102, 134, 92, 50, 3, 53, 56, 109, 26, 135, 22, 18, 

40, 58, 98, 17, 115, 132, 108, 101, 70 

2 

151 7 2 6, 133, 54, 140, 52, 146, 15,  106, 48, 7, 

130, 63, 114, 111, 120, 93,  82, 56, 134, 51 

1 77, 115, 109, 102, 119, 13, 141, 89, 129, 12, 14, 

117,  61, 104, 71, 108, 126, 96, 112, 30, 35 

2 

163 7 4 2, 128, 42, 80, 67, 50, 103, 72, 44, 45, 109, 
130, 7, 122, 147, 117, 153, 12, 116, 89, 

154, 76, 137, 129, 106, 101, 107 

1 32, 92, 20, 139, 94, 148, 18, 11, 52, 68, 114, 124, 
112, 159, 70, 79, 3, 29, 63, 120, 19, 75, 73, 108, 66, 

149, 82 

2 

181 2 13 2, 128, 47, 112, 98, 118, 131, 58, 96, 171, 
84, 127, 179, 53, 134, 69, 83, 63, 50, 123, 

85, 10, 97, 54 

1 57, 28, 163, 115, 78, 105, 23, 24, 21, 77, 41, 90, 
124, 153, 18, 66, 103, 76, 158, 157, 160, 104, 140, 

91 

2 

193 8 1 5, 153, 127, 142, 22, 17, 57, 123, 174, 152, 

135, 78, 148, 167, 15, 73, 188, 40, 66, 51, 
171, 176, 136, 70, 19, 41, 58, 115, 45, 26, 

178, 120 

1 37, 90, 52, 163, 47, 10, 113, 61, 91, 44, 34, 114, 53, 

155, 111, 77, 156, 103, 141, 30, 146, 183, 80, 132, 
102, 149, 159, 79, 140, 38, 82, 116 

2 

199 1 14 3, 197, 134, 176, 148, 34, 110, 192, 71, 
120, 119, 186, 75, 149, 166, 22, 118, 54, 

163, 183, 77, 15, 189, 73, 84, 143, 170, 

152, 164, 95 

1 44, 108, 127, 48, 167, 154, 30, 179, 146, 168, 87, 
105, 129, 113, 190, 6, 195, 69, 153, 97, 68, 185, 

142, 38, 41, 39, 173, 150, 99, 133 

2 

 

Dans le tableau précédent, les racines primitives g, respectivement g’, sont du type g1
1+6u

, respectivement g’1
1+6v

, où g1, 

respectivement g1’, est l’une des racines et nous avons g’1 = g1
-1+6w

, pour un certain w entier (u et v entiers également). 

Lorsque i = 0, il n’y a pas d’ambiguïté liée au choix de g sur les valeurs des facteurs d’abondance. Lorsque i est différent de 

0, nous avons inversé les positions de g, lorsque nécessaire, pour obtenir un tableau homogène pour les indices (indice 1 

d’abord, 2 ensuite).  
 

Dans le tableau qui suit, nous reprenons les racines primitives précédentes en indiquant en gras, les racines correspondant à 

une classe du type (ou((p-1)/2,-(p-1)/2)))
(1/(2^n))

.  

 
p g1 classe g2 classe 

7 5 (-(p-1)/2)1/2 3 (p-1)/2 

13 2, 11  6, 7 (p-1)/2, -(p-1)/2 

19 2, 14, 3 ((p-1)/2)1/2 13, 15, 10 -(p-1)/2 

37 2, 17, 15, 35, 20, 22  32, 13, 18, 5, 24, 19 (p-1)/2, -(p-1)/2 

61 2, 6, 18, 54, 59, 55, 43, 7  35, 44, 10, 30, 26, 17, 51, 31 (p-1)/2, -(p-1)/2 

67 2, 61, 18, 13, 28, 50, 51, 48, 57, 44 ((p-1)/2)1/2 32, 20, 7, 46, 63, 12, 31, 41, 11, 34 -(p-1)/2 

73 59, 31, 20, 60, 34, 29, 14, 42, 53, 13, 39, 

44 

(-(p-1)/2)1/8 5, 15, 45, 62, 40, 47, 68, 58, 28, 11, 33, 26 ((p-1)/2)1/4 

79 3, 54, 37, 34, 59, 35, 77, 43, 63, 28, 30, 66 (-(p-1)/2)1/2 6, 29, 48, 74, 68, 39, 70, 75, 7, 47, 60, 53 (p-1)/2 

97 5, 40, 29, 38, 13, 07, 56, 60, 92, 57, 68, 59, 

84, 90, 41, 37 

((p-1)/2)1/2, (-(p-1)/2)1/2 21, 71, 83, 82, 74, 10, 80, 58, 76, 26, 14, 

15, 23, 87, 17, 39 

 

103 35, 48, 87, 84, 74, 75, 44, 78, 54, 77, 85, 
43, 6, 20, 101, 62 

(-(p-1)/2)1/2 5, 51, 67, 86, 12, 40, 99, 21, 70, 96, 11, 71, 
65, 45, 88, 53 

(p-1)/2 

139 2, 128, 130, 119, 110, 90, 61, 12, 73, 85, 

19, 104, 123, 88, 72, 21, 93, 114, 68, 111, 
15, 126 

((p-1)/2)1/2 32, 102, 134, 92, 50, 3, 53, 56, 109, 26, 

135, 22, 18, 40, 58, 98, 17, 115, 132, 108, 
101, 70 

-(p-1)/2 

151 6, 133, 54, 140, {33}, 52, 146, 15,  106, 

{135}, 48, 7, 130, 63, {113}, 114, 111, 

120, 93, {23}, 82, 56, 134, 51, {149} 

(-(p-1)/2)1/2 77, 115, 109, 102, 119, 13, 141, 89, 129,  

{75}, 12, 14, 117,  61, {46}, 104, 71, 108, 

126, {147}, 96, 112, 30, 35, {66} 

(p-1)/2 

163 2, 128, 42, 80, 67, 50, 103, 72, 44, 45, 109, 

130, 7, 122, 147, 117, 153, 12, 116, 89, 

154, 76, 137, 129, 106, 101, 107 

((p-1)/2)1/2 32, 92, 20, 139, 94, 148, 18, 11, 52, 68, 

114, 124, 112, 159, 70, 79, 3, 29, 63, 120, 

19, 75, 73, 108, 66, 149, 82 

-(p-1)/2 

181 2, 128, 47, 112, 98, 118, 131, 58, 96, 171, 
84, 127, 179, 53, 134, 69, 83, 63, 50, 123, 

85, 10, 97, 54 

 57, 28, 163, 115, 78, 105, 23, 24, 21, 77, 
41, 90, 124, 153, 18, 66, 103, 76, 158, 157, 

160, 104, 140, 91 

(p-1)/2, -(p-1)/2 
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193 5, 153, 127, 142, 22, 17, 57, 123, 174, 152, 

135, 78, 148, 167, 15, 73, 188, 40, 66, 51, 
171, 176, 136, 70, 19, 41, 58, 115, 45, 26, 

178, 120 

((p-1)/2)1/2, (-(p-1)/2)1/2 37, 90, 52, 163, 47, 10, 113, 61, 91, 44, 34, 

114, 53, 155, 111, 77, 156, 103, 141, 30, 
146, 183, 80, 132, 102, 149, 159, 79, 140, 

38, 82, 116 

 

199 3, 197, 134, 176, 148, 34, 110, 192, 71, 

120, 119, 186, 75, 149, 166, 22, 118, 54, 

163, 183, 77, 15, 189, 73, 84, 143, 170, 

152, 164, 95 

(-(p-1)/2)1/2 44, 108, 127, 48, 167, 154, 30, 179, 146, 

168, 87, 105, 129, 113, 190, 6, 195, 69, 

153, 97, 68, 185, 142, 38, 41, 39, 173, 150, 

99, 133 

(p-1)/2 

 

Nous avons rajouté dans le tableau précédent des nombres indiqués entre parenthèses { }. En effet, ces valeurs ne 

correspondent pas à des racines primitives (g), mais sont du type g
1+6u

 (voir ligne p = 151, 75 = (151-1)/2, 23 = (-(151-

1)/2)
1/2

). Ces ajouts sont nécessaires pour obtenir des solutions à la conjecture proposée.  

Nous pouvons remarquer que la recherche g
1+6u

 = (ou((p-1)/2,-(p-1)/2)))
(1/(2^n))

 est souvent positive dès n = 0 ou n = 1, mais 

comporte des exceptions (ici pour p = 73). Le lecteur remarquera aussi le changement de signe devant (p-1)/2 lorsque les 

solutions sont de part et d’autre et l’équilibre dans le nombre de classes solutions.  

 

9.2.6.3. Ecart aux composantes constructives 

 

Variables de nombres entiers. 
 

Si nous revenons sur l’expression formulée plus haut pour les variables de nombres entiers 

 

mi,0 = p-(m0,0-1)/(p-1)+si-k,d+Δsi-k,d           
 

les valeurs de Δsi-k,d dans le cas d = 3 sont : 

 

Séquence p Δs1-k,3 Δs2-k,3 Δs3-k,3 
2 1   

3 1   
1 mod 12 1 1 1 

5 mod 12 1   

7 mod 12 1 1 1 
11 mod 12 1   

 

Variables de nombres premiers.   

 

Si nous revenons sur l’expression formulée plus haut pour les variables de nombres premiers 

 

mi,0 = p-1-m0,0 /(p-1)+si-k,d+Δsi-k,d           
 

Séquence p Δs1-k,3 Δs2-k,3 Δs3-k,3 
2 0   

3 0 0  

1 mod 12 -4 2 2 
5 mod 12 0   

7 mod 12 -4 2 2 
11 mod 12 0   

 

Dans les cas triviaux, les valeurs 0 sous Δsi,d sont en fait ceux de (si,d=0)+Δsi,d. 

 

9.2.6.4. Facteurs d’abondance pour génération de nombres premiers 

 

Nous nous intéressons d’abord à l’équation diophantine : 

 

p = c+z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
      (69) 

 

Les facteurs d’abondance mod p pour ce problème s’obtiennent en faisant les produits de matrices  

 

[M(-(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
))].[M(p)] = [M(z1

3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)].[M(p)] = [M(p)].[M(z1

3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)] 

 

en relevant les valeurs des premières colonnes.  

Les matrices commutent et le plus simple est de choisir la dernière expression indiquée. Nous avons alors : 

 

Pour d = 1 

[M(p)].[M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)] 

1 
= 

0 p-1 
. 

mz00 = 
(p-1).mz10 

0 1 p-2 mz10 (p-1).mz10+mz00-mz10 
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Pour d = 3 

[M(p)].[M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)] 

1 

= 

0 (p-1)/3 (p-1)/3 (p-1)/3 mz00 

= 

(p-1).(mz10+mz20-+mz30)/3 

0 1 (p-4)/3 (p-1)/3 (p-1)/3 mz10 (p-1).(mz10+mz20-+mz30)/3+mz00-mz10 

0 1 (p-1)/3 (p-4)/3 (p-1)/3 mz20 (p-1).(mz10+mz20-+mz30)/3+mz00-mz20 

0 1 (p-1)/3 (p-1)/3 (p-4)/3 mz30 (p-1).(mz10+mz20-+mz30)/3+mz00-mz30 
 

Tous calculs faits, nous avons : 
 

Variables de nombres entiers 
 

 1 mod 12 5 mod 12 7 mod 12 11 mod 12 

#(0) (p-1).(p-2) (p-1).(p-2) (p-1).p (p-1).p 

#(g
0
) p2-p+2-s1-i p2-p+2 (p-1).p+s1-i (p-1).p 

#(g
1
) p2-p+2-s2-i  (p-1).p+s2-i  

#(g
2
) p2-p+2-s3-i  (p-1).p+s3-i  

 

Les facteurs d’abondance normalisés sont obtenus par multiplication par p/(p².(p-1)) = 1/(p.(p-1)).  

Pour la cible zéro : 
Fan(0) =  ∏ (1-2/p) → 0 
 p = 1 mod 4  

 

Variables de nombres premiers 
  

 1 mod 12 5 mod 12 7 mod 12 11 mod 12 

#(0) (p-1).(p-4) (p-1).(p-4) (p-1).(p-2) (p-1).(p-2) 

#(g
0
) p2-3p+9-s1-i p2-3p+5 p2-3p+7+s1-i p2-3p+3 

#(g
1
) p2-3p+3-s2-i  p2-3p+1+s2-i  

#(g
2
) p2-3p+3-s3-i  p2-3p+1+s3-i  

 

Les facteurs d’abondance normalisés sont obtenus par multiplication par p/(p-1)
3
.  

Ainsi : 
Fan(0) =  ∏ (p.(p-4))/(p-1)2 . ∏ (p.(p-2))/(p-1)2  → 0 
 p = 1 mod 4 p = 3 mod 4   

 

Il existe donc très peu de nombres premiers du type z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
 par rapport à la moyenne du type c+z1

3
+z1

2
.z2+ 

z1.z2
2
+z2

3
 (c ≠ 0). 

 

9.2.6.5. Facteurs d’abondance pour écarts entre cubes purs et cubes imbriqués 

 

Nous nous intéressons cette fois-ci à l’équation diophantine : 

 

c = z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
 - z3

3
    (70) 

 

Les facteurs d’abondance de c mod p pour ce problème s’obtiennent en faisant les produits de matrices  

 

[M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)].[M(-z3

3
)] = [M(z1

3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)].[M(z3

3
)] 

 

en relevant à nouveau les valeurs des premières colonnes.  

Les matrices commutent et le plus simple est de choisir l’ordre indiqué. Nous avons alors : 

 

Pour d = 1 

[M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)].[M(z3

3
)] 

1 
= [M(z1

3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)] 

1 

0 1 

Pour d = 3 

[M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)].[M(z3

3
)] 

1 

= [M(z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
)] 

1 

0 3 

0 0 

0 0 

Tous calculs faits, nous avons : 

 

Variables de nombres entiers 
 

 1 mod 12 5 mod 12 7 mod 12 11 mod 12 

#(0) p2+(p-1).s1-i p2 p2+(p-1).s1-i p2 

#(g
0
) p2+(e3-i+3).p-s1-i p2 p2-e3-i.p+s1-i p2 

#(g
1
) p2+(e2-i-3).p-s1-i  p2-e2-i.p+s1-I  

#(g
2
) p2+(e1-i-3).p-s1-i  p2-e1-i.p+s1-i  

 

Les facteurs d’abondance normalisés sont obtenus par multiplication par 1/(p.(p-1)).  



 

P 291/394  Facteurs d’abondance quadratique  

Pour la cible zéro :  
Fan(0) =  ∏ p/(p-1)+s1-i/p . ∏ p/(p-1)  → +∞ 
 p = 1 mod 6 p = 5 mod 6   

 

Bien que le nombre s1-i prend des valeurs positives et négatives, nous pouvons confirmer que l’expression précédente 

diverge, puisque c = 0 = z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
 - z3

3
 a les solutions triviales z1 = z3, z2 = 0 forcément plus abondantes que 

dans les cas moyens c = z1
3
+z1

2
.z2+z1.z2

2
+z2

3
 - z3

3
 où c ≠ 0. 

 

Variables de nombres premiers 
  

 1 mod 12 5 mod 12 7 mod 12 11 mod 12 

#(0) (p-1).(p-5+s1-i) (p-1)2 (p-1).(p-5+s1-i) (p-1)2 

#(g
0
) p2+(e3-i+2).p+7-s1-i-2s1 (p-1)2 p2-(e3-i+2).p+7+s1-i-2s1 (p-1)2 

#(g
1
) p2+(e2-i-4).p+4-s1-i-2s2  p2-(e2-i+2).p+4+s1-i-2s2  

#(g
2
) p2+(e1-i-4).p+4-s1-i-2s3  p2+(e1-i+2).p+4+s1-i-2s3  

 

Les facteurs d’abondance normalisés sont obtenus par multiplication par p/(p-1)
3
.  

Nous avons : 
Fan(0) =  ∏ p/(p-1)+(s1-i-4).p/(p-1)2 . ∏ p/(p-1)  → +∞ 
 p = 1 mod 6 p = 5 mod 6   

 

La divergence de l’expression reste conjecturale puisqu’en toute rigueur z2 = 0 n’est pas un nombre premier. 

 

Notons que les calculs des facteurs d’abondance précédents sont menés modulo p et non modulo p
δ→∞

. Des conclusions 

plus solides relatives aux convergences ou divergences mériteraient un développement plus poussé que nous laissons à 

l’initiative du lecteur. 

 

9.2.7. Variables imbriquées symétriques de degré 4 

 

Soit l’expression :  

z1
4
+ z1

3
.z2+z1

2
.z2

2
+ z1.z2

3
+z2

4
 

 

9.2.7.1. Matrices cardinales 

 

La décomposition des séquences qui joue un rôle déterminant dans l’évaluation de la première colonne des matrices 

cardinales est ici (avec v impair et w pair) : 
 

p = v
2
+w

2
 

 

Nous devons considérer des congruences modulo 8 (en relation avec le groupement z
4
), mais également les congruences 

modulo 10 (en relation avec l’écriture du groupement sous la forme (z1
5
-z2

5
)/(z1-z2) lorsque z1 ≠ z2). Des cas modulo 40 en 

résultent. Une simplification modulo 20 apparait dans les faits pour ce qui intéressent ci-dessous. 
 

Nous ne donnons ici que les composantes #(g
i
) de cette première colonne (la composante #(0) a été obtenu plus haut dans le 

cas général et son application) :  

 

Variables de nombres entiers : c = x1
4
+x1

3
.x2+x1

2
.x2

2
+x1.x2

3
+x2

4
. 

 

Séquence p = 2 
 

#(0) 1 

#(1) 3 
 

Séquence p = 5  
 

#(0) 5 

#(g0) 20 

#(g1), #(g2), #(g3) 0 
 

Autres séquences p 
 

p 

1 mod 4 3 mod 4 

1 mod 20 9 mod 20 
13 mod 20 

17 mod 20 
11 mod 20 

19 mod 20 

3 mod 20 

7 mod 20 

#(0) 4p-3 1 1 4p-3 1 

#(g0) p-3+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-3+x p+1+x 

#(g1) p-3-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-3-x p+1-x 

#(g2) p-3+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   

#(g3) p-3-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   
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Nota 1 :  

Dans les cas p = 3 mod 20, p = 7 mod 20, p = 11 mod 20 et p = 19 mod 20, il n’existe pas de décomposition en somme de deux carrés 

(car p = 3 mod 4). Pour p = 13 mod 20 et p = 17 mod 20, nous avons toujours v ≠ 0 mod 5 (ce qui n’est pas le cas lorsque p = 1 mod 20 

ou p = 9 mod 20). 

 

Nota 2 : 

Suivant le choix de la primitive g, les valeurs #(g
1
) et #(g

3
) doivent éventuellement être permutées. 

 

Les exposants e1 et e2 sont données par les règles (conjecturales) suivantes : 

Pour e1 : 

e1 = (v+1)/2+si(p = 7 mod 10, -1, 1) mod 2
 

 

Ici, p ne peut prendre que les valeurs 1, 9, 13 ou 17 mod 20 (suivant le tableau précédent). 

 

Pour e2, les conditions sont un peu plus compliquées : 

 

p+v+w mod 20 v+w mod 20 p mod 20 e2 

0, 4, 18 / / 0 

10, 14, 8 / / 1 

2 5 17 0 

2 9 13 1 

12 19 13 0 

12 15 17 1 

 

Ici la troisième colonne peut être ignorée car elle est une simple conséquence des précédentes et de p = v²+w². 

 

La résolution complète du cas correspondant au groupement de variables x1
4
+x1

3
.x2+x1

2
.x2

2
+x1.x2

3
+x2

4
 reste suspendue à 

l’expression de x = x(p) qui ne semble pas avoir une solution alternative au calcul direct (ce qui impose d’y revenir pour 

l’instant)    

 

Variables de nombres premiers : c = y1
4
+y1

3
.y2+y1

2
.y2

2
+y1.y2

3
+y2

4
. 

 

Séquence p = 2 
 

#(0) 0 

#(1) 1 
 

Séquence p = 5  
 

#(0) 4 

#(g0) 16 

#(g1), #(g2), #(g3) 0 
 

Autres séquences p 
 

p 1 mod 20 9 mod 20 
13 mod 20 

17 mod 20 
11 mod 20 

19 mod 20 

3 mod 20 

7 mod 20 

#(0) 4(p-1) 0 0 4(p-1) 0 

#(g0) p-11+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p-7+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p-7+x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-7+x p-3+x 

#(g1) p-3-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-3-x p+1-x 

#(g2) p-3+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   

#(g3) p-3-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   

 

Nota : 

Nous utilisons ici la même primitive, pour p donné, que dans le cas des variables de nombres entiers.  

 

Le lecteur pourra facilement démontrer la simplicité du passage de deux variables de nombres entiers à deux variables de 

nombres premiers par les variations suivantes : 

 

p Δ(#(0)) Δ(#(g0)) Δ(#(g1)) Δ(#(g2)) Δ(#(g3)) 

1 mod 4 -1 -8 0 0 0 

3 mod 4 -1 -4 0 -4 0 
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Mélange de variables de nombres entiers et premiers : c = x1
4
+x1

3
.y2+x1

2
.y2

2
+x1.y2

3
+y2

4
. 

 

Séquence p = 2 
 

#(0) 0 

#(1) 2 
 

Séquence p = 5  
 

#(0) 4 

#(g0) 16 

#(g1), #(g2), #(g3) 0 
 

Autres séquences p 
 

p 1 mod 20 9 mod 20 
13 mod 20 

17 mod 20 
11 mod 20 

19 mod 20 

3 mod 20 

7 mod 20 

#(0) 4(p-1) 0 0 4(p-1) 0 

#(g0) p-7+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p-3+x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p-3+x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-5+x p-1+x 

#(g1) p-3-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2) p-3-x p+1-x 

#(g2) p-3+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1+x-4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   

#(g3) p-3-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+si(v = 0 mod 5, 0, 4v.(-1)e1) p+1-x+4.(v.(-1)e1+w.(-1)e2)   

 

Nota : 

A nouveau, nous utilisons la même primitive, pour p donné, que dans le cas des variables de nombres entiers.  

 

Là encore, le passage de deux variables de nombres entiers aux mélanges de deux variables est rudimentaire : 

 

p Δ(#(0)) Δ(#(g0)) Δ(#(g1)) Δ(#(g2)) Δ(#(g3)) 

1 mod 4 -1 -4 0 0 0 

3 mod 4 -1 -2 0 -2 0 

 

Une étude complète nécessite alors de déterminer les valeurs propres des matrices cardinales modulo p, puis modulo p
δ
 en 

faisant tendre δ vers l’infini (consistant en de simples répétitions des valeurs propres correspondant aux cibles différentes 

de 0). Les cas particuliers modulo 2
δ
 et modulo 3

δ
 sont également à traiter. 

 

9.2.8. Variables imbriquées symétriques de degrés 8 et 2
n
 

 

Soit l’expression :  

si(z1 ≠ z2, (z1
9
-z2

9
).(z2-z1), 9z1

8
 ) 

 

Notre étude reste rudimentaire faute d’observations pertinentes au-delà de ce qui suit. 
 

Nous devons considérer des congruences modulo 8 (en relation avec le groupement z
8
), mais également les congruences 

modulo 18 (en relation avec (z1
9
-z2

9
). Des cas modulo 144 en résultent qui se simplifient modulo 72. 

Nous observons alors la possibilité de faire les classements suivants (les cas p = 2 et p = 3 sont à étudier par ailleurs) : 

 

p mod 72 #(0) #(g
0
) à #(g

7
) p 

1 8p-7 8 composantes distinctes 

1 mod 4 

25, 49 2p-1 8 composantes distinctes 

17, 41, 65 1 8 composantes distinctes 

37 8p-7 4 composantes distinctes 

13, 61 2p-1 4 composantes distinctes 

5, 29, 53 1 4 composantes distinctes 

19, 55 8p-7 2 composantes distinctes 

3 mod 4 7, 31, 43, 67 2p-1 2 composantes distinctes 

11, 23, 35, 47, 59, 71 1 2 composantes distinctes 

 

Ce type de tableau peut être produit assez facilement (lorsque n reste petit) pour des groupements de variables imbriquées 

tels que :   

si(z1 ≠ z2, (z1
2^n+1

-z2
2^n+1

).(z2-z1), (n+1).z1
2^n

 ) 

 

Par exemple, pour 2
n
 = 16, nous aurions le tableau (pour deux variables de nombres entiers avec toujours p = v

2
+w

2
, v 

impair et w pair) : 
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p mod 136 (= 8.17) #(0) #(g
0
) à #(g

15
)  p 

1 16p-15 
16 composantes distinctes si v = ou(1,7) mod 8 

8 composantes distinctes si v = ou(3,5) mod 8 
 

1 mod 4 

17 p 
= 0 sauf #(g

0
) = 272 

(≡ composantes distinctes) 
 

1 mod 8 

≠ 1 

≠ 17 

1 
16 composantes distinctes si v = ou(1,7) mod 8 

8 composantes distinctes si v = ou(3,5) mod 8 
 

69 16p-15 4 composantes distinctes  

5 mod 8 

≠ 69 
1 4 composantes distinctes  

0 mod 17, ≠ 17 / /  
cas 

impossibles 

35 mod 68 16p-15 2 composantes distinctes  

3 mod 4 3 mod 4 

≠ 35 mod 68,  
1 2 composantes distinctes  

 

Nous notons le cas particulier de 17 ici, particularité que nous n’avions pas précédemment (car 9 n’est pas un nombre 

premier et n’apparait donc pas dans la liste des séquences). Nous notons également qu’il n’apparait pas de cas intermédiaire 

pour #(0) du type 8p-7, 4p-3 ou 2p-1 alors qu’un cas intermédiaire (2p-1) a été relevé à l’exemple précédent (d’où la 

difficulté de prévoir le comportement pour le degré 2
n
 avec n quelconque). 

 

La facilité laisse place à la difficulté lorsqu’il s’agit ensuite de trouver des règles plus détaillées qui seraient utiles pour 

s’affranchir du calcul direct des #(g
i
). Le lecteur pourra s’y essayer avec les quelques exemples numériques qui suivent 

pour le degré 8.  

 

Exemples (pour deux variables de nombres entiers) 

 

p 
p mod 

72 
g v w #(0) #(g0) #(g) #(g2) #(g3) #(g4) #(g5) #(g6) #(g7) 

2 2    1 3        

3 3 2   3 6 0       

73 1 5 3 8 577 104 48 32 64 88 32 112 48 

433 1 5 17 12 3457 480 352 496 352 352 464 480 432 

577 1 5 1 24 4609 496 560 480 576 720 608 624 496 

937 1 5 19 24 7489 800 784 976 960 928 896 1088 1008 

1009 1 11 15 28 8065 1032 848 880 944 1208 1152 1120 832 

1153 1 5 33 8 9217 1144 1328 944 1328 1096 1024 1184 1120 

1297 1 10 1 36 10369 1184 1120 1360 1344 1312 1296 1280 1424 

97 25 5 9 4 193 216 48 96 96 56 128 48 80 

241 25 7 15 4 481 392 192 208 224 200 224 224 256 

313 25 10 13 12 625 320 464 336 272 224 400 272 208 

457 25 13 21 4 913 792 272 368 480 472 480 448 336 

601 25 7 5 24 1201 592 576 640 544 464 752 576 656 

673 25 5 23 12 1345 816 784 624 704 624 576 656 592 

1033 25 5 3 32 2065 1144 1024 1104 912 1016 1168 992 896 

1249 25 7 15 32 2497 1192 1296 1216 1168 1128 1616 1136 1232 

1321 25 13 5 36 2641 1232 1200 1200 1360 1520 1296 1360 1392 

193 49 5 7 12 385 272 144 224 160 176 256 128 176 

337 49 10 9 16 673 328 448 384 320 296 416 208 288 

409 49 21 3 20 817 360 512 432 416 424 384 384 352 

769 49 11 25 12 1537 928 816 576 704 704 912 736 768 

1129 49 11 27 20 2257 1384 1008 1136 1104 1096 1200 992 1104 

1201 49 11 25 24 2401 1296 1168 1296 1024 1200 1248 1104 1264 

17 17 3 1 4 1 72 0 24 16 0 16 16 0 

89 17 3 5 8 1 120 112 88 64 80 96 80 80 

233 17 3 13 8 1 232 224 264 272 256 160 224 240 

449 17 3 7 20 1 536 384 424 416 400 624 352 464 

521 17 3 11 20 1 552 368 776 464 448 432 608 528 

593 17 3 23 8 1 520 624 584 544 576 640 736 528 

809 17 3 5 28 1 776 640 664 1040 960 816 784 800 

881 17 3 25 16 1 904 912 952 832 800 1024 848 784 

953 17 3 13 28 1 968 976 1176 960 896 864 1040 752 

1097 17 3 29 16 1 1112 1168 1208 1072 976 1184 976 1088 

41 41 6 5 4 1 104 16 16 48 64 48 24 16 

113 41 3 7 8 1 136 64 88 144 96 160 80 144 

257 41 3 1 16 1 280 176 216 240 304 272 240 336 

401 41 3 1 20 1 568 432 360 368 400 368 352 368 

617 41 3 19 16 1 616 608 568 640 736 576 720 480 

761 41 6 19 20 1 680 544 832 960 736 800 776 768 

977 41 3 31 4 1 840 1072 1000 1072 928 1008 832 1072 

1049 41 3 5 32 1 1128 1152 1128 1040 1152 1024 896 880 
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p 
p mod 

72 
g v w #(0) #(g0) #(g) #(g2) #(g3) #(g4) #(g5) #(g6) #(g7) 

1193 41 3 13 32 1 1176 1296 1048 1136 1232 1232 1360 1072 

1409 41 3 25 28 1 1224 1456 1560 1360 1408 1392 1456 1424 

1481 41 3 35 16 1 1752 1248 1512 1536 1328 1536 1376 1568 

137 65 3 11 4 1 184 192 216 96 80 128 112 96 

281 65 3 5 16 1 488 208 280 240 224 272 240 304 

353 65 3 17 8 1 328 240 392 448 320 368 384 352 

569 65 3 13 20 1 568 496 696 528 592 592 656 432 

641 65 3 25 4 1 568 688 648 640 656 656 576 704 

857 65 3 29 4 1 808 944 968 944 928 656 832 784 

929 65 3 23 20 1 952 784 888 944 1136 1104 752 880 

1217 65 3 31 16 1 1144 1216 1208 1328 1104 1184 1296 1264 

1289 65 6 35 8 1 1320 1168 1448 1328 1216 1040 1344 1456 

1361 65 3 31 20 1 1368 1120 1544 1408 1264 1664 1344 1184 

1433 65 3 37 8 1 1400 1328 1528 1392 1520 1520 1520 1264 

37 37 2 1 6 289 32 24 24 40     

109 37 6 3 10 865 96 104 120 88     

181 37 2 9 10 1441 160 168 152 216     

397 37 5 19 6 3169 384 392 408 376     

541 37 2 21 10 4321 648 544 496 448     

613 37 2 17 18 4897 672 584 600 568     

757 37 2 9 26 6049 728 640 768 864     

829 37 2 27 10 6625 800 888 696 904     

1117 37 2 21 26 8929 920 1184 1056 1280     

13 13 2 3 2 25 24 8 8 8     

157 13 5 11 6 313 208 144 128 144     

229 13 6 15 2 457 216 224 248 224     

373 13 2 7 18 745 384 376 416 312     

661 13 2 25 6 1321 592 736 672 640     

733 13 6 27 2 1465 728 760 680 760     

877 13 2 29 6 1753 864 920 800 920     

1021 13 10 11 30 2041 1024 1032 960 1064     

1093 13 5 33 2 2185 1144 1168 1048 1008     

1237 13 2 9 34 2473 1336 1248 1272 1088     

1381 13 2 15 34 2761 1320 1432 1304 1464     

1453 13 2 3 38 2905 1448 1344 1448 1568     

61 61 2 5 6 121 88 32 56 64     

277 61 5 9 14 553 288 312 256 248     

349 61 2 5 18 697 344 296 328 424     

421 61 2 15 14 841 448 464 336 432     

709 61 2 15 22 1417 688 664 784 696     

853 61 2 23 18 1705 808 896 872 832     

997 61 7 31 6 1993 968 1032 984 1000     

1069 61 6 13 30 2137 1144 1080 1000 1048     

1213 61 2 27 22 2425 1088 1144 1248 1368     

1429 61 6 23 30 2857 1560 1320 1288 1544     

5 5 2 1 2 1 20 0 4 0     

149 5 2 7 10 1 164 128 180 128     

293 5 2 17 2 1 260 352 276 288     

509 5 2 5 22 1 532 480 548 480     

653 5 2 13 22 1 628 704 644 640     

797 5 2 11 26 1 772 752 884 784     

941 5 2 29 10 1 980 896 804 1088     

1013 5 3 23 22 1 1140 1008 996 912     

1229 5 2 35 2 1 1188 1344 1172 1216     

1301 5 2 25 26 1 1188 1392 1396 1232     

1373 5 2 37 2 1 1428 1408 1380 1280     

29 29 2 5 2 1 36 16 20 48     

101 29 2 1 10 1 84 96 132 96     

173 29 2 13 2 1 148 144 164 240     

317 29 2 11 14 1 276 384 292 320     

389 29 2 17 10 1 404 384 388 384     

461 29 2 19 10 1 436 416 516 480     

677 29 2 1 26 1 612 720 692 688     

821 29 2 25 14 1 964 624 916 784     

1109 29 2 25 22 1 1044 1232 964 1200     

1181 29 7 5 34 1 1252 1216 1044 1216     

53 53 2 7 2 1 60 80 44 32     

197 53 2 1 14 1 300 136 140 216     

269 53 2 13 10 1 284 288 268 240     

557 53 2 19 14 1 588 592 444 608     

701 53 2 5 26 1 732 608 780 688     

773 53 2 17 22 1 716 832 764 784     

1061 53 2 31 10 1 988 1104 1100 1056     

1277 53 2 11 34 1 1340 1184 1260 1328     

19 19 2   145 16 8       

163 19 2   1297 144 168       
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p 
p mod 

72 
g v w #(0) #(g0) #(g) #(g2) #(g3) #(g4) #(g5) #(g6) #(g7) 

307 19 5   2449 272 328       

379 19 2   3025 400 344       

523 19 2   4177 560 472       

739 19 3   5905 768 696       

811 19 3   6481 832 776       

883 19 2   7057 880 872       

1171 19 2   9361 1136 1192       

1459 19 3   11665 1456 1448       

127 55 3   1009 120 120       

199 55 3   1585 184 200       

271 55 6   2161 248 280       

487 55 3   3889 456 504       

631 55 3   5041 648 600       

919 55 7   7345 968 856       

991 55 6   7921 984 984       

1063 55 3   8497 1096 1016       

1279 55 3   10225 1208 1336       

1423 55 3   11377 1368 1464       

7 7 3   13 8 4       

79 7 3   157 64 92       

151 7 6   301 144 156       

223 7 3   445 232 212       

367 7 6   733 368 364       

439 7 15   877 400 476       

727 7 5   1453 768 684       

1087 7 3   2173 1064 1108       

1231 7 3   2461 1240 1220       

1303 7 6   2605 1304 1300       

1447 7 3   2893 1456 1436       

31 31 3   61 28 32       

103 31 5   205 100 104       

463 31 3   925 492 432       

607 31 3   1213 612 600       

751 31 3   1501 788 712       

823 31 3   1645 812 832       

967 31 5   1933 1052 880       

1039 31 3   2077 1124 952       

1327 31 3   2653 1340 1312       

1399 31 13   2797 1428 1368       

1471 31 6   2941 1436 1504       

43 43 3   85 56 28       

331 43 3   661 304 356       

547 43 2   1093 544 548       

619 43 2   1237 608 628       

691 43 3   1381 664 716       

907 43 2   1813 856 956       

1051 43 7   2101 1048 1052       

1123 43 2   2245 1080 1164       

1483 43 2   2965 1472 1492       

67 67 2   133 68 64       

139 67 2   277 124 152       

211 67 2   421 180 240       

283 67 3   565 284 280       

499 67 7   997 540 456       

571 67 3   1141 596 544       

643 67 11   1285 612 672       

787 67 2   1573 828 744       

859 67 2   1717 772 944       

1291 67 2   2581 1276 1304       

11 11 2   1 16 8       

83 11 2   1 80 88       

227 11 2   1 288 168       

443 11 2   1 416 472       

587 11 2   1 608 568       

659 11 2   1 608 712       

947 11 2   1 960 936       

1019 11 2   1 1024 1016       

1091 11 2   1 1104 1080       

1163 11 5   1 1104 1224       

1307 11 2   1 1296 1320       

1451 11 2   1 1456 1448       

23 23 5   1 24 24       

167 23 5   1 168 168       

239 23 7   1 232 248       

311 23 17   1 312 312       

383 23 5   1 344 424       
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p 
p mod 

72 
g v w #(0) #(g0) #(g) #(g2) #(g3) #(g4) #(g5) #(g6) #(g7) 

599 23 7   1 552 648       

743 23 5   1 776 712       

887 23 5   1 888 888       

1031 23 14   1 1080 984       

1103 23 5   1 1144 1064       

1319 23 13   1 1352 1288       

107 35 2   1 104 112       

179 35 2   1 200 160       

251 35 6   1 264 240       

467 35 2   1 456 480       

683 35 5   1 648 720       

827 35 2   1 792 864       

971 35 6   1 928 1016       

1187 35 2   1 1224 1152       

1259 35 2   1 1240 1280       

47 47 5   1 40 56       

191 47 19   1 200 184       

263 47 5   1 264 264       

479 47 13   1 536 424       

839 47 11   1 824 856       

911 47 17   1 824 1000       

983 47 5   1 1032 936       

59 59 2   1 48 72       

131 59 2   1 160 104       

347 59 2   1 352 344       

419 59 2   1 400 440       

491 59 2   1 464 520       

563 59 2   1 560 568       

1283 59 2   1 1280 1288       

1427 59 2   1 1408 1448       

71 71 7   1 56 88       

359 71 7   1 384 336       

431 71 7   1 496 368       

503 71 5   1 488 520       

647 71 5   1 672 624       

719 71 11   1 736 704       

863 71 5   1 912 816       

1151 71 17   1 1120 1184       

1223 71 5   1 1200 1248       

1367 71 5   1 1440 1296       

1439 71 7   1 1392 1488       

 

Là encore, le passage de deux variables de nombres entiers à deux variables de nombres premiers est très simple : 

 

p Δ(#(0)) Δ(#(g0)) Δ(#(g1)) Δ(#(g2)) Δ(#(g3)) Δ(#(g4)) Δ(#(g5)) Δ(#(g6)) Δ(#(g7)) 

1 mod 8 -1 -16 0 0 0 0 0 0 0 

5 mod 8 -1 -8 0 0 0 -8 0 0 0 

3 mod 4 -1 -4 0 -4 0 -4 0 -4 0 

 

Idem pour le passage de deux variables de nombres entiers aux mélanges de deux variables : 

 

p Δ(#(0)) Δ(#(g0)) Δ(#(g1)) Δ(#(g2)) Δ(#(g3)) Δ(#(g4)) Δ(#(g5)) Δ(#(g6)) Δ(#(g7)) 

1 mod 8 -1 -8 0 0 0 0 0 0 0 

5 mod 8 -1 -4 0 0 0 -4 0 0 0 

3 mod 4 -1 -2 0 -2 0 -2 0 -2 0 

 

Observons pour finir que le passage d’une équation à coefficients unité vers une équation avec d’autres coefficients entiers 

ne change pas les règles de distinctions modulo 2
n
(2

n
+1). Par exemple, en passant de l’expression  

 

z1
16

+z1
15

.z2+z1
14

.z2
2
+z1

13
.z2

3
+z1

12
.z2

4
+z1

11
.z2

5
+z1

10
.z2

6
+z1

9
.z2

7
+z1

8
.z2

8
+ 

z1
7
.z2

9
+z1

6
.z2

10
+z1

5
.z2

11
+z1

4
.z2

12
+z1

3
.z2

13
+z1

2
.z2

14
+z1.z2

15
+z2

16
 

à l’expression 

2z1
16

+5z1
15

.z2+7z1
14

.z2
2
+11z1

13
.z2

3
+3z1

12
.z2

4
+z1

11
.z2

5
+z1

10
.z2

6
+z1

9
.z2

7
+z1

8
.z2

8
+ 

z1
7
.z2

9
+z1

6
.z2

10
+z1

5
.z2

11
+z1

4
.z2

12
+z1

3
.z2

13
+z1

2
.z2

14
+z1.z2

15
+z2

16
 

 

nous obtenons le tableau comparatif suivant où nous observons les variations des cardinaux Δ(#(gi)), mais où les 

correspondances verticales subsistent : 
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p g Δ(#(0)) Δ(#(g0)) Δ(#(g1)) Δ(#(g2)) Δ(#(g3)) Δ(#(g4)) Δ(#(g5)) Δ(#(g6)) Δ(#(g7)) Δ(#(g8)) Δ(#(g9)) Δ(#(g10)) Δ(#(g11)) Δ(#(g12)) Δ(#(g13)) Δ(#(g14)) Δ(#(g15)) 

5 2 1 20 4 0 0 20 4 0 0 20 4 0 0 20 4 0 0 
5 2 9 12 4 0 0 12 4 0 0 12 4 0 0 12 4 0 0 
7 3 1 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 
7 3 1 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 

11 2 1 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 
11 2 1 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 10 14 
13 2 1 28 8 12 8 28 8 12 8 28 8 12 8 28 8 12 8 
13 2 1 24 16 0 16 24 16 0 16 24 16 0 16 24 16 0 16 
17 3 17 272 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
17 3 1 16 16 16 16 48 32 0 16 0 16 32 16 32 0 16 16 
19 2 1 24 16 24 16 24 16 24 16 24 16 24 16 24 16 24 16 
19 2 1 18 22 18 22 18 22 18 22 18 22 18 22 18 22 18 22 
23 5 1 18 30 18 30 18 30 18 30 18 30 18 30 18 30 18 30 
23 5 1 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 
29 2 1 28 36 24 32 28 36 24 32 28 36 24 32 28 36 24 32 
29 2 29 36 32 28 20 36 32 28 20 36 32 28 20 36 32 28 20 

 

10. Variables imbriquées asymétriques à degré constant 
 

10.1. Généralités  

 

Nous nous intéressons désormais à l’expression à deux ou plus de variables : 

 

∑ ai.z1
(e1)

.z2
(e2)

…zk
(ek)

          (71) 

 

Nous nous restreignons aux cas (e1)+(e2)+…+(ek) = n constant. 

 

 

Si (z1,z2,…,zk) est une solution de c = ∑ ai.z1
n-(e2)-(e3)-…-(ek)

.z2
(e2)

.z3
(e3)

…zk
(ek)

 alors g
u.(p-1)/d

.(z1,z2,…,zk), où d = (p-1,n), est 

solution également et nous avons : 

#(c.g
u.d

) = #(c) 

  

10.2. Equations aux primitives 

 

La construction des tableaux à double entrées et des matrices cardinales par les équations aux primitives reste inchangée en 

posant d = (n,p-1). Il vient ainsi immédiatement : 

  

x0,s = ((p-1)/d).xs-1+(p-1)/2, 0     (72) 

 

 d  

xr,s = #(0).si(r=s, 1, 0)+ (1/d). ∑ #(g
i
).m’r-i,s-i      (73) 

 i = 1  

10.3. Eléments propres  
 

Des équations aux primitives, il résulte pour [M] la matrice cardinale avec les mêmes conventions sur les notations :    

 

[M] = [mi,j] = [P].[σgr][P
-1

]        (74) 

où 

(σgr) = [Δcm].(λ)/d               (75) 

avec 

(Δcmi,0) = (cmi,0)-m0,0.(1)  

(cm1,0, cm2,0, cm3,0, …,cmd,0) = (m1,0, md,0, md-1,0, …, m2,0) 

et 

m0,0 = #(0) 

mi,0 = #(g
i-1

)  i > 0 

 

Dans le cas présent, nous observons toujours (ce qui se démontre sans difficulté particulière) : 

  

        #(g
i-1

) =  0 mod d          (76) 
 

Commentaires  
 

- Le paramètre t = #(0)/(p-1) est un entier. La démonstration de ce point est identique à celle menée plus haut. Il n’est pas 

utile d’y revenir. Le paramètre t varie en fonction de la séquence p modulo d.(d+1). Une formule littérale de ce paramètre 

reste à établir. 

- Nous ne cherchons plus à mettre en évidence la matrice constructive de séquence [sd] ici, puisque les écarts mi,0-m0,0 sont 

variables au gré du choix de l’équation diophantine. 
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10.4. Exemple  

 

Soit l’équation :    

c = x1.(4.x1
6
+7.y1

6
-6x1.y1

5
+ x1.y1.y2

3
.(2x1-y1)) 

 

Suivant nos conventions habituelles, la variable x1 est du type nombres entiers (ve = 1), tandis que les variables y1 et y2 sont 

du type nombres premiers (vp = 2). Par calcul direct, la matrice cardinale de ce groupement, à la séquence p = 71, se 

présente comme suit :   

 

Ecart à m0,0  Matrice cardinale [M] 

(0)  9730 47390 47390 52710 47670 47670 47600 47740 
-4991  4739 53634 49175 48538 47593 48055 48125 48041 
-4991  4739 49175 52605 48076 49098 48055 48615 47537 
-4459  5271 48538 48076 52549 47593 48629 48594 48650 
-4963  4767 47593 49098 47593 53025 49112 48104 48608 
-4963  4767 48055 48055 48629 49112 53543 47600 48139 
-4970  4760 48125 48615 48594 48104 47600 53529 48573 
-4956  4774 48041 47537 48650 48608 48139 48573 53578 

 

Puis :  

 (Δcmi,0)       λi  σgr i 

       

(1/7). 

-4991 -4991 -4459 -4963 -4963 -4970 -4956 23,708 

= 

2984,030 
-4956 -4991 -4991 -4459 -4963 -4963 -4970 -32,742 6480,714 
-4970 -4956 -4991 -4991 -4459 -4963 -4963 -27,686 5174,330 
-4963 -4970 -4956 -4991 -4991 -4459 -4963 17,306 6002,175 
-4963 -4963 -4970 -4956 -4991 -4991 -4459 3,143 4484,997 
-4459 -4963 -4963 -4970 -4956 -4991 -4991 15,499 6618,733 
-4991 -4459 -4963 -4963 -4970 -4956 -4991 -6,228 2548,021 

 

Ainsi avec (p-1)².p = 70².71 =347900 : 
 

[σgr] = 

347900 0 0 0 0 0 0 0 
0 2984,030 0 0 0 0 0 0 
0 0 6480,714 0 0 0 0 0 
0 0 0 5174,330 0 0 0 0 
0 0 0 0 6002,175 0 0 0 
0 0 0 0 0 4484,997 0 0 
0 0 0 0 0 0 6618,733 0 
0 0 0 0 0 0 0 2548,021 

 

Le lecteur pourra vérifier, avec la matrice d’environnement ci-dessous, que [M] = [P].[σgr][P
-1

] (ici [P] = [P
-1

]). 

 

[P].71
1/2

 = 

1 10 10 10 10 10 10 10 
1 3,387 -4,680 -3,960 2,472 0,449 2,214 -0,890 
1 -4,680 -3,960 2,472 0,449 2,214 -0,890 3,387 
1 -3,960 2,472 0,449 2,214 -0,890 3,387 -4,680 
1 2,472 0,449 2,214 -0,890 3,387 -4,680 -3,960 
1 0,449 2,214 -0,890 3,387 -4,680 -3,96 2,472 
1 2,214 -0,890 3,387 -4,680 -3,96 2,472 0,449 
1 -0,890 3,387 -4,68 -3,96 2,472 0,449 2,214 

 

11. Variables imbriquées asymétriques à degrés quelconques 
 

11.1. Généralités  

 

Dans les cas les plus généraux, nous n’avons pas de dégénérescence des cardinaux des cibles modulo p. Ainsi d est égal à 

p-1. La taille de la matrice cardinale sera p (dans une étude modulo p).  

Les équations aux primitives restent d’actualité. La matrice d’environnement [P] répond à la situation classique (avec d = 

p-1) et la recherche des valeurs propres de la matrice cardinale est désormais standard. Ainsi : 

 

          [M] = [mi,j] = [P].[σgr][P
-1

]        (77) 

où 

                      (σgr) = [Δcmi,0].(λ)/d               (78) 

et 

d = p-1 

 

avec les mêmes conventions d’écriture qu’au paragraphe précédent. 
 

 

Nota : Comme d = p-1, nous avons p = 1+d mod 2d. Nous sommes systématiquement dans le cas de valeurs propres et 

vecteurs propres à composantes imaginaires.   
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11.2. Forme matricielle  

 

Comme d = p-1, les composantes de la matrice cardinale sont à partir de la seconde colonne de simples permutations des 

composantes de la première colonne. La réglé de repérage de ces positions reste à établir. 

 

Exemple modulo p  
 

Soit l’équation à une variable de nombres entiers (ve = 1) et deux variables de nombres premiers (vp = 2) : 

 

c = x1
2
.(x1

2
.y1+x1.y1

4
+1)+y2

2
 

 

La matrice cardinale, lorsque d = p-1, est une matrice circulaire droite, si les cibles sont données dans l’ordre croissant. 

En effet, nous partons de card’i = ∑k #(i-k).card k. Les composantes matricielles #(i-k) et #(i+1-(k+1)) sont trivialement 

égales. La détermination de la première colonne entraîne immédiatement l’évaluation des autres composantes de la matrice. 

 
c  Matrice cardinale [M] 

0  134 154 144 172 170 132 122 118 134 152 150 148 142 
1  142 134 154 144 172 170 132 122 118 134 152 150 148 
2  148 142 134 154 144 172 170 132 122 118 134 152 150 
3  150 148 142 134 154 144 172 170 132 122 118 134 152 
4  152 150 148 142 134 154 144 172 170 132 122 118 134 
5  134 152 150 148 142 134 154 144 172 170 132 122 118 
6  118 134 152 150 148 142 134 154 144 172 170 132 122 
7  122 118 134 152 150 148 142 134 154 144 172 170 132 
8  132 122 118 134 152 150 148 142 134 154 144 172 170 
9  170 132 122 118 134 152 150 148 142 134 154 144 172 

10  172 170 132 122 118 134 152 150 148 142 134 154 144 
11  144 172 170 132 122 118 134 152 150 148 142 134 154 
12  154 144 172 170 132 122 118 134 152 150 148 142 134 

 

Par calcul direct, la matrice cardinale du groupement précédent, à la séquence p = 13 (g = 2), se présente comme suit, avec 

l’ordre habituel des cibles (0, g
0
, g

1
, etc.) :   

 

Position Ecart à m0,0  Matrice cardinale [M] 
0 (0)  134 154 144 170 134 172 122 142 148 152 132 150 118 

g0 = 1 8  142 134 154 172 118 144 132 148 150 134 170 152 122 

g1 = 2 14  148 142 134 144 122 154 170 150 152 118 172 134 132 

g2 = 4 18  152 150 148 134 170 142 144 134 118 132 154 122 172 

g3 = 8 -2  132 122 118 152 134 134 148 170 172 154 150 144 142 

g4 = 3 16  150 148 142 154 132 134 172 152 134 122 144 118 170 

g5 = 6 -16  118 134 152 148 144 150 134 122 132 172 142 170 154 

g6 = 12 20  154 144 172 132 152 170 118 134 142 150 122 148 134 

g7 = 11 10  144 172 170 122 150 132 134 154 134 148 118 142 152 

g8 = 9 36  170 132 122 134 142 118 150 172 144 134 152 154 148 

g9 = 5 0  134 152 150 142 172 148 154 118 122 170 134 132 144 

g10 = 10 38  172 170 132 118 148 122 152 144 154 142 134 134 150 

g11 = 7 -12  122 118 134 150 154 152 142 132 170 144 148 172 134 

 

Nous remarquons également une trace de même valeur et un certain nombre de symétries délimitées par les traits en 

pointillés. L’intérêt de cette seconde représentation de la matrice cardinale est dans ce qui suit. En effet, en nous intéressant 

aux valeurs propres, nous construisons :  
                   

 (Δcmi,0) λréel  λimag  σgr réel  σgr imag 

(1/12). 

8 14 18 -2 16 -16 20 10 36 0 38 -12 10,625 

+i. 

-5,577 

= 

54,470 

+i. 

40,586 

-12 8 14 18 -2 16 -16 20 10 36 0 38 6,817 -9,876 -110,489 -0,409 

38 -12 8 14 18 -2 16 -16 20 10 36 0 -4,255 -11,220 12,466 18,704 

0 38 -12 8 14 18 -2 16 -16 20 10 36 -8,982 7,957 -31,663 -30,396 

36 0 38 -12 8 14 18 -2 16 -16 20 10 1,446 -11,913 28,561 -16,974 

10 36 0 38 -12 8 14 18 -2 16 -16 20 -11,651 -2,872 -18,345 -1,335 

20 10 36 0 38 -12 8 14 18 -2 16 -16 10,625 5,577 54,470 -40,586 

-16 20 10 36 0 38 -12 8 14 18 -2 16 6,817 9,876 -110,489 0,409 

16 -16 20 10 36 0 38 -12 8 14 18 -2 -4,255 11,220 12,466 -18,704 

-2 16 -16 20 10 36 0 38 -12 8 14 18 -8,982 -7,957 -31,663 30,396 

18 -2 16 -16 20 10 36 0 38 -12 8 14 1,446 11,913 28,561 16,974 

14 18 -2 16 -16 20 10 36 0 38 -12 8 -11,651 2,872 -18,345 1,335 

 

Ainsi avec (p-1)².p = 12.12.13 = 1872 : 
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(σgr) = 

1872 
54,470+i.40,586 

-110,489-i.0,409 

12,466+i.18,704 
-31,663-i.30,396 

28,561-i.16,974 

-18,345-i.1,335 
54,470-i.40,586 

-110,489+i.0,409 

12,466-i.18,704 
-31,663+i.30,396 

28,561+i.16,974 

-18,345+i.1,335 

 

Le lecteur pourra vérifier, avec la matrice d’environnement ci-dessous, que [M] = [P].[σgr][P
-1

] (ici [P] = [Préel]+i.[Pimag]). 

 

[Préel].13
1/2

 = 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 
1 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 
1 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 
1 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 
1 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 
1 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 
1 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 
1 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 
1 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 
1 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 
1 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 
1 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 -0,971 0,885 0,568 -0,355 -0,749 0,121 

              

[Pimag].13
1/2

 = 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 
0 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 
0 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 
0 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 
0 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 
0 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 
0 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 
0 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 
0 -0,935 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 
0 0,663 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 
0 -0,993 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 
0 -0,239 0,465 0,823 0,935 -0,663 0,993 0,239 -0,465 -0,823 -0,935 0,663 -0,993 

 

Ceci n’est cependant que la matrice modulo p. L’expression choisie n’a certainement pas de régularité particulière modulo 

p
δ
 et l’étude des facteurs d’abondance à la limite p

δ→∞
 est peut-être loin d’être gagnée (d’autant plus qu’elle doit être menée 

pour toutes les séquences).   

 

Exemple modulo p
δ
  

 

Pour mieux illustrer le point précédent concernant l’évolution des facteurs d’abondance en fonction de δ, prenons les cas : 

 

c = x1
2
+x1.x2+x2

3
 

et 

c = y1
2
+y1.y2+y2

3
 

 

Nous avons les résultats suivants par recherche directe : 

 

Séquence p = 3, variables de nombres premiers  
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6  δ = 7  

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) 

1 2 1+3k 2.3 1+3k 2.32 1+3k 2.33 1+3k 2.34 1+3k 2.35 1+3k 2.36 

2 1 2+3k 1.3 2+3k 1.32 2+3k 1.33 2+3k 1.34 2+3k 1.35 2+3k 1.36 

  0+3k 1.3 0+3k 1.32 0+3k 1.33 0+3k 1.34 0+3k 1.35 0+3k 1.36 

    0+32k 1.32 0+32k 1.33 0+32k 1.34 0+32k 1.35 0+32k 1.36 

      0+33k 1.33 0+33k 1.34 0+33k 1.35 0+33k 1.36 

        0+34k 1.34 0+34k 1.35 0+34k 1.36 

          0+35k 1.35 0+35k 1.36 

            0+36k 1.36 

0 1 0 1.3 0 1.32 0 1.33 0 1.34 0 1.35 0 1.36 

 

Séquence p = 3, variables de nombres entiers 
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6  δ = 7  

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) 

1 5 1+3k 5.3 1+3k 5.32 1+3k 5.33 1+3k 5.34 1+3k 5.35 1+3k 5.36 

2 2 2+3k 2.3 2+3k 2.32 2+3k 2.33 2+3k 2.34 2+3k 2.35 2+3k 2.36 

  0+3k 1.3 0+3k 1.32 0+3k 1.33 0+3k 1.34 0+3k 1.35 0+3k 1.36 
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    0+32k 3.32 0+32k 3.33 0+32k 3.34 0+32k 3.35 0+32k 3.36 

      0+33k 5.33 0+33k 5.34 0+33k 5.35 0+33k 5.36 

        0+34k 7.34 0+34k 7.35 0+34k 7.36 

          0+35k 9.35 0+35k 9.36 

            0+36k 11.36 

0 2 0 2.3 0 6.32 0 8.33 0 10.34 0 12.35 0 14.36 

 

Séquence p = 5, variables de nombres premiers 
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6  

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) I #(i) I #(i) 

1 6 1+5k 6.5 1+5k 6.52 1+5k 6.53 1+5k 6.54 1+5k 6.55 

2 3 2+5k 2.5 2+5k 2.52 2+5k 2.53 2+5k 2.54 2+5k 2.55 

3 3 3+5k 3.5 3+5k 3.52 3+5k 3.53 3+5k 3.54 3+5k 3.55 

4 1 4+5k 1.5 4+5k 1.52 4+5k 4.53 4+5k 1.54 4+5k 1.55 

  0+5k 3.5 0+5k 3.52 0+5k 3.53 0+5k 3.54 0+5k 3.55 

    0+52k 3.52 0+52k 3.53 0+52k 3.54 0+52k 3.55 

  7 7.5 7+52k 6.52 7+52k 6.53 7+52k 6.54 7+52k 6.55 

      0+53k 3.53 0+53k 3.54 0+53k 3.55 

    57 11.32 57+53k 10.53 57+53k 10.54 57+53k 10.55 

        0+54k 3.54 0+54k 3.55 

      557 15.53 557+54k 14.54 557+54k 14.55 

        557 19.54 

 
↑  

          0+55k 3.55 

          557+55k 18.55 

          13057 23.55 

0 3 0 3.5 0 3.32 0 3.53 0 3.54 0 3.55 

 

Séquence p = 5, variables de nombres entiers 
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6  

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) 

1 9 1+5k 9.5 1+5k 9.52 1+5k 9.53 1+5k 9.54 1+5k 9.55 

2 4 2+5k 3.5 2+5k 3.52 2+5k 3.53 2+5k 3.54 2+5k 3.55 

3 4 3+5k 4.5 3+5k 4.52 3+5k 4.53 3+5k 4.54 3+5k 4.55 

4 4 4+5k 4.5 4+5k 4.52 4+5k 4.53 4+5k 4.54 4+5k 4.55 

  0+5k 3.5 0+5k 3.52 0+5k 3.53 0+5k 3.54 0+5k 3.55 

    0+52k 7.52 0+52k 7.53 0+52k 7.54 0+52k 7.55 

  7 8.5 7+52k 7.52 7+52k 7.53 7+52k 7.54 7+52k 7.55 

      0+53k 11.53 0+53k 11.54 0+53k 11.55 

    57 12.32 57+53k 11.53 57+53k 11.54 57+53k 11.55 

        0+54k 15.54 0+54k 15.55 

      557 16.53 557+54k 15.54 557+54k 15.55 

        557 20.54 ↑  

          0+55k 19.55 

          557+55k 19.55 

          13057 24.55 

0 4 0 8.5 0 12.32 0 16.53 0 20.54 0 24.55 

 

7 = 2+1.5 

57 = 7+2.5
2
 

557 = 57+4.5
3
 

13057 = 557+20.5
4
 

  

Séquence p = 7, variables de nombres premiers 
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6   

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i)  

1 5 1+7k 5.7 1+7k 5.72 1+7k 5.73 1+7k 5.74 1+7k 5.75  

2 5 2+7k 5.7 2+7k 5.72 2+7k 5.73 2+7k 5.74 2+7k 5.75  

        11477 6.74 11477 5.75 ↑ 

3 4 3+7k 4.7 3+7k 4.72 3+7k 4.73 3+7k 4.74 3+7k 4.75  

4 6 4+7k 5.7 4+7k 5.72 4+7k 5.73 4+7k 5.74 4+7k 5.75  

    158 6.72 158 5.73 ↑     

5 5 5+7k 5.7 5+7k 5.72 5+7k 5.73 5+7k 5.74 5+7k 5.75  

6 6 6+7k 6.7 6+7k 6.72 6+7k 6.73 6+7k 6.74 6+7k 6.75  

  0+7k 5.7 0+7k 5.72 0+7k 5.73 0+7k 5.74 0+7k 5.75  

    0+72k 5.72 0+72k 5.73 0+72k 5.74 0+72k 5.75  

  11 12.7 11+.72k 13.72 11+72k 13.73 11+72k 13.74 11+72k 13.75  

      1873 12.73 1873 13.74 ↑   

      0+73k 5.73 0+73k 5.74 0+73k 5.75  

        0+74k 5.74 0+74k 5.75  

          0+75k 5.75  

0 5 0 5.7 0 5.72 0 5.73 0 5.74 0 5.75  
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Séquence p = 7, variables de nombres entiers 
 

δ = 1  δ = 2  δ = 3  δ = 4  δ = 5  δ = 6   

i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i) i #(i)  

1 10 1+7k 10.7 1+7k 10.72 1+7k 10.73 1+7k 10.74 1+7k 10.75  

2 7 2+7k 7.7 2+7k 7.72 2+7k 7.73 2+7k 7.74 2+7k 7.75  

        11477 8.74 11477 7.75 ↑ 

3 4 3+7k 4.7 3+7k 4.72 3+7k 4.73 3+7k 4.74 3+7k 4.75  

4 8 4+7k 7.7 4+7k 7.72 4+7k 7.73 4+7k 7.74 4+7k 7.75  

    158 8.72 158 7.73 ↑     

5 5 5+7k 5.7 5+7k 5.72 5+7k 5.73 5+7k 5.74 5+7k 5.75  

6 9 6+7k 9.7 6+7k 9.72 6+7k 9.73 6+7k 9.74 6+7k 9.75  

  0+7k 5.7 0+7k 5.72 0+7k 5.73 0+7k 5.74 0+7k 5.75  

    0+72k 11.72 0+72k 11.73 0+72k 11.74 0+72k 11.75  

  11 14.7 11+.72k 15.72 11+72k 15.73 11+72k 15.74 11+72k 15.75  

      1873 14.73 1873 15.74 ↑   

      0+73k 17.73 0+73k 17.74 0+73k 17.75  

        0+74k 23.74 0+74k 23.75  

          0+75k 29.75  

0 6 0 12.7 0 18.72 0 24.73 0 30.74 0 36.75  

 

11 = 4+1.7 

158 = 11+3.7
2
 

1873 = 11+38.7
2
 

11477 = 1873 +28.7
3
 

 

Dans les tableaux précédents, lorsque deux expressions i correspondent au même nombre, c’est le cardinal maximal #(i) qui 

l’emporte (ex : 343 correspond à 0+7
3
k et 0+7

2
k et nous prendrons #(343) = max(#(0+7

3
k), #(0+7

2
k))). 

Nous pouvons observer dans ces tableaux une certaine logique des résultats avec néanmoins l’apparition de valeurs 

« trublions » qui empêche une maîtrise de la prédictibilité des résultats pour une cible quelconque.  

Pour la part avec forme prévisible, nous observons (i > 0) : 

 

#(0+p
i
k) = (-1+i.(p-1)).p

i-1
 

 

Pour l’autre part en dehors des cibles de valeurs inférieures à p (évidemment non prévisibles), le tableau ci-dessous donne 

un échantillon des trublions t qui se présentent modulo p
2
. Leurs valeurs sont apparemment aléatoires, voire anachroniques 

(cas p = 11 et t = 7) : 

 
p 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71 73 79 83 

t(mod p2) 7 11 7 160 97 61 60 329 109 1144 751 107 496 1411 975 2696 4250 1692 3565 5562 2695 

 

Ceci empêche à ce stade l’évaluation exacte des matrices cardinales des expressions x1
2
+x1.x2+x2

3
 et y1

2
+y1.y2+y2

3
 (dont la 

taille est infinie) et des valeurs propres correspondantes de ces matrices. 

 

Complétons cependant ce bout d’étude. 

Si nous poussons la recherche aux trublions modulo p
3
, nous observons une corrélation avec les trublions du rang 

précédent :  
p 5 7 11 13 17 19 23 29 31 

t(mod p3) 

57  

= 
7+2.52 

158 

= 
11+3.72 

1217 

= 
7+10.112 

2019 

= 
160+11.132 

1831 

= 
97+6.172 

2588 

= 
61+7.192 

10111 

= 
60+19.232 

7057 

= 
329+8.292 

8758 

= 
109+9.312 

 

Les valeurs de (t(mod p
3
)-t(mod p

2
))/p

2
 suivant p restent cependant obscures. 

Les cardinaux des nombres trublions modulo p
2
 sont, a priori, faciles à conjecturer pour les variables d’entiers : 

  
p #(t) var.premiers, mod p2 #(t) var.entiers, mod p2 

2 ou 3 / / 

1 mod 4 p.(2p-2-rp) 2p.(p-1) 

3 mod 4 p.(2p+1- rp) 2p2 

 

Pour les variables de nombres premiers, la situation est plus complexe. Les nombres rp sont des nombres entiers dont les 

valeurs dépendent de p. Nous avons rp ≈ si(p = 1 mod 6, 2, 1) avec cependant de nombreuses exceptions (par exemple pour 

les séquences p = 31 et p = 43, nous avons rp = 5). Ces valeurs ne nous intéressent pas car non stabilisées (comme nous 

pouvons l’observer sur les tableaux). Les valeurs stabilisées sont, a priori, obtenues modulo p
3
 (pour les trublions modulo 

p
2
) en accord avec la conjecture suivante très proche de la précédente : 
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  p #(t) var.premiers, mod p2 #(t) var.entiers, mod p2 

2 ou 3 / / 

1 mod 4 p.(2p-3-rp) p.(2p-3) 

3 mod 4 p.(2p+1-rp) p.(2p+1) 

 

Les cardinaux des nombres trublions modulo p
3
 sont à nouveau, a priori, faciles à conjecturer pour les variables 

d’entiers avec : 
 p 5 7 11 13 17 19 23 29 31 

t(mod p3) 57  158 1217 2019 1831 2588 10111 7057 8758 

#(t)/p2 12 8 12 36 48 20 24 84 32 

 

Soit encore (pour les premières occurrences non stabilisées, l’évaluation des cardinaux stabilisés étant laissée au lecteur 

motivé) : 
p #(t) var.premiers, mod p3 #(t) var.entiers, mod p3 

2 ou 3 / / 

1 mod 4 p2.(3p-3-rp) 3p2.(p-1) 

3 mod 4 p2.(p+1- rp) p2.(p+1) 

 

Retournant en arrière sur les tableaux initiaux, nous notons également l’existence de faux-trublions, c’est-à-dire des 

trublions qui retournent à leur place naturelle lorsque δ augmente (exemple : 158, 1873 et 11477 dans le cas p = 7) 

 

Du fait de toutes les observations et exceptions décrites précédemment, il semble que l’attaque frontale en vue d’obtenir les 

matrices cardinales des expressions x1
2
+x1.x2+x2

3
 ou y1

2
+y1.y2+y2

3
 s’avère une stratégie hasardeuse et ardue. Mais qui sait ? 

 

Ceci ne remet pas en cause cependant le dénombrement d’équations telles que p = x1
2
+x1.x2+x2

3
+c ou p = y1

2
+y1.y2+y2

3
+c 

où des simplifications majeures interviennent du fait de la variable p (qui s’explique par une matrice cardinale aux valeurs 

propres très dépouillées avec l’omniprésence de 0). 

 

12. Conclusion 
 

Avec les réserves précédentes, nous pouvons à présent déterminer matrices cardinales et éléments propres d’une expression 

quelconque. La méthode matricielle permet ensuite de prendre en compte facilement l’agrégation de termes récurrents (type 

Waring généralisé) ou distincts en s’appuyant sur de simples produits de matrices des valeurs propres (et des matrices 

d’environnement et inverses correspondants aux séquences p). 
 

Dans l’exercice qui suit, nous nous intéressons à la simplification de cas généraux par un guide et nous revenons sur 

l’existence d’une matrice d’environnement commune (à dimension de matrice et séquence donnés). 
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 EXERCICE 11 : FACTEURS D’ABONDANCE GENERAUX  

 

Nous nous intéressons ici à la pratique du calcul des facteurs d’abondance dans les cas les plus généraux. 

Il est nécessaire pour cela de donner une description des équations à résoudre. 

 

1. Types de variables 
 

Les variables de nombres entiers sont notées xi et les variables de nombres premiers sont notées yj. Elles sont notées zk s’il 

s’agit de l’une ou l’autre des variables. 

 

2. Degré de l’équation 
 

Toutes les équations sont posées sous leur forme développée et les éventuelles constantes sont rangées à l’intérieur de la 

cible c. Ainsi (y+2).(x+3) = c est réécrite xy+2x+3y = c’. L’expression diophantine est alors une addition de monômes à 

une ou plus variables. 

 

3. Groupes indépendants 
 

Lorsque plusieurs variables sont imbriquées dans une expression diophantine, la méthode des tableaux croisés doit être 

appliquée en bloc (et non variable par variable). Nous appellerons groupe de monômes indépendants un bloc d’expressions 

qui n’a pas de variables communes avec un autre bloc d’expressions. Nous appellerons groupe composant chacun des 

monômes.  

Par exemple, dans x1
2
y1

3
y2+x1

3
+y2+x2

2
-y3

5
 = c, les groupes indépendants sont x1

2
y1

3
y2+x1

3
+y2, x2

2
 et -y3

5
 et les groupes 

composants sont x1
2
y1

3
y2, x1

3
, y2, x2

2
 et -y3

5
. Nous notons ces groupes respectivement Gik et Gck. L’équation diophantine 

s’écrit alors soit ∑ Gik = c, soit ∑ Gck = c. 

 

4. Economie de moyens 
 

Résoudre le problème  

R(x1, …, xk, y1, …, ym) = c 

revient dans un premier temps à résoudre  

R(x1, …, xk, y1, …, ym) = c mod p
δ
 

 

c’est-à-dire à trouver le poids relatif dans c de chaque élément de  

 

[0,1,2,…,p
δ
-1] mod p

δ
                      (1) 

 

lorsque chaque variable est remplacée par son représentant [0,1,2,…,p
δ
-1] ou [g

0
,g

1
,g

2
,…,g

φ(p^δ)-1
] selon le cas. 

En principe, la solution est obtenue pour la limite δ → +∞. 

Cependant, si la pondération des éléments modulo p
δ+1

 est la même que la pondération des éléments modulo p
δ
 à partir d’un 

certain exposant δ, il est clair que nous nous épargnons une infinité de calculs. 

C’est cette stratégie que nous adoptons ici. 

 

5. Base de convergence  
 

Nous appellerons base de convergence, noté δb, de n à la séquence p, l’entier naturel δ à partir duquel le plus grand 

commun diviseur de n et p
δ-1

(p-1) reste inchangé. 

 

δb(p,n) = min(δ \ dδ = dδ+j   j c N*, di = (n,p
i-1

(p-1))) 

 

6. Degré de convergence d’un monôme de nombres premiers 
 

Le degré de convergence δc d’un monôme est la valeur minimale δ, telle que le représentant normalisé du monôme modulo 

p
δ
 n’évolue plus, lorsque l’exposant δ augmente. Il est évidemment lié à la base de convergence.             

Considérons le groupe indépendant y
n
. 

Soit p la séquence et dδ = (n,Φ(δ)) = (n,p
δ-1

.(p-1)) 

Nous avons alors : 

δc(p = 2, y
n
) = 1+min(δ \ dδ = dδ+j   j c N*) = 1+δb          (2) 

δc(p ≠ 2, y
n
) = min(δ \ dδ = dδ+j   j c N*) = δb (3) 

 

Pour fixer les idées, nous donnons l’exemple du monôme d’une variable de nombres premiers y
6
.  
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p = 2  

y = [1] mod 2  

y6 = [1] mod 2 Initial 

y = [1,3] mod 4 ≡ [1] mod 2  

y6 = [1,1] mod 4 ≡ [1] mod 4 Evolution1 

y = [1,3,5,7] mod 8 ≡ [1] mod 2  

y6 = [1,1,1,1] mod 8 ≡ [1] mod 8 Evolution2 

y = [1,3,5,7,9,11,13,15] mod 16 ≡ [1] mod 2  

y6 = [1,9,9,1,1,9,9,1] mod 16 ≡ [1] mod 8 Stabilisé 

y = [1,3,5,…,2δ-1] mod 2δ ≡ [1] mod 2  

y6 ≡ [1] mod 23 si δ ≥ 3 = 1+2 (21 = max(6,2δ-1), δb = 2)  

 
p = 3  

y = [1,2] mod 3  

y6 = [1,1] mod 3 ≡ [1] mod 3 Initial 

y = [1,2,4,5,7,8] mod 9 ≡ [1,2] mod 3  

y6 = [1,1,1,1,1,1] mod 9 ≡ [1] mod 9 Evolution1 

y = [1,2,4,5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26] mod 27 ≡ [1,2] mod 3  

y6 = [1,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1,1,10,19,19,10,1] mod 27 ≡ [1,10,19] mod 27 ≡ [1] mod 9 Stabilisé 

y = [1,2,4,5,…] mod 3δ ≡ [1,2] mod 3  

y6 ≡ [1] mod 32 si δ ≥ 2 = 2+0 (31.2 = max(6,3δ-1.(3-1)), δb = 2)  

 
p = 5  

y = [1,2,3,4] mod 5  

y6 = [1,4,4,1] mod 5 ≡ [1,4] mod 5 Initial 

y = [1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14,16,17,18,19,21,22,23,24] mod 25 ≡ [1,2,3,4] mod 5  

y6 = [1,14,4,21,6,24,19,16,11,9,9,11,16,19,24,6,21,4,14,1] mod 25 ≡ [1,4,6,9,11,14,16,19,21,24] mod 25 ≡ [1,4] mod 5 Stabilisé 

y = [1,2,3,4,…] mod 5δ ≡ [1,2,3,4] mod 5  

y6 ≡ [1,4] mod 51 δ ≥ 1 = 1+0 (50.2 = max(6,5δ-1), δb = 1)  

 

Le signe d’équivalence est pris ici chaque fois que la proportion des occurrences de chaque élément reste la même.  

Cet exemple illustre le point suivant. 

 

Démonstration  
 

D’après l’argumentaire développé à l’exercice 3, le représentant d’une variable y
n
, à la séquence p ≠ 2, g étant une 

primitive de p, et avec d = (n,p
δ-1

.(p-1)) est {g
0.d

, g
1.d

, g
2.d

, …, g
(Φ(δ)/d-1).d

} mod p
δ
. Pour p = 2, le représentant est {5

0.d
, 5

1.d
, 

… , 5
(Φ(δ)/d-1).d

}U{(-5)
0.d

, (-5)
1.d

, … , (-5)
(Φ(δ)/d-1).d

} où d = (n, Φ(δ)/2) = (n,2
δ-2

.(2-1)). D’où le résultat. 

 

Fonction « rho » 
 

Le degré de  convergence coupe le comportement modulo p
δ
 des groupes indépendants en deux zones : la zone δ < δc « non 

prévisible » à reconnaître au cas par cas et la zone δ ≥ δc ayant les caractéristiques observées en δ = δc. 

 

7. Définition du degré de convergence d’un monôme (de nombres premiers ou non) 
 

Par définition, le degré de convergence du monôme x
n
 de nombres entiers à la séquence p coïncide avec le degré de 

convergence du monôme y
n
 de nombres premiers à la séquence p.   

Par extension (et par définition), le degré de convergence d’une expression diophantine, à la séquence p, est le degré de 

convergence de cette expression après substitution des variables de nombres entiers par des variables de nombres premiers. 

 

δc(p,x) = δc(p,y) 

δc(p,x
n
) = δc(p,y

n
) 

δc(p,R(x,…)) = δc(p,R(y,…)) 

Intérêt de la notion 
 

Au-delà du degré de convergence, les facteurs d’abondance des variables de nombres entiers ne subissent pas de nouvelles 

interdictions. Pour une cible donnée, nous pouvons estimer la convergence ou la divergence du nombre de solutions à une 

constante près non nulle.  

La démonstration de ce point reste ouverte. 

 

8. Degré de stabilité 
 

Nous appellerons degré de stabilité d’une expression à la séquence p, la valeur minimale de δ, notée δs,  pour laquelle le 

facteur d’abondance normalisé reste inchangé modulo p
δ
. 

 

9. Règles de stabilité 
 

Le degré de stabilité des variables de nombres premiers est fini et égal au degré de convergence. 

Le degré de stabilité des variables de nombres entiers est infini. 

Le degré de stabilité dépend des groupes indépendants et de la séquence étudiée : δs = δs(p, Gi1, …, Gik) 
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10. Monômes composés 
 

Il s’agit des monômes comportant plusieurs variables. 

Pour le degré de convergence, nous avons : 

  

δc(p, z1
n1

z2
n2

…zk
nk

) ≤ max(δc(p, zi
ni

))    (4) 

 

Ceci résulte trivialement de la méthode des tableaux à doubles (et multiples entrées), puisque quand les entrées sont 

stabilisées, le contenu du tableau est stabilisé. 

Plus intéressant est le résultat suivant : 

 

δc(p, y1
n1

y2
n2

…yk
nk

) ≤ δc(p, y
pgcd(d1,d2,…,dk)

)      

où di = (ni , Φ(δ)) 
(5) 

 

En effet, la structure d’un représentant d’un monôme à la séquence p ≠ 2 est de la forme {g
0.d1

, g
1.d1

, g
2.d1

, …, g
(Φ(δ)/d1-1).d1

}. 

Considérant z1
n1

 et z2
n2 

 deux variables de représentants {g
0.d1

, g
1.d1

, g
2.d1

, …, g
(Φ(δ)/d1-1).d1

} mod p
δ
 et {g

0.d2
, g

1.d2
, g

2.d2
, …, 

g
(Φ(δ)/d2-1).d2

} mod p
δ
, où d1 et d2 correspondent à la convergence. Nous formons le tableau à double entrées du produit 

z1
n1

z2
n2

. Les éléments de ce tableau sont de la forme  g
i.d1

g
j.d2

 soit g
i.d1+j.d2

. D’après le théorème de Bachet/Bézout, il existe 

un couple (i,j) tel que i.d1+jd2 = pgcd(d1,d2). Il en résulte, lorsque (i,j) parcourent leur domaine de définition, que les g
i.d1+j.d2

 

parcourent g
k.pgcd(n1,n2)

. Par itération sur l’ensemble des variables, il suit la relation (5). 

 

11. Compositions quelconques 
 

Par le même argumentaire, nous obtenons immédiatement : 

 

δc(p) ≤ pgcd(δck(p,Gik))        (6) 

   

Le lecteur attentif verra que tout est dit dans la relation (6).  

Plus les variables sont imbriquées, paradoxalement (mais pas tant que cela), plus le problème de recherche des facteurs 

d’abondance a potentiellement des chances d’être simple en réalité. 

En particulier, lorsqu’une variable de nombres premiers (de type y) figure dans une équation diophantine avec un exposant 

1 de façon isolée, le calcul des facteurs d’abondance peut être conduit modulo p (le cas d’une variable de nombres entiers 

au degré 1 est trivial avec un facteur normalisé identiquement égal à 1 pour toutes les cibles). 
  

D’autres exemples marquants sont : 

 

δs(p, z1.z2) = δs(p, z1) (7) 

δs(p, z1
2
+z1.z2+z2

2
) = δs(si(p ≠ 3, z1, z1

2
)) (8) 

 

12. Cas des polynômes et influence de la cible 
 

Dans les polynômes, il n’est pas possible de prévoir a priori le facteur de convergence (et de stabilité d’une cible donnée) 

comme l’illustre le tableau ci-dessous qui met en valeur la simplicité du cas p
2
 et la complexité du cas p

2
+p (variables de 

nombres premiers) pour la séquence 3. 

 

p2  p2+p 

c fae(δ ≡ ∞) δs  c fae(δ = 1) fae(δ = 2) fae(δ = 3) fae(δ = 4) fae(δ = 5) fae(δ = 6) fae(δ = 7) δs 

0  1  0 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 2 1  1        1 

2  1  2 1 3 6 6 6 6 6 3 

3  1  3 1 1 1 1 1 1 1 1 

4 2 1  4        1 

5  1  5 1       2 

6  1  6 1 1 1 1 1 1 1 1 

7 2 1  7        1 

8  1  8 1       2 

9  1  9 1 1 1 1 1 1 1 1 

10 2 1  10        1 

11  1  11 1 3      3 

12  1  12 1 1 1 1 1 1 1 1 

13 2 1  13        1 

14  1  14 1       2 

15  1  15 1 1 1 1 1 1 1 1 

16 2 1  16        1 

17  1  17 1       2 

18  1  18 1 1 1 1 1 1 1 1 

19 2 1  19        1 

20  1  20 1 3 3 9 18 18 18 5 
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21  1  21 1 1 1 1 1 1 1 1 

22 2 1  22        1 

23  1  23 1       2 

24  1  24 1 1 1 1 1 1 1 1 

25 2 1  25        1 

26  1  26 1       2 

 

En conséquence, lorsque qu’un problème complexe « se passe bien », ce passage facile résulte en général de quelque 

symétrie (le lecteur notera que les valeurs de δs du tableau précédent sont admises a priori et qu’il s’agit des valeurs à 

l’infini reste à démontrer). 

 

Cependant, lorsque ces polynômes sont croisés dans une même expression, la stabilité est atteinte d’emblée (pour la 

séquence 3) du fait de la symétrie de p
2
, alors que ce n’est pas le cas lorsque nous croisons deux expressions non 

symétriques.   

 

(p2)+(q2+q)  (p2+p)+(q2+2q) 

c fae(δ = 1) fae(δ = 2) δs  c fae(δ = 1) fae(δ = 2) fae(δ = 3) fae(δ = 4) fae(δ = 5) fae(δ = 6) δs 

0 2 6 1  0 1 3 9 27 81 243 1 

1 2 6 1  1 1 9 36 108 324 972 3 

2   1  2 2 6 18 54 162 486 1 

3 2 6 1  3 1 3 9 27 81 243 1 

4 2 6 1  4 1      2 

5   1  5 2 6 18 54 162 486 1 

6 2 6 1  6 1 3 9 27 81 243 1 

7 2 6 1  7 1      2 

8   1  8 2 6 18 54 162 486 1 

9 2 6 1  9 1 3 9 27 81 243 1 

10 2 6 1  10 1 9 36 108 324 972 3 

11   1  11 2 6 18 54 162 486 1 

12 2 6 1  12 1 3 9 27 81 243 1 

13 2 6 1  13 1      2 

14   1  14 2 6 18 54 162 486 1 

15 2 6 1  15 1 3 9 27 81 243 1 

16 2 6 1  16 1      2 

17   1  17 2 6 18 54 162 486 1 

18 2 6 1  18 1 3 9 27 81 243 1 

19 2 6 1  19 1 9 9 81 324 972 5 

20   1  20 2 6 18 54 162 486 1 

21 2 6 1  21 1 3 9 27 81 243 1 

22 2 6 1  22 1      2 

23   1  23 2 6 18 54 162 486 1 

24 2 6 1  24 1 3 9 27 81 243 1 

25 2 6 1  25 1      2 

26   1  26 2 6 18 54 162 486 1 

 

Un troisième assemblage en forme de monôme pourrait satisfaire notre soif de simplicité dans le dernier cas…   

 

13. Le cas particulier de la séquence p = 2 
 

13.1. Généralités 

 

Nous avons étudié longuement cette séquence à l’exercice 6 pour les équations de Waring modulo p
δ
, notamment lorsque δ 

→ +∞. Dans l’exercice concernant les énumérations de Fermat Catalan essentiellement tourné vers l’étude modulo p, nous 

avons fait allusion pour la séquence 2 à une étude directe au cas par cas.  

Malgré le travail accompli, le lecteur peut se sentir dépourvu face à des équations plus générales. Or, comme nous l’avons 

déjà écrit, le cas p = 2 est le plus discriminant parmi toutes les autres séquences avec une grande marge d’erreur entre 

l’évaluation modulo p et celle modulo p
δ
 lors de l’évaluation des facteurs d’abondance. Il est parfois aisé d’entrevoir une 

valeur limite pour telle ou telle cible en observant l’évolution modulo 2
δ
 (en incrémentant δ) mais ce n’est toujours ainsi, 

bien au contraire...  

 

13.2. Sommes de Waring, puissances impaires  
 

Principes généraux  
 

Nous proposons ici une utilisation souple de la méthode des matrices cardinales. Considérons d’abord une somme de 

Waring à k variables basées sur x
n
. Nous avons vu qu’il existe une matrice de passage P d’une part et des valeurs propres 

d’autre part qui ont des rapports itérés fixes exposés en page 168 : la pondération conjointe due aux matrices P et P
-1

 fait 

intervenir un rapport de 2
-n

 et la pondération due aux valeurs propres fait intervenir un rapport de 2
k
, soit un rapport itéré 

global égal à 2
k-n

.  
 

Considérons l’équation : 

a1x1
n
+a2x2

n
+ … +akxk

n
 = c mod 2

δ
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Les coefficients affines ont pour effet le décalage des valeurs propres. Nous cherchons ici les règles de ce déplacement.  

Tous les décalages peuvent être construit à partir d’un « petit » nombre de briques fondamentales. 

Pour plus de clarté commençons par l’exemple r.x1
3
+s.x2

3
+u.x3

3
+v.x4

3
 = c mod 2

δ
. Les facteurs d’abondance dépendent 

comme à l’habitude de la multiplicité de la séquence (ici 2) dans la cible c. les valeurs stabilisées sont obtenues à partir 

d’un rang δ suffisamment grand. Le tableau qui suit représente les facteurs d’abondance (multipliés par 16) pour la relation 

proposée pour quelques cas précis.   

 

  entrée Boucle 1 Boucle 2 Boucle 3 Boucle 4 

Cas (r,s,u,v) c = 1 c = 2 c = 4 c = 8 c = 16 c = 32 c = 64 c = 128 c = 254 c = 512 c = 1024 c = 2048 etc. 

1 (1,1,1,1) 16 14 14 22 21 21 25 24,5 24,5 26,5 26,25 26,25 27,25 

2 (2,1,1,1) 16 16 12 20 20 18 22 22 21 23 23 22,5 23,5 

3 (2,2,1,1) 16 16 12 20 20 18 22 22 21 23 23 22,5 23,5 

4 (2,2,2,1) 16 16 12 20 20 18 22 22 21 23 23 22,5 23,5 

5 (4,1,1,1) 16 12 20 20 18 22 22 21 23 23 22,5 23,5 23,5 

6 (4,2,1,1) 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 

7 (4,2,2,1) 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 

8 (4,4,1,1) 16 8 24 24 20 28 28 26 30 30 29 31 31 

9 (4,4,2,1) 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 

10 (4,4,4,1) 16 0 32 32 24 40 40 36 44 44 42 46 46 

 

Plusieurs remarques sont à faire à propos de ce tableau. 

La colonne « entrée » est analogue au comportement d’une fonction rho. Le « comportement » de ce secteur n’est pas 

répété dans les colonnes suivantes. En fait, nous avons placé la cible 1 dans cette catégorie pour illustrer le concept, bien 

que cette cible puisse ici être transférée dans la boucle 1. 

Les boucles comprennent n colonnes lorsque nous étudions une équation à monôme d’exposant n. 

Nous collectons par un calcul classique (méthode des boucles imbriquées) les données des boucles 1 et 2 ci-dessus. Nous 

pouvons alors anticiper les valeurs des boucles 3, 4, etc. à l’aide de la règle de calcul qui suit : la donnée fae(2
i
) en colonne 

i se déduit des données en colonne i-n et i-2n, en utilisant le rapport global 2
k-n

 cité plus haut (ici 2
k-n

 = 2), par : 

 

fae(2
i
) = fae(2

i-n
)+(fae(2

i-n
)-fae(2

i-2n
))/2

k-n
        (9) 

 

Nous construisons ensuite un tableau du type ci-dessous (pour (r,s,u,v), ici (384,160,416,2)) :  
 

    Mode c Evaluation directe Déduction 
 

     20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 

r s u v  
16. 

fae(c) 
                    

384 160 416 2  0 32 0 0 128 96 96 224 208 208 272 272 256 288 288 280 296 296 292 300 300 
r' s' u' v'                       

192 80 208 1                       

64 16 16 1 48 16 0 0 64 48 48 112 104 104 136 136 128 144 144 140 148 148 146 150 150  

8 16 16 1 48 16 0 0 64 56 56 88 88 80 96 96 92 100 100 98 102 102     

1 16 16 1 24 16 8 8 40 40 32 48 48 44 52 52 50 54 54        

1 2 16 1 8 16 16 8 24 24 20 28 28 26 30 30           

1 2 2 1  16 16 12 20 20 18 22 22              

 

Ce tableau se lit vers le bas puis vers le haut comme suit :  

Partant de (r,s,u,v), nous en cherchons le facteur commun (ici 2). La multiplicité de 2 dans ce facteur commun (ici 1) 

constitue l’indice de décalage et de multiplication des données lues plus bas (ici décalage de 1 vers la droite et 

multiplication par 2
1
). Ayant obtenu (r’,s’,u’,v’) = (r,s,u,v)/pgcd(r,s,u,v), nous retirons tous les facteurs hors les multiples 

de 2 dans ce quadruplet. Par exemple comme 192 = 3.2
8
, nous ne gardons que 2

8
 = 64. Avec ce nouveau quadruplet, nous 

procédons à des divisions successives (et non simultanées) par 2
n
 (ici 2

3
 pour le monôme x

3
) des membres pour aboutir à un 

quadruplet de la bibliothèque citée plus haut. Les données de l’entrée, des boucles 1 et 2 et suivantes, selon le besoin, sont 

inscrites à la dernière ligne (ici  le cas 3 de la bibliothèque). L’ordre (r’,s’,u’,v’) n’a évidemment pas d’incidence.  

Les données des n+1 colonnes se trouvant sous « évaluation directe » sont ensuite calculés par la méthode classique (des 

boucles imbriquées). Ce calcul est relativement rapide lorsque n reste modéré (comme ici 3). La colonne « mode » est égale 

à la différence entre la colonne 1 et la colonne n+1 sous le titre « évaluation directe ».  

Enfin, nous complétons le tableau par addition de la valeur du « mode » dans les colonnes i sous le titre « déduction » par 

rapport à la colonne i-n (y compris sous le titre « évaluation directe ») (ici i-3) de la ligne suivante. 

Nous déterminons ainsi les facteurs d’abondance des cibles contenant i facteurs 2. Pour l’équation proposée, nous voyons 

qu’il est difficile d’envisager un calcul direct pour l’évaluation des facteurs d’abondance à multiplicités de 2 importantes. 

Les boucles récursives ne commencent ici qu’en c = 2
18

, soit pour 4 variables une routine à 2
72

 pas, ce qui devient très 

difficile à gérer. 

Notons que ces récursivités sont fondamentales pour l’évaluation du facteur d’abondance de c = 0 (qui est la cible qui est 

divisée une infinité de fois par 2) obtenue pour c = 2
δ→∞

. 

Ici, nous trouvons immédiatement le facteur d’abondance de 0, soit en nous basant sur la valeur de la cible 218, fae(0) = 

2.(146+3+1.5+0.75+…)/8 = 2.(146+3.(1+1/2+1/4+…))/16 = 35, soit en nous basant sur la cible suivante fae(0) = 

2.(150+1.(1+1/2+1/4+ …))/16 = 35 résultat évidemment identique. 
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Pour cet exemple, le lecteur notera la différence importante entre l’évaluation modulo p et modulo p
δ
.   

 

Démonstration  
 

La remarque concernant le rapport itéré global dans les boucles itérées ayant déjà été levée au paragraphe des principes 

généraux, il nous reste à démontrer la règle d’addition des modes.  

Soit x la variable de l’expression de Waring qui subit l’évolution de son coefficient affine entre la ligne m et la ligne m+1 

et soit R(xi
n
) le reste de l’expression. Considérant les équations de dénombrements mises en jeu, nous pouvons former le 

tableau : 
 

 Colonne i   Colonne i+n   Colonne i+2n 

Ligne m … … … #{(2
n
a).x

n
+R(xi

n
) = 2

i+n
 mod 2

δ
} … … #{(2

n
a).x

n
+R(xi

n
) = 2

i+2n
 mod 2

δ
} 

Ligne m+1 #{a.x
n
+R(xi

n
) = 2

i
 mod 2

δ
} … … #{a.x

n
+R(xi

n
) = 2

i+n
 mod 2

δ
} … … … 

 

La contribution de la variable x dans le dénombrement #{(x,xi) \ (2
n
a).x

n
+R(xi

n
) = 2

i+n
 mod 2

δ
} est identique à celle de x 

dans #{(x,xi) \ a.x
n
+R(xi

n
) = 2

i
 mod 2

δ
}. De même, la contribution de la variable x dans #{(x,xi) \ (2

n
a).x

n
+R(xi

n
) = 2

i+2n
 

mod 2
δ
} est identique à celle de x dans #{(x,xi) \ a.x

n
+R(xi

n
) = 2

i+n
 mod 2

δ
}. Par différence, nous obtenons le résultat 

cherché.  

 

Bibliothèques 
 

Lorsque n augmente, l’intérêt de tenir une bibliothèque des valeurs de l’entrée et des boucles 1 et 2 est tout à fait 

compréhensible. Dans le cas du monôme x
3
, avec quatre variables, nous rappelons la bibliothèque de base (en réattribuant c 

= 1 à la boucle 1) : 
 

Cas (r,s,u,v) c = 1 c = 2 c = 4 c = 8 c = 16 c = 32 

1 (1,1,1,1) 1 0,875 0,875 1,375 1,3125 1,3125 

2 (2,1,1,1) 1 1 0,75 1,25 1,25 1,125 

3 (2,2,1,1) 1 1 0,75 1,25 1,25 1,125 

4 (2,2,2,1) 1 1 0,75 1,25 1,25 1,125 

5 (4,1,1,1) 1 0,75 1,25 1,25 1,125 1,375 

6 (4,2,1,1) 1 1 1 1 1 1 

7 (4,2,2,1) 1 1 1 1 1 1 

8 (4,4,1,1) 1 0,5 1,5 1,5 1,25 1,75 

9 (4,4,2,1) 1 1 1 1 1 1 

10 (4,4,4,1) 1 0 2 2 1,5 2,5 

 

Nous laissons le soin au lecteur intéressé d’en trouver d’autres suivant ces besoins. 

 

13.3. Sommes de Waring, puissances paires  

 

Principes généraux  
 

Rappelons les tableaux des cardinaux associés à x
n
 que nous avions trouvé à l’exercice 3 : 

 

Variable de nombres entiers Variable de nombres premiers 

c #{c} c #{c} 

0 ou 2
δn.n

 2
δ-δn-1

 / / 

2
r.n

 (1+2.(#{1}).k) 2
r.(n-1)

.(#{1}) 1+2.(#{1}).k #{1} 

autres cibles 0 autres cibles 0 

 

Lorsque n est pair, les cibles de type 2
r.n

 n’ont pas un cardinal unique comme dans le cas de n impair (où #(1) = 1), mais 

présentent des interdictions chaque fois que c ≠ 2
r.n

 (1+2.(#{1}).k). Il faut en tenir compte dans les bibliothèques. Pour le 

reste, les principes de construction des cardinaux sont les mêmes.  

 

Bibliothèques 
 

Dans le cas du monôme x
2
, nous avons #{1} = min(2

2
, 2

δ-1
), soit #{1} = 4 dans le cas limite. Les cibles du type 2

r.n
 

(1+2.(#{1}).k) = 4
r
.(1+8k) nous intéressent plus particulièrement. Nous devons distinguer les cibles 4

r
.(1 mod 8) et les cas 

4
r
.(ou(5,3,7) mod 8). 

 

Pour trois variables, la bibliothèque de base est ainsi : 

 



 

P 311/394  Facteurs d’abondance généraux  

cas (u,v,w)  

c 
=

 1
 m

o
d

 8
 

 

c 
=

 5
 m

o
d

 8
 

 

c 
=

 3
 m

o
d

 8
 

 

c 
=

 7
 m

o
d

 8
 

 

c 
=

 2
.(

1
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 2
.(

5
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 2
.(

3
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 2
.(

7
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 4
.(

1
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 4
.(

5
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 4
.(

3
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 4
.(

7
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 8
.(

1
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 8
.(

5
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 8
.(

3
 m

o
d

 8
) 

 

c 
=

 8
.(

7
 m

o
d

 8
) 

 

1 (1,1,1) 1,5 1,5 1 0 1,5 1,5 1,5 1,5 0,75 0,75 0,5 0 0,75 0,75 0,75 0,75 

2 (2,1,1) 1 1 1 1 1,5 1,5 1 0 1,5 1,5 1,5 1,5 0,75 0,75 0,5 0 

3 (2,2,1) 1 1 2 0 1 1 1 1 1,5 1,5 1 0 1,5 1,5 1,5 1,5 

 

13.4. Sommes de Fermat-Catalan 
 

Principes généraux  
 

Pour les sommes de Waring, le rapport itéré global en colonne i+n par rapport à la colonne i était de 2
k-n

 où k est le nombre 

de variables et n l’exposant du monôme récurrent, soit en rapportant le rapport itéré à une seule colonne 2
k/n-1

, soit encore 

pour une seule colonne 2
-1+∑1/n

. Dans cet exposant, la somme ∑1/n se rapporte aux k variables du problème. Lorsque des 

monômes à exposants différents sont en jeu, la somme porte sur les inverses des différents exposants des monômes. Le 

rapport itéré (unitaire) est ainsi : 

ru = 2
-f
   

          (10) où f  = 1- 

 

∑1/ni 

 i 
 

Par exemple, pour r.x1
2
+s.x2

3
+u.x3

3
+v.x4

5
, la somme est égale à 1/2+1/3+1/3+1/5 = 41/30, l’exposant est 41/30-1 = 11/30 et 

le rapport itéré vaut 2
11/30

.  

La taille des boucles (nombre de colonnes dans une boucle) est égale au plus petit commun multiple des exposants 

(rejoignant ainsi la notion d’environnement cm de l’exercice 9). 

 

cm = ppcm(ni)        (11) 

 

Dans l’exemple, en colonne 30 où le motif se répète la première fois, le rapport itéré global est de 2
11

.   

Revenant aux facteurs d’abondance d’une cible c et au mode v(c) de cette cible, nous avons alors Fan(2
cm.i

.c) = Fan(c)+si(i 

= 0,0,(v(c)+v(c).2
f
+v(c).2

2f
+…+v(c).2

(i-1).f
), soit encore :    

  

Fan(2
cm.i

.c) = Fan(c)+(2
i.f

 -1)/(2
f
-1).v(c)        (12) 

 

Exemple : c = x
2
-x

3
 

 

Nous préférons cette équation à l’équation c = x
3
+x

2
 qui n’est asymptotique que lorsque c tend vers l’infini (donc en 

situation invérifiable). L’environnement associé à cette équation est ppcm(2,3) = 6. Pour x
3
, les cibles à facteurs 

d’abondance non nuls sont de la forme 2
3r

. Pour x
2
, les cibles à facteurs d’abondance non nuls sont de la forme 2

2r
.(1 mod 

8) et 2
2r

.(≠1 mod 8). Lorsque les deux variables sont mises en présence, rien n’impose un comportement homogène à 

l’intérieur de la classe (≠1 mod 8). Nous devons y distinguons les classes 5 mod 8, 3 mod 8 et 7 mod 8. L’environnement 

égal à 6 et les 4 classes de cibles entraînent des boucles comprenant 24 éléments. Les boucles 1 et 2 sont représentées ci-

dessous. 

c fae(c) fan(c) c fae(c) fan(c) 
Mode  

boucle2 / boucle1 
Rapport itéré 

global 

0 122880       

1 mod 8 40960 2,5 26.(1 mod 8) 90112 5,5 3 2-1 

5 mod 8 8192 0,5 26.(5 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

3 mod 8 8192 0,5 26.(3 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

7 mod 8 8192 0,5 26.(7 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

2.(1 mod 8) 8192 0,5 26.2.(1 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

2.(5 mod 8) 8192 0,5 26.2.(5 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

2.(3 mod 8) 8192 0,5 26.2.(3 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

2.(7 mod 8) 8192 0,5 26.2.(7 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

22.(1 mod 8) 40960 2,5 26.22.(1 mod 8) 90112 5,5 3 2-1 

22.(5 mod 8) 8192 0,5 26.22.(5 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

22.(3 mod 8) 24576 1,5 26.22.(3 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

22.(7 mod 8) 24576 1,5 26.22.(7 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

23.(1 mod 8) 24576 1,5 26.23.(1 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

23.(5 mod 8) 24576 1,5 26.23.(5 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

23.(3 mod 8) 24576 1,5 26.23.(3 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

23.(7 mod 8) 24576 1,5 26.23.(7 mod 8) 57344 3,5 2 2-1 

24.(1 mod 8) 40960 2,5 26.24.(1 mod 8) 90112 5,5 3 2-1 

24.(5 mod 8) 40960 2,5 26.24.(5 mod 8) 90112 5,5 3 2-1 

24.(3 mod 8) 8192 0,5 26.24.(3 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

24.(7 mod 8) 8192 0,5 26.24.(7 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

25.(1 mod 8) 8192 0,5 26.25.(1 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

25.(5 mod 8) 8192 0,5 26.25.(5 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

25.(3 mod 8) 8192 0,5 26.25.(3 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 

25.(7 mod 8) 8192 0,5 26.25.(7 mod 8) 24576 1,5 1 2-1 
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Du fait du petit nombre de variables, les facteurs d’abondance normalisés associés à c = x
2
-x

3
 modulo p

δ
 diverge avec la 

multiplicité de 2 dans les cibles (y compris pour p = 2).  

Toute cible (hormis c = 0) à facteur d’abondance non nul peut s’écrire ici sous la forme 2
6i

.c, où c est une cible de la boucle 

1. Le mode v(c) dépend de la classe à laquelle appartient c. Le rapport itéré unitaire (qui n’est pas exploitable directement) 

vaut 2
-(1-1/2-1/3)

 = 2
-1/6

 et le rapport global (qui lui a un sens) est égal à 2
-1

. D’où ici :  

 

Fan(2
cm.i

.c) = Fan(c)+(2
i
-1).v(c) 

 

Dans le cas étudié, le facteur d’abondance de la cible 0 diverge. 

 

Bibliothèques 
 

Nous pouvons créer des bibliothèques dans le cas des sommes de Fermat Catalan. Pour c = x
2
-x

3
 modulo p

δ
, nous avons 11 

cas à distinguer pour faire le tour du sujet : (1,1), (1,2), (1,2
2
), (1,2

3
), (1,2

4
), (1,2

5
), (2,1), (2

2
,1), (2

3
,1), (2

4
,1), (2

5
,1). 

 

14. Bibliothèques des séquences impaires 
 

A l’instar de l’étude précédente, nous pouvons déployer des bibliothèques pour les séquences impaires. Cependant, ces 

tables sont liées à la résolution d’équations du type ai = g
i
.g

j.d
 modulo p (voir exercice 7 page 180) ce qui accroît le nombre 

de cas distincts et les rend plus difficiles à gérer. Les facteurs d’abondance sont sans doute aussi simples à évaluer 

directement à partir des éléments propres que nous avons étudiés antérieurement. 

 

15. Comment fonctionne l’agencement des nombres à l’infini ? 
 

Nous expliquons ici en « gros » le comportement d’une équation diophantienne à l’infini. 

Posons le cadre. Nous nous intéressons à une équation comportant des groupements indépendants dont nous observons la 

divergence lorsque les variables tendent vers +∞. Les groupements indépendants qui divergent vers +∞ sont placés dans le 

membre gauche de l’équation, ce qui divergent vers -∞ sont placés dans le membre droit avec la cible c à laquelle nous 

incorporons les éventuelles constantes. L’équation des volumes ne nous intéresse pas pour l’instant ici, mais les proportions 

(qui ont également un sens absolu après normalisation) entre nombres de solutions lorsque les cibles c varient.   

   

Le comportement « macroscopique » de l’équation diophantine, est imposé à une séquence donnée, par le degré de 

convergence. Le comportement effectif de l’équation diophantine se confond avec le comportement macroscopique pour 

chaque variable de nombres premiers (car le degré de convergence est le degré de stabilité). Une correction finie (non 

forcément convergente pour la cible 0 ou une autre cible unique) est nécessaire en présence de variables de nombres 

entiers. La correction de la cible 0 (ou une autre cible unique) est obtenue par passage à la limite (degré de stabilité infini 

pour cette cible). Les variables de nombres premiers l’emportent sur les variables de nombres entiers dans le sens où la 

présence d’une seule de ces variables dans l’équation diophantine ramène le degré de stabilité au degré de convergence.     

 

Il « suffit » ensuite de calculer le facteur d’abondance normalisé des cibles choisies et d’effectuer les produits d’Euler.  

D’où le procédé que nous proposons ci-dessous.  

 

16. Stratégie de recherche des facteurs d’abondance 
 

La bonne pratique pour la détermination des facteurs d’abondance résulte des règles précédentes : 

 

- remplacer symboliquement dans l’équation diophantine les variables de nombres entiers par des variables de 

nombres premiers 

- déterminer le degré de convergence de l’équation diophantine pour chaque séquence : il est égal à 1 pour 

l’ensemble des séquences sauf un nombre fini d’entre elles (incluant souvent p =2)  

- identifier les classes (modulo p) de séquences associées à telles cibles (fonction des primitives par c = g
i
.g

u.d
 mod 

p) ayant expressions analogues pour les facteurs d’abondance    

- revenir aux variables initiales 

- déterminer explicitement (si possible) les règles (conjecturales ou par preuves) gouvernant les facteurs 

d’abondance modulo p
δ
 des classes de séquences trouvées précédemment en identifiant d’éventuels sous cas 

générés par le passage aux variables de nombres entiers 

- traiter le cas particulier de la cible 0 (ou une autre cible unique) 

- effectuer le produit d’Euler pour la cible choisie (détermination approchée ou formule suivant le cas)  

 

Le point essentiel dans cette stratégie est la substitution initiale des variables d’entiers par des variables de nombres 

premiers qui permet « en gros » si une cible à un nombre de solutions de type a.V’(c) ou 0(a).V’(c)  .   

 

Signalons, même si le but n’est pas ici la résolution de cas non asymptotiques,  que poser un problème du type théorème de 

Fermat (x
n
+y

n
 = 0+z

n
) est difficile d’emblée, car la cible c est égale alors à 0, valeur qui implique un traitement et un 

comportement particulier, suivant l’étude faite à l’exercice 5, traitement qui n’a de réponse qu’en construisant une matrice 

de taille infinie.  
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17. Matrices d’environnement 
 

17.1. Généralités 

 

Le complément en matière de bonne pratique pour le calcul des facteurs d’abondance est le recours aux matrices cardinales. 

 

A une séquence p donnée, à chaque groupe indépendant correspond à une matrice cardinale dont la taille est réglée par le 

degré de stabilité δs de ce groupe. Cette matrice est semblable à une matrice trace par l’intermédiaire d’une matrice intra-

unitaire [P] appelée matrice de l’environnement (p,δs) commune à une séquence et à un degré de stabilité donnés. Pour 

l’expression diophantine globale, en dupliquant (ou en contractant), autant de fois que nécessaire, le spectre des valeurs 

propres correspondant à chaque groupement indépendant, dans le cadre d’un environnement commun, nous formons 

l’opérateur [P].∏[σ].[P
-1

], les produits [P
-1

].[P] s’annihilant entre les matrices traces. Nous utilisons ici σ au lieu de λ ou μ 

car un groupe indépendant peut contenir à la fois des variables de nombres entiers et des variables de nombres premiers.    

 

Les matrices d’environnement [P] découlent de l’étude faite en exercice (5) p 71 et se concrétise à l’exercice (6) p 126 dans 

un cas particulier (p ne divise pas n). Seules sont alors à trouver les valeurs propres. Les valeurs propres obéissent à un 

schéma ne nécessitant que la recherche de cm valeurs qui dépendent du cas par cas : 

 

p
δ
, p

δ-1
[σ1], p

δ-1
[σ2], …, p

δ-1
[σcm], p

δ-2
[σ1], p

δ-2
[σ2], …, p

δ-2
[σcm]… 

 

La configuration de la matrice d’un groupe indépendant s’apparente à la configuration des matrices de x
cm

 obtenu à 

l’exercice (6). Les matrices sont construites à partir du bas à droite. Les blocs trace de n° 1 mod n (à partir du bas) se 

déduisent du bloc trace initial à la même position. Les blocs trace de n° ≠ 1 mod n sont égaux sur n-1 blocs avec des 

composantes à déterminer. Les blocs au-dessus des blocs trace se traitent verticalement et sont égaux. Les blocs de n° 1 

mod n s’appuient sur les valeurs issues de la matrice δ = 1 en position identique avec un facteur p
k
 adapté. Les blocs trace ≠ 

1 mod n sont à déterminer. Les blocs au-dessous des blocs trace se traitent horizontalement.  Les blocs de n° 1 mod n 

s’appuient sur les valeurs issues de la matrice δ = 1 en position identique avec un facteur ((p-1)/n).p
k
 adapté à nouveau. Les 

blocs trace ≠ 1 mod n sont à déterminer mais semblent s’appuyer sur le bloc en haut à gauche de la matrice δ = 1. Il faudra 

toujours vérifier en fin de construction que la somme de chaque ligne est p
δ
 pour une matrice à variables de nombres 

entiers, (p-1)
δ
 pour une matrice à variables de nombres premiers ou une combinaison des deux en cas de variables de deux 

genres. 

  

17.2. Caractérisation de la matrice d’environnement 

 

Pour démontrer l’existence d’une matrice commune d’environnement, le plus simple est de la caractériser complètement. 

En effet, revenons à la méthode développée à partir de la relation (29) de l’exercice 5 où le lecteur pourra se reporter pour 

plus de détails. En toute généralité, la matrice cardinale [C] d’un groupe indépendant, à k variables de nombres entiers et m 

variables de nombres premiers, répond à l’équation : 

 

card’(i) =  ∑ #(i-j).card(j)                                                                          (13)         

 j = 0 à n-1 = p
δ
.(p-1)-1  

 

Ici #(i-j) sont les composantes en (i,j) de la matrice cardinale.  

Lorsque plusieurs groupes indépendants sont en présence, le raisonnement est étendu au plus petit commun multiple de n i 

en présence, soit n = ppcm(ni).  

Sous cette forme « non contractée », la matrice cardinale est une matrice circulaire droite :  

 

 c0 cn … c1  

[C] = [C(c0,c1, …, cn-1)] = 
c1 c0 … c2            (14) 
… … … … 

 cn c3 … c0  

de déterminant : 

 n-1 n-1  

Dét([C]) =  ∏  ∑ ct.e
-2πi.t.v/n

                       (15)  

 v = 0 t = 0  

 

de valeurs propres, en posant [CIt] = [C(c0 = 0, …, ct-1 = 0, ct = 1, ct+1 = 0, …, cn-1 = 0)], les composantes de la matrice 

trace (v = 0 à n-1) : 

∑ct.[e
-2πi.t.v/n

]             (16) 

 

et de matrice des vecteurs propres de [C], la matrice du groupe spécial unitaire complexe de dimension n (SUn()) : 

 



 

P 314/394  Facteurs d’abondance généraux  

 1 1 1 ... 1  

 1 (e
2πi/n

)
.1

 (e
2πi/n

)
.1.2

 ... (e
2πi/n

)
.1.(n-1)

  

[P] = (1/n
1/2

). 1 (e
2πi/n

)
.2

 (e
2πi/n

)
.2.2

 ... (e
2πi/n

)
.2.(n-1)

          (17) 

 ... ... ... ... ...  

 1 (e
2πi/n

)
.(n-1)

 (e
2πi/n

)
.(n-1).2

 ... (e
2πi/n

)
.(n-1).(n-1)

  

 

Cette matrice ou une matrice équivalente peut être utilisée comme matrice de passage commune. Le regroupement des 

cibles à cardinaux identiques, le tri des #(p
k
.g

i
.g

u.cm
) suivant i croissant, k décroissant (ou un autre ordre) entraîne le 

réarrangement de cette matrice et de son inverse exactement de la même façon (pour un ordre donné) pour un 

environnement cm donné. D’où le résultat. 

 

17.3. Singularités et résultants 

 

L’étude de l’équation quadratique u.x
2
+v.x.y+w.y

2
 montre l’existence de conditions relatives aux coefficients des variables 

et au discriminant de l’expression donnant des domaines où les facteurs d’abondance ont mêmes formules littérales (mêmes 

fonctions littérales du paramètre séquence).  

Lorsque l’équation se complique (degrés 3 et supérieurs), nous pouvons nous attendre à de plus nombreuses situations où 

coefficients et discriminants jouent un rôle déterminant. Pour l’équation  

 

a.x
3
+b.x

2
.y+c.x.y

2
+d.y

3
, 

 

par exemple, en utilisant la matrice de Sylvester et la méthode des résultants, nous déterminons d’abord son 

discriminant par rapport à la variable x : 
 

 a b.y c.y
2
 d.y

3
 0 

 0 a b.y c.y
2
 d.y

3
 

Disc(x) = dét 3a 2b.y c.y
2
 0 0 

 0 3a 2b.y c.y
2
 0 

 0 0 3a 2b.y c.y
2
 

Soit : 

Disc(x) = a.y
6
.(9a.d(3a.d-2b.c)+b

2
.(4b.d-c

2
 )+4a.c

3
) 

 

Nous en déduisons immédiatement le discriminant par rapport à la variable y : 

 

Disc(y) = a.x
6
.(9a.d(3a.d-2b.c)+c

2
.(4a.c-b

2
 )+4b

3
.d) 

 

En posant Δ1 = 9a.d(3a.d-2b.c)+b
2
.(4b.d-c

2
 )+4a.c

3
 et Δ2 = 9a.d(3a.d-2b.c)+c

2
.(4a.c-b

2
 )+4b

3
.d, ainsi que les définitions de 

deux ensembles T(p) et NT(p)  

c c T(p)   x entier \ c = x
3
 mod p, 

c c NT(p)   x entier \ c ≠ x
3
 mod p, 

 

les domaines à prendre en compte modulo p s’appuient alors, au moins, sur les frontières suivantes :  
 

Frontières Autres cas 

a = 0 mod p a c T(p) a ≠ 0 mod p a c NT(p) 
b = 0 mod p b c T(p) b ≠ 0 mod p b c NT(p) 

c = 0 mod p c c T(p) c ≠ 0 mod p c c NT(p) 

d = 0 mod p d c T(p) d ≠ 0 mod p d c NT(p) 
x = 0 mod p x c T(p) x ≠ 0 mod p x c NT(p) 
y = 0 mod p y c T(p) y ≠ 0 mod p y c NT(p) 

Δ1 = 0 mod p Δ1 c T(p) Δ1 ≠ 0 mod p Δ1 c NT(p) 

Δ2 = 0 mod p Δ2 c T(p) Δ2 ≠ 0 mod p Δ2 c NT(p) 
 

L’exemple quadratique montre le rôle de certaines combinaisons de réunions et d’intersections de ces frontières. Les 

nombreuses conditions que nous pouvons anticiper à partir de cet exemple montre toute la difficulté d’une étude exhaustive 

à des degrés supérieurs à 2. Lorsque le nombre de variables imbriquées passe à n, nous sommes appelés à évaluer n 

dérivées partielles (une par variable) et donc autant de frontières résultant des discriminants Δi (rien de plus ne garantit que 

les formules de l’un à l’autre des cas Δi c T(p) restent homogènes), auxquelles s’ajoutent les conditions de nullité sur les 

coefficients de l’équation diophantine paramétrique étudiée (m frontières supplémentaires pour m coefficients 

paramétriques) et les conditions de nullité des variables (n frontières pour n variables). 
 

Notons que les frontières sont sources d’ambiguïté pour les cibles. La cible 0, bien que n’intervenant pas dans la discussion 

précédente, peut constituer également une frontière. 
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 EXERCICE 12 : SCHEMA EQUITABLE ET SCHEMA D’INTERDICTION 

 

Nous recherchons les critères renforçant (ou non) la richesse de production en nombres premiers d’une expression suivant 

la cible choisie. Nous nous limitons à l’approche modulo p des facteurs d’abondance.     

 

1. Schéma équitable 
 

Une expression R(…) = c d’une (ou plusieurs) variables de nombres entiers (ou de nombres premiers) sera dite équitable si 

les facteurs d’abondance de R sont égaux pour toute cible c. Ceci signifie que fan(c) = 1 pour tout c.  

 

D’après l’exercice 3, il est aisé de déduire qu’un monôme x
n
 sera équitable s’il donne un système complet de résidus à 

toutes les séquences pi. C’est le cas si d = (n,pi-1) = 1 pour tout pi, et donc si et seulement si n = 1. Ainsi P(x) = x est le seul 

monôme équitable (ax, a entier > 1, ne l’est pas). Pour un polynôme, un certain bon sens s’impose pour l’admettre 

également. 

 

Ainsi, le comportement équitable au sens strict n’a pas d’intérêt. Aussi faut-il parler plutôt de schéma équitable pour 

traduire une tendance à la production de facteur d’abondance systématiquement proche de 1.  

 

1.1. Séquence équitable 

 

Nous pouvons définir cette séquence comme le nombre premier pi jusqu’à lequel un polynôme est équitable :  

 

fae(c,pj) = fae(c-1,pj) = 1, pj = 2 à pi, c = 1 à pj 

 

Tout polynôme dont la somme des coefficients est impaire induit un schéma équitable à la séquence pi = 2. 

 

1.2. Polynômes à schéma équitable  

 

Soit P(x) = x² = c mod pi. La théorie des résidus quadratiques nous apprend,  qu’à l’exception de la séquence pi = 2 pour 

lequel un seul résidu non nul est à considérer (à savoir 1), nous ne pouvons obtenir de système complet de résidus. Ainsi le 

polynôme n² est équitable à la séquence 2 et uniquement pour cette séquence. Ce résultat est le même pour n = 2
i
, i un 

entier. 

D’après l’exercice 3, nous savons que si (n,pi-1) = 1 alors x
n
 admet un système complet de résidus.  

Effectuons la décomposition en facteurs premiers de n et soit m le plus petit facteur de n (n = Пmi
j
, m = min(mi)). Alors la 

séquence équitable de x
n
 est portée au moins à la séquence pi = m.   

Ainsi, par exemple, les monômes P(x) = x
n
 sont de plus en plus équitables pour des n nombres premiers croissants. Nous 

verrons ce point à travers les histogrammes présentés plus loin.  

 

2. Schéma d’interdiction 
 

Une expression induit un schéma d’interdiction pour la cible c, si pour une séquence p i donné, une partie des cibles connaît 

un facteur d’abondance nul : 

fae(c,pi) = 0 

Alors fan(c) = 0.  

 

2.1. Séquence d’interdiction 

 

Nous pouvons définir cette séquence comme le nombre premier pi pour lequel il existe une cible c (qui sera inférieure à pi) 

telle que fae(c,pi) = 0 

 

Intérêt de la notion  

 

L’absence de certaines cibles modulo pi augmente l’abondance des autres cibles modulo pi. Le jeu est de chercher à 

interdire le plus grand nombre possible de cibles. La notion de séquence est importante car plus l’interdiction intervient tôt, 

plus grand sera la proportion des interdictions et donc l’efficacité de l’interdiction. Notons que tout polynôme dont la 

somme des coefficients est paire induit un schéma d'interdiction dès la séquence pi = 2. 

 

2.2. Polynômes à schéma d’interdiction  

 

Nous nous intéressons ici à la génération de nombres premiers par un polynôme. Nous écrivons ainsi P(n)+c = p, n variable 

d’entiers et p variable de nombres premiers. Nous cherchons une expression de P(n) induisant une interdiction. Choisissons 

P(n) sous la forme P(n) = 2.3…pi.Q(n), Q(n) un polynôme unitaire quelconque. Alors P(n) = 0 mod pj pour pj = 2 à pi. Le 

tableau bidimensionnel construit à partir de P(n) (alors égal à 0) et -p donnant les cibles à séquence pj comprend alors les 

cibles 1 à pj apparaissant exactement 1 fois à la séquence pj, ce qui signifie l’interdiction de la cible 0 de la séquence 2 à la 
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séquence pi, et par conséquence, de toutes les cibles 0 mod pj pour pj = 2 à pi. Des variantes peuvent être proposées. Les lois 

de congruence intrinsèques à la méthode entraînent une interdiction de la cible c multiple de pk à partir de la séquence pk 

pour tout monôme P(n) = p1.p2…pk…pz.Q(n) le produit p1.p2…pk…pz pouvant contenir pk plusieurs fois. Ainsi le polynôme 

P(n) = 3
2
.11

4
.n

3
 « interdit » les cibles 0 (mod 3) et 0 (mod 11) à partir des séquences 3 et 11 respectivement.  

 

Une autre alternative est une recherche sur les coefficients d’un polynôme unitaire (coefficient dominant égal à 1). Un 

système d’équations modulo 2 à modulo pi est alors à résoudre. Il n’y a pas de limite à ce processus d’enrichissement sauf 

le nombre de coefficients polynomiaux nécessaires à satisfaire toutes les équations posées. Ceci a une répercussion 

immédiate sur le degré du polynôme qui implique, même si la richesse relative à d’autres polynômes de même degré 

choisis au hasard est grande, un nombre faible de solutions effectives dû au degré atteint par le polynôme (l’ordre de 

grandeur du dénombrement est n
(1/d)

/ln(n), d degré dominant du polynôme) que nous avons construit. L’intérêt de la 

méthode réside éventuellement dans la recherche de nombres premiers de très grandes tailles. A titre d’exemple, pour un 

polynôme de la forme P(n) = n
3
+bn²+cn, nous obtenons les interdictions 0 mod 2 et 0 mod 3 pour b+c = 1 mod 2, b = 0 

mod 3 et c = -1 mod 3. L’interdiction 0 mod 5, simultanément avec les interdictions précédentes, ne peut être obtenue. Pour 

un polynôme de la forme P(n) = n
4
+bn

3
+cn²+dn, nous avons les interdictions 0 mod 2 et 0 mod 3 pour b+c+d = 1 mod 2, 

b+d = 0 mod 3 et c = -1 mod 3. L’interdiction 0 mod 5, simultanément avec les précédentes, est également impossible. Au 

degré 5, il est possible de concilier l’interdiction simultanée de 0 mod 2, 0 mod 3 et 0 mod 5, mais pas 0 mod 7. 

 

3. Histogrammes de densité de répartition  
 

L’histogramme des facteurs d’abondance normalisés révèle clairement la nature de la répartition des solutions diophantines  

en nombres premiers d’un polynôme : polynôme à schéma d’interdiction marqué ou schéma équitable. 

À la séquence pi, nous pouvons obtenir exactement cette distribution en effectuant le calcul jusqu’à cette séquence de 

2.3…pi  cibles consécutives. Le nombre de cibles à prendre en compte atteint rapidement des millions (510510 pour p i=17 

et 9699690 pour pi=19). Il est donc hors de question de faire une étude globale. Nous supposons simplement  le caractère 

aléatoire du comportement. Nous nous appuyons alors sur la théorie des probabilités. Il suffit en général d’un petit 

échantillon, pris aléatoirement, pour représenter correctement une population.  

Les tableaux qui suivent donnent les résultats pour plusieurs types de polynômes.  L’échantillonnage comprend 400 

épreuves du produit des facteurs d’abondance normalisés à la séquence pi = 167 de cibles comprises entre –1000000 et 

1000000. (Lire n
7
 pour n7, etc. dans le second graphique)  
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4. Séquences intégrales et polynômes prolifiques en nombres premiers 
 

4.1. Séquence intégrale  

 

Dans le cas simple examiné ici de c = p-P(n), la valeur maximale du nombre d’occurrences de la cible c à la séquence pi est 

pi. Si pour une valeur c donnée, ces occurrences sont maximales systématiquement jusqu’à un certain séquence pi inclus, 

appelé séquence intégrale, il est clair que le nombre de solutions théoriques associées à cette valeur cible c est renforcé. 
 

Il est possible de trouver, par un simple programme informatique, en dénombrant le résultat c de deux boucles de calcul, les 

séquences intégrales correspondant à des valeurs c dans un intervalle d’entiers : 

  

For n = 0 to pi-1 

For p = 1 to pi-1 

c =  p-P(n) 

Next p 

Next n 

 

Sur la base des congruences modulo, nous pouvons déduire une infinité d’autres cibles c de séquence intégrale pi au moins, 

à savoir c (mod 2.3…pi). 

 

4.2. Polynômes prolifiques en nombres premiers 

 

Nous avons retrouvé ainsi les polynômes de R. Ruby et G. Fung, qui sont prolifiques sous d’autres rapports (voir 

paragraphe suivant). Ces polynômes offrent des séquences intégrales importants. Cependant, les considérations sur les 

schémas d’interdiction, nous ont permis de trouver des polynômes à séquences intégrales très supérieures, dont seule la 

capacité de gestion des nombres entiers de l’outil informatique a porté un terme (voir ci-dessous).  

Par ailleurs, nous attirons l’attention sur l’article [4] de François Dress et Michel Olivier. Il fait référence à la conjecture de 

Schinzel, dont la conjecture des nombres premiers jumeaux est le cas le plus simple, qui s’énonce ainsi : s’il n’existe aucun 

nombre premier qui, pour tout m, divise au moins l’un des entiers P(m), P(m+1), …, P(m+n-1) alors il existe une infinité de 

m tels que P(m), P(m+1), …, P(m+n-1) soient tous premiers. Dans cet article le diviseur premier périodique (dpp) est tout 

nombre premier p qui, pour tout m, divise au moins l’un des entiers P(m), P(m+1), …, P(m+p-1). Or, nous observons que 

la séquence intégrale de P (de valeur pi) coïncide avec la valeur p = pi+1 (la séquence intégrale précède le dpp dans l’ordre 

croissant des nombres premiers). 

 

4.3. Polynômes à suites de nombres premiers 

 

Ces polynômes sont intuitivement liés aux polynômes prolifiques. 

L’article de François Dress et Michel Olivier, déjà cité, donne deux modèles heuristiques probabilistes permettant de 

trouver de tels polynômes. Le lecteur y trouvera des exemples très riches tels que : 

 

n² - n + 41 n = 0 à 40 polynôme d’Euler 

36 n² - 810n + 2753 n = 0 à 43 polynôme de R. Ruby 

47 n² - 1701n + 10181 n = 0 à 42 polynôme de G. Fung 

103 n² - 3945n +34381 n = 0 à 42 polynôme de R. Ruby 
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Le compte des records se fait sur la base des nombres premiers de valeurs absolues différentes. Ainsi, le polynôme n² - 79n 

+ 1601 dont le résultat est premier pour n = 0 à 79 a même « statut » que le polynôme d’Euler n²-n+41 donnant des 

premiers pour n = 0 à 40. La transformation n en –n+40 permet de passer de l’un à l’autre : (-n+40)²-(-n+40)+41 = n²-

79n+1601. Les polynômes intermédiaires se trouvent aisément. 
 

Evaluation de séquence intégrale de quelques polynômes 

 

P(n) = 103n²-3945n+c P(n) = 47n²-1701n+c P(n) = 36n²-810n+c P(n) = n²-79n+c 

c pi  c pi  c pi  c pi 

245449 71  -947839 43  -984667 71  -499669 61 

   -893839 43       

-421151 61  -887287 43  -496673 61  -247879 59 

-340589 61  -872467 43  327623 61  -51949 59 

975691 61  -832477 43     602597 59 

   -832087 43  -664507 59    

-283091 59  -759859 43  -244883 59  -347953 53 

-203531 59  -706939 43  -48953 59  -210439 53 

338089 59  -681517 43  386447 59  -168373 53 

   -646489 43  605593 59    

-938669 53  -563509 43  906953 59  -865993 47 

34381 53 (R. Ruby) -557197 43     -845989 47 

576391 53  -531127 43  -481093 53  -585583 47 

   -513559 43  -394567 53  -431029 47 

-686879 47  -508447 43  -344957 53  -413683 47 

-373181 47  -435187 43  -327163 53  -320329 47 

-297119 47  -370147 43  -207443 53  -88513 47 

-133409 47  -339649 43  -165377 53  335051 47 

23671 47  -325459 43  2753 53 (R. Ruby)   

388711 47  -282307 43  57767 53  -962593 43 

846049 47  -242467 43  111953 53  -841069 43 

971821 47  -189289 43  127697 53  -820843 43 

   -171217 43  425057 53  -518233 43 

-965339 43  -80929 43     -453913 43 

-918509 43  -21067 43  -862997 47  -339883 43 

-881381 43  4331 43  -859213 47  -256603 43 

-548741 43  10181 43 (G. Fung) -842993 47  -243283 43 

-389549 43  50273 43  -692353 47  -151279 43 

-294179 43  177131 43  -612763 47  -127843 43 

-197819 43  187193 43  -582587 47  -97003 43 

-193301 43  215003 43  -428033 47  -41179 43 

-53381 43  356243 43  -410687 47  20981 43 

138709 43  449741 43  -317333 47  29501 43 

193309 43  509123 43  -85517 47  74051 43 

211249 43  602831 43  150827 47  515597 43 

248371 43  659273 43  338047 47  555557 43 

274471 43  667721 43  467693 47  637367 43 

281929 43  679451 43  735173 47  687227 43 

335059 43  715613 43     845057 43 

385291 43  768353 43     851261 43 

416431 43  881471 43       

472861 43  935861 43     -998323 41 

676999 43        -961693 41 

680509 43        -616159 41 

711691 43        -442999 41 

804511 43        -300613 41 

840031 43        -272563 41 

876859 43        … 41 

903421 43        713981 41 

         873017 41 

         917591 41 

         996467 41 

           

         1601 37 

         etc. 37 

 

4.4. Records 

 

Il peut être « amusant » d’établir des records de séquences intégrales. Quelques recherches nous ont permis de trouver les 

suivants parmi lesquels un cas à pi = 283 (dans [4] dont le propos est un peu différent du nôtre, la plus grande séquence 

intégrale correspond à pi = 139 pour le polynôme x²+x-12276955783)  : 
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3 710 369 067 405(x
d
-x

d/2
)+c 

c pi d 
   

-12 250 397 271 8 

-12 250 397 71 4 

-12 250 397 71 2 
   

-11 755 519 281 8 

-11 755 519 97 4 

-11 755 519 41 2 
   

1 922 153 263 16 

1 922 153 229 8 

1 922 153 151 4 

1 922 153 59 2 
   

1 998 181 283 32 

1 998 181 239 16 

1 998 181 37 8 

1 998 181 37 2 
   

3 303 809 281 16 

3 303 809 71 4 

3 303 809 67 2 

 

Les séquences intégrales de 3 710 369 067 405 (x
d
-x

d/2
)+c sont inchangées pour des exposants d supérieurs à ceux du 

tableau (nous avons vérifié jusqu’à d = 16384).  

 

Nota 

Ceci ne signifie pas que la richesse des nombres premiers dans les cas précédents est significativement plus grande que par 

exemple dans le polynôme x²+x-12276955783. En effet, lorsque la séquence p augmente, son effet discriminant sur le 

facteur d’abondance devient de plus en plus ténu.  

 

Nota 

3 710 369 067 405 = 3.5.7.11.13.17.19.23.29.31.37 
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 EXERCICE 13 : MONOTONIE LOGARITHMIQUE 

 

Nos précédents exercices nous ont permis d’étudier largement la loi arithmétique donnant les proportions asymptotiques de 

différentes cibles. Nous nous intéressons désormais à la loi géométrique d’évaluation du volume. 

 

1. Intégration 
 

Il s’agit ici de montrer une propriété de la fonction logarithmique sous une intégrale. Cette propriété, remarquable par elle-

même, est essentielle pour les évaluations asymptotiques que nous sommes amenées à faire. 

Nous procédons d’abord à un développement par parties entières d’intégrales indéfinies (u = t, v = Ln
n
(t), u’ = 1, v’ = 

n.Ln
n-1

(t)/t) : 

∫ Ln
n
(t)dt  = [t. Ln

n
(t)] -  n.∫ Ln

(n-1)
(t)dt    

 

Cette expression permet d’écrire la suite d’égalités : 

 

∫ Ln
n
(t)dt  = [t.Ln

n
(t)] -  n.∫ Ln

(n-1)
(t)dt    

 

∫ Ln
n-1

(t)dt  = [t.Ln
(n-1)

(t)] -  (n-1).∫ Ln
(n-2)

(t)dt    
 

              ∫ Ln
n-2

(t)dt  = [t.Ln
(n-2)

(t)] -  (n-2).∫ Ln
(n-3)

(t) dt              etc.    
 

Par éliminations successives entre le dernier terme des expressions et le premier terme de l’expression suivante multiplié 

par le facteur adéquat, il vient : 
                     

∫  Ln
n
(t)dt  = [t.Ln

n
(t)] (1-   n  

Ln(t) 
 

 

+ 
 n(n-1)  

Ln
2
(t) 

 

 

- 
n(n-1)(n-2)  

     Ln
3
(t) 

 

 

... ) 

               

Si n est nul, l’expression ne comprend pas de logarithmes et ne nous intéresse pas ici. Si n est entier positif, le 

développement admet un nombre fini de termes, sinon la suite de termes est infinie. Dans ces deux cas cependant : 

 

∫  Ln
n
(t)dt  = [t.Ln

n
(t)] (1+o(1)) 

 

Utilisant le résultat précédent, intégrons par rapport à des bornes définies, en faisant tendre la borne supérieure vers l’infini, 

nous obtenons les deux expressions : 
 

    c   

 lim ∫    Ln
n
(t)dt =  lim 

 

c.Ln
n
(c)         (1) 

 c → +∞        c → +∞       
   c0   

 

   c       

 ∫   Ln
n
(t)dt      

 lim    c0 
 

= 
 lim   c.Ln

n
(c) 

 

= 2           (2) 
 c → +∞         c/2  c → +∞  (c/2).Ln

n
(c/2) 

 ∫   Ln
n
(t)dt       

   c0     

 

La deuxième intégrale prouve que quand c tend vers l’infini, la surface sous la courbe de la fonction Ln
n
(t) est quasi-

identique de l’origine (c0 > 2) à c/2 et de c/2 à c. Les seules fonctions continues monotones ayant même intégrale de 0 à c/2 

et de c/2 à c sont les constantes. La fonction logarithme népérien étant monotone (quel que soit le signe de n), cela signifie 

que cette fonction a, sous une intégrale, le comportement d’une constante. Or une constante peut être extraite de l’intégrale. 

La valeur de cette constante est donnée par (1) après division sur la longueur d’intégration (soit c). Cette constante est 

donc :  

Ln
n
(c)        (3) 

 

C’est là un résultat remarquable qui entraîne des facilités de calculs tout à fait exceptionnelles. Son utilisation est justifiée 

avec la fonction logarithmique sous une intégrale aussi bien en numérateur qu’en dénominateur. La forme en dénominateur 

est celle qui nous intéresse en général. Si plusieurs logarithmes de variables indépendantes se présentent dans une intégrale 

multiple, ils seront traités l’un après l’autre suivant la borne supérieure (ou plus exactement la borne que nous faisons 

tendre vers l’infini qui dans certains exercices est la borne inférieure).  

 

Pour étayer notre énoncé, nous procédons au développement d’une expression plus générale du problème.  
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Nous procédons au développement par parties entières d’intégrales indéfinies (u = F(t) où F est la primitive de la fonction f, 

une fonction intégrable (en général un polynôme), v = Ln
n
(t), u’ = f(t), v’ = n.Ln

n-1
(t)/t ) :  

 

∫ f(t).Ln
n
(t)dt  = [F(t).Ln

n
(t)] -  n.∫ f(t)Ln

(n-1)
(t)dt    

 

Cette expression permet d’écrire la suite d’égalités : 

 

∫ f(t).Ln
n-1

(t)dt  = [F(t).Ln
n-1

(t)] -  (n-1).∫ f(t)Ln
(n-1)

(t)dt    
 

∫ f(t).Ln
n-2

(t)dt  = [F(t).Ln
n-2

(t)] - (n-2).∫ f(t)Ln
(n-2)

(t)dt          etc.    
 

Par éliminations successives entre le dernier terme des expressions et le premier terme des expressions suivantes multiplié 

par le facteur adéquat, il vient : 
                     

∫ f(t).Ln
n
(t)dt  = [F(t).Ln

n
(t)] (1-   n  

Ln(t) 
 

 

+ 
 n(n-1)  

Ln
2
(t) 

 

 

- 
n(n-1)(n-2)  

     Ln
3
(t) 

 

 

... ) 

               

Si n est nul, l’expression ne comprend pas de logarithmes et ne nous intéresse pas ici. Si n est un entier positif, le 

développement admet un nombre fini ou infini de termes suivant l’expression f(t). Dans ces deux cas cependant : 

 

∫  f(t).Ln
n
(t)dt  = [F(t).Ln

n
(t)] (1+o(1)) 

Soit : 
   c 

∫  f(t).Ln
n
(t)dt  = [F(t).Ln

n
(t)]

t=c
.(1+o(1))            (4) 

 

Passant à la limite, nous obtenons en faisant tendre c vers l’infini : 

 

    c     

 lim ∫  f(t).Ln
n
(t)dt =  lim 

 

Ln
n
(c) .  lim 

 

F(c)            (5) 
 c → +∞        c → +∞         c → +∞        

Ainsi : 
    c       c 

 lim ∫  f(t).Ln
n
(t)dt =  lim 

 

Ln
n
(c)  lim ∫  f(t)dt            (6) 

 c → +∞        c → +∞         c → +∞        

 

Cette expression montre à nouveau que le logarithme, élevé à la puissance, peut être extrait de l’intégrale en prenant valeur 

de la borne supérieure divergente de cette intégrale.   

 

Dans l’utilisation concrète du résultat précédemment, il ne doit pas y avoir de points singuliers ni pour f(t), ni pour ln(t) 

dans l’intervalle d’intégration. En particulier, le remplacement de la borne indéfinie par une borne définie c0 ne doit pas 

entraîner une divergence (d’où c0 = 2 en général). 

 

Note restrictive : 
 

Le passage de la relation (4) à la relation (5) suppose que la limite d’un produit est le produit des limites ce qui n’est pas 

acquis, il nous semble, dans le cas général ! 

Cependant, les approches numériques confirment systématiquement cette liberté.  

 

2. Dérivation 
 

Nous pouvons porter le même raisonnement en dérivation.  

Nous avons : 

(f(t).Ln
n
(t))’ 

 = 1+(  
n.f(t) 

)       (7) 
 

f’(t).Ln
n
(t) (t.f’(t)).Ln(t)  

 

Si f(t) est une expression polynomiale, lorsque t tend vers l’infini, f(t)/t/f’(t) tend vers un constante et les membres de cette 

équation tendent vers 1. Ainsi, le logarithme peut être extrait de la dérivée comme dans le cas précédent.  
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 EXERCICE 14 : MONOTONIE POLYNOMIALE 

 

Nous avons utilisé assez librement les fonctions réciproques dans les pages d’introduction de notre article. Nous profitons 

de cet exercice pour expliciter les difficultés liées à une éventuelle non-monotonie du polynôme étudié et le contournement 

de ces difficultés. 

 

Considérons d’abord P un polynôme monotone croissant sur le domaine étudié, et les axes (x, y) placé de telle manière que 

P(x) passe par l’origine (par exemple P(x) = a.x
n
: a > 0, a nombre entier positif et P

-1
(x) = (x/a)

1/n
). Graphiquement, nous 

obtenons P
-1

 à partir de P par simple permutation des axes : 

 

 

    y                                                           Y = x                  P
-1

(x) 

 

                              P(x) 

 

 

 

                                              x                                                  X = y 

 

Intuitivement, le nombre d’entiers (ou de nombres premiers) intercepté par P(x) sur l’axe y est en rapport inverse avec la 

pente de la courbe. Plus la pente est faible, plus grandes seront les chances d’interception et inversement. Or la pente de P
-

1
(x) est l’inverse de la pente de P(x). Le lecteur se reportera à l’exercice 19 pour un éclairage mathématique sur la question, 

mais pour l’instant, l’argument nous suffit à notre propos. D’où le rapport de proportion : 

 

#{n (ou p) / P(n) = c} ≈ k.P
-1

(c) 

 

Si P est décroissant, alors la situation se présente sous la forme : 

 

    y                                                           Y = x                  P
-1

(x)                             Y = x 

 

 

 

                              P(x) 

 

 
 

 

                                              x                                                                  X = y                                                       X = -y 

                   Fig 1                                                       Fig 2                                                            Fig3 

 

Quand x croit (Fig 1) le nombre d’entiers (ou de nombres premiers) intercepté sur l’axe y croit, et P(x) décroît. La courbe P
-

1
 est ainsi décrit suivant X décroissant (Fig 2). La croissance (à décompte identique) peut être rétablie par l’utilisation de 

l’image dans un miroir de la figure 2, soit la figure 3. Cette méthode est particulièrement utile pour des courbures plus 

accidentées, dont voici un exemple : 

 

 

    y                                                           Y = x                P
-1

(x)                             Y = x 

 

 

                              P(x) 

 

 

 

 

                                              x                                                  X = y                                                                      X = « y »                                          

 

Le « jeu » consiste ainsi au niveau des points de rebroussement d’utiliser le courbe miroir de la courbe P
-1

 obtenue par 

permutation des axes. Ces points de rebroussement se situent en P’(x) = 0 et P’’(x) < 0. La forme initiale est reprise (pas 

d’effet miroir) en P’(x) = 0 et P’’(x) > 0. 
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 EXERCICE 15 : ECARTS ENTRE NOMBRES 

 

1. Thermodynamique des nombres entiers 
 

Nous offrons ce paragraphe à titre de récréation pour le lecteur. 

Considérons la collection de l’ensemble des nombres premiers et une loi de composition (.) appelée multiplication. 

Appelons Sk(p) l’entropie de p et posons : 

Sk(p) = k.Ln(p) 

Alors pour n = ∏ p
i
, nous avons : 

Sk(n) = k.∑iLn(p) = ∑ i.Sk(p) 

soit encore 

Sk(n) - ∑ i.Sk(p) = 0 

 

Les nombres entiers sont générés par les nombres premiers grâce à la loi de composition (.) avec une différence d’entropie 

nulle, c’est à dire sans accroissement de désordre. 

 

Nous pouvons exprimer cela sous la forme (les facteurs multiples sont décomposés en autant de facteurs qui contribuent de 

façon équivalente) : 

 

Proposition : Un nombre est équivalent à la somme des désordres de ces facteurs. 

 

Il n’y a évidemment pas d’augmentation d’entropie par multiplication par l’élément neutre :  

 

Sk(1) = k.Ln(1) = 0 

 

Les nombres premiers sont les formes les plus primitives des nombres. Si nous considérons le processus de « création » des 

nombres premiers, l’approche, à la fois simple et satisfaisante, est la suivante (le lecteur se reportera pour cette relation à la 

suite de l’exposé) :  

pi+1  pi + k.ln(pi) et k = 1 

 

La constante de Boltzmann vaut ici 1, ce qui est a priori une valeur idéale.  

 

Un nombre premier est créé à partir du précédent en emmagasinant celui-ci et son désordre. Comme alors pi  ∑ln(pj), nous 

pouvons exprimer ce point par : 

 

Proposition : La valeur d’un nombre premier est «équivalente» au désordre de ces prédécesseurs premiers. 

 

D’après [6] (p 98 et suivantes), la notion d’entropie peut se transcrire également en termes de manque d’informations. Le 

manque d’information mi est équivalent au logarithme d’une probabilité :  

 

mii ≡ k.Ln(pi) 

 

Cette valeur s’appuie ainsi naturellement et sans discrimination sur les manques d’informations qu’elle reçoit de la 

collection des nombres premiers déjà créée. Le quantum d’information k vaut 1, résultat rassurant en théorie binaire, 

théorie à la base de l’information (0 = pas de signal, 1 = réception d’une information). 

 

Proposition : La valeur d’un nombre premier est «équivalente» au manque d’informations de ces prédécesseurs premiers. 

(un comble sachant que chacun de ces nombres est parfaitement défini et sachant la régularité de la construction des 

nombres premiers par le crible d’Eratosthène) 

 

Un autre concept se rattachant à l’entropie est celui de l’énergie. Nous pouvons dire que :  

 

Proposition : La multiplication des nombres entiers  s’opère avec un besoin énergétique minimal. 

 

Par extension du principe : 

 

Proposition : La multiplication des nombres s’opère avec un besoin énergétique minimal. 

 

Il est naturel qu’une collection d’éléments obéissant à une physique à énergie minimal emprunte à la statistique de 

Boltzmann. Quid de la statistique de Fermi ?   
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2. Un peu de philosophie 
 

Le paragraphe précédent traitait d’une approche physique des nombres premiers. Mais, lequel est vraiment le premier : le 

monde physique ou le monde des nombres ? Si c’est le second, alors le raisonnement est à faire à l’envers. Les phénomènes 

physiques résultent des lois des nombres et l’entropie n’est qu’une autre expression de la nature des nombres.  

 

3. Ecarts entre expressions en nombres entiers 
 

Revenons à plus de sérieux. 

Soit F une fonction. Ecrivons le développement de Taylor à l’ordre 1 de F : 

 

F(ni+1) ≡ F(ni) + (ni+1-ni ).F’(ni) 

Nous avons ainsi : 

ni+1 = ni + 1     (1) 

 

F(ni+1) ≡ F(ni) + F’(ni)      (2) 

 

4. Ecarts moyens entre expressions en nombres premiers 
 

Jacques Hadamard et Charles-Jean de la Vallée Poussin, grâce aux travaux précurseurs de Riemann [3], prouvent en 1896 

le théorème de raréfaction des nombres premiers et donnent l’expression asymptotique pour le dénombrement du i
ème

 

nombre premier π(pi) ≡ pi/Ln(pi).  

  

De #{(p) < pi} → pi / Ln(pi), lorsque pi tend vers l’infini, nous tirons pour pi « grand » #{p < pi} ≡ pi/Ln(pi) et #{p < pi+1} ≡ 

pi+1/Ln(pi+1), soit : 

pi+1 - pi  ≡ #{p < pi+1}.Ln(pi+1) - #{p < pi}.Ln(pi) 

  ≡ #{p < pi+1}.Ln(pi) - #{p < pi}.Ln(pi)  

 ≡ (#{p < pi+1}- #{p < pi}).Ln(pi) 

 ≡ Ln(pi) 

 

Cette expression induit une densité de probabilité moyenne 1/Ln(x) en x ou encore une distance entre un nombre premier p i 

et son successeur pi+1 de Ln(pi). Ainsi : 

pi+1 ≡ pi + Ln(pi)      (3) 

 

Notons ici que la valeur origine choisie (ici p1=2) n’est pas essentielle car le logarithme a un effet d’ « absorption » très 

rapide qui ramène les premiers termes de la suite des Ln(pi) a une valeur négligeable devant l’ensemble de la suite (qui est 

en l’occurrence infinie). 

 

Soit F une fonction croissante, non exclusivement un polynôme, qu’en est-il de l’écart entre F(pi) et son successeur F(pi+1). 

Ecrivons : 

 

F(pi+1)-F(pi)  = [(F(pi+1)-F(pi))/(pi+1 - pi)] (pi+1 - pi). 

Supposant pi et pi+1 proche, par développement de la série de Taylor réduit au premier terme, nous obtenons  

(F(pi+1)-F(pi))/(pi+1 - pi) ≈ F’(pi). 

Il suit immédiatement : 

F(pi+1) ≡ F(pi) + F’(pi).Ln(pi)       (4) 

   où F’ est la fonction dérivée de F. 

 

Ceci signifie que la densité de nombres F(x), x un nombre premier, est 1/(F’(x).Ln(x)) en x.  

 

Nous observons la « passerelle » entre les variables de nombres entiers (relations (1) et (2)) et les variables de nombres 

premiers (relations (3) et (4)) par le simple ajout d’un logarithme népérien dans les équations. 

 

Nous pourrions ne pas nous limiter aux développements de Taylor du premier degré :  

 

F(ni+1) ≡ F(ni) + ∑ F
k
(ni)/(k!) 

 

F(pi+1) ≡ F(pi) + ∑ F
k
(pi).Ln

k
(pi)/(k!) 

 

Cependant cette correction n’a, a priori, que peu ou pas incidence sur les cas asymptotiques et nous n’y reviendrons pas.  
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Nous retrouvons sur le graphique ci-dessous, en nous limitant au développement de Taylor du premier degré, une bonne 

concordance entre les valeurs itératives et les valeurs réelles. Les graphes en correspondance, indiqués par des couleurs 

vives d’une part et des tons pastels proches d’autre part, légèrement décalés près de l’origine se rejoignent quand l’abscisse 

croit.  

 

5. Fonction itérative convergente ou divergente 
 

 Considérons l’expression (a >0)  

qi+1 = qi+a.ln(qi), q1 = 2              (5) 

 

A l’infini, la densité résultante pour qi est : 

1/(a.ln(qi)) 

 

Comme 1/ln(pi) est la densité des nombres premiers à l’infini, si a > 1, en moyenne la courbe représentative de l’expression 

(5) se trouve au-dessus de la courbe représentative de la suite des nombres premiers et la différence d’ordonnée va diverger 

à l’infini avec un écart positif.  

Inversement si a < 1, en moyenne la courbe représentative de l’expression se trouve au-dessous de la courbe représentative 

de la suite des nombres premiers et la différence d’ordonnée va diverger à l’infini avec un écart négatif.  

Les courbes ci-dessous donnent un exemple (suite des pi et itérations qi+1 = qi+a.ln(qi) avec a=0.9, a=1, a=1.1) : 
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Si nous supposons a > 1, alors il existe un nombre σ1 tel que i > σ, qi > pi. 

Si nous supposons a < 1, alors il existe un nombre σ2 tel que  i > σ, qi < pi. 

Nous en déduisons : 

Si a=1 et qi+1 = qi+a.ln(qi) où q1 = 2, alors il n’existe pas de nombre σ tel que ( i > σ, qi > pi) ou ( i > σ, qi < pi).  

Ainsi lorsque i →∞, pi oscille autour des coordonnées définies par qi+1 = qi+ln(qi), q1 = 2.  

La notion d’oscillations asymptotique ne peut s’envisager qu’une infinité de fois.    

 

Lemme 

 

La suite des nombres premiers oscillent autour des coordonnées définies par l’expression itérative :  

 

qi+1 = qi+Ln(qi),   q1 = 2 

 

Nous ne saurions insister trop ici sur l’originalité de l’approche. Le concept n’est pas une approche locale de la notion 

d’écart entre nombres premiers mais une notion globale par rapport à une référence absolue.  

Il est alors intéressant d’obtenir l’écart entre le i
ème

 nombre premier et le i
ème

 nombre issu de l’itération. 

  

6. Erreur de maille 
 

La position des nombres entiers est donnée trivialement par la formule itérative ni+1 = ni+1. Dans ce cas, l’erreur de maille 

est nulle. C’est donc une notion qui n’intervient pas. Nous localisons la position des nombres premiers par la formule 

itérative qi+1 = qi + Ln(qi), q1 = 2 et une différence par rapport à cette maille théorique. Soit donc ei = pi - qi et pi = qi + ei. 

Nous avons alors : 

 

Proposition  

  

ll existe un nombre fini s tel que l’erreur de maille à l’ordre i soit inférieur au logarithme du i 
ème

 nombre premier puissance 

ce nombre :  

 s > 0 /  i, | ei | < Ln
s
(pi)       (6) 

 

En effet, d’après le lemme précédent, du fait de l’oscillation asymptotique, une famille d’écarts {ei} telle que ei est positif 

pour tous i consécutifs est nécessairement de cardinal fini. De même pour des écarts {ei} négatifs. D’où la proposition. 

Le point difficile pour accéder au stade de la démonstration est ici que le nombre de familles n’est pas fini. 

 

La proposition n’affirme rien sur la valeur de s qui peut, a priori, être de taille considérable (quasi infini, mais non infini).  

Le graphique ci-dessous donne pour s un ordre de grandeur de 4 ou 5, mais rien ne le garantit (remontée de la courbe). 

Cependant, s serait de l’ordre de 10
10

 cela ne changerait rien à ce qui suit. 
 

 

EVOLUTION DE L'ECART RELATIF DE MAILLE  

0,0001
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0,01

0,1

1
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100

- 20 000 000 40 000 000 60 000 000 80 000 000 100 000 000 
Pi

(pi-qi)/(ln(qi))^2 (pi-qi)/(ln(qi))^3 (pi-qi)/(ln(qi))^4 (pi-qi)/(ln(qi))^5

 

 

7. Distribution stochastique des nombres premiers 
 

Le lecteur se référera à [14] pour plus de détails sur le sujet de ce paragraphe. Il y est donné en particulier la conjecture de 

Cramer  
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lim    sup (pi+1 - pi)/ Ln(pi))
2
 = 1 

i → +∞ 

et 

pi+1 - pi << (Ln(pi))
2
 

 

et une correction du modèle par le théorème de Maier 

 

lim    sup (pi+1 - pi)/ Ln(pi))
2
 = 2e

-γ
 (≈1,1229) 

i → +∞ 

Posons 

 
 

 li(x) =  

   c 

∫  (1/Ln(t).dt 
2 

 

L’hypothèse de Riemann possède une forme élémentaire : 

 

 ε > 0, π(x) = li(x) + O(x
1/2+ε

) 

soit encore 

 ε > 0, i = li(pi) + O(pi
1/2+ε

) 

 

Dans cette approche, il est intéressant de constater qu’implicitement i est déduit de pi avec une marge d’erreur, alors que 

dans notre approche, nous nous référons à une trame absolu mais qu’il n’est pas possible, a priori, d’apprécier sa valeur car  

itérative. Les nombres premiers ont l’art de garder leur secret. 

 

8. Ecarts maximums entre expressions en nombres premiers 
 

L’erreur de maille définit un écart de position d’un nombre premier par rapport à une position absolue. Nous en déduisons 

immédiatement l’écart maximum relatif entre deux nombres premiers. À l’ordre i, il vaut | ei | +| ei+1 |, soit Ln
s
(pi) + 

Ln
s
(pi+1). Cette valeur peut être assimilée à 2.Ln

s
(pi). De plus, si nous raisonnons sur un groupe de nombres premiers 

consécutifs tous rattachés à une position absolue par l’erreur de maille, nous pouvons utiliser l’erreur de maille moyenne : 

 

                | ei | < Ln
s
(pi)       (7) 

 

9. Cardinaux de nombres premiers dans un intervalle 
 

Soit F(x) une fonction monotone dérivable dans un intervalle I de longueur 1 (n non nécessairement entier) et F’(x) sa 

fonction dérivée. Soit donc I = [n,n+1]. 

Nous cherchons le cardinal des nombres premiers compris entre F(n) et F(n+1). 

 

Cardinaux moyen sur I 

 

Loin de l’origine, le cardinal moyen est égal à l’accroissement de la fonction F par l’écart moyen entre nombres premiers, 

soit approximativement (F(n+1)-F(n))/Ln(n+1/2) ou encore : 

   
 

 #moyen{(p) sur I} = (1+0(1)). 
| F’(n) | 

  

          (8) 
  Ln(n) 

Cardinaux minimal sur I 

 

Ici, et dès l’origine, puisque nous choisissons (dans le cadre d’une conjecture cependant) un s tel que la relation (7) soit 

vraie partout, nous avons :  
 

 #min{(p) sur I} > 
| F(n+1)-F(n) | 

  

          (9) 
    Ln

s
(n) 

Loin de l’origine F(n+1)-F(n) → F’(n), d’où : 
 

 #min{(p) sur I} > 
| F’(n) | 

  

          (10) 
Ln

s
(n) 

 

Cette inégalité permet d’écrire, en particulier :  

 

 n0 \  n > n0,  p nombre premier \ n
2
 < p < (n+1)

2 

et 

 n0 \ e > 1,  n > n0,  p nombre premier \ n
e
 < p < (n+1)

e 
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 EXERCICE 16 : DENOMBREMENT ENTIER DANS UN HYPERVOLUME ET A SA SURFACE 

 

1. Cas de Waring  
 

Nous abordons ici le problème du dénombrement des solutions de l’équation diophantine (xi nombres entiers positifs): 

 

x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c         (1) 

 

Rappelons, en préambule, que les dénombrements ne sont asymptotiques que lorsque la cible c tend vers l’infini. Rien 

ne s’oppose cependant à la conduite de calculs hors de ce cadre, résultats qui seront exploités ensuite dans un cadre 

convenable.  Pour répondre au problème posé, nous écrivons d’abord :  

 

x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 < c         (2) 

 

Le lecteur trouvera les arguments théoriques et le calcul de volumes pour des intégrales doubles et triples dans [13]. Le 

raisonnement se prolonge dans le cas à n dimensions et répond à l’intégrale suivante : 

 
 x1 = c(1/n)   x2 = (c-x1

n)(1/n)  x3 = (c-x1
n-x2

n)(1/n)  xk =  (c-x1
n-x2

n-…-xk-1
n)(1/n) 

∫   ∫   ∫                ....... ∫   1.dxkdxk-1…dx1              (3)   
  0   0   0   0 

 

Cette intégrale apparemment complexe est à variables séparables et se résout en un produit d’intégrales simples. 

Pour obtenir l’expression de cette intégrale, nous étudions dans un premier temps l’intégrale :  

 
   y =  (c-r(x))(1/n) 
 

I = ∫  (c-r(x)-yn)(k/n) dy             (4)     
  0 

 

La variable de cette expression est y et r(x) = r(x1, x2, …) peut être considéré momentanément comme une constante. 

Adoptant le changement de variable z = y / (c-r(x))
(1/n)

, nous tirons dz = dy / (c-r(x))
(1/n)

  soit encore dy = (y/z)dz. 

De plus (c-r(x)-yn)(i/n)  =   ((y/z)n-yn)(i/n)  = (y/z)i (1-zn)(i/n)   

Alors : 
   z = 1   z = 1    z = 1 
 

I = ∫ (y/z) (i+1) (1-zn)(i/n) dz = ∫ (c-r(x))((i+1)/n) (1-zn)(i/n) dz = 
 

(c-r(x))((i+1)/n)   ∫ (1-zn)(i/n) dz  
  z = 0  z = 0   z = 0 

 

Il est clair que l’utilisation successive de cette relation dans l’intégrale multiple conduit de proche en proche à un produit 

d’intégrales simples, affublé d’un coefficient c à la puissance k/n.   

 
   1   1   1   1  
 

 V(c) = c
k/n

. ∫(1-tn)((k-1)/n) dt    … ∫(1-tn)(2/n) dt ∫ (1-tn)(1/n) dt            ∫ (1-tn)(0/n) dt          
   0   0   0   0  

Posons 
   1  
 

 I(n,i) =  ∫(1-tn)(i-1)/n dt             (5)  
   0  

Alors 
  k  
 

 V(c) = c
k/n

. П   I(n,i)          (6)  
 i =  1  

 

Les intégrales I(n,i) n’ont pas, a priori, de formulation littérale hors les cas n=1 et n = 2 (voir plus loin les formules 

littérales de ces deux cas). Elles sont indépendantes cependant de c et elles peuvent se calculer avec une excellente 

précision pour n donné sans difficulté. Les tableaux suivants en donnent quelques illustrations numériques. 

 

Pour I(n,i) 
 

n   \     i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 0,5 0,33333 0,25 0,2 0,16667 0,14286 0,125 0,11111 
2 1 0,78540 0,66667 0,58905 0,53333 0,49087 0,45714 0,42951 0,40635 
3 1 0,88332 0,80613 0,75 0,70666 0,67178 0,64286 0,61832 0,59714 
4 1 0,92704 0,87402 0,83304 0,8 0,77253 0,74916 0,72891 0,71111 
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          k 

Pour  Π    I(n,i) = J(n,k) 

         i = 1 
 

n   \     k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 1 0,5 0,16667 0,04167 0,008333 0,0013889 0,0001984 2,480E-05 2,756E-06 
2 1 0,78540 0,52360 0,30843 0,16449 0,080746 0,036912 0,015854 0,0064424 
3 1 0,88332 0,71207 0,53405 0,37739 0,25352 0,16298 0,10077 0,060176 
4 1 0,92704 0,81025 0,67497 0,53998 0,41715 0,31251 0,22779 0,16199 

 

Le volume à la surface (entre c-1/2 et c+1/2) qui nous intéresse est donnée par la dérivée partielle par rapport à c, le produit 

des intégrales restant inchangé (car une constante) : 
  k  
 

 V’(c) = (k/n).c
k/n-1

. П   I(n,i)          (7)  
 i =  1  

La condition de divergence de ce terme est : 

k > n          (8) 

 

Concernant le dénombrement à l’infini des solutions de (1), il convient alors de pondérer le résultat obtenu en (5) suivant la 

méthode donnée dans l’exercice 5 : 
                                                                                                                                                                                                                              k  

lim       #{(x1, x2, …, xk) / x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c} = Fan(c).(П I(n,i)).(k/n).c

(k/n-1)
.            (9)  

c →∞                                                                                                      i = 1  

 

où Fan(c) est le facteur d’abondance de c qui est déterminé grâce aux exercices 9 et 10. 

 

Le lecteur pourra examiner dans [11] p121 la méthode du cercle due à Hardy et Littlewood donnant une expression 

asymptotique du dénombrement de l’équation diophantine x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c sous la forme : 

 

lim       #{(x1, x2, …, xk) / x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c} = S(c).(Г(1+1/n))

k
/Г(k/n).c

(k/n-1)
 + O(c

k/n-1-δ
)                   (10) 

c →∞     

 

S est appelée série singulière dans [11], Г est la fonction gamma. Pour établir la corrélation entre les expressions (9) et (10), 

nous partons de l’identité remarquable que nous trouvons dans [11] p 134 : 

 
1                    

∫ (z)
b-1

.(1-z)
a-1

 dz = B(a,b) = Γ(a).Γ(b)/Γ(a+b) 
0                    

 

Procédons au changement de variables z = t
n
, soit dz = nt

n-1
dt, puis : 

 
                 1                                                    1 

B(a,b) = ∫ n. t
n-1

 (t
n
)
b-1

.(1- t
n
)
a-1

 dt = n ∫   t
nb-1

.(1- t
n
)
a-1

 dt  
                 0                                                    0 

 

Nous choisissons ensuite le couple (a,b) de telle manière à identifier B(a,b) avec I(n,i), soit : 

 

(a,b) = (1+(i-1)/n,1/n) 

Ainsi : 

I(n,i) = (1/n).B(1+(i-1)/n,1/n) 

Soit : 
  1                    

 I(n,i) = (1/n).B(1+(i-1)/n,1/n) = (1/n).Γ(1+(i-1)/n).Γ(1/n)/Γ(1+i/n) =  ∫ (1-t
n
)
(i-1)/n

.dt  
  0                    

Nous avons également une expression équivalente, qui peut être utile dans la suite : 

 
1                    

∫ (1-t
n
)

s
.dt = (1/n).Γ(1+s).Γ(1/n)/Γ(1+s+1/n) = I(n,s.n+1) 

0                    

Revenons au calcul qui nous occupe : 

 
 k                    k                                                               k  

П     I(n,i) = П  (1/n).B(1+(i-1)/n,1/n) = (1/n)
k
 П  Γ(1+(i-1)/n).Γ(1/n)/Γ(1+i/n) =(1/n)

k
.Γ(1).(Γ(1/n))

k
/Γ(1+k/n)         

i=1                 i=1                                                           i=1  

 

La dernière égalité est obtenons par élimination deux par deux des expressions en Γ en numérateur et dénominateur de 

l’expression produit précédente. Utilisant la propriété remarquable de factorisation de la fonction gamma Г(x+1) = x.Г(x) et 

Γ(1) = 1, nous obtenons : 
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k                      

П     I(n,i) = (Γ(1+1/n))
k
/Γ(1+k/n) = (n/k).(Γ(1+1/n))

k
/Γ(k/n)       (11)          

i=1                  

 

Par identification, il vient alors :  

S(c) = Fan(c) 
 

Or S(c) est défini dans [11] (p 139 et suivantes) par : 
 

            +∞                       

 

S(c) = П    lim 
M (n,p

h
)          

   p
h(k-1)

 
             p      h → +∞                              

et par : 

M (n,q) = #{x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = c (mod q)} 

 

dont l’évaluation est l’objet de l’exercice 6. 

Nous avons donc effectivement le recoupement entre facteur d’abondance et série singulière.  

 

2. Cas de Waring affine 
 

Soit ai >0, i de 1 à k. 

Le cas affine est le suivant : 

a1.x1
n
 + a2.x2

n
 +…+ ak.xk

n
 < c         (12) 

a1.x1
n
 + a2.x2

n
 +…+ ak.xk

n
 = c         (13) 

Nous écrivons d’abord l’intégrale :  

 

 x1 = (c/a1)
 (1/n)   x2 = ((c-a1.x1

n)/a2)(1/n)  x3 = ((c-a1.x1
n-a2.x2

n)/a3)(1/n)  xk =  ((c-a1.x1
n-a2.x2

n-…- ak-1.xk-1
n)/ak)

(1/n) 

∫   ∫   ∫                ....... ∫   1.dxkdxk-1…dx1                                  
  0   0   0   0 

 

Cette intégrale est à variables séparables comme précédemment. 

Pour obtenir l’expression de cette intégrale, nous étudions dans un premier temps l’intégrale :  

 
   y = ((c-r(x))/a)(1/n) 
 

I = ∫  (c-r(x)-a.yn)(k/n) dy             
  0 

 

Nous procédons au changement de variable y → Y où Yn = a.yn. Alors dy = (y/Y).dY = = (1/a)(1/n).dY et : 

 
   Y = (c-r(x))(1/n) 
 

I = (1/a)(1/n) ∫  (c-r(x)-Yn)(k/n) dY                   
  0 

 

Cette intégrale est identique à l’intégrale (4) étudié plus haut au facteur multiplicatif (1/)(1/n) près. 

D’où, nous tirons immédiatement : 
  k   k   
 

 V(c) ≡ c
k/n

. П   (1/ai)
1/n  П   I(n,i)          (14)   

 i =  1  i =  1   

 
  k  
 

 V’(c) ≡ (k/n).c
k/n-1

. П   I(n,i)/ai
1/n         (15)  

 i =  1  

La condition de divergence est identique à la précédente : 

 

k > n          (16) 

 

D’où le dénombrement à l’infini des solutions après pondération : 

                                                                                                                                                              k 
 

lim       #{(x1, x2, …, xk) / a1x1
n
 + a2x2

n
 +…+ akxk

n
 = c} = Fan(c).  (П I(n,i)/ai

1/n).(k/n).c
(k/n-1)

            (17)  
c →∞                                                                                                                    i = 1  
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3. Cas de l’hyperplan 
 

Nous utilisons le résultat précédent, avec n = 1, pour l’inégalité et l’égalité diophantines (xi nombres entiers positifs) : 

 

x1 + x2 +…+ xk < c         (18)  

x1 + x2 +…+ xk = c         (19)  

.  

Ceci conduit, comme I(1,i) = 1/i, à  

V(c) =  c
k
/k!         (20) 

 

V’(c) =  c
(k-1)

/(k-1)!       (21) 

 

La condition de divergence (lorsque c tend vers l’infini) du dernier terme est k > 1et le cardinal cherché est (car Fan(c) = 1 

pour tout c) : 

#{x1 + x2 +…+ xk = c} ≡  c
(k-1)

/(k-1)!       (22)   

 

4. Cas de l’hypersphère  
 

Nous proposons ici la variante polaire du calcul des intégrales pour établir les cardinaux de (xi nombres entiers positifs) : 

 

x1² + x2² +…+ xn² < c          (23) 

x1² + x2² +…+ xn² = c          (24)  

 

Commençons par dresser le tableau suivant : 
 

 1 4 9 16 25 36 49 64 81 

1 2 5 10 17 26 37 50 65 82 

4 5 8 13 20 29 40 53 68 85 

9 10 13 18 25 34 45 58 73 90 

16 17 20 25 32 41 52 65 80 97 

25 26 29 34 41 50 61 74 89 106 

36 37 40 45 52 61 72 85 100 117 

49 50 53 58 65 74 85 98 113 130 

64 65 68 73 80 89 100 113 128 145 

81 82 85 90 97 106 117 130 145 162 

 

Ici le compte de l’ensemble des solutions (c = 70 par exemple), revient approximativement à calculer la surface relative 

occupée par les caractères en gras par rapport au carré défini par la valeur de c puis à multiplier par (c
1/2

)
2
. Cette surface est 

celle d’un quart de cercle. Le rapport vaut π/4 et le résultat cherché est (π/4).c.  

 

Pour passer de la dimension de ce tableau en dimension 2 à un tableau en dimension 3, le lecteur pourra encore se référer à 

[13] (p 967) pour les arguments menant à la constitution d’un système de coordonnées curvilignes et en particulier au 

système de coordonnées sphériques.  

Ainsi ces coordonnées et les coordonnées cartésiennes sont reliées par les équations : 

 

x = ρcos(θ)sin(φ), y = ρsin(θ)sin(φ), z = ρcos(φ) 

La métrique  

(ds)² = (dx)²+(dy)²+(dz)² = (dρ)²+ ρ²sin²(φ)(dθ)²+ ρ²(dφ)² 

conduit aux facteurs d’échelle : 

 hρ² = 1, hθ² = ρ²sin²(φ), hφ² = ρ² 

et à l’élément différentiel de volume : 

 

dV = dsρdsθdsφ = hρdρhθdθhφdφ = ρ²sin(φ)dρdθdφ 

 

Le lecteur attentif saura généraliser ce type de système de coordonnées dans le cas d’un espace de dimension supérieure. 

Ainsi, posons par exemple pour un espace de dimension 5 : 

 

x1 = ρsin(θ)sin(φ) sin(φ’) sin(φ’’) 

x2 = ρcos(θ)sin(φ) sin(φ’) sin(φ’’) 

x3 = ρcos(φ) sin(φ’) sin(φ’’) 

x4 = ρcos(φ’)sin(φ’’), 

x5 = ρcos(φ’’) 

 

Ce système de coordonnées fournit la relation x1² + x2² +x3² + x4² + x5²  = ρ² et les facteurs d’échelle : 
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hρ = 1, hθ = ρsin(φ)sin(φ’)sin(φ’’), hφ = ρsin(φ’)sin(φ’’), hφ’ = ρsin(φ’’), hφ’’ = ρ 

 

puis l’élément différentiel de volume : 

 

dV = dsρdsθdsφdsφ’dsφ’’ = ρ
4
sin(φ)sin²(φ’)sin

3
(φ’’)dρdθdφdφ’dφ’’ 

 

Plus généralement l’élément de volume dans un espace de dimension n est : 

 

dV = ρ
n-1

sin(φ1)sin²(φ2)…sin
n-2

(φn-2)dρdθdφ1dφ2…dφn-2 

 

Fort de cet outil, nous cherchons le rapport du volume de l’hypersphère à l’hypercube circonscrit dans un espace de 

dimension n. 

L’hypercube de rayon 2R a un volume (2R)
n
. 

Le volume de hypersphère est obtenu par intégration à partir de l’élément de volume en coordonnées hypersphériques dont 

toutes les variables sont séparables. 

Les bornes d’intégration sont :  
 

0 ≤ ρ≤R, 0≤θ≤2π, 0≤ φ1≤π, 0≤ φ2≤π, …, 0≤ φn-2≤π 

et le volume est égal à : 

V = ∫ ρn-1
dρ ∫dθ ∫sin(φ1)dφ1 ∫sin²(φ2)dφ2…∫sin

n-2
(φn-2)dφn-2 

 

Sur l’intervalle [0, π], il est élémentaire de démontrer par intégration par parties que  

 
  π      π 

∫  sin
n
(t)dt = 

 

(n-1)/n ∫  sin
n-2

(t)dt 
  0    0 

 

Par récurrence, nous obtenons alors les deux cas suivants : 

 
  π      π    

∫  sin
2n

(t)dt  = (2n-1)(2n-3)...3 

  (2n) (2n-2)...4 
 

∫  sin
2
(t)dt  =  (2n-1)(2n-3)...3.π 

  (2n) (2n-2)...4.2 
 

  0    0  

 
  Π      π    

∫  sin
2n+1

(t)dt  =   (2n)  (2n-2)...2 

(2n+1)(2n-1)...3 
 

∫  sin(t)dt  =    (2n)  (2n-2)...2.2 

(2n+1)(2n-1)...3 
 

  0    0  

Ainsi 
  π   π    

∫  sin
2n+1

(t)dt  ∫  sin
2n

(t)dt  =     2π 

(2n+1) 
 

  0   0  

puis 
  π   π   π    

∫  sin
2n+1

(t)dt ... ∫  sin
2
(t)dt  ∫  sin(t)dt =  2

(2n+1)
 π

n
 n! 

 (2n+1)! 
 

  0   0   0  

et  
  π   π   π    

∫  sin
2n

(t)dt ... ∫  sin
2
(t)dt  ∫  sin(t)dt =  π

n
 

 n! 
 

  0   0   0  

 

Pour un espace de dimension 2n+1, le volume V précédent devient : 

 
 

V = R
2n+1

 2
(2n+1)

 π
n
 n! 

        (2n+1)! 
 

 

=  (2R)
2n+1

 π
n
 n! 

     (2n+1)! 
 

 

et pour un espace de dimension 2n, le volume V devient : 

  
 

V = R
2n

 (2)
2n

 π
n
 

   (2)
2n

 (n)! 
 

 

=  (2R)
2n

 π
n
  

    2
2n

  n! 
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Le rapport de l’hypersphère à l’hypercube est donc : 

 

- en dimension 2n :  

π
n
 

  

      (25) 
2

2n
 (n)! 

- en dimension 2n+1 :  

π
n
 n! 

  

       (26) 
(2n+1)! 

D’où le tableau suivant 

 
Dimension espace 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Rapport r(t) = Vs/Vc 1 Π/4 Π/6 Π²/32 Π²/60 Π
3/384 Π

3/840 Π
4/6144 Π

4/15120 Π
5/122880 

 

Nous pouvons nous étonner ici de l’évolution rapide du rapport vers la limite zéro : l’image représentative du phénomène à 

n dimensions est celle d’un oursin à 2
n
 piquants (construits avec les plans entre les axes et les plans en bout des vecteurs 

unités d’axes) et un corps central (l’hypersphère inscrite) qui se rapproche en proportion de plus en plus d’une tête 

d’épingle.  

 

En fait, non seulement le rapport r(t) tend vers 0, mais r(t)/r(t-1) également. En effet, utilisant (25) ou (26), nous vérifions 

que le rapport r(t)/r(t-2) vaut π/4n. Ensuite, par la formule de Stirling [2] d’une part  n ! → (n/e)
n
.(2π n)

1/2
 quand n → +∞ et 

par le fait que (1+i)
1/i

 → e quand i → 0 (d’après [13]) d’autre part, nous obtenons la limite : 

 

  r(t) 
 

→ 
√π  

. 

  1 

r(t-1)   2  √n 

 

Ceci est vrai aussi bien pour t pair que pour t impair et s’écrit encore : 

 

  r(t) 
 

→ 
√π  

. 

  1  

       (27) r(t-1) √2  √t 

 

Ceci conduit au tableau :      

 

t 1 2 3 4 5 6 7 8 ... 99 100 

r(t) 1 0,78540 0,52360 0,30843 0,16449 0,08075 0,03691 0,01585  1,49E-69 1,87E-70 

u(t)=r(t)/r(t-1)  0,78540 0,66667 0,58905 0,53333 0,49087 0,45714 0,42951  0,12565 0,12502 

v(t)=√π/(√2√t)  0,88623 0,72360 0,62666 0,56050 0,51166 0,47371 0,44311  0,12596 0,12533 

Rapport v(t)/u(t)  1,12838 1,08540 1,06385 1,05094 1,04235 1,03624 1,03166  1,00253 1,00250 

 

Nous pouvons voir dans ce tableau que les valeurs u(t) proches des valeurs limites (suivant 27) du rapport r(t)/r(t-1) 

s’obtiennent assez rapidement. D’autre part, lorsque t → +∞, nous avons r(t)/r(t-1) → 0. Ceci indique en dimension t élevée 

une réduction drastique de la tête d’épingle de notre oursin à chaque incrémentation t → t+1. 
 

Notons que (25) et (26) peut s’écrire sous une forme unique en dimension n : 

 

π
(n-i)/2

((n-i)/2)! 
  

          (28) 
(n).(n-i).(n-2).(n-2-i).(n-4).(n-4-i)...(4).(4-i).(2).(2-i) 

 

où i = 0 si n pair et i = 1 si n impair, soit encore i = (1+(-1)
n+1

)/2, ce qui conduit pour (28) à : 

 

  (n-(1+(-1)
n+1

)/2)/2 
 

л                              ((n-(1+(-1)
n+1

)/2)/2)! 
 

         (29) 
                     n 

П  (t - (1+(-1)
n+1

)/2) 
               t = 2 

 

Revenons maintenant au problème x1² + x2² +…+ xn² < c. 

Que nous considérions le rapport des volumes de la boule centrée à l’origine et l’hypercube circonscrit ou simplement le 

rapport de l’un des quadrants revient au même (cas de l’exemple à deux dimensions en début d’exercice). 

Le côté de ce quartier vaut c
½
, d’où le volume c

n/2
 en dimension n. 

Le volume est alors : 

 

- en dimension 2n :  

π
n
 

 

c
n
 

2
2n

 (n)! 

- en dimension 2n+1 :  
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π
n
 n! 

 

c
(2n+1)/2

 
(2n+1)! 

- en dimension n :  

π
(n-(1+(-1)^(n+1))/2)/2

((n-(1+(-1)
n+1

)/2)/2)! 
 

c
n/2

         (30)               n 

П  (t - (1+(-1)
n
)/2) 

            t = 2 

 

La dérivée par rapport à c de la dernière expression est : 

 

n.π
(n-(1+(-1)^(n+1))/2)/2

((n-(1+(-1)
n+1

)/2)/2)! 
 

c
(n/2-1)

         (31) 
             n 

       2.П  (t - (1+(-1)
n+1

)/2) 
           t = 2 

 

Enfin pour le dénombrement, nous utilisons les résultats de l’exercice 5 relation (52) : 

Ainsi, et après normalisation (par multiplication par pi/(pi)
n
), 

 

   +∞  
  

 

 

 c
(n/2-1)

   (32) 

   П   T(c,(u(n,i), v(n,i), w(n,i)))/(pi)
n-1

   
 

 

lim     #{x1² + x2² +…+ xn² = c} ≡ 
  pi = 3 

 

. 
n.π

(n-(1+(-1)(n+1))/2)/2
((n-(1+(-1)

n+1
)/2)/2)! 

  n 2 

 c → +∞   П      (t - (1+(-1)
n+1

)/2)   

 t = 2   

où  

u(n,i)  (1/pi).(pi
k+(1/2).(pi-1).pi

k/2.(-1)
k(pi-1)/4

(1+(-1)
k
)  

v(n,i) = (1/pi).(pi
k-(1/2).pi

k/2.((-1)
k(pi-1)/4

(1+(-1)
k
)+pi

1/2. (-1)
(k+1)(pi-1)/4

(1+(-1)
k+1

))        

w(n,I)  (1/pi).(pi
k-(1/2).pi

k/2.((-1)
k(pi-1)/4

.(1+(-1)
k
))-pi

1/2.(-1)
(k+1)(pi-1)/4

.(1+(-1)
k+1

))  

et 

T(c,(u(n,i), v(n,i), w(n,i))) = {fonction de tri de (u(n,i), v(n,i), w(n,i))) suivant gi
r
 croissant, r décrivant les entiers [0,pi-1]} 

 

Exemples  

 

Le tableau ci-dessous donne l’expression des facteurs d’abondance pour un nombre de variables k compris entre 1 et 5 : 

 

p  = 1 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

(c,p) = p uk 1 2-1/p 1 1+1/p-1/p
2
 1 

c = k. g.g
2u

 mod p vk 2 1-1/p 1+1/p 1-1/p
2
 1+1/p

2
 

c = k. g
2u

 mod p wk 0 1-1/p 1-1/p 1-1/p
2
 1-1/p

2
 

 

p  = 3 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 

(c,p) = p uk 1 1 1 1+1/p-1/p
2
 p

4
 

c = k. g.g
2u

 mod p vk 2 1+1/p 1-1/p 1-1/p
2
 1+1/p

2
 

c = k. g
2u

 mod p wk 0 1+1/p 1+1/p 1-1/p
2
 1-1/p

2
 

 

Pour k = 1, il existe toujours une séquence p pour lequel c = k. g
2u

 mod p. Le produit des facteurs est alors 0. D’où la 

trivialité du cas. 

 

Pour k = 2, « c = k. g.g
2u

 mod p » et « c = k. g
2u

 mod p » donne le même résultat. D’où : 

 

Fan(c) = Π (1-1/p)   .  Π (1+1/p)  .  Π (2-1/p)   .  Π (1/p) 

 p = 1 mod 4   p = 3 mod 4  p\c 

 p = 1 mod 4 

 p\c 

 p = 3 mod 4 

 

Le produit Πp=1mod4 (1-1/p). Πp=3mod4 (1+1/p) vaut approximativement 1,2732 et le facteur d’abondance normalisé a l’ordre 

de grandeur suivant : 

Fan(c) = 1,2732 . Π (2-1/p)/(1-1/p) . Π (1/p)/(1+1/p) 

 
p\c 

p = 1 mod 4 

p\c 

p = 3 mod 4 

 

Ceci signifie des limites très différentes selon les facteurs divisant c. 

Illustrons l’exemple par quelques cibles et les facteurs normalisés correspondant jusqu’à la séquence 1500. 
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Cibles Diviseurs 2 Diviseurs entiers 

1 mod 4 

Diviseurs entiers  

3 mod 4 

100001   11, 9091 

100002 2 2381 3, 7 

100003   100003 

100004 2
2
  23, 1087 

100005  5, 113 3, 59 

100006 2 1613 31 

100007  97 1031 

100008 2
3
  3

3
, 463 

100009  13, 157 7
2
 

100010 2 5, 73, 137  

100011  17, 37, 53 3 

100012 2
2
 2273 11 

.  

Dans un tel cas, les valeurs des coefficients d’abondance s’effondrent lorsque une séquence p = 3 mod 4 est atteinte pour un 

diviseur de c donné (par exemple le facteur d’abondance de la cible 10008 s’effondre pour la séquence p = 463.  

 

Facteur d'abondance normalisé

c = x1² + x2²
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0,0001
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Sans aller dans le détail, nous observons à première vue qu’un grand nombre de cibles ont en principe des facteurs 

d’abondance normalisés très inférieurs à 1. Ce déficit potentiel de solutions doit être compensé par quelques autres cibles 

pour une valeur moyenne des facteurs d’abondance normalisés de l’ordre de l’unité. Sur cet extrait, cette compensation est 

symbolisée par la cible c = 100010 dont le facteur d’abondance est supérieur à 10 (nombre de solutions équivalent celui de 

10 cibles).     

 

Pour k >2, l’ordre de grandeur des facteurs d’abondance normalisé est l’unité (mais avec des écarts d’une décade courants). 
 

            

Facteur d'abondance normalisé

c = x1² + x2² + x3²

0
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Nous observons d’emblée la convergence des facteurs normalisées vers une limite (alors que le nombre de variable n’a 

augmenté que d’une unité par rapport au cas précédent). 

 

Pour autant, nous devons nous rappeler ici que les évaluations comptent pour des cas asymptotiques c’est-à-dire lorsque c 

→∞, ce qui n’est pas le cas ici. Même si l’ensemble des facteurs d’abondance normalisés convergent apparemment 

rapidement, nous restons loin du compte dans les proportions des solutions effectives des cibles choisies ici et présentées 

ci-dessous (mod p) : 
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Cibles Fan(c=x1²+x2²) 

(séquences  

p =< 1499) 

# (c= x1²+x2²) 

(y compris xi = 0) 

Fan(c=x1²+x2²+x3²) 

(séquences 

p =< 1499) 

# (c= x1²+x2²+x3²) 

(y compris xi = 0) 

100001 0,105749 0 1,893350 690 

100002 0,039656 0 0,700695 228 

100003 1,268986 0 0,470412 117 
100004 0,000049 0 1,233555 228 

100005 0,023900 0 1,133868 360 
100006 0,039656 0 0,522875 192 

100007 0,002472 0 1,356047 0 

100008 0,000684 0 0,969358 216 
100009 0,663049 4 1,053394 438 

100010 11,542467 8 1,102357 408 
100011 2,679151 0 0,972914 216 

100012 0,105749 0 0,842330 102 
 

L’amélioration ne se manifeste qu’en considérant plusieurs cibles en progression arithmétique.  

 

5. Cas d’un volume non borné 
 

Soit :  

a1.x1
n
 + a2.x2

n
 +…+ ak.xk

n
 < c + ak+1.xk+1

m
         (33) 

a1.x1
n
 + a2.x2

n
 +…+ ak.xk

n
 = c + ak+1.xk+1

m
         (34) 

 

Nous distinguons ici la puissance de la dernière variable (m au lieu de n). 

Tel que posé, le cas (asymptotique) étudié se prête à une évaluation fine.   

Alors, nous déduisons du cas de Waring affine étudié plus haut : 

 
  xk+1  k 
 

 V(c) ≡  ∫  (c+ak+1.xk+1
m
)
k/n

.dxk+1 П   I(n,i)/ai
1/n

           (35) 

 i =  1 i =  1 

 

Nous obtenons la dérivée de cette expression par rapport à c en dérivant l’expression à l’intérieur de l’intégrale : 

 
  xk+1  k 
 

 V’(c) ≡  ∫ ((c+ak+1.xk+1
m

)
k/n

)’dxk+1 П   I(n,i)/ai
1/n

     

 i =  1 i =  1 

Soit : 
  k  xk+1 

V’(c) ≡ (k/n).  П I(n,i)/ai
1/n

 ∫  (c+ak+1.xk+1
m
)
k/n-1

.dxk+1    (36) 
 i =  1 i =  1 

 

Asymptotiquement, c devient négligeable, d’où : 
 

     k  xk+1 
 

 V’(c) ≡ (k/n).  (П I(n,i)/ai) ∫  (ak+1.xk+1
m
)

k/n-1
.dxk+1 

   i =  1 i =  1 

Puis  

Si m(k/n-1)+1 ≠ 0 
   k  

 V’(c) ≡ (k/n).ak+1
 k/n-1

/(m(k/n-1)+1). (П I(n,i)/ai
1/n

) .xk+1
m(k/n-1)+1

       (37) 
   i =  1  

 

D’où le dénombrement à l’infini des solutions après pondération : 
 

    k      

lim #{(x1,…,xk+1)/a1x1
n
+…+akxk

n
 = c+ak+1xk+1

m
}=Fan(c).   

k 
 ( П ( 

 ak+1 )
1/n

 .I(n,i)) . xk+1
m(k/n-1)+1

      (38) 
ak+1.(m.k-m.n+n)  ai 

xk+1 →∞, c donné     i =  1      

 

Si m(k/n-1)+1 = 0 
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  k  
 

 V’(c) ≡ (k/n).(1/ak+1).( П   I(n,i).(ak+1/ai)
1/n

). 
 

Ln(xk+1)                                   (39) 

 i =  1  

Soit : 
   k  

lim  #{(x1, …, xk+1)/a1x1
n
+…+akxk

n
 = c+ak+1xk+1

m
} =  Fan(c).(k/n).(1/ak+1) ( П I(n,i) .(ak+1/ai)

1/n
)).Ln(xk+1)       (40) 

xk+1 →∞, c donné                                                  i =  1  

 

La condition de divergence pour V’(c) est alors : 
 

m(k/n-1)+1 ≥ 0          (41) 

Soit si m = n : 

 k ≥ n-1          (42) 

 

Dans le cas où m(k/n-1)+1 = 0, nous avons également une divergence du nombre de solutions, mais cette divergence est 

logarithmique, donc très lente.  

Le tableau ci-dessous donne les premières expressions de m (m = n/(n-k)) en fonction de n et k pour des valeurs 

nécessairement entières et positives : 

 
k\n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1   2                                     

2     3 2                                 

3       4   2                             

4         5 3   2                         

5           6       2                     

6             7 4 3     2                 

7               8           2             

8                 9 5   3       2         

9                   10   4           2     

10                     11 6     3         2 

11                       12                 

12                         13 7 5 4   3     

 

Notons que la divergence de V’(c) ne se confond pas en principe avec la divergence des solutions correspondant à la cible 

c. Il faut également tenir compte du comportement de Fan(c) (qui peut être nul). 
 

Donnons quelques exemples : 

 

Exemple 1 
 

lim  #{(x1, …, x3) / x1
3
+x2

3
 = c+x3

3
} =  0.5889.Fan(c).Ln(x3) 

x3 →∞, c donné                                                  
 

Réécrivant l’équation diophantine sous la forme {x1
3
+x2

3
+(-x3)

3
 = c}, le facteur d’abondance est donné par la même  

expression que dans le cas de l’équation {x1
3
+x2

3
+x3

3
 = c}. Nous avons alors : 

 
 

 Fan(c) ≡  П   (1+2(p-1).f/p2) П   (1+6/p-2f/p2) П   (1-3/p-2f/p2) 

 c \ p3 c = g3u c ≠ g3u 

  

Ici le terme f est celui que nous avons vu à l’exercice 5 pour les équations de Waring de degré 3. 

Le calcul de Fan(0) montre que ce terme tend vers zéro lorsque la séquence pour lequel nous le calculons augmente. 

Pour c un cube, le terme Fan(c) augmente régulièrement (pour tendre vers l’infini).  

Or x1
3
 + x2

3
  = x3

3
 est un exemple du grand théorème de Fermat démontré sans solution par Ernst Kummer. D’autre part, 

pour c un cube, les solutions de x1
3
+x2

3
 = c+x3

3
 augmente linéairement avec x3 et Fan(c) ne peut donc être autre qu’un 

terme infini. Sinon, le nombre de solutions augmente comme le logarithme avec x3. 

 

Exemple 2 
 

lim  #{(x1, …, x3) / x1
4
+x2

4
+x3

4
 = c+x4

4
} ≈  0,6077.Fan(c).Ln(x4) 

x3 →∞, c donné                                                  
 

Noam Elkies a trouvé une solution 2682440
4
+15365639

4
+18796760

4
 = 20615673

4
 en 1988 à ce problème suivi de Roger 

Frye qui a trouvé la plus petite d’entre elles 95800
4
+217519

4
+414560

4
 = 422481

4
. Ceci n’est cependant pas contradictoire 

avec Fan(c) qui tend vers zéro lorsque la séquence p augmente. 

 

Exemple 3 : Conjecture d’Euler 
 

Le mathématicien suisse conjecturait qu’il n’y a pas de solution dans les cas où n = m et k = n-1 et c = 0. Ceci est invalidé 

par l’exemple de Noam Elkies. Notre étude permet de dire que pour c = 0, le nombre de solutions est o(Ln(x)) donc rare 

mais pas nécessairement fini. Par ailleurs pour c ≠ 0, en général, le nombre de solutions tend vers l’infini en progression 

logarithmique – et ceci si fan(c) converge vers une limite non nulle ce qui est une règle générale non démontrée ici -.  
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 EXERCICE 17 : DENOMBREMENT PREMIER DANS UN HYPERVOLUME ET A SA SURFACE 

 

1. Cas de l’hypervolume 
 

Nous abordons ici le problème du dénombrement des solutions de l’égalité diophantine (yi nombres premiers positifs) 

 

y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 = c            (1) 

en partant comme à l’accoutumée de : 

y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 < c            (2) 

 

Comme dans le cas de l’exercice précédent, le dénombrement correspondant à l’égalité ne sera rigoureux que lorsque c 

tend vers l’infini. Nous écrivons l’intégrale suivante (avec les réserves habituelles sur les bornes (c à remplacer par c-2))   

 
 y1 = c(1/n)   y2 = (c-y1

n)(1/n)  y3 = (c-y1
n-y2

n)(1/n)  ym-1 = (c-y1
n-y2

n-…-ym-1
n)(1/n)  

V(c) = ∫   ∫   ∫                ....... ∫ 1.(dym/Ln(ym)).(dym-1/Ln(ym-1))…(dy1/Ln(y1))      (3) 
   2   2   2   2  

 

Pour obtenir l’expression de cette intégrale, nous étudions dans un premier temps l’intégrale :  

 
   y =  (c-r(x))(1/n)  
 

I = ∫  (c-r(x)-yn)(m/n) (dy/Ln(y))       (4) 
  2  

 

La variable de cette expression est y et x peut être considéré momentanément comme une constante. 

Reprenant la propriété du logarithme sous une intégrale, nous écrivons d’abord lorsque nous faisons tendre c vers l’infini : 

 
   Y =  (c-r(x))(1/n)  
 

I ≡ (1/Ln((c-r(x))(1/n)) ∫  (c-r(x)-yn)(m/n) dy     (5) 
  2  

 

Nous considérons ici le cas d’intégrales multiples (nous savons que la propriété est vraie dans le cas de l’intégrale simple). 

Alors la borne supérieure (c-r(x))(1/n) va prendre des valeurs telles qu’en moyenne :  

 

1/Ln (c-r(x))(1/n) = 1/Ln(ei.(c)(1/n)) =1/(Ln(ei)+Ln((c)(1/n))) = <ai>/Ln(c1/n)         (6) 

 

où ei est compris dans l’intervalle ]0,1[. 

Adoptant ensuite le changement de variable z = y / (c-r(x))
(1/n)

, nous tirons dz = dy / (c-r(x))
(1/n)

  soit encore dy = (y/z)dz. 

De plus (c-r(x)-y
n
)

(i/n)
 = ((y/z)

n
-y

n
)

(i/n)
 = (y/z)

i
 (1-z

n
)

(i/n)
.  

Alors 
  y =  (c-r(x))(1/n)   z = 1    z = 1 

∫  (c-r(x)-yn)(m/n) dy = ∫ (y/z) (i+1) (1-zn)(i/n) dz = 
 

(c-r(x))((i+1)/n)   ∫ (1-zn)(i/n) dz  
 2  z = ε   z = ε 

 

ε tend vers 0 lorsque c tend vers l’infini. 

En calculant de proche en proche V(c), cette expression à m variables s’écrira : 

 
   1   1   1   1 
 

V(c) = a
m
.(c

m/n
/Ln

m
(c

1/n
)). ∫(1-tn)((m-1)/n) dt … ∫(1-tn)(2/n) dt ∫ (1-tn)(1/n) dt ∫ (1-tn)(0/n) dt 

  ε → 0  ε → 0  ε → 0  ε → 0 

où a
m
 = <a1>.<a2>…<am>.  

 

Posons suivant les notations de l’exercice précédent : 

 
   1  
 

 I(n,i) =  ∫(1-tn)(i-1)/n) dt = (1/n).Γ(1+(i-1)/n).Γ(1/n)/Γ(1+i/n)            (7)  
  0  

Alors 
  m  
 

 V(c) ≡ a
m
.(c

1/n
/Ln(c

1/n
))

m
. П   I(n,i)          (8)  

 i =  1  
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Lorsque c tend vers l’infini, dans l’expression 1/(Ln(ei)+Ln((c)(1/n))) = <ai>/Ln(c1/n) donnée plus haut, ei étant fini, Ln(ei) 

devient négligeable devant Ln(c(1/n)) et ainsi chaque <ai> va tendre vers 1 et il en sera de même de a. 

 

Nous avons bien sûr ici affaire à des logarithmes. Ceci signifie une convergence extrêmement lente vers la dite limite ainsi 

que le montre à titre d’exemple le graphique ci-dessous. Dans ce graphique, nous avons représenté les valeurs prises par le 

coefficient a défini à partir du rapport des solutions réelles et des solutions théoriques asymptotiques, soit :  

 
 

  a(n,m) = (  
#{(y1, y2, …, ym) \ y1

n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 < c} 

 

) 
(1/m)     

      (9) 
(c

1/n
/Ln(c

1/n
))

m
.П I(n,I)  

 

Nous prenons plusieurs exemples d’où la notation a = a(n,m). Schématiquement, nous observons lorsque n croît (à m 

constant) une « translation avec élongation » vers la droite du graphique des courbes représentatives de a(n,m) et lorsque m 

croît (à n constant), une « translation avec contraction » vers le haut du graphique  

Pour a(1,1), nous avons affaire au problème, effectivement résolu, de la raréfaction des nombres premiers. Nous savons, 

d’après Hadamard et de la Vallée Poussin, que dans ce cas a tend vers 1. Nous observons que, près de l’origine, a prend 

d’abord des valeurs inférieures à 1, augmentant ensuite pour rejoindre une zone d’oscillations (a n’étant pas représenté ici 

pour toutes les incrémentations d’une unité de c, l’ensemble des oscillations n’apparaissent pas forcément) avant de baisser 

progressivement. Ce phénomène d’oscillations près de l’origine se retrouvent dans les autres cas examinés, seulement, 

« près de l’origine » peut maintenant signifier des cibles c de grandes tailles déjà. Ainsi pour a(3,3), la zone de tendance à 

la baisse est à peine amorcée sur le graphique et pour a(4,4) elle n’est pas encore atteinte alors que c vaut 10
10

 (soit c
1/4

 ≈ 

316 ce qui ramène bien dans la zone d’oscillation à l’instar de a(1,1)). L’ordre de grandeur c > 500
n
 est peu ou prou, 

l’abscisse origine pour la zone d’une tendance à la baisse du coefficient a(n,m). 

 

Revenons maintenant à la dérivée de l’expression V(c) : 
  m  
 

 V’(c) = a
m
.(c

(m/n-1)
/Ln

m
(c

1/n
)).m.(1/n-1/Ln(c)) .  П   I(n,i)           

 i =  1  

Cette expression prend la valeur limite : 
  m  
 

Lim  V’(c) = (m/(n.c)) (c
(1/n)

/Ln(c
1/n

))
m
.  П   I(n,i)          (10)  

c → +∞ i =  1  

 

La condition de divergence de ce terme est : 

m > n         (11) 

 

Concernant le dénombrement à l’infini des solutions de (1), il convient alors de pondérer le résultat obtenu en (8) suivant la 

méthode donnée dans l’exercice 5 : 
 

Evolution du coefficient a

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,E+00 1,E+01 1,E+02 1,E+03 1,E+04 1,E+05 1,E+06 1,E+07 1,E+08 1,E+09 1,E+10

c

n = 1  m = 1

n = 1  m = 2

n = 1  m = 3

n = 1  m = 4

n = 2  m = 2

n = 3  m = 3

n = 4  m = 4
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  m  
 

lim  #{(y1, y2, …, ym) / y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 = c} = Fan(c).(m/(n.c)) (c

(1/n)
/Ln(c

1/n
))

m
.  П   I(n,i)          (12)  

c → +∞ i =  1  

avec : 
               +∞ 

Fan(c) = П T(c,(Bδ=1)
m
.(U))pi/(pi-1)

m
 

               pi 
 

2. Cas affine de l’hypervolume 
 

Soit : 

a1.y1
n
 + a2.y2

n
 +…+ am.ym

n
 < c          (13) 

a1.y1
n
 + a2.y2

n
 +…+ am.ym

n
 = c          (14) 

 

Nous avons étudié au paragraphe précédant l’effet du changement de variables (yi) → (Yi) où Yi
n = ai.yi

n sur l’intégrale de 

dénombrement de la fonction volume des inégalité et égalité diophantines à variables entières. Ce changement de variables 

opère exactement de la même façon ici mais nous devons tenir compte par ailleurs du comportement des expressions 

logarithmiques. Nous avons yi = (1/ai
1/n).Yi, soit Ln(yi ) = Ln((1/ai

1/n).Yi) 

 

D’après le développement amenant à la relation (8) du paragraphe précédent, nous déduisons que c doit être remplacé par 

c/ai dans la nouvelle expression qui nous intéressent ici. Ainsi : 

 
  m  m  m  
 

 V(c) ≡ a
m
. П  (c/ai)

1/n
/Ln((c/ai

 
)

1/n
)     П   I(n,i)  = a

m
. П   I(n,i) .(c/ai)

1/n
/Ln((c/ai

 
)
1/n

)          (15)  
 i =  1 i =  1 i =  1  

 

Quand c tend vers l’infini Ln((c/ai
 
)
1/n

) est équivalent à Ln(c
1/n

). Cependant pour toute vérification numérique, il est opportun de 

conserver l’expression initiale. 

Nous obtenons ensuite la valeur limite de V’(c) en utilisant a
m
 → 1 : 

 

  m  
 

Lim V’(c) = (m/(n.c)).  П   I(n,i) .(c/ai)
1/n

/Ln((c/ai
 
)
1/n

)           (16)   
c → +∞ i =  1  

 

La condition de divergence reste : 

m > n         (17) 

 

Concernant le dénombrement à l’infini des solutions de (9), il convient alors de pondérer le résultat obtenu en (16) suivant 

la méthode donnée dans l’exercice 2 : 
  m  
 

lim  #{(y1, y2, …, ym) / a1y1
n
 + a2y2

n
 +…+ amym

n
 = c} = Fan(c).m/(n.c).  П   I(n,i) .(c/ai)

1/n
/Ln((c/ai

 
)
1/n

)                   (18)  
c → +∞ i =  1  

 

3. Cas de l’hyperplan 
 

Nous utilisons le résultat précédent, avec n = 1, pour l’inégalité et l’égalité et diophantines (xi nombres entiers positifs) : 

 

y1 + y2 +…+ ym < c         (19)  

y1 + y2 +…+ ym = c         (20)  

.  

Ceci conduit, comme I(1,i) = 1/i à : 

V(c) = (c/Ln(c))
m
/m!         (21) 

 

V’(c) = m(1-1/Ln(c)).c
(m-1)

/(m!Ln(c))
m
)      

Cette expression a comme limite : 

lim     V’(c) = c
(m-1)

/((m-1)!Ln
m
(c))          (22) 

c →∞ 

 

La condition de divergence du dernier terme est m > 1et le cardinal cherché, en s’appuyant sur les résultats de l’exercice 5, 

est : 

#{y1 + y2 +…+ ym = c} ≡ Fan(c).c
(m-1)

/((m-1)!Ln
m
(c))         (23) 

avec : 
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Fan(c) = 

 

П (1- 
(-1)

 m
  

) П (1- 
(-1)

m-1
  

)      (24)      (pi-1)
m

 (pi-1)
m-1

 

pi ∤ c   pi ∖ c   

 

Nous trouvons cette expression asymptotique dans [2] p 66 sous la forme : 

 

#{y1 + y2 +…+ ym = c} = Sm(c).c
(m-1)

/((m-1)!Ln
m
(c)).(1+O(ln ln(c)/ln(c))       (25) 

où 
              +∞  
 

Sm(c) =∑  
μ

m
(pi) cpi (c) 

φ
m
(pi) 

              pi   

 

et nous avons démontré dans l’exercice 5 relation (9) l’égalité de Fan(c) et de Sm(c) qui ressort ici de (23) et (25).  

 

4. Cas de l’hyperplan affine 
 

Le cas affine s’obtient sans difficulté à partir des éléments étudiés antérieurement. Nous pouvons ainsi écrire directement : 

 
  m  
 

#{(y1, y2, …, ym) / a1y1 + a2y2 +…+ amym < c} ≡ 1/m!. П   (c/ai)/Ln((c/ai
 
))                   (26)  

 i =  1  

 
  m  
 

lim  #{(y1, y2, …, ym) / a1y1 + a2y2 +…+ amym = c} = Fan(c)/(c.(m-1)!). П   (c/ai)/Ln((c/ai
 
))                   (27)  

c → +∞ i =  1  

 
 

Fan(c ) = П                                   (1- 
 (-1)

m-1
 

 

) 
 

П       (1- 
  (-1)

m
 

 

) 
 

П       (1- 
  (-1)

m-2
 

 

)       (28) 
(pi-1)

m-1
 (pi-1)

m
 (pi-1)

m-2
 

                 ou(et(pi∤c,pi\ai),et(p\c,p∤ai)) 
  

pi∤c, pi∤ai  
  

pi\c, pi\ai   
  

 

Nous donnons ici un exemple numérique pour l’équation diophantine : 

 

5p + 3q + r = c 

 

L’utilisation des relations (27) et (28) conduit, à condition d’utiliser le facteur de correction a
3
 = (1.23)

3
 = 1.86 cohérent 

avec les ordres de grandeur obtenus plus haut (graphique), au tableau  : 

 
c Fan(c) # réel # calculé écart 

4989 1,4159763 9844 10026 1,8% 
4990 0 74 0  
4991 0,6828851 4983 4838 -2,9% 
4992 0 176 0  
4993 0,7079882 5068 5020 -1,0% 
4994 0 150 0  
4995 1,8864712 13091 13383 2,2% 
4996 0 34 0  
4997 0,7056717 5165 5010 -3,0% 
4998 0 212 0  
4999 0,7079882 4987 5029 0,8% 
5000 0 161 0  

 

Ici p, q et r décrivent les nombres premiers y compris p = 2, ce qui explique les occurrences pour les valeurs paires de c. 

Bien sûr, ces occurrences deviennent négligeables devant celles obtenues pour les valeurs impaires de c lorsque c tend vers 

l’infini. La fonction volume de l’expression des cardinaux étant commune aux valeurs paires et impaires de c, fan(c) = 0 est 

cohérent avec c cible paire (ce serait également le cas en écartant purement et simplement p = 2 de la liste des nombres 

premiers lors de la recherche des solutions). 

Notons encore pour le tableau que Fan(c) est obtenu à la séquence pi = 1613 avec une excellente précision (les 8ème 

décimales après la virgule varient insensiblement). 

 

Nous présentons un autre exemple ci-dessous pour un nombre de variables moins élevé (m = 2 au lieu de m = 3). La 

dispersion des dénombrements est plus grande que dans le cas précédent. 
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5. Problème de Goldbach 
 

Dans le cas précédent pour k = 2, nous avons (lorsque c tend vers l’infini) : 

 

#{y1 + y2 = c} ≡ Fan(c).c/Ln
2
(c)         (29) 

avec : 

Fan(c) = 

 

П (1- 
   1  

) П (1+ 
  1  

)    (30)      (pi-1)
2
 (pi-1) 

pi ∤ c   pi ∖ c   
 

6. Problème de Vinogradov 
 

Dans le cas précédent pour k = 3, nous avons 

 

#{y1 + y2 + y3 = c} ≡ Fan(c).c
2
/(2.Ln

3
(c))         (31) 

avec : 

Fan(c) = 

 

П (1+ 
   1  

) П (1- 
   1  

)      (32)      (pi-1)
3
 (pi-1)

2
 

pi ∤ c   pi ∖ c   

 

Nous retrouvons dans [11] le dénombrement asymptotique de Vinogradov (résultat démontré) sous la forme : 

 

#{y1 + y2 + y3 = c} ≡ S(c).c
2
/(2.Ln

3
(c))  (1+O(ln ln(c)/ln(c)))       (33) 

 

où la série singulière S s’écrit : 
 ∞        
 

S(c) =  
∑  μ(q).cq(c) 

 

= П (1+ 
   1 

 

) 
 

П (1- 
   1 

 

)      (34)      
 φ (q)

3
 (pi-1)

3
 (pi

2
- 3pi+3) 

 q=1     pi    
pi ∖ c 

  

 

Le lecteur pourra vérifier sans difficulté à partir de (32) et (34) l’égalité : 

 

S(c) = Fan(c)    (35) 
 

7. Cas de l’hypersphère  
 

Il s’agit de (yi nombres premiers positifs) : 

y1² + y2² +…+ yn² = c          (36)  

y1² + y2² +…+ yn² < c          (37)  

Alors : 
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V(c) = (c
1/2

/Ln(c
1/2

))
n
.J(2,n) = I(2,n).2

n
c

n/2
/Ln

n
(c)         (38) 

et 

lim         V’(c) = J(2,n).n.2
n-1

.c
(n/2-1)

/Ln
n
(c)             (39)  

 c → +∞ 

où : 
 

J(2,n) = 
 π

(n-(1+(-1)(n+1))/2)/2
((n-(1+(-1)

n+1
)/2)/2)! 

 

 
             n 

  П   (t - (1+(-1)
n+1

)/2) 

            t = 2 

 

Enfin pour le dénombrement de (36), nous utilisons les résultats de l’exercice 5 relations (59), (60) et (62). 

Ainsi, et après normalisation par multiplication par pi/(pi-1)
n
,  

 

lim     #{y1² + y2² +…+ yn² = c}= ( П   T(c,(u(n,i), v(n,i), {w(n,i)})).(i/(pi-1)
n
) ) . I(2,n).n.2

n-1
.c

(n/2-1)
/Ln

n
(c)       (40) 

 

c → +∞ pi   

 

avec pour pi = 2 
 

un = (1/2).(1+(-1)n) 

vn = (1/2).(1-(-1)n) 
 

avec pour pi = 1 mod 4, si n = 0 mod 2 : 
 

u(n,i)  (1/pi).((pi-1)n+(pi-1)(n/2+1).ch(n.Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

v(n,i) = (1/pi).((pi-1)n-(pi-1)((n+1)/2).sh((n+1).Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

w(n,i)  (1/pi).((pi-1)n+(pi-1)((n+1)/2).sh((n-1).Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

 

avec pour pi = 1 mod 4, si n = 1 mod 2 : 
 

u(n,i)  (1/pi).((pi-1)n-(pi-1)(n/2+1).sh(n.Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

v(n,i) = (1/pi).((pi-1)n+(pi-1)((n+1)/2).ch((n+1).Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

w(n,i)  (1/pi).((pi-1)n-(pi-1)((n+1)/2).ch((n-1).Ln((pi
1/2+1)/(pi-1)1/2))) 

 

avec pour pi = 3 mod 4 : 
 

u(n,i)  (1/pi).((pi-1)n+(pi-1).(pi+1)n/2.cos(n.arccos(-1/(pi+1)1/2))) 

v(n,i) = (1/pi).((pi-1)n+(pi+1)(n+1)/2.cos((n-1).arccos(-1/(pi+1)1/2))) 

w(n,i)  (1/pi).((pi-1)n+(pi+1)(n+1)/2.cos((n+1).arccos(-1/(pi+1)1/2))) 

 

T(c, (u(n,i), v(n,i), w(n,i))) = {fonction de tri de (u(n,i), v(n,i), w(n,i))) suivant gi
r
 croissant, r décrivant les entiers [0,pi-1]} 

w(n,i) n’est utilisé qu’à partir de pi = 3 

 

8. Cas n > 2  
 

Nous pourrions reprendre ici les cas n = 3, 4, 6 ou 12 étudier plus tôt (formule explicite). Ce que nous ne faisons pas ici 

pour alléger le texte déjà important. 

 

9. Cas d’un volume non borné 
 

Soit :  

a1.y1
n
 + a2.y2

n
 +…+ am.ym

n
 < c + am+1.ym+1

r
        

a1.y1
n
 + a2.y2

n
 +…+ am.ym

n
 = c + am+1.ym+1

r
          

 

Nous distinguons ici la puissance de la dernière variable (r au lieu de n). 

Nous avions trouvé plus haut pour a1.y1
n
 + a2.y2

n
 +…+ am.ym

n
 < c : 

 
  m  m  m  
 

 Vm(c) ≡ a
m
. П  (c/ai)

1/n
/Ln((c/ai

 
)
1/n

).     П   I(n,i)  = a
m
. П   I(n,i).(c/ai)

1/n
/Ln((c/ai

 
)

1/n
)           

 i =  1 i =  1 i =  1  

D’où il vient : 
  ym+1 
 

 V(c) ≡  ∫  Vm(c+am+1.ym+1
r
)/Ln(ym+1).dym+1  

 2 

Alors en remplaçant Vm(c), il vient : 
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  m  ym+1  m  
 

 V(c) ≡ a
m
. П   I(n,i)        ∫  1/Ln(ym+1). П  ((c+am+1.ym+1

r
)/ai)

1/n
/Ln(((c+am+1.ym+1

r
)/ai

 
)

1/n
).dym+1           (41) 

 i =  1 2 i =  1  

 

Asymptotiquement c est négligeable, soit : 

 
  m  ym+1  m  
 

 V(c) ≡ a
m
. П   I(n,i)        ∫ 1/Ln(ym+1).  П  ((am+1.ym+1

r
)/ai)

1/n
/Ln(((am+1.ym+1

r
)/ai

 
)
1/n

).dym+1       
 i =  1 2 i =  1  

 

Puis, comme Ln(((am+1.ym+1
r
)/ai)

 1/n
) = (r.Ln(ym+1)+Ln(am+1/ai))/n ≈ (r/n).Ln(ym+1) 

 
  m  ym+1  m  
 

 V(c) ≡ a
m
.(am+1/ai)

m/n
.(n/r)

m
. П   I(n,i).       ∫  1/Ln(ym+1). П  ym+1

r/n
/Ln(ym+1).dym+1       

 i =  1 2 i =  1  

 

Toujours asymptotiquement, nous pouvons sortir les logarithmes de l’intégrale (la borne inférieure 2 pour ym+1 peut 

également être remplacée par 0). Un nouveau coefficient de correction a’ qui tend vers 1 vient alors s’ajouter à a
m
, ce qui 

revient à renoter le produit a
m+1

 où a tend vers 1 sur la branche asymptotique :   

 
  m  ym+1    
 

 V(c) ≡ a
m+1

.(am+1/ai)
m/n

.(n/r)
m
/Ln

m+1
(ym+1). П   I(n,i).              ∫   

 

ym+1
r.m/n

.dym+1       
 i =  1 0   

Soit enfin (r.m/n est positif et donc différent de -1) : 
  m  

 V(c) ≡ 1/(r.m/n+1).a
m+1

.(am+1/ai)
m/n

.(n/r)
m
.( П   I(n,i).     ).(ym+1

r.m/n+1
/Ln

m+1
(ym+1))      (42) 

 i =  1  

 

Pour le calcul de V’(c), il faut revenir à la relation (41). Par dérivation par rapport à c, nous obtenons : 

  
  m  ym+1  m 
 

 V’(c) ≡ a
m+1

. П   I(n,i).(        ∫  1/Ln(ym+1). П  ((c+am+1.ym+1
r
)/ai)

1/n
/Ln(((c+am+1.ym+1

r
)/ai

 
)

1/n
).dym+1)’   

 i =  1 2 i =  1 

 

La dérivation par rapport à c peut être portée à l’intérieur de l’intégrale : 

 
  m  ym+1  m 
 

 V’(c) ≡ a
m+1

. П   I(n,i).        ∫  (1/Ln(ym+1)).( П  ((c+am+1.ym+1
r
)/ai)

1/n
/Ln(((c+am+1.ym+1

r
)/ai

 
)
1/n

))’.dym+1   

 i =  1 2 i =  1 

 

Nous pouvons sortir le facteur multiplicatif constant dû aux coefficients ai de l’intégrale et négliger asymptotiquement ces 

mêmes coefficients dans le logarithme. Notons également, qu’asymptotiquement, le logarithme peut être extrait d’une dérivée, 

comme nous le faisons pour les intégrales. D’où : 

 
  m  ym+1  m 
 

 V’(c) ≡ a
m+1

. П  I(n,i)/ai
1/n

.        ∫  (1/Ln(ym+1)).( П  (c+am+1.ym+1
r
)
1/n

/Ln((c+am+1.ym+1
r
)
1/n

))’.dym+1   

 i =  1 2 i =  1 

Soit : 
  m  ym+1   
 

 V’(c) ≡ a
m+1

. П  I(n,i)/ai
1/n

.        ∫  (1/Ln(ym+1)).((c+am+1.ym+1
r
)

m/n
/Ln

m
((c+am+1.ym+1

r
)
1/n

))’.dym+1 
 

 i =  1 2  

 

Comme (u/v)’ = u’/v-u.v’/v², nous avons, pour la variable c, ((P(c))
m
/Ln

m
(P(c)))’ = m.(P(c))’.(P(c))

m-1
/Ln

m
(P(c)).(1-

1/Ln(P(c))). Ainsi avec P(c) = (c+am+1.ym+1
r
)

1/n
 et P’(c) = (1/n).(c+am+1.ym+1

r
)

1/n-1
, il vient : 

 

  m  ym+1 
 

V’(c) ≡ a
m+1

.ai
-m/n

.        П I(n,i)  ∫1/Ln(ym+1).m/n.(c+am+1.ym+1
r
)
1/n-1+(m-1)/n

/Ln
m
((c+am+1.ym+1

r
)

1/n
).(1-Ln

-1
(c+am+1.ym+1

r
)
1/n

).dym+1 
 i =  1 2 

 

Soit : 
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  m  ym+1   
 

V’(c) ≡ a
m+1

.m.n
m-1

.ai
-m/n

. П   I(n,i).        ∫(1/Ln(ym+1)).(c+am+1.ym+1
r
)

m/n-1
/Ln

m
(c+am+1.ym+1

r
).(1-(Ln

-1
(c+am+1.ym+1

r
))/n).dym+1 

 

 i =  1 2  

 

Asymptotiquement 1/n/Ln(c+am+1.ym+1
r
) est négligeable devant 1, de même que c devant am+1.ym+1

r
. Nous avons aussi 

Ln(am+1.ym+1
r
) ≈ Ln(ym+1

r
) = r.Ln(ym+1). Il vient :  

 
  m  ym+1   
 

V’(c) ≡ a
m+1

.m. n
m-1

.(1/ai)
m/n

. П   I(n,i).        ∫   (am+1.ym+1
r
)
m/n-1

/Ln
m
(ym+1

r
)/Ln(ym+1).dym+1 

 

 i =  1 2  

D’où  
  m  ym+1   
 

 V’(c) ≡ a
m+1

.am+1
-1

.(m/n).(n/r)
m
.(am+1/ai)

m/n
. П   I(n,i).        ∫  ym+1

r(m/n-1)
/Ln

m+1
(ym+1).dym+1 

 

 i =  1 2  
 

Après extraction du logarithme, nous avons : 
  m  ym+1   
 

 V’(c) ≡ a
m+1

.am+1
-1

.(m/n).(n/r)
m
.(am+1/ai)

m/n
/Ln

m+1
(ym+1). П   I(n,i).        ∫  ym+1

r(m/n-1)
.dym+1 

 

 i =  1 2  

 

Deux cas sont à examiner comme dans l’exercice portant sur les variables de nombres premiers.  

 

Si r(m/n-1)+1 ≠ 0 
  m   
 

 V’(c) ≡ a
m+1

.am+1
-1

.(m/(r.m-r.n+n)).(n/r)
m
.(am+1/ai)

m/n
.( П   I(n,i)). ym+1

r(m/n-1)+1
/Ln

m+1
(ym+1)        

 i =  1  

Si r(m/n-1)+1 = 0 
  m   
 

 V’(c) ≡ a
m+1

.am+1
-1

.(m/n).(n/r)
m
.(am+1/ai)

m/n
.( П   I(n,i))/Ln

m
(ym+1)         

 i =  1  

 

La condition de divergence de V’(c) est donc ici l’inégalité stricte : 

 

r(m/n-1)+1 > 0 

 

En particulier, lorsque r = n, cette condition s’écrit : 

m > n-1 
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 EXERCICE 18 : GENERATION DE NOMBRES PREMIERS PAR SOMMES DE WARING 

 

 

1. Cas des puissances de degré n, variables d’entiers 
 

Il s’agit ici du dénombrement des solutions de l’équation diophantine (xi nombres entiers positifs): 

 

x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = p + c         (1) 

 

Pour répondre à ce problème, nous écrivons d’abord :  

 

x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 < p + c         (2) 

 

Le raisonnement habituel nous conduit à écrire l’intégrale suivante : 

 
  p  x1 = (p+c)(1/n)   x2 = (p+c-x1

n)(1/n)  x3 = (p+c-x1
n-x2

n)(1/n)  xk =  (p+c-x1
n-x2

n-…-xk-1
n)(1/n) 

∫   ∫   ∫   ∫                ....... ∫   1.dxkdxk-1…dx1.(dp/ln(p)) 
 2   0   0   0   0 

 

Cette intégrale à variables séparables se résout en un produit d’intégrales simples.  

Par la méthode utilisée précédemment, nous pouvons donner directement son expression : 

 
   p   1   1   1   1  
 

 V(c) = ∫( p+c)
k/n

/ln(p) ∫(1-tn)((k-1)/n) dt    … ∫(1-tn)(2/n) dt ∫ (1-tn)(1/n) dt            ∫ (1-tn)(0/n) dt          
  2   0   0   0   0  

Alors 
    k 
 

lim V’(c) = lim  
(p+c)

k/n
 П   I(n,i) 

Ln(p) 
p →∞            p →∞  i =  1 

 

Nous pouvons négliger c dans cette expression.  

D’où : 
    k 
 

lim V’(c) = lim  
 

p
k/n

. П   I(n,i)       (3)            
Ln(p) 

p →∞            p →∞  i =  1 

avec 
   1  
 

 I(n,i) =  ∫(1-tn)(i-1)/n dt             (4)  
   0  

 

Concernant le dénombrement à l’infini des solutions de (1), il convient alors de pondérer le résultat obtenu en (3) avec les 

facteurs d’abondance  normalisés, obtenus à partir de la relation (22) de l’exercice 8 (par multiplication par pi/((pi-1).pi
k
) : 

 
                                                                                                        k  

lim       #{(x1, x2, …, xk) \ x1
n
 + x2

n
 +…+ xk

n
 = p+c} = Fan(c).  П  I(n,i).p

k/n
./Ln(p)           (5)  

p →∞                                                                                              i = 1  

avec : 
               +∞ 

Fan(c) = П (pi /(pi-1)).(1-T(c,(A)
k
.(U))/(pi)

k-1
)        (6) 

               pi 

 

(A) est la matrice cardinale étudiée dans l’exercice 5 et les notations de cet exercice sont celles adoptées précédemment. 

 

2. Cas des sommes de degré 2 
 

                                                                                                         k  

lim       #{(x1, x2, …, xm) \ x1
2
 + x2

2
 +…+ xk

2
 = p+c} = Fan(c).  П   I(2,i).p

k/2
./Ln(p)           (7)  

p →∞                                                                                               i = 1  

 

De l’exercice 8 relations (23) et (25), nous tirons par normalisation (multiplication par pi/(pi
k
.(pi-1))) : 
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Pour pi = 1 mod 4 : 

uki1  (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1+(1/2).(pi-1).pi
-k/2.(1+(-1)k))) 

vki1 = (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1+(1/2).pi
-k/2.(-(1+(-1)k)+pi

1/2.(1-(-1)k)))) 

wki1  (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1-(1/2).pi
-k/2.((1+(-1)k)+pi

1/2.(1-(-1)k)))) 
 

Pour pi = 3 mod 4 : 
 

uki3  (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1+(1/2).(pi-1).pi
-k/2.si(mod(k,2)=0,2.(-1)

k/2
,0))) 

vki3 = (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1-(1/2).pi
-k/2.(si(mod(k,2)=0,2.(-1)

k/2
,0)+pi

1/2.si(mod(k+1,2)=0,2.(-1)
(k+1)/2

,0)))) 

wki3  (pi/(pi-1)).(1-(1/pi).(1-(1/2).pi
-k/2.(si(mod(k,2)=0,2.(-1)

k/2
,0)-pi

1/2.si(mod(k+1,2)=0,2.(-1)
(k+1)/2

,0)))) 

 

Soit par exemple : 

 

Pour pi = 1 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 

uki1 1 (pi-1)/pi 1 (pi
2
-1)/pi

2
 

vki1 (pi-2)/(pi-1) (pi
2
-pi+1)/(pi.(pi-1)) (pi

2
-pi-1)/(pi.(pi-1)) (pi

3
-pi

2
+1)/(pi

2
.(pi-1)) 

wki1 pi/(pi-1) (pi
2
-pi+1)/(pi.(pi-1)) (pi

2
-pi+1)/(pi.(pi-1)) (pi

3
-pi

2
+1)/(pi

2
.(pi-1)) 

 

Pour pi = 3 mod 4  k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 

uki3 1 (pi+1)/pi 1 (pi
2
-1)/pi

2
 

vki3 (pi-2)/(pi-1) (pi
2
-pi-1)/(pi.(pi-1)) (pi

2
-pi+1)/(pi.(pi-1)) (pi

3
-pi

2
+1)/(pi

2
.(pi-1)) 

wki3 pi/(pi-1) (pi
2
-pi-1)/(pi.(pi-1)) (pi

2
-pi-1)/(pi.(pi-1)) (pi

3
-pi

2
+1)/(pi

2
.(pi-1)) 

 

Par ailleurs pour pi = 2 (le lecteur pourra vérifier facilement ce cas), après normalisation le facteur d’abondance est 1.  

 

Nous pouvons réécrire les fonctions de tri T(c, (uki1, vki1, wki1)) et T(c, (uki3, vki3, wki3)) définies précédemment. En effet, nous 

savons déjà que les uki1 et uki3 correspondent au cas pi\c. Pour vki1 et vki3, ils correspondent aux cas où c = gi
x.di

.gi
0
 mod pi, x un 

entier, gi une primitive de pi et di = (n,pi-1) = (2,pi-1) = 2. Pour wki1 et wki3, ils correspondent aux cas où c = gi
x.di

.gi
1
 mod pi, x un 

entier, gi une primitive de pi et di = (n,pi-1) = (2,pi-1) = 2. 

Si c = gi
x.d

.gi
0
 = gi

2x
 mod pi alors c

(pi-1)/d
 = c

(pi-1)/2
 = 1 mod pi. Si c = gi

x.d
.gi

1
 mod pi alors c

(pi-1)/2
 = gi

(pi-1)/2
 = -1 mod pi par 

définition de la primitive. Nous utilisons alors la condition x entier pour la présentation de la valeur du facteur 

d’abondance : 
 

Fan(c) = 
 
Π   uki1 . Π   uki3 . Π   vki1 . Π   vki3 . Π   wki1 . Π   wki3 

                pi\c     pi\c c
(pi-1)/2

=1 mod pi c
(pi-1)/2

=1 mod pi c
(pi-1)/2

=-1 mod pi c
(pi-1)/2

=-1 mod pi 

 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 

 

D’autre part (voir exercice 16 relation (29)),  

 
 

k  
 

J(2,k) = 
 

Π   I(2,i) = 
π

(k-(1+(-1)(k+1))/2)/2
((i-(1+(-1)

k+1
)/2)/2)! 

            k 

i=1 П  (t - (1+(-1)
k+1

)/2) 

         t = 2 

 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

J(2,k) 1 л/4 л/6 л²/32 л²/60 л
3
/384 л

3
/840 л

4
/6144 л

4
/15120 

 

Application numérique 1 

 

Nous laissons au lecteur le soin de se référer à l’exercice (19) pour la résolution du cas : 

 

x1
2
 = p+c 

 

Application numérique 2 

 

lim #{x1
2
 + x2

2
 = p+c}= π/4 .

 
Π   (pi-1)/pi . Π   (pi+1)/pi . Π   (pi

2
-pi+1)/(pi

2
-pi) . Π   (pi

2
-pi-1)/(pi

2
-pi) .p/Ln(p) 

p →∞ pi\c pi\c pi∤c pi∤c  

 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4  

 

Plus simplement : 

lim #{x1
2
 + x2

2
 < p+c} = (π/8).p

2
/Ln(p)

 
  

p →∞   

 

lim #{x1
2
 + x2

2
 = p+c} = (π/4).Fan(c).p/Ln(p)

 
  

p →∞   

 

Pour p fini, nous introduisons un facteur de correction a.  
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lim #{x1
2
 + x2

2
 < q+c} = a.(π/8).q

2
/Ln(q)

 
  

p < q   

 

lim #{x1
2
 + x2

2
 = q+c} = a.(π/4).Fan(c).q/Ln(q)

 
  

p < q   

 

L’application numérique conduit pour cette dernière équation à : 

 

  Nombre de solutions Calcul des solutions Ecart 

c 
Fan(c)  

mod p 
p < 100 p < 1000 p < 10000 

p < 100 

a = 1,09731 
p < 1000 

a = 1,17903 
p < 10000 

a = 1,14644 
p < 100 p < 1000 p < 10000 

0 1.27318 23 161 1219 23,83 170,67 1244,68 3,59% 6,01% 2,11% 
1 0,85117 17 92 783 15,93 114,10 832,11 -6,30% 24,02% 6,27% 

2 0,85117 26 122 856 15,93 114,10 832,11 -38,73% -6,47% -2,79% 

3 1,36187 29 199 1322 25,49 182,56 1331,38 -12,12% -8,26% 0,71% 

4 0,85117 12 86 816 15,93 114,10 832,11 32,74% 32,68% 1,97% 

5 0,64851 17 87 686 12,14 86,94 633,99 -28,61% -0,07% -7,58% 

6 1,36187 31 191 1357 25,49 182,56 1331,38 -17,79% -4,42% -1,89% 

7 0,99649 22 136 988 18,65 133,58 974,18 -15,23% -1,78% -1,40% 

8 0,85117 20 122 840 15,93 114,10 832,11 -20,35% -6,47% -0,94% 

9 1,36187 21 172 1260 25,49 182,56 1331,38 21,36% 6,14% 5,67% 

10 0,64851 14 92 634 12,14 86,94 633,99 -13,31% -5,51% 0,00% 

11 0,93707 24 131 944 17,54 125,62 916,09 -26,93% -4,11% -2,96% 

12 1,36187 24 170 1330 25,49 182,56 1331,38 6,19% 7,39% 0,10% 

13 0,78069 18 118 784 14,61 104,65 763,21 -18,83% -11,31% -2,65% 

14 0,99649 24 148 970 18,65 133,58 974,18 -22,30% -9,74% 0,43% 

15 1,03762 21 147 1043 19,42 139,10 1014,39 -7,53% -5,38% -2,74% 

16 0,85117 9 97 791 15,93 114,10 832,11 76,99% 17,63% 5,20% 

17 0,79817 18 117 774 14,94 107,00 780,30 -17,02% -8,55% 0,81% 

18 1,36187 28 194 1340 25,49 182,56 1331,38 -8,98% -5,90% -0,64% 

19 0,89860 14 111 869 16,82 120,46 878,48 20,12% 8,52% 1,09% 

20 0,64851 14 104 634 12,14 86,94 633,99 -13,31% -16,41% 0,00% 

21 1,59439 28 211 1563 29,84 213,73 1558,69 6,56% 1,30% -0,28% 

22 0,93707 20 126 970 17,54 125,62 916,09 -12,32% -0,30% -5,56% 

23 0,88994 20 138 913 16,65 119,30 870,02 -16,73% -13,55% -4,71% 

24 1,36187 22 192 1318 25,49 182,56 1331,38 15,85% -4,91% 1,02% 

25 0,64851 7 78 618 12,14 86,94 633,99 73,38% 11,46% 2,59% 

26 0,78069 16 110 754 14,61 104,65 763,21 -8,69% -4,86% 1,22% 

27 1,36187 25 174 1326 25,49 182,56 1331,38 1,95% 4,92% 0,41% 

28 0,99649 12 120 942 18,65 133,58 974,18 55,40% 11,32% 3,42% 

29 0,82081 20 121 818 15,36 110,03 802,43 -23,20% -9,06% -1,90% 

30 1,03762 17 137 1013 19,42 139,10 1014,39 14,23% 1,53% 0,14% 

31 0,87957 15 110 843 16,46 117,91 859,88 9,74% 7,19% 2,00% 

32 0,85117 16 122 838 15,93 114,10 832,11 -0,44% -6,47% -0,70% 

33 1,49931 19 200 1462 28,06 200,99 1465,74 47,68% 0,49% 0,26% 

34 0,79817 16 106 804 14,94 107,00 780,30 -6,64% 0,94% -2,95% 

35 0,75923 13 107 739 14,21 101,78 742,23 9,30% -4,88% 0,44% 

36 1,36187 16 160 1298 25,49 182,56 1331,38 59,29% 14,10% 2,57% 

37 0,82754 14 109 824 15,49 110,93 809,01 10,62% 1,77% -1,82% 

38 0,89860 18 132 890 16,82 120,46 878,48 -6,57% -8,74% -1,29% 

39 1,24911 20 167 1196 23,38 167,45 1221,14 16,88% 0,27% 2,10% 

40 0,64851 6 70 646 12,14 86,94 633,99 102,27% 24,19% -1,86% 

Sommes 

toutes cibles 
 766 5487 40015 766 5487 40015    

Max        102,27% 32,68% 6,27% 

Min        -38,73% -16,41% -7,58% 

Ecart-type        31,31% 10,68% 2,81% 

 

L’ajustement du coefficient « a » a été fait pour obtenir, en moyenne pour les cibles précédentes, une somme des cardinaux 

de solutions réelles et une somme par le calcul identiques. Lorsque ceci est réalisé, nous nous apercevons que l’écart entre 

le nombre des solutions d’une cible donnée et sa valeur calculée s’améliore en général à chaque décade (avec des 

exceptions épisodiques).  

Dans ce tableau, nous vérifions des valeurs du coefficient « a » proches de 1. Après une augmentation entre le cas p < 100 

et le cas p < 1000, la valeur de a converge lentement vers 1 (p < 10000). 

Nous constatons également que si les écarts entre le nombre réel de solutions et le nombre obtenu par le calcul sont 

relativement disparates dans le cas p < 100, le comportement asymptotique se précise bien lorsque p augmente avec un 

écart-type des écarts de l’ordre de 3 % pour les 40 cibles que nous avons présentées ici. 
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3. Cas des puissances de degré n, variables de nombres premiers 
 

Il s’agit d’examiner le dénombrement des solutions de l’inégalité et de l’égalité diophantines : 

 

y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 < p + c         (8) 

y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 = p + c         (9) 

 

Nous pouvons reprendre tous le résultats précédents en remplaçant la matrice A par B (et en introduisant pour d’éventuelles 

vérifications numériques le coefficient a de l’exercice 17 que nous savons tendre avec peu de vigueur vers 1). Alors, 

d’après la relation (10) de l’exercice 17, nous avons : 
 

                                                                                                                                                                                                                                            m 

lim       #{(y1, y2, …, ym) \ y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 = p+c} = Fan(c).  П  I(n,i).p

m/n
 /Ln(p)/Ln

m
(p+c)

1/n
        (10)            

p →∞                                                                                                             i = 1 

 

Asymptotiquement p >> c.  

Ainsi l’expression précédente devient : 
                                                                                                                                                                                                                                                        m 

lim       #{(y1, y2, …, ym) \ y1
n
 + y2

n
 +…+ ym

n
 = p+c} = Fan(c).n

m
. П  I(n,i).p

m/n
/Ln

m+1
(p)           (11) 

p →∞                                                                                                                    i = 1 

 

avec (normalisation par multiplication par pi/(pi-1)
m
.(pi-1)) : 

 
               +∞ 

Fan(c) = П (pi /(pi-1)).(1-T(c,(B)
m
.(U))/(pi-1)

m-1
)        (12) 

                pi 

 

Ici (B)  = (A)-(I) est la matrice cardinale des cas à variables de nombres premiers. 

 

4. Cas des puissances de degré 1, variables de nombres premiers 
 

Nous donnons directement le résultat déduit des travaux antérieurs : 

 

lim       #{(y1, y2, …, ym) \ y1 + y2 +…+ ym = p+c} = Fan(c).m!.p
m
/Ln

m+1
(p)           (13) 

p →∞                                                                                                            

avec : 

 
Fan(c) =  

∞   ∞   
 

П (1- 
(-1)

 m+1
 

 

) 
 

П (1- 
(-1)

 m
 

 

)      (14) 
(pi-1)

m+1
 (pi-1)

m
 

pi ∤ c 
  

pi ∖ c 
  

 

déduite de la relation (5) de l’exercice 5, par incrémentation de m d’une unité (car nous savons que p et -p a même 

représentant donc y1 + y2 +…+ ym = p + c devient y1 + y2 +…+ ym - p = c qui devient y1 + y2 +…+ ym + ym+1 = c). 

 

5. Cas des nombres premiers jumeaux 
 

Nous reprenons dans le détail. 

Nous écrivons pour l’égalité et l’inégalité : 

y1 = c + y2            (15) 

 y1 < c + y2          (16) 

 

Le dénombrement de (16) répond à l’intégrale suivante : 

  
   y2  
 

V(c) = ∫  V1(c).(dy2/ln(y2))      (17) 
  2 

où  
   y1 =  (c+y2) 
 

V1(c) = ∫   1.(dy1/ln(y1))          (18) 
  2 

 

L’intégration de (18) par extraction du logarithme donne, en négligeant la borne inférieure,  

 

V1(c) = y1/ln(y1) avec y1 =  c+y2 

puis, 
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   y2  
 

V(c) = ∫  (c+y2).dy2/(ln(c+y2).ln(y2)) 
  2 

d’où : 
   y2  
 

V(c) = 1/(ln(c+y2).ln(y2)) ∫  (c+y2).dy2 
  2 

Soit : 

V(c) = (y2
2
/2+cy2)/(ln(c+y2).ln(y2))     (19) 

 

Asymptotiquement, la valeur de c devient négligeable et le dénombrement de (16) est : 

 

 lim       V(c) = y2
2
/(2ln

2
(y2))     (20) 

 y2 →∞ 

 

Pour le dénombrement de (15), nous devons revenir à (19) et dériver par rapport à c à variable y2 constante. Ainsi : 

 

V’(c) = y2/(ln(c+y2).ln(y2)) + (y2
2
/2+cy2).((ln(c+y2))/y2+(ln(y2))/(c+y2))/((ln(c+y2).ln(y2))

2
 ) 

 

Ici, asymptotiquement, c est à nouveau négligeable, soit :  

 

 lim       V’(c) = y2/ln
2
(y2) + y2./ln

3
(y2)      (21)  

 y2 →∞ 

 

Comme le second terme est négligeable à la limite, finalement : 

 

 lim       V’(c) = y2/ln
2
(y2)      (22)  

 y2 →∞ 

 

Notons cependant que la convergence de (21) vers (22) est très lente (car logarithmique). 

Le dénombrement asymptotique de (15) devient ainsi, suivant la forme de la littérature mathématique : 

 

 

 lim       #{y1-y2 = c} ≡ Fan(c).y2/Ln
2
(y2)         (23) 

 y2 →∞  

avec : 

 
Fan(c) =  

∞   ∞   
 

П (1- 
   1 

 

) 
 

П (1+ 
  1 

 

)    (24)      
(pi-1)

2
 (pi-1) 

pi ∤ c 
  

pi ∖ c 
  

 

6. Cas des puissances de degré 2, variables de nombres premiers 
 

                                                                                                                                                                                                                                                                          m 

lim       #{(y1, y2, …, ym) \ y1
2
 + y2

2
 +…+ ym

2
 = p+c} = Fan(c).2

m
.П  I(2,i).p

m/2
/Ln

m+1
(p)        (25)            

p →∞                                                                                                                      i = 1 

 

De l’exercice 8 relations (23) et (25), nous tirons par normalisation (multiplication par pi/((pi-1)
m
.(pi-1))) : 

 

Pour pi = 2 : 

Fan({0}) 
= 

1  

Fan({1}) 0     
 

 

Pour pi = 1 mod 4 : 

um1  pi/(pi-1).(1- (1/pi).(1+(1/2).(pi-1)-m+1.((pi
1/2-1)m+(-1)m.(pi

1/2+1)m)))  

vm1 = pi/(pi-1).(1- (1/pi).(1+(1/2).(pi-1)-m.((pi
1/2-1)m+1+(-1)m+1.(pi

1/2+1)m+1)))     (26) 

wm1  pi/(pi-1).(1-(1/pi).(1-(1/2).(pi-1)-m+1.((pi
1/2-1)m-1+(-1)m-1.(pi

1/2+1)m-1)))  

 

Pour pi = 3 mod 4 : 

um3  pi/(pi-1).(1-(1/pi).(1+(pi-1)-m+1.(pi+1)m/2.cos(m.arccos(-1/(pi+1)1/2))))  

vm3 = pi/(pi-1).(1-(1/pi).(1+(pi-1)-m.(pi+1)(m+1)/2.cos((m-1).arccos(-1/(pi+1)1/2))))     (27) 

wm3  pi/(pi-1).(1-(1/pi).(1+(pi-1)-m.(pi+1)(m+1)/2.cos((m+1).arccos(-1/(pi+1)1/2))))  

 

En exemple, nous donnons le tableau suivant :  
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Pour pi = 1 

mod 4  

m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

um1 pi/(pi-1) pi.(pi-3)/(pi-1)
2
 pi.(pi²-3pi+6)/(pi-1)

3
 pi.(pi

3
-4pi²+5pi-10)/(pi-1)

4
 

vm1 pi.(pi-3)/(pi-1)
2
 pi.(pi²-3pi+6)/(pi-1)

3
 pi.(pi

3
-4pi²+5pi-10)/(pi-1)

4
 pi.(pi

4
-5pi

3
+10pi²-5pi+15)/(pi-1)

5
 

wm1 pi/(pi-1) pi.(pi-2)/(pi-1)
2
 pi.(pi²-3pi+4)/(pi-1)

3
 pi.(pi

3
-4pi²+6pi-7)/(pi-1)

4
 

 

Pour pi = 3 

mod 4  

m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 

um3 pi/(pi-1) pi/(pi-1) pi².(pi-3)/(pi-1)
3
 pi.(pi

3
-4pi²+5pi+2)/(pi-1)

4
 

vm3 pi.(pi-3)/(pi-1)
2
 pi.(pi²-3pi+4)/(pi-1)

3
 pi.(pi²-3pi+4)/(pi-1)

3
 pi.(pi

4
-5pi

3
+10pi²-13pi+3)/(pi-1)

5
 

wm3 pi/(pi-1) pi².(pi-3)/(pi-1)
3
 pi.(pi

3
-4pi²+5pi+2)/(pi-1)

4
 pi.(pi

4
-5pi

3
+10pi²-5pi-5)/(pi-1)

5
 

 

Nous notons que : 

- pour p = 2, Fan({1}) = 0, c’est à dire que toute cible 1 mod 2 à un facteur d’abondance nul, 

- pour p = 3, Fan({2}) = 0, c’est à dire que toute cible 2 mod 3 à un facteur d’abondance nul. 
 

Ensuite : 
 

Fan(c) = 
 
Π   umi1 . Π   umi3 . Π   vmi1 . Π   vmi3 . Π   wmi1 . Π   wmi3 

                pi\c     pi\c c
(pi-1)/2

=1 mod pi c
(pi-1)/2

=1 mod pi c
(pi-1)/2

=-1 mod pi c
(pi-1)/2

=-1 mod pi 

 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 pi = 1 mod 4 pi = 3 mod 4 

 

Nous avons toujours :  
 

m  
 

J(2,m) = 
 

Π   I(2,i) = 
π

(m-(1+(-1)(m+1))/2)/2
((i-(1+(-1)

m+1
)/2)/2)! 

                m 

i=1 П  (t - (1+(-1)
m+1

)/2) 

            t = 2 
 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

J(2,m) 1 л/4 л/6 л²/32 л²/60 л
3
/384 л

3
/840 л

4
/6144 л

4
/15120 

 

Application numérique 1 

lim #{y1
2
 < p+c} = (4/3).p

3/2
/Ln

2
(p)

 
  

p →∞   

 

lim #{y1
2
 = p+c} = 2.Fan(c).p

1/2
/Ln

2
(p)

 
  

p →∞   

 

Pour p fini, nous introduisons des facteurs de correction a :  

 

lim #{y1
2
 < q+c} = (4/3).a

2
.q

3/2
/Ln

2
(q)

 
  

p < q   

 

lim #{y1
2
 = q+c} = 2a

2
.Fan(c).q

1/2
/Ln

2
(q)

 
  

p < q   

 

D’où, pour la seconde équation, le tableau : 
    

  Nombre de solutions Calcul des solutions Ecart 

c Fan(c) 
p <  

1000 
p <  

10000 
p < 

100000 
p < 

1000000 

p <  

1000 
a = 

1,080 

p <  

10000 
a = 

1,186 

p < 

100000 
a = 

1,223 

p < 

1000000 
a = 

1,156 

p <  
1000 

p <  
10000 

p < 
100000 

p < 
1000000 

0 →∞             

1 0 1 1 1 1 0 0 0 0     

2 3,3622 7 13 27 52 5,2 11,1 24,0 47,1 -25,8% -14,2% -11,1% -9,5% 

3 0     0 0 0 0     

4 0 1 1 1 1 0 0 0 0     

5 0     0 0 0 0     

6 2,5555 6 12 19 44 3,9 8,5 18,2 35,8 -34,2% -29,4% -4,0% -18,7% 

7 0     0 0 0 0     

8 3,3622 7 10 23 50 5,2 11,1 24,0 47,1 -25,8% 11,5% 4,3% -5,9% 

9 0     0 0 0 0     

10 0     0 0 0 0     

11 0     0 0 0 0     

12 3,9766 7 13 31 61 6,1 13,2 28,4 55,6 -12,2% 1,4% -8,4% -8,8% 

13 0     0 0 0 0     

14 2,1774 5 8 16 31 3,4 7,2 15,5 30,5 -32,7% -9,8% -2,9% -1,7% 

15 0     0 0 0 0     

16 0     0 0 0 0     
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  Nombre de solutions Calcul des solutions Ecart 

c Fan(c) 
p <  

1000 

p <  

10000 

p < 

100000 

p < 

1000000 

p <  
1000 

a = 

1,080 

p <  
10000 

a = 

1,186 

p < 
100000 

a = 

1,223 

p < 
1000000 

a = 

1,156 

p <  

1000 

p <  

10000 

p < 

100000 

p < 

1000000 

17 0     0 0 0 0     

18 3,3622 6 13 25 52 5,2 11,1 24,0 47,1 -13,4% -14,2% -4,0% -9,5% 

19 0     0 0 0 0     

20 4,2316 8 16 32 63 6,5 14,0 30,2 59,2 -18,3% -12,3% -5,6% -6,0% 

21 0     0 0 0 0     

22 0     0 0 0 0     

23 0     0 0 0 0     

24 2,5555 3 7 17 31 3,9 8,5 18,2 35,8 31,6% 21,0% 7,3% 15,4% 

25 0     0 0 0 0     

26 1,9852 3 7 17 29 3,1 6,6 14,2 27,8 2,3% -6,0% -16,6% -4,2% 

27 0     0 0 0 0     

28 0     0 0 0 0     

29 0     0 0 0 0     

30 2,8514 5 9 17 33 4,4 9,5 20,4 39,9 -11,9% 5,0% 19,7% 20,9% 

31 0     0 0 0 0     

32 3,3622 6 13 27 47 5,2 11,1 24,0 47,1 -13,4% -14,2% -11,1% 0,1% 

33 0     0 0 0 0     

34 0     0 0 0 0     

35 0     0 0 0 0     

36 →0 1 1 1 1 0 0 0 0     

37 0     0 0 0 0     

38 3,1916 5 11 25 48 4,9 10,6 22,8 44,7 -1,3% -3,8% -8,9% -7,0% 

39 0     0 0 0 0     

40 0     0 0 0 0     

41 0     0 0 0 0     

42 3,2627 5 11 24 47 5,0 10,8 23,3 45,7 0,8% -1,7% -3,0% -2,9% 

43 0     0 0 0 0     

44 1,8970 2 6 10 22 2,9 6,3 13,5 26,5 46,6% 4,8% 35,4% 20,7% 

45 0     0 0 0 0     

46 0     0 0 0 0     

47 0     0 0 0 0     

48 3,9766 3 13 26 54 6,1 13,2 28,4 55,6 104,9% 1,4% 9,2% 3,1% 

49 0     0 0 0 0     

50 3,3622 5 8 26 46 5,2 11,1 24,0 47,1 3,9% 39,3% -7,7% 2,3% 

51 0     0 0 0 0     

52 0     0 0 0 0     

53 0     0 0 0 0     

54 2,5555 4 7 17 32 3,9 8,5 18,2 35,8 -1,3% 21,0% 7,3% 11,8% 

              

Max          104,9% 39,3% 35,4% 20,9% 

Min          -34,2% -29,4% -16,6% -18,7% 

Ecart-type          34,2% 16,6% 12,9% 11,2% 

 

Nous observons une bonne correspondance entre le nombre exact des solutions et les cardinaux calculés pour la plupart des 

cibles. Les interdictions sont également bien respectées (une solution unique pour les cibles carrés ne remettant pas en 

cause un facteur d’abondance égal à zéro). Nous notons pour les cibles carrées que le facteur d’abondance lorsqu’il n’est 

pas nul d’emblée par les règles d’interdiction modulo (1 mod 2 et 2 mod 3) tend lentement vers zéro (cas c = 36). 

Le cas c = 0 est une exception remarquable. En effet, le facteur d’abondance de cette cible tend vers l’infini alors que 

l’équation p² = q, p et q nombres premiers est évidemment sans solution. Ce résultat est compréhensible pour p²+q = 0 car 

le facteur d’abondance bien que le même est multiplié par un volume qui est nul. Ce n’est pas le cas ici où le volume est 

q
1/2

/ln
2
(q) et tend aussi vers l’infini. La cible c = 0 est du type cible enrichie. 

 

                       

Evolution des facteurs d'abondance normalisés
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P 356/394                Génération de nombres premiers par sommes de Waring 

Application numérique 2 

lim #{y1
2
 + y2

2
 < p+c} = (π/2).p

2
/Ln

3
(p)

 
  

p →∞   

 

lim #{y1
2
 + y2

2
 = p+c} = π.Fan(c).p/Ln

3
(p)

 
  

p →∞   

 

Pour p fini, nous introduisons un facteur de correction a.  

 

lim #{y1
2
 + y2

2
 < q+c} = a

3
.(π/2).q

2
/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

 

lim #{y1
2
 + y2

2
 = q+c} = a

3
.π.Fan(c).q/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

 

L’application numérique conduit pour la seconde équation à : 

 

  Nombre de solutions Calcul des solutions Ecart 

c Fan(c) 
p <  

1000 

p < 

10000 

p <  

100000 

p <  

1000000 

p <  

1000 

a =   
1,0805 

p <  

10000 

a =  
1,1529 

p <  

100000 

a =  
1,1717 

p <  

1000000 

a =  
1,1550 

p <  

1000 

p < 

10000 

p <  

100000 

p <  

1000000 

1 4,1675 22 181 1218 7203 50,1 256,8 1380,2 7650,3 127,74% 41,88% 13,32% 6,21% 

3 2,6032 36 152 866 4785 31,3 160,4 862,1 4778,7 -13,07% 5,53% -0,45% -0,13% 

5 0 10 20 40 84 0,0 0,0 0,0 0,0     

7 3,1479 40 204 1084 6058 37,8 194,0 1042,5 5778,5 -5,39% -4,92% -3,83% -4,61% 

9 4,1675 34 198 1269 7453 50,1 256,8 1380,2 7650,3 47,36% 29,69% 8,76% 2,65% 

11 0 13 25 53 103 0,0 0,0 0,0 0,0     

13 2,2378 26 134 692 3924 26,9 137,9 741,1 4107,9 3,47% 2,90% 7,10% 4,69% 

15 1,9373 32 145 666 3629 23,3 119,4 641,6 3556,2 -27,22% -17,68% -3,67% -2,01% 

17 0 14 20 46 104 0,0 0,0 0,0 0,0     

19 3,4634 23 197 1166 6251 41,6 213,4 1147,0 6357,6 81,03% 8,33% -1,63% 1,71% 

21 4,1931 48 245 1408 7591 50,4 258,4 1388,7 7697,2 5,02% 5,46% -1,37% 1,40% 

23 0 10 16 32 66 0,0 0,0 0,0 0,0     

25 2,0838 14 93 606 3732 25,1 128,4 690,1 3825,1 78,94% 38,06% 13,88% 2,50% 

27 2,6032 43 195 939 5052 31,3 160,4 862,1 4778,7 -27,22% -17,74% -8,19% -5,41% 

29 0 16 32 64 132 0,0 0,0 0,0 0,0     

31 3,4822 38 213 1108 6448 41,9 214,6 1153,2 6392,2 10,17% 0,74% 4,08% -0,86% 

33 2,7901 35 169 936 5041 33,5 171,9 924,0 5121,8 -4,16% 1,73% -1,28% 1,60% 

35 0 6 14 34 66 0,0 0,0 0,0 0,0     

37 2,7785 35 184 1022 5170 33,4 171,2 920,2 5100,5 -4,56% -6,95% -9,96% -1,35% 

39 3,3897 35 213 1164 6363 40,8 208,9 1122,6 6222,3 16,43% -1,94% -3,56% -2,21% 

41 0 12 26 54 104 0,0 0,0 0,0 0,0     

43 2,9663 28 178 951 5317 35,7 182,8 982,4 5445,2 27,36% 2,69% 3,30% 2,41% 

45 1,7034 29 135 577 3312 20,5 105,0 564,1 3126,8 -29,39% -22,25% -2,23% -5,59% 

47 0 11 23 51 109 0,0 0,0 0,0 0,0     

49 4,6885 20 217 1309 8099 56,4 288,9 1552,7 8606,6 181,83% 33,13% 18,62% 6,27% 

Total 

solutions 
 630 3229 17355 96196 630 3229 17355 96196     

Max          181,83% 41,88% 18,62% 6,27% 

Min          -29,39% -22,25% -9,96% -5,59% 

Ecart-
type 

         58,77% 19,30% 8,01% 3,68% 

 

Nous notons une progression vers la limite asymptotique régulière, avec une augmentation initiale attendue du facteur a, 

puis une lente baisse de ce facteur (qui n’est observée ici qu’à partir de p < 1000000) vers 1. 

En dressant un tableau des solutions modulo 2, le lecteur vérifiera facilement que les cas c = 0 mod 2 sont impossibles sauf  

si y2 = 0 mod 2, soit y2 = 0 ou y2 = 2 (puisque y2 représentent des nombre premiers). De même, en dressant un tableau des 

solutions modulo 3, le lecteur vérifiera facilement que les cas c = 2 mod 3 sont impossibles sauf  si y2 = 0 mod 3, soit y2 = 0 

ou y2 = 3. Ceci se retrouve dans le facteur d’abondance nul des cibles 0 mod 2 ou 5 mod 6 du tableau précédent. Dans ces 

cas, les dénombrements des branches asymptotiques, ne sont pas en p/Ln
3
(p) mais en p

1/2
/Ln

2
(p), point que nous ne 

développons pas ici. 
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 EXERCICE 19 : GENERATION DE NOMBRES PREMIERS PAR DES POLYNOMES 

 

En 2004, Terence Tao et Ben Green ont présenté une prépublication démontrant qu'il existait des suites arithmétiques en 

nombres premiers arbitrairement longues. Récemment, ce travail a été étendu aux polynômes. L’objet de cet exercice est de 

compléter la démonstration d’existence de solutions par le dénombrement effectif de ces dernières.  

 

1. Génération de nombres entiers par un polynôme 
 

Il s’agit ici d’examiner un problème simple apportant un éclairage intéressant à la suite. 

Nous considérons un polynôme croissant à coefficients entiers sur l’ensemble du domaine [x0,x[ que nous étudions, soit 

P(x). La variable x prend des valeurs entières et nous cherchons à déterminer le nombre de solutions entières observé dans 

l’intervalle [y0, y[  = [P(x0), P(x)[ par P(x). Trivialement, il en existe exactement x - x0, soit encore P
-1

(P(x))-P
-1

(P(x0)), soit 

P
-1

(y)-P
-1

(y0). Ainsi (en remplaçant y par x) : 

 

#{n c [x0, x[ / P(n) = c, c entier, n entier} = P
-1

(x)-P
-1

(x0) 

Pour x0 = 0 et P(0) = 0, 

#{n c [0, x[ / P(n) = c, c entier, n entier} = P
-1

(x) 

 

L’éclairage est ainsi donné sur l’importance et la manière dont apparaît la fonction réciproque de P. 

 

2. Génération de nombres premiers par un polynôme sur un volume non borné 
 

Ecrivons l’équation diophantine : 

P(n) = p + c       (1) 

 

où n est une variable de nombres entiers et p une variable de nombres premiers.  

Avec la stratégie habituelle, nous écrivons d’abord l’intégrale représentative du volume  P(n) < p+c, soit : 

 
   p   n = P-1(c+p)   

V(c) = ∫   ∫   (1/Ln(p)) dn dp                      (2) 

  2  0     

Ici p n’est pas borné par la valeur c. 

Nous pouvons alors écrire, comme p est indépendant de n :  

 
   p      n = P-1(c+p)       p    

V(c) = ∫          (1/Ln(p))   ( ∫   1. dn) dp ≈               (1/Ln(p))    ∫      P
-1(c+p)dp                   

  2    2        2        

 

La dérivée par rapport à c vaut alors  
   p   

V’(c) ≈ (1/Ln(p)). P-1(c+p) - (1/ p.Ln
2
(p)). ∫          P-1(c+p)dp                

 2     

L’expression asymptotique de P(n) et P
-1

(n) s’obtient à partir du monôme dominant. Ainsi P(n)=a.n
k
 et P

-1
(n)=(n/a)

(1/k)
.  

Nous avons également asymptotiquement P
-1

(c+p) ≈ P
-1

(p). L’expression de la dérivée devient alors :  

  

V’(c) ≈ P
-1

(c+p)/Ln(p). (1-k/((k+1).Ln(p)) 

Qui se réduit asymptotiquement à : 

 

lim      V’(c) = lim      P
-1

(c+p)/Ln(p)  = lim     P
-1

(p)/Ln(p)           (3) 

p → +∞          p → +∞                          p → ∞ 

 

Alors, en nous appuyant sur les résultats précédents (exercice 8) :  

 

lim     #{(n,p) / P(n) - p = c} = lim       Fan(c).P
-1

(p)/Ln(p)           (4) 

p → +∞                                   p → +∞ 

 

avec un facteur d’abondance normalisé identique au cas du volume fini (le passage de p à –p n’a pas d’effet sur ces 

facteurs) : 

 
Fan(c) =  

∞    
 

П (1- 
  1 

 

(1 - #{ (n) / P(n) = c mod pi, n = 0 à pi-1})) 
 

   
pi-1 

pi     
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Soit k et a respectivement le degré et le coefficient dominant de P. Alors à la limite P(x) → a.x
k
 et P

-1
(x) → (x/a)

(1/k)
.  

Ainsi : 

lim     #{(n,p) / P(n) - p = c} = lim       Fan(c). (p/a)
(1/k)

/Ln(p)           (5) 

p → +∞                                   p → +∞ 

 

En général, près de l’origine, un facteur correctif (commun à toutes les cibles) est nécessaire pour superposer les courbes 

théoriques et empiriques. Cependant, nous pouvons tracer les courbes d’évolution asymptotique, en nous affranchissant  

éventuellement d’un facteur de correction, (en conservant c dans l’expression si c est « grand »), en utilisant la forme ci-

dessous et ceci soit, pour les monômes (Δpi = pi-pi-1) : 

 

    ∑    Δpi . Fan(c).(1/k).(1/a)
(1/k)

.(pi+c)
(1/k-1)

/Ln(pi)           (6) 

i → +∞   

 

soit, pour les polynômes, par approximation graphique de P
-1

 (renversement des axes), sous la forme : 

 

    ∑    Δpi . Fan(c).(P
-1

(pi+c))’/Ln(pi)           (7) 

i → +∞   

 

Exemple 1 : P(n) = n
4
+ n

3
-3 n

2
-147n 

(avec c dans le membre gauche au lieu du membre droit de l’équation P(n) p +c) 
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Exemple 2 : P(n) = n
3
+n

2
-1544n 

CONJECTURE DE HARDY LITTLEWOOD

(nombre de premiers de la forme n
3
 + n² - 1544n + c)

0
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c = 10709 c = 10735 c = 10753 c = 10799

4,55*intég((récip(P(x)))'/ln(x)) 2,01*int((réc(P(x)))'/ln(x)) 3,23*int((réc(P(x)))'/ln(x)) 7,47*int((réc(P(x)))'/ln(x))

 
 

Les deux exemples choisis pour le fait qu’ils donnent un nombre relativement élevé de solutions montrent la bonne 

adéquation entre le nombre de solutions obtenus par évaluation directe et le nombre de solutions obtenu par le calcul.  

 

3. Cas d’un polynôme de degré 2. Conjecture de Hardy-Littlewood. 
 

Le cas est résolu immédiatement à partir des résultats déjà présentés ici et à l’exercice 8. 

   

lim     #{(n,p) / a.n² + b.n - p = c} = lim       Fan(c). (p/a)
(1/2)

/Ln(p)           (8) 

p → +∞                                            p → +∞ 

avec 

 
Fan(c) = 

∞  

( 
Δ  

) 
 

 

П (1- 
pi 

 

) 
 pi-1 

 

pi     

Pour a = 1, b = 0 : 

 
Fan(c) = 

∞  

( 
c  

) 
 

 

П (1- 
pi 

 

) 
 pi-1 

 

pi     

Puis pour c = -1 : 

 
Fan(-1) = 

∞  

( 
-1  

) 
 

 

П (1- 
pi 

 

) 
 pi-1 

 

pi     

 

Soit en remplaçant le symbole de Legendre par son expression littérale : 

  

 
Fan(-1) =  

∞  

(-1)
(pi-1)/2

 

 
 

П (1- 
 

) 
     pi-1 

pi    

 

Nous retrouvons ici l’expression habituelle de la conjecture de Hardy-Littlewood.  

 

 

lim     #{(n,p) / n² + 1 = p} = lim   

 ∞  

(-1)
(pi-1)/2

 

  
  

П (1- 
 

)  
p

1/2
 

p → +∞                                   p → +∞       pi-1 Ln(p) 

 pi     
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La convergence vers cette valeur limite est lente. Ainsi pour n²+1 inférieur à 10
8
, une correction de l’ordre de 10 % est 

nécessaire, par exemple, pour faire coïncider les courbes théoriques et empiriques (voir illustrations graphiques).   

Cependant, la forme ci-dessous, suivant l’expression (6), ne nécessite pas de facteur de correction aussi important près de 

l’origine (Δpi = pi-pi-1).  

    ∑    Δpi . Fan(c).(1/2).(1/a)
(1/2)

.(pi+c)
(-1/2)

/Ln(pi)           (9) 

i → +∞   

 

4. Génération de nombres premiers par somme de polynômes identiques 
 

Considérons l’équation diophantine : 
 

(P(x1))
n
 + (P(x2))

n
 +…+ (P(xk))

n
 = p + c         (10) 

où  

P(x) = ad.x
d
 + ad-1.x

d-1
 +…+ a0 

 

Asymptotiquement P(x) ≡ ad.x
d
 et l’équation diophantine admet alors pour V(c) et V’(c), les équations issues de l’étude du 

cas des sommes de Waring. Cependant, pour les facteurs d’abondance, il est nécessaire de retourner aux équations 

d’origine. Nous entreprendre des calculs littéraux dans un cadre plus large par la suite. 
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 EXERCICE 20 : GENERATION DE NOMBRES PREMIERS PAR SOMMES DE FERMAT-

CATALAN ET ANALOGUES 

 

 

1. Cas d’un hypervolume fini, maille unitaire  
 

Nous abordons d’abord le problème du dénombrement des solutions de l’équation diophantine dans le cas de variables 

d’entiers positifs pour une cible c donnée : 

x1
(1)

 + x2
(2)

 +…+ xk
(k)

 = c         (1) 

 

Ici l’exposant de xi n’est pas égal à i mais une valeur entière positive notée (i). 

Pour répondre à ce problème, nous écrivons suivant la démarche habituelle  

 

x1
(1)

 + x2
(2)

 +…+ xk
(k)

 < c          (2) 

 

dont le dénombrement approximatif est donné par : 

 
  x1 = c(1/(1))   x2 = (c-x1

(1))(1/(2))  x3 = (c-x1
(1)-x2

(2))(1/(3))  xk =  (c-x1
(1)-x2

(2)-…-xk-1
(k-1))(1/(k)) 

V(c) =  ∫   ∫   ∫                ....... ∫   1.dxkdxk-1…dx1 
   0   0   0   0 

 

Cette intégrale est à variables séparables et se résout en un produit d’intégrales simples. 

Pour obtenir l’expression de cette intégrale, nous étudions dans un premier temps l’intégrale :  

 
   xi =  (c-r(x)-xi-1

(i-1))(1/(i)) 
 

I = ∫  (c-r(x)-xi-1
(i-1)-xi

(i))(m) dxi      (3)    
  0 

 

La variable de cette expression est xi et r(x) ne dépend pas de cette variable (tous les xi sont des variables indépendantes) et 

peut être considéré momentanément comme une constante. Adoptant le changement de variable z = xi/(c-r(x)-xi-1
(i-1))(1/(i)), 

nous tirons dz = dxi/(c-r(x)-xi-1
(i-1))(1/(i)), soit encore dxi =  (xi/z)dz. 

De plus (c-r(x)-xi-1
(i-1)-xi

(i))(m)  =  ((xi/z)(i)-xi
(i))(m)  = ((xi/z)(i)(m)(1-z(i))(m)   

Alors :  
   z = 1   z = 1    z = 1 
 

I = ∫ (xi/z) ((xi/z)(i)(m)(1-z(i))(m) dz = (xi/z)((i)(m)+1) ∫ (1-z(i))(m) dz = 
 

(c-r(x)-xi-1
(i-1))((m)+1/(i))    ∫ (1-z(i))(m) dz  

  z = 0  z = 0   z = 0 

 

Il est clair que l’utilisation successive de cette relation dans l’intégrale multiple conduit de proche en proche à un produit 

d’intégrales simples comme suit : 

 

Etape 1 2 3 … k 

(i) (k) (k-1) (k-2)  (1) 

(m) 0 1/(k) 1/(k) + 1/(k-1)  1/(k) + 1/(k-1) +…+1/(2) 

 

Ainsi : 
   1   1   1   1  
 

 V(c) = c(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(2)+1/(1)) ∫(1-t(1))(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(2)) dt    … ∫(1-t(k-2))(1/(k)+1/(k-1)) dt ∫ (1-t(k-1))(1/(k)) dt            ∫ (1-t(k))(0/(k)) dt         
 

(4) 

   0   0   0   0  

 

La dérivée se déduit facilement : 
   1   1   1  
 

V’(c) = (1/(k)+…+1/(2)+1/(1))c1/(k)+…+1/(2)+1/(1)-1 ∫(1-t(1))(1/(k)+…+1/(2))dt … ∫(1-t(k-2))(1/(k)+1/(k-1))dt ∫ (1-t(k-1))(1/(k))dt       (5)             
   0   0   0  

 

La condition de divergence de V’(c) est : 

 

1/(k)+1/(k-1)+…+1/(2)+1/(1) >1                  (6) 

 

Les expressions (3) et (4) peuvent également s’écrire suivant des fonctions Г. Pour cela , nous procédons d’abord au 

changement de variables z = t
(i)

, soit dz = (i).t
(i)-1

dt (en notant bien que (i) est un indice représentant un nombre entier positif 

quelconque), puis : 
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   1                                                               1 

∫ (1-t(i))(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(i+1))dt = 1/(i)  ∫   z(1/(i)-1).(1-z)(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(i+1)) dz 
  0                                                              0 

 

Nous rappelons les identités données à l’exercice 16 pour les fonctions béta et gamma : 

 
 1                    

∫ (z)
b-1

.(1-z)
a-1

 dz = B(a,b) = Γ(a).Γ(b)/Γ(a+b)        (7) 
0                    

 

Par identification des couples (a,b), nous obtenons : 

 

 (a,b) = (1/(k)+1/(k-1)+…+1/(i+1)+1/(i)) 

Alors 
 k                    k                                                                

П    I(n,i) = П  (1/(i)).B(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(i+1)+1/(i))           (8) 
i=1               i=1                                                             

 

Comme à l’exercice 16, combinant ici (6) et (7), nous obtenons l’élimination deux par deux des expressions en Γ en 

numérateur et dénominateur de l’expression produit. Il en résulte : 

 
 k                          k                   k                                             

П    I(n,i) =    (П  (1/(i))).(П Γ(1/(i))) / Γ(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(1)+1)           (9) 
i=1                     i=1               i = 1                                             

 

Ainsi utilisant la propriété de factorisation de la fonction gamma Г(x+1) = x.Г(x), nous obtenons (ici (i) décrit toutes les 

valeurs (1) à (k)) : 

 
 

 

 

П Γ(1+ 
 (i)  

 1 
 

)  
 
 

c 

 

∑( 
 (i) 

 1 
 

) 
 

 

V(c) =  
(i) (i) 

 

          (10) 
 

 

Γ(1+∑ 

                (i) 

 1 
 

) 
  

  (i)     

et : 

  

1 

  

П Γ(1+ 
 (i) 

 1 
 

)  
 
 

c 

 

-1+∑( 
            (i) 

 1 
 

) 
 

 

V’(c) = ∑( 
                               (i) 

). 
(i) (i) 

 

    (11) 
(i) 

 

     Γ(∑ 

                 (i) 

 1 
 

) 
  

   (i)     

 

Ces deux expressions généralisent celles trouvés dans l’exercice 16 dans le cas de Waring (indices (i) de même valeur). 

 

Nous utilisons par la suite, dans un souci de simplification des écritures, les expressions : 

 

 
 

 

 

П Γ(1+ 
 (i)  

 1 
 

)  
 
 

 

 

 

cti =  
(i) 

 

          (12) 
 

 

Γ(1+∑ 

                (i) 

 1 
 

) 
  (i)  

et 
 

sti = ∑( 
                  (i) 

 1 
 

) 
 

          (13) 

(i) 

 

Les formules d’Euler et de Weierstrass Γ(s) = ∑n→∞ n!.n
s
/(s.(1+s)…(n+s)) et Γ(s) = (e

-γ.s
/s).∏n→∞ (1+s/n)

-1
.e

s/n
 sont 

d’indispensables outils pour les applications numériques. La constante d'Euler-Mascheroni γ vaut approximativement 

0,57721566490153286). Accessoirement, nous pouvons utiliser également en dehors de la formule de factorisation, la 

formule de réflexion d’Euler (ou formule des compléments) Γ(s).Γ(1-s) = π/sin(π.s) ou la formule de duplication Γ(s).Γ(s+1/2) 

= 2
1-2s

.π
1/2

.Γ(2s), s nombre complexe, 0 < Re(s) <1.  

 

L’application à deux variables x et y avec (1) = p, (2) = q donne: 

 
   1 
 

V’(c) = (1/p+1/q)c1/p+1/q-1 ∫(1-tp)(1/q)dt            (14)  

   0 

 

2. Cas d’un hypervolume non borné, maille unitaire 
 

Nous abordons ici le problème du dénombrement des solutions de l’équation diophantine (xi nombres entiers positifs): 

 

x1
(1)

 + x2
(2)

 +…+ xk
(k)

 = c + xk+1
(k+1)

 + xk+2
(k+2)

 +…+ xk+i
(k+i)

         (15) 
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et de 

x1
(1)

 + x2
(2)

 +…+ xk
(k)

 < c + xk+1
(k+1)

 + xk+2
(k+2)

 +…+ xk+i
(k+i)

          (16) 

Posons : 

r = xk+1
(k+1)

 + xk+2
(k+2)

 +…+ xk+i
(k+i) 

 

Le dénombrement de (16) répond à l’intégrale :  

 
 xk+1    xk+2   xk+i  
 

V(c) = ∫   ∫      … ∫   Vk(c).dxk+idxk+i-1…dxk+1         (17) 
   0   0   0 

où  
  x1 = (c+r)(1/(1))   x2 = (c+r-x1

(1))(1/(2))  x3 = (c+r-x1
(1)-x2

(2))(1/(3))  xk =  (c+r-x1
(1)-x2

(2)-…-xk-1
(k-1))(1/(k)) 

 

Vk(c) = ∫   ∫   ∫                ....... ∫   1.dxkdxk-1…dx1 
   0   0   0   0 

 

Cette dernière expression se traite comme précédemment jusqu’à l’étape k. Ainsi : 
 

   1   1   1   1  
 

 Vk(c) = (c+r)(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(2)+1/(1)) ∫(1-t(1))(1/(k)+1/(k-1)+…+1/(2)) dt    … ∫(1-t(k-2))(1/(k)+1/(k-1)) dt ∫ (1-t(k-1))(1/(k)) dt            ∫ (1-t(k))(0/(k)) dt         
 

 

   0   0   0   0  

 

Soit encore : 

Vk(c) = cti.(c+r)
sti

 

 

Pour simplifier légèrement, nous nous plaçons dans le cas : 

 

r = xk+1
(k+1)

 

Alors : 

  xk+1  
 

V(c) = cti. ∫  (c+xk+1
(k+1)

)
sti

.dxk+1 

0 
et en dérivant sous l’intégrale par rapport à c : 

  xk+1  
 

V’(c) = cti.sti. ∫  (c+xk+1
(k+1)

)
sti-1

.dxk+1 

0 
Asymptotiquement, c est négligeable, donc : 

  xk+1  
 

V(c) = cti. ∫  xk+1
(k+1).sti

.dxk+1 

0 
et : 

  xk+1  
 

V’(c) = cti.sti. ∫  xk+1
(k+1).(sti-1)

.dxk+1 

0 
Puis : 

V(c) = (cti/((k+1).sti+1)).xk+1
(k+1).sti+1

 

et 

(k+1).(sti-1) ≠ -1 V’(c) = (cti.sti/((k+1).(sti-1)+1)).xk+1
(k+1).(sti-1)+1

 

(k+1).(sti-1) = -1 V’(c) = cti.sti.ln(xk+1) 

 

La condition de divergence de V’(c) est donc : 

(k+1).(sti-1) ≥ -1   (18) 

 

3. Conjecture de Fermat-Catalan  
 

Il s’agit de vérifier ici que si 1/p + 1/q + 1/r < 1 alors x
p
 + y

q
 = z

r
 a un nombre limité de solutions. 

Posons : 

x
p
 + y

q
 < c + z

r
        (19) 

 

Nous avons donc suivant les notations précédentes (1) = p, (2) = q, (k+1) = r, sti = 1/p+1/q, cti = Γ(1+1/p).Γ(1+1/q)/ 

Γ(1+1/p+1/q). La relation de divergence du cas général devient r.(1/p+1/q-1) ≥ -1, soit encore 1/p+1/q+1/r ≥ 1. Inversement 

lorsque 1/p+1/q+1/r < 1, les formules du cas général montre que le nombre de solutions ne diverge pas. Ce qui est conforme à la 

conjecture de Fermat-Catalan.  
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Nous avons alors : 
 

Si 1/p+1/q+1/r ≠ 1 

 lim         
#{x

p
 + y

q
 = z

r
} = Fan(c). 

(1/r)(1/p+1/q) 
. 

Γ(1+1/p).Γ(1+1/q) 
. z

r.(1/p+1/q+1/r-1)
        (20) 

 z → +∞ (1/p+1/q+1/r-1) Γ(1+1/p+1/q) 
 

Si 1/p+1/q+1/r = 1    

 lim  
#{x

p
 + y

q
 = z

r
} = V’(c) = Fan(c).(1/p+1/q) 

Γ(1+1/p).Γ(1+1/q) 
. ln(z)                     (21) 

 z → +∞ Γ(1+1/p+1/q) 
 

Nota : 

Nous devons vérifier cependant, sinon nous risquons de nous trouver dans un cas indécidable, que le facteur d’abondance 

normalisé ne diverge pas.  

 

4. Conjecture de Pillai 
 

D’après le théorème de Catalan Mihailescu, la seule solution, hors solutions triviales (1,0) et parfois (-1,0), de l’équation 

x1
a
-x2

b
 = 1, pour x1, x2, a , b > 1, est x = 3, a = 2, y = 2, b = 3. Nous nous intéressons plus généralement à la conjecture 

émise par Pillai concernant le nombre fini des solutions : 

 

x1
a
-x2

b
 = c              (22) 

 

Nous procédons par simple application des résultats précédents. Nous avons k = 1, (k+1) = b et sti = 1/a et la condition de 

divergence (18) devient b.(1/a-1) ≥ -1 soit encore 1/a+1/b ≥ 1, ce qui est impossible lorsque a et b sont des entiers strictement 

supérieurs à 1 à l’exception de a = b = 2. Dans ce dernier cas, nous arrivons à (x1+x2).(x1-x2) = c qui se résout en un nombre fini 

de solutions pour un c donné (dépendant du nombre de facteurs pairs ou impairs de c) et se résout en (x1,x2) = (±1,0) 

lorsque c = 1.               

 

5. Croissance linéaire  
 

Considérons le cas  

1/(1)+1/(2)+…+1/(k) = 1               (23) 

pour l’équation diophantine  

x1
(1)

 + x2
(2)

 +…+ xk
(k)

 = c + xk+1
(k+1)

 

Alors : 
  xk+1  
 

V’(c) = ∫   V’k(c).dxk+1  
   0 

où  

Vk(c) = cti.(c+xk+1
(k+1)

) 

Alors 

V’k(c) = cti 

Puis :  

V’(c) = cti.xk+1             (24) 
 

Ainsi la dépendance à la variable xk+1 est linéaire quelle que soit la puissance de cette variable dans l’équation diophantine 

étudiée.  

En particulier pour x
2
 + y

2
 = c + z

r
, nous avons une relation indépendante de r : 

 

V’(c) = (π/4).z 

 Soit en tenant compte des abondances relatives : 
 

#(c) = Fan(c).(π/4).z             (25) 

 

6. Cas d’un hypervolume fini, maille logarithmique  
 

L’étude de l’équation diophantine dans le cas de variables de nombres premiers est conduite de façon identique à celle de 

l’exercice 16 en s’appuyant sur l’exercice 13. La méthode permet d’extraire lors d’un dénombrement asymptotique les 

logarithmes sous intégrales. Nous pouvons alors utiliser les calculs faits dans le cas de la maille unitaire. Nous ne donnons 

pas ici la forme du résultat car nous allons en donner une plus générale plus loin. 

 

7. Cas d’un hypervolume non borné, maille logarithmique  
 

Les remarques précédentes s’appliquent encore. 
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8. Dénombrement de Friedlander et Iwaniec 
 

Friedlander et Iwaniec ont démontré en 1996 l’infinité des nombres premiers de type x1
2
+x2

4
. 

S’appuyant sur les résultats précédemment cités, nous avons les dénombrements asymptotiques suivants : 

  

 lim #{x1
2
+x2

4
 < p+c} = (1/2).(Γ(1/2).Γ(5/4)/Γ(7/4)).(4/7).(p+c)

7/4
/Ln(p+c)

 
 (26) 

 p →∞   

et 

 lim #{x1
2
+x2

4
 = p+c} = (1/2).(Γ(1/2).Γ(5/4)/Γ(7/4)).(Fan(c).p

3/4
/Ln(p)

 
       (27)  

 p →∞   

 

Comme Γ(1/2) = π
1/2

 = 1.77245385091, Γ(5/4) ≈ 0.906402477055, Γ(7/4) ≈ 0.919062526849 : 

 

lim #{x1
2
+x2

4
 < p+c} ≈ 0,5.p

7/4
/Ln(p)

 
  

p →∞   

et 

lim #{x1
2
+x2

4
 = p+c} ≈ 0,874.Fan(c).p

3/4
/Ln(p)

 
   

p →∞   

 

Pour x1
2
+x2

4
 = p+c mod p, nous trouvons par recherche directe le tableau suivant qui permet l’évaluation des facteurs 

d’abondance normalisés (nous pourrions également utiliser les résultats de l’exercice 9) : 
 

 Facteurs d’abondance à la séquence p Produit des facteurs d’abondance normalisés à la séquence p 

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 

2 2 2 2 2 2 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 

3 8 5 5 8 5 1,33333 0,83333 0,83333 1,33333 0,83333 

5 16 19 17 25 23 1,06667 0,79167 0,70833 1,66667 0,95833 

7 48 41 41 41 41 1,21905 0,77282 0,69147 1,62698 0,93552 

11 120 109 109 109 109 1,32987 0,76579 0,68518 1,61219 0,92701 

13 144 163 153 163 151 1,22757 0,80015 0,67201 1,68454 0,89730 

17 256 275 271 265 275 1,15536 0,80898 0,66953 1,64118 0,90720 

19 360 341 341 341 341 1,21617 0,80661 0,66758 1,63638 0,90454 

23 528 505 505 505 505 1,26905 0,80502 0,66626 1,63315 0,90276 

29 784 803 809 809 823 1,22529 0,79610 0,66380 1,62712 0,91499 

31 960 929 929 929 929 1,26481 0,79524 0,66308 1,62537 0,91400 

… … … … … … … … … … … 

157 24336 24515 24505 24471 24471 1,25318 0,80235 0,66257 1,62865 0,91722 

 

Nous pouvons former par ailleurs le tableau suivant : 

 

 Nombre effectif de solutions  Nombre de solutions calculé Ecart 

c p<1000 p<10000 p<100000 p<800000 
p<1000 

a=1,0750 
p<10000 
a=1,0974 

p<100000 
a=1,1212 

p<800000 
a=1,1055 

p<1000 p<10000 p<100000 p<800000 

0 33 133 614 2406 30,0 130,2 599,5 2382,8 9,1% 2,1% 2,4% 1,0% 

1 13 78 368 1468 19,2 83,4 383,8 1525,6 -47,7% -6,9% -4,3% -3,9% 

2 15 64 301 1190 15,9 68,9 316,9 1259,8 -5,7% -7,6% -5,3% -5,9% 

3 41 168 791 3165 39,0 169,2 779,1 3096,7 4,9% -0,7% 1,5% 2,2% 

4 24 104 444 1780 22,0 95,3 438,7 1744,0 8,5% 8,4% 1,2% 2,0% 
             

Sommes 

toutes 
cibles 

547 2518 10009      0% 0% 0% 0% 

Max         9,10% 8,35% 2,37% 2,16% 

Min         -47,73% -7,58% -5,29% -5,87% 

Ecart-
type 

        23,98% 6,62% 3,59% 3,71% 

 

L’observation est conforme à l’attente. Nous observons une augmentation du facteur d’ajustement d’abord, puis le facteur a 

montre un début de tendance à redescendre vers sa valeur asymptotique 1. De même, les écarts types se resserrent lorsque p 

augmente (avec des oscillations).   

 

9. Cas d’un hypervolume non borné, somme de Waring généralisé mixte 
 

Nous nous intéressons, pour finir l’exercice, au problème du dénombrement des solutions d’une l’équation diophantine 

relativement générale, à savoir : 

 

ax1.x1
(x1)

 + ax2.x2
(x2)

 +…+ axk.xk
(xk)

 + ay1.y1
(y1)

 + ay2.y2
(y2)

 +…+ aym.ym
(ym)

 = c + azr.zr
(zr)

         (28) 

 

Nous procédons simplement comme suit en application de ce qui a été fait jusqu’à présent : 
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- Nous divisons par azr les deux membres de l’équation. 

- Nous faisons les changements de variables du type Xk
(xk)

 = (axk/azr).xk
(xk)

, soit xk = (axk/azr)
(1/(xk)

.Xk pour chacune variable 

sauf zr. 

- Nous posons : 

a
k+m

 = Π ( 
azr )

1/(xi)
. Π ( 

azr )
1/(yj)

 
 

axi ayj    (29) 

            i            j    

et 

 
 

 

 

П                  Γ(1+ 
i décrit (xi) et (yj) 

1 
 

)  
 
 

 

 

 

ctxy =  
i 

 

          (30) 
 

 

Γ(1+∑ 

                i décrit (xi) et (yj) 

1 
 

) 
  i  

et 
 

stxy = ∑ 
                i décrit (xi) et (yj) 

1 
 

 
 

                          (31) 

i 

 

Par ailleurs, pour les variables de nombres premiers, nous devons traiter des intégrales du type :   

 
   Yi =  (c/azr+zr

(zr)
-r(X,Y))(1/(yi))  

 

I =  ∫  ((c/azr+zr
(zr)

-r(X,Y)-Yi
(yi))(m))/Ln((c/azr+zr

(zr)
-r(X,Y))(1/(yi))).dYi        (32) 

  2  

 

L’extraction du logarithme, lorsque Yi tend vers l’infini, donne : 

 
   Yi =  (c+azr.zr

(zr)
-r(X,Y))(1/(yi))  

 

I ≡ (1/Ln(e.(c/azr+zr
(zr)

)(1/(yi))) ∫  (c/azr+zr
(zr)

-r(X,Y)-Yi
(yi))(m) dYi        (33) 

  2  

avec  

(1/Ln(e.(c/azr+zr
(zr)

)(1/(yi))) = <a>/Ln((c/azr+zr
(zr)

)(1/(yi))) ≈ <a>/Ln((zr
(zr)

)(1/(yi))) = <a>/(((zr)/(yi)).Ln(zr)) 

 

où, par les mêmes arguments que ceux développés au (9) de l’exercice 17, e est compris dans l’intervalle ]0,1[, a tend vers 

1 lorsque zr tend vers l’infini (c fini et (zr) et (yi) sont les exposants des variables zr et yi). 

Nous posons ainsi : 

clny = Π ( 
(zr) 

) = (zr)
m
.Π ( 

1 
) 

 

(yi) (yi)         (34) 

            i               i    
 

Il suit deux cas. 
 

Cas zr une variable de nombres entiers  

  zr  
 

V(c) = a
k+m

.ctxy/(clny.ln
m
(zr)). ∫  (c/azr+zr

(zr)
)
stxy

.dzr 

0 
Soit encore en négligeant c : 

V(c) =  
a

k+m
.ctxy. 

. 
zr

((zr).stxy+1)
 
           (35) 

((zr).stxy+1)).clny ln
m
(zr) 

 

Par ailleurs, par dérivation sous l’intégrale : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

.ctxy/(clny.ln
m
(zr))). ∫  ((c/azr+zr

(zr)
)
stxy

)’.dzr 

0 
Soit : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

/azr).(stxy.ctxy/(clny.ln
m
(zr))). ∫  (c/azr+zr

(zr)
)
stxy-1

.dzr 

0 
Puis en négligeant asymptotiquement c : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

/azr).(stxy.ctxy/(clny.ln
m
(zr))). ∫  zr

(zr).(stxy-1)
.dzr 

0 
Soit : 
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 si (zr).(stxy-1) ≠  -1 
 

V’(c) = 
a

k+m
.stxy.ctxy 

. 
zr

(zr).(stxy-1)+1
 

        (36) 
 azr.((zr).(stxy-1)+1).clny ln

m
(zr) 

 

 

 si (zr).(stxy-1) =  -1 
 

V’(c) = 
a

k+m
.stxy.ctxy 

. 
1 

        (37) 
 azr.clny ln

m-1
(zr) 

 

 

La condition de divergence est ici : 

si m ≥ 1 (zr).(stxy-1) >  -1 
     (38) 

si m = 0 (zr).(stxy-1) ≥  -1 

 

Cas zr une variable de nombres premiers  

 

  zr  
 

V(c) = (a
k+m

.ctxy/(clny.ln
m
(zr))). ∫  (c/azr+zr

(zr)
)
stxy

/ln(zr).dzr 

2 
Soit par extraction du logarithme et en négligeant c : 

 

V(c) =  
a

k+m
.ctxy. 

. 
zr

((zr).stxy+1)
 
           (39) 

((zr).stxy+1)).clny ln
m+1

(zr) 
 

Par ailleurs, par dérivation sous l’intégrale : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

.ctxy/(clny.ln
m
(zr))). ∫  (((c/azr+zr

(zr)
)
stxy

)/ln(zr))’.dzr 

2 
 

Soit après extraction asymptotique du logarithme et d’autres opérations élémentaires : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

/azr).(stxy.ctxy/(clny.ln
m+1

(zr))). ∫  (c/azr+zr
(zr)

)
stxy-1

.dzr 

2 
Puis en négligeant asymptotiquement c : 

  zr  
 

V’(c) = (a
k+m

/azr).(stxy.ctxy/(clny.ln
m+1

(zr))). ∫  zr
(zr).(stxy-1)

.dzr 

2 
Soit : 

 si (zr).(stxy-1) ≠  -1 
 

V’(c) = 
a

k+m
.stxy.ctxy 

. 
zr

(zr).(stxy-1)+1
 

        (40) 
 azr.((zr).(stxy-1)+1).clny ln

m+1
(zr) 

 

 

 si (zr).(stxy-1) =  -1 
 

V’(c) = 
a

k+m
.stxy.ctxy 

. 
1 

        (41) 
 azr.clny ln

m
(zr) 

 

 

La condition de divergence est ici  

(zr).(stxy-1) >  -1      (42) 

 

Exemple : Conjecture de Hua 
 

Nous considérons deux cas principaux (et deux sous cas équivalents) comme nous l’avons fait au moment du calcul des 

facteurs d’abondance : 

 

Equation V(c) V’(c) #(c) 

y1+y2
2
 = c (2/3).c

3/2
/ln

2
(c) c

1/2
/ln

2
(c) Fan.c

1/2
/ln

2
(c) 

y2
2
 = y1+c 

ou 

y2 = y1
2
+c 

(2/3).y1
3/2

/ln
2
(y1) 

ou 

(1/3).y1
3
/ln

2
(y1) 

y1
1/2

/ln
2
(y1) 

ou 

y1/ln
2
(y1) 

Fan(c).y1
1/2

/ln
2
(y1) 

ou 

Fan(c).y2/ln
2
(y2) 

 

avec  
 

Fan(c) = si(c = 1 mod 2, 0, 
 

2.∏ p/(p-1)  
 

∏ p.(p-3)/(p-1)
2 
) 

p 

tel que 

c ≠ g2u mod p 

p  

tel que  

c = g2u mod p 
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10. Cas d’un hypervolume non borné, somme de polynômes séparés 
 

Nous terminons cet exercice par une remarque. Lorsque nous avons une expression diophantine composé de polynômes à 

variables séparées d’entiers naturels ou de nombres premiers, nous pouvons pour le calcul de l’hypervolume nous ramener 

au problème précédent. Il suffit de ne retenir que les monômes de plus haut degré respectif (soit pour chaque variable). Le 

calcul des facteurs d’abondance se fait en revenant à la méthode générale (exercice 2). 

 

Application numérique 1  

 

Soit à résoudre : 

2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
 = p

2
+p+c 

 

Ici nous supposons que x1, x2, x3 sont des variables de nombres entiers et p une variable de nombres premiers.   

Pour le calcul de V(c) et V’(c), nous pouvons négliger p dans l’expression p
2
+p, soit donc 2x1

2
+3x2

3
+5x3

4
-p

2
 = c. 

Nous avons alors : 

a
3
 = (1/2)

1/2
.(1/3)

1/3
.(1/5)

1/4
 ≈ 0,32787 

et 

ctxy = Γ(1+1/2).Γ(1+1/3).Γ(1+1/4)/Γ(1+1/2+1/3+1/4) = (12/13).Γ(3/2).Γ(4/3).Γ(5/4)/Γ(13/12) 

≈ (12/13).0,88623.0,89315.0,9064/0,9582 ≈ 0,69115 

et 

stxy = 1/2+1/3+1/4 = 13/12 

Alors : 

 V’(c) = 
a

k+m
.stxy.ctxy 

. 
zr

(zr).(stxy-1)+1
 

≈ 0,2104 
zr

7/6
  

((zr).(stxy-1)+1) ln
m+1

(zr) ln(zr)  
 

 

Nous avons ensuite  

lim #{2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
= p

2
+p+c} ≈ 0,2104.Fan(c).p

7/6
/Ln(p)

 

p →∞ 

 

Loin de la limite asymptotique, nous pouvons utiliser un coefficient correcteur a que nous élevons en puissance au nombre 

de variables, soit :  

#{2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
= p

2
+p+c et p < x} ≈ a

4
.0,2104.Fan(c).x

7/6
/Ln(x)

 

 

Nous trouvons par recherche directe (procédure par boucles imbriquées) le tableau suivant qui permet l’évaluation 

approximative des facteurs d’abondance normalisés. Nous avons indiqué le choix fait pour les valeurs de δ (évaluation 

modulo p
δ
). Comme l’expression est complexe, le tableau évolue avec augmentation de δ. 

 

  Facteurs d’abondance à la séquence p 

p δ c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 1 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 

3 3 10935 11664 17496 10935 9477 17496 10935 9477 17496 10935 9477 17496 10935 11664 17496 10935 

5 2 12500 12500 12500 12500 11875 12500 12500 12500 12500 11875 12500 12500 12500 12500 11875 12500 

7 1 259 308 301 273 315 329 273 259 308 301 273 315 329 273 259 308 

11 1 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 

13 1 1846 1872 1963 2171 2080 1898 2054 2171 2171 2028 1950 2171 1989 1846 1872 1963 

17 1 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 

19 1 6346 6650 6612 6612 6536 6460 6498 6365 6365 6384 6669 6384 6498 6536 6327 6650 

23 1 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 

29 1 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 

31 1 28613 28675 28923 29233 28582 28923 28675 28675 28799 29016 29016 28675 29109 28458 28768 28923 

37 1 48877 48470 49432 48803 48988 49839 49284 48803 49136 48803 49099 49358 49802 49247 49728 48877 

 

 Facteurs d’abondance normalisés à la séquence p 

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

3 0,83333 0,88889 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,88889 1,33333 0,83333 

5 1 1 1 1 0,95 1 1 1 1 0,95 1 1 1 1 0,95 1 

7 0,88095 1,04762 1,02381 0,92857 1,07143 1,11905 0,92857 0,88095 1,04762 1,02381 0,92857 1,07143 1,11905 0,92857 0,88095 1,04762 

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

13 0,91026 0,92308 0,96795 1,07051 1,02564 0,93590 1,01282 1,07051 1,07051 1 0,96154 1,07051 0,98077 0,91026 0,92308 0,96795 

17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

19 0,97661 1,02339 1,01754 1,01754 1,00585 0,99415 1 0,97953 0,97953 0,98246 1,02632 0,98246 1 1,00585 0,97368 1,02339 

23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

31 0,99247 0,99462 1,00323 1,01398 0,99140 1,00323 0,99462 0,99462 0,99892 1,00645 1,00645 0,99462 1,00968 0,98710 0,99785 1,00323 

37 0,99174 0,98348 1,00300 0,99024 0,99399 1,01126 1 0,99024 0,99700 0,99024 0,99625 1,00150 1,01051 0,99925 1,00901 0,99174 
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  Produit des facteurs d’abondance normalisés à la séquence p 

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

3 0,83333 0,88889 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,83333 0,88889 1,33333 0,83333 

5 0,83333 0,88889 1,33333 0,83333 0,68611 1,33333 0,83333 0,72222 1,33333 0,79167 0,72222 1,33333 0,83333 0,88889 1,26667 0,83333 

7 0,73413 0,93122 1,36508 0,77381 0,73512 1,49207 0,77381 0,63624 1,39683 0,81052 0,67063 1,42857 0,93254 0,82540 1,11587 0,87302 

11 0,73413 0,93122 1,36508 0,77381 0,73512 1,49207 0,77381 0,63624 1,39683 0,81052 0,67063 1,42857 0,93254 0,82540 1,11587 0,87302 

13 0,66824 0,85959 1,32133 0,82837 0,75397 1,39643 0,78373 0,68110 1,49532 0,81052 0,64484 1,52930 0,91461 0,75132 1,03004 0,84504 

17 0,66824 0,85959 1,32133 0,82837 0,75397 1,39643 0,78373 0,68110 1,49532 0,81052 0,64484 1,52930 0,91461 0,75132 1,03004 0,84504 

19 0,65261 0,87969 1,34451 0,84290 0,75838 1,38826 0,78373 0,66716 1,46471 0,79630 0,66181 1,50248 0,91461 0,75572 1,00293 0,86480 

23 0,65261 0,87969 1,34451 0,84290 0,75838 1,38826 0,78373 0,66716 1,46471 0,79630 0,66181 1,50248 0,91461 0,75572 1,00293 0,86480 

29 0,65261 0,87969 1,34451 0,84290 0,75838 1,38826 0,78373 0,66716 1,46471 0,79630 0,66181 1,50248 0,91461 0,75572 1,00293 0,86480 

31 0,64770 0,87496 1,34885 0,85468 0,75186 1,39274 0,77951 0,66357 1,46313 0,80144 0,66608 1,49439 0,92346 0,74597 1,00077 0,86760 

37 0,64235 0,86051 1,35289 0,84634 0,74734 1,40842 0,77951 0,65710 1,45874 0,79361 0,66358 1,49664 0,93317 0,74541 1,00979 0,86043 

 

Les produits des facteurs normalisés étant relativement stabilisés à la séquence p = 37, nous pouvons utiliser ces valeurs 

pour l’application numérique. Nous obtenons le tableau suivant : 
    

  Nombre effectif de solutions Nombre de solutions calculé Ecart 

c fan p<100 p<1000 p<10000 
p<100 

a = 1,08224 
p<1000 

a = 1,05524 
p<10000 

a = 1,03104 
p<100 p<1000 p<10000 

0 0,64235 8 75 828 8,7 76,7 769,7 8,42% 2,29% -7,04% 

1 0,86051 15 110 1042 11,6 102,8 1031,1 -22,54% -6,57% -1,05% 

2 1,35289 22 159 1576 18,3 161,6 1621,1 -16,96% 1,62% 2,86% 

3 0,84634 6 98 1015 11,4 101,1 1014,1 90,47% 3,14% -0,09% 

4 0,74734 12 94 893 10,1 89,3 895,5 -15,91% -5,05% 0,28% 

5 1,40842 19 171 1735 19,0 168,2 1687,6 0,09% -1,63% -2,73% 

6 0,77951 14 95 913 10,5 93,1 934,0 -24,82% -2,00% 2,30% 

7 0,65710 6 69 740 8,9 78,5 787,4 47,88% 13,73% 6,40% 

8 1,45874 17 182 1723 19,7 174,2 1747,9 15,87% -4,28% 1,45% 

9 0,79361 11 80 1006 10,7 94,8 950,9 -2,58% 18,48% -5,47% 

10 0,66358 9 71 772 9,0 79,3 795,1 -0,44% 11,62% 3,00% 

11 1,49664 16 170 1771 20,2 178,7 1793,3 26,31% 5,14% 1,26% 

12 0,93317 17 141 1182 12,6 111,4 1118,2 -25,88% -20,96% -5,40% 

13 0,74541 8 78 824 10,1 89,0 893,2 25,82% 14,13% 8,40% 

14 1,00979 14 105 1200 13,6 120,6 1210,0 -2,61% 14,86% 0,83% 

15 0,86043 12 124 1060 11,6 102,8 1031,0 -3,18% -17,13% -2,74% 

           

Sommes 

toutes cibles 
 206 1822 18280 206 1822 18280    

Max        -25,88% -20,96% -7,04% 

Min        90,47% 18,48% 8,40% 

Ecart-type        30,43% 11,28% 4,19% 

 

Les résultats sont globalement conformes à nos attentes même si des écarts locaux sont constatés. Le coefficient a est 

proche de la valeur asymptotique 1. Les écarts types diminuent régulièrement avec l’augmentation de p max. 

 

 Application numérique 2  

 

Soit à résoudre : 

2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
 = p

2
+c 

 

La différence de cette équation avec la précédente est petite, mais le comportement est assez différent. En effet, nous 

observons qu’une correction est nécessaire dès p = 2 (δ = 3 au lieu de δ = 1). 

L’intégrale de volume est la même que précédemment. Ainsi : 

 

lim #{2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
= p

2
+c} ≈ 0,2104.Fan(c).p

7/6
/Ln(p)

 

p →∞ 

 

Loin de la limite asymptotique, nous avons : 

  

#{2x1
2
+3x2

3
+5x3

4
= p

2
+c et p < x} ≈ a

4
.0,2104.Fan(c).x

7/6
/Ln(x)

 

 

Nous trouvons par recherche directe : 
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  Facteurs d’abondance à la séquence p 

p δ c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 3 128 384 128 128 384 128 384 384 128 384 128 128 384 128 384 128 

3 1 24 24 6 24 24 6 24 24 6 24 24 6 24 24 6 24 

5 1 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 

7 1 294 294 336 308 252 266 308 294 294 336 308 252 266 308 294 294 

11 1 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 1210 

13 1 2028 2184 1924 1872 1924 2002 2158 2054 1898 2028 2080 2132 2080 2028 2184 1924 

17 1 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 4624 

19 1 6498 6498 6308 6308 6384 6612 6384 6498 6536 6384 6650 6498 6536 6650 6308 6650 

23 1 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 11638 

29 1 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 23548 

… … … … … … … … … … … … … … … … … … 
73 1 383688 381936 383688 384272 385440 381206 382520 386900 381936 381936 386900 383542 384272 385294 382958 383542 

 

Pour la séquence 2, il est nécessaire de faire le calcul mod 2
3
, car les proportions entre facteurs d’abondance pour δ = 1 et δ 

= 2 ne sont pas encore stabilisées (égalité de tous les facteurs) suivant ce qui a été dit à l’exercice 11).   
 

 Facteurs d’abondance normalisés à la séquence p 

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 0,5 1,5 0,5 0,5 1,5 0,5 1,5 1,5 0,5 1,5 0,5 0,5 1,5 0,5 1,5 1,5 

3 1,3333 1,3333 0,3333 1,3333 1,3333 0,3333 1,3333 1,3333 0,3333 1,3333 1,3333 0,3333 1,3333 1,3333 0,3333 1,3333 

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

7 1 1 1,1429 1,0476 0,8571 0,9048 1,0476 1 1 1,1429 1,0476 0,8571 0,9048 1,0476 1 1 

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

13 1 1,0769 0,9487 0,9231 0,9487 0,9872 1,0641 1,0128 0,9359 1 1,0256 1,0513 1,0256 1 1,0769 0,94871795 

17 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

19 1 1 0,9708 0,9708 0,9825 1,0175 0,9825 1 1,0058 0,9825 1,0234 1 1,0058 1,0234 0,9708 1,0234 

23 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

29 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

… … … … … … … … … … … … … … … … … 

73 1 0,9954 1,0000 1,0015 1,0046 0,9935 0,9970 1,0084 0,9954 0,9954 1,0084 0,9996 1,0015 1,0042 0,9981 0,9996 

 
 Produit des facteurs d’abondance normalisés à la séquence p 

p c = 0 c = 1 c = 2 c = 3 c = 4 c = 5 c = 6 c = 7 c = 8 c = 9 c = 10 c = 11 c = 12 c = 13 c = 14 c = 15 

2 0,5000 1,5000 0,5000 0,5000 1,5000 0,5000 1,5000 1,5000 0,5000 1,5000 0,5000 0,5000 1,5000 0,5000 1,5000 1,5000 

3 0,6667 2,0000 0,1667 0,6667 2,0000 0,1667 2,0000 2,0000 0,1667 2,0000 0,6667 0,1667 2,0000 0,6667 0,5000 2,0000 

5 0,6667 2,0000 0,1667 0,6667 2,0000 0,1667 2,0000 2,0000 0,1667 2,0000 0,6667 0,1667 2,0000 0,6667 0,5000 2,0000 

7 0,6667 2,0000 0,1905 0,6984 1,7143 0,1508 2,0952 2,0000 0,1667 2,2857 0,6984 0,1429 1,8095 0,6984 0,5000 2,0000 

11 0,6667 2,0000 0,1905 0,6984 1,7143 0,1508 2,0952 2,0000 0,1667 2,2857 0,6984 0,1429 1,8095 0,6984 0,5000 2,0000 

13 0,6667 2,1538 0,1807 0,6447 1,6264 0,1489 2,2295 2,0256 0,1560 2,2857 0,7163 0,1502 1,8559 0,6984 0,5385 1,8974 

17 0,6667 2,1538 0,1807 0,6447 1,6264 0,1489 2,2295 2,0256 0,1560 2,2857 0,7163 0,1502 1,8559 0,6984 0,5385 1,8974 

19 0,6667 2,1538 0,1754 0,6258 1,5978 0,1515 2,1904 2,0256 0,1569 2,2456 0,7331 0,1502 1,8668 0,7147 0,5227 1,9418 

23 0,6667 2,1538 0,1754 0,6258 1,5978 0,1515 2,1904 2,0256 0,1569 2,2456 0,7331 0,1502 1,8668 0,7147 0,5227 1,9418 

29 0,6667 2,1538 0,1754 0,6258 1,5978 0,1515 2,1904 2,0256 0,1569 2,2456 0,7331 0,1502 1,8668 0,7147 0,5227 1,9418 

… … … … … … … … … … … … … … … … … 

73 0,6667 2,1638 0,1753 0,6194 1,5997 0,1487 2,1891 2,1077 0,1549 2,2107 0,7190 0,1518 1,8548 0,7196 0,5309 1,9263 

 

Les produits des facteurs normalisés étant relativement stabilisés à la séquence p = 73, nous pouvons utiliser ces valeurs 

pour l’application numérique. Nous avons alors le tableau suivant : 
    

  Nombre effectif de solutions Nombre de solutions calculé Ecart 

c Fan(c) p<100 p<1000 p<8000 
p<100 

a = 1,0908 

p<1000 

a = 1,0436 

p<8000 

a = 1,0278 
p<100 p<1000 p<8000 

0 0,667 13 61 620 9,3 76,2 623,1 -28,53% 24,84% 0,50% 

1 2,164 36 253 2121 30,2 247,2 2022,4 -16,23% -2,31% -4,65% 

2 0,175 4 21 183 2,4 20,0 163,8 -38,92% -4,65% -10,47% 

3 0,619 5 57 520 8,6 70,7 578,9 72,64% 24,12% 11,33% 

4 1,600 20 192 1511 22,3 182,7 1495,2 11,47% -4,83% -1,05% 

5 0,149 2 12 132 2,1 17,0 139,0 3,62% 41,54% 5,29% 

6 2,189 27 252 2013 30,5 250,0 2046,0 12,99% -0,78% 1,64% 

7 2,108 36 270 2005 29,4 240,7 1969,9 -18,41% -10,83% -1,75% 

8 0,155 2 19 161 2,2 17,7 144,7 7,92% -6,89% -10,09% 

9 2,211 21 259 2060 30,8 252,5 2066,3 46,72% -2,50% 0,30% 

10 0,719 16 90 660 10,0 82,1 672,0 -37,38% -8,75% 1,81% 

11 0,152 2 17 132 2,1 17,3 141,9 5,79% 2,01% 7,50% 

12 1,855 28 206 1721 25,9 211,9 1733,6 -7,68% 2,85% 0,73% 

13 0,720 3 67 647 10,0 82,2 672,5 234,28% 22,67% 3,95% 

14 0,531 8 76 538 7,4 60,6 496,2 -7,51% -20,21% -7,77% 

15 1,926 27 197 1742 26,8 220,0 1800,4 -0,57% 11,69% 3,35% 
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  Nombre effectif de solutions Nombre de solutions calculé Ecart 

c Fan(c) p<100 p<1000 p<8000 
p<100 

a = 1,0908 

p<1000 

a = 1,0436 

p<8000 

a = 1,0278 
p<100 p<1000 p<8000 

Sommes 

toutes cibles 
 250 2049 10346 250 2049 10346    

Max        234,28% 41,54% 11,33% 

Min        -38,92% -20,21% -10,47% 

Ecart-type        65,11% 16,34% 6,02% 

 

Certains écarts restent encore au-delà de 10 % (c = 2, c = 3, c = 8). Ceci provient certainement non pas du calcul du facteur 

d’abondance mais plutôt du nombre de solutions effectives qui près de l’origine ne reflète pas encore la répartition à 

l’infini. Il serait utile de pouvoir compléter les calculs pour p < 10
5
, p < 10

6
, p < 10

7
 (ce qui nécessiterait plusieurs semaines 

de calculs avec les outils à notre disposition).    
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 EXERCICE 21 : GENERATION DE NOMBRES PREMIERS PAR SOMMES QUADRATIQUES 

ET ANALOGUES 

 

1. Formes quadratiques élémentaires 
 

Nous nous intéressons ici à l’équation diophantine : 

 

 u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 = c    (1) 

dont le discriminant est 

Δ = v
2
-4u.w    (2) 

 

La transformation de la forme quadratique ∑i ∑j αij.xi.xj en λ1.y1
2
+λ2.y2

2
+…+λn.yn

2
 est explicitée par quelques exemples 

numériques dans [12] (p 747). Il y est fait mention du théorème des axes principaux. Nous saisissons cet élégant angle de 

vue pour en donner l’approche littérale pour u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
. 

Posons  

[X] =     
x1  

x2 

Ecrivons sous forme matricielle l’expression quadratique : 
 

u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 = [x1 x2] [U] 

x1  

x2 
 = [x1 x2] 

u  

v/2 

v/2 

w 

x1  

x2 

 

Lorsque [U] est symétrique, le théorème des axes principaux s’applique dans les termes qui suivent. Soit λ1 et λ2 les valeurs 

propres de [U]. La matrice orthogonale [Q] qui diagonalise [U] permet le changement de coordonnées :    

 

y1  

y2 
 = [

t
Q] 

x1  

x2 

Nous avons donc : 

[λ] = 
λ1 

0 

0 

λ2 
 = [

t
Q].[U].[Q]    (3) 

et 

u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 = λ1.y1

2
+λ2.y2

2
 

Posons  

[Q] =  
cos(θ)  

sin(θ) 

-sin(θ) 

cos(θ) 

Il vient : 

λ1 =  cos
2
(θ).u-sin(θ).cos(θ).v+sin

2
(θ).w 

λ2 =  sin
2
(θ).u+sin(θ).cos(θ).v+cos

2
(θ).w 

0 =  sin(θ).cos(θ).(u-w)+(cos
2
(θ)-sin

2
(θ)).v/2 

 

Il vient de la dernière équation : 

tan(2θ) = -v/(u-w) 

Soit 

θ = -(1/2).arctan(v/(u-w))+k.π/2       (4) 

 

Utilisant quelques identités trigonométriques simples et en choisissant k= 0, il vient :  

 

cos(θ) = ((1+1/(1+(v/(u-w))
2
)

1/2
)/2)

1/2
  

sin(θ) = ((1-1/(1+(v/(u-w))
2
)

1/2
)/2)

1/2
  

Puis : 

λ1 = (1/2).((1+1/(1+(v/(u-w))
2
)

1/2
).u-1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
.v+(1-1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
).w) 

  (5) 
λ2 = (1/2).((1-1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
).u+1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
.v+(1+1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
).w) 

et 

y1 = ((1+1/(1+(v/(u-w))
2
)

1/2
)/2)

1/2
.x1+((1-1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
)/2)

1/2
.x2   (6)  

y2 = -((1-1/(1+(v/(u-w))
2
)

1/2
)/2)

1/2
.x1+((1+1/(1+(v/(u-w))

2
)

1/2
)/2)

1/2
.x2 

 

Ces dernières équations donnent les axes principaux des coniques étudiées. 

Comme [λ] = [
t
Q].[U].[Q] et dét([

t
Q]) = dét([Q]) = 1, nous avons dét([λ]) = dét([U]), puis : 

  

λ1.λ2 = -Δ/4      (7) 

 

L’équation λ1.y1
2
+λ2.y2

2
 = c, c une constante, est de type elliptique lorsque λ1 et λ2 sont de même signe (Δ < 0) et de type 

hyperbolique lorsque λ1 et λ2 sont de signes opposés (Δ > 0). Ainsi, Δ = 0 est la frontière entre ces deux types de courbes. 

Les conditions v = 0 et u.w = 0 forment d’autres frontières jouant sur l’orientation des axes principaux. Les principaux cas 

(les cas triviaux linéaires ne sont pas donnés ici) suivants les signes de Δ, uw et v sont représentés ci-dessous : 
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Cas 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas 2 Cas 3 

   

Cas 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cas 5 Cas 6 

Le cas (Δ < 0, u.w < 0) n’est pas représenté car impossible.   

Pour limiter la complexité sur les bornes d’intégration des intégrales que nous allons calculer plus loin, nous ne nous 

intéressons par la suite qu’aux cas 1 et 3 où u.w > 0 et v > 0 et d’ailleurs plus simplement encore à u > 0,v > 0 et w > 0 en  

admettant cependant les cas aux frontières qui ne figurent pas ici. 

 

Nous supposons donc Δ ≠ 0, u ≥ 0, v ≥ 0 et w ≥ 0. 

 

Nous commençons par l’évaluation du « volume » V(c) délimité par la cible c lorsque : 

 

u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 < c    (8) 

 

Ici x1 et x2 sont des variables, u, v et w des paramètres. 

Le domaine de définition des variables est le premier quadrant x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0. 

 

   x1 = (c/u)
1/2

   x2 = (-v.x1+(4w.c+Δ.x1
2
)
1/2

)/2w    

V(c) =  ∫   ∫                     dx2.dx1     (9)  
   x1 = 0   x2 = 0   

D’où : 

   x1 = (c/u)
1/2

    

V(c) =  ∫    (-v.x1+(4w.c+Δ.x1
2
)
1/2

)/2w.dx1    
   x1 = 0   

 

L’intégration de cette expression nécessite de distinguer les cas Δ positif et Δ négatif. 

 

Cas Δ < 0 
 

Le changement de variable x1 = (4w.c/(4u.w-v
2
))

1/2
.sin(θ) donne après quelques manipulations élémentaires : 

 

Equation 10x1²+5x1.x2+x2²

Δ<0, u.w>0, v>0

-20

-15

-10

-5

0

5
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15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Equation 10x1²-5x1.x2+x2²

Δ<0, u.w>0, v<0

-20

-15
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15

20

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Equation x1²+20x1.x2+10x2²

Δ>0, u.w>0, v>0

-20

-15
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Equation x1²-20x1.x2+10x2²

Δ>0, u.w>0, v<0

-15

-10

-5
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Equation x1²+2x1.x2-3x2²

Δ>0  u.w<0 v>0

-20

-15
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Equation x1²-2x1.x2-3x2²

Δ>0  u.w<0 v<0

-20
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0
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-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
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V(c) =  
arcsin((-Δ/(4u.w))

1/2
) 

.c        (10) 
(-Δ)

1/2
 

 

Cas Δ > 0 
 

De même, le changement de variable x1 = (4w.c/(4u.w-v
2
))

1/2
.sh(θ) conduit à : 

 

V(c) =  
arcsh((Δ/(4u.w))

1/2
) 

.c        (11) 
(Δ)

1/2
 

Posons (avec Δ ≠ 0) : 
 

f  = si(Δ < 0,  
arcsin((-Δ/(4u.w))

 1/2
) 

, 
arcsh((Δ/(4u.w))

 1/2
) 

)   (12) 
(-Δ)

1/2
 (Δ)

1/2
 

 

Dans le cas u = 1, v = 0, w = 1, (v
2
-4u.w < 0), nous avons V(c) = (Arcsin(1)/2).c = (π/4).c, cas que nous avions étudié à 

l’exercice 18. 

 

2. Génération de nombres premiers 
 

Une équation quadratique du type précédent (u,v et w positifs) n’a qu’un nombre fini de solutions. Ce type de problème ne 

nous intéresse pas ici. Cependant, fort de l’expression de V(c), nous pouvons poser une équation du type suivant où x et y 

sont des variables d’entiers et  p une variable de nombre premiers :  
 

u.x1
2
+v.x.x2+w.x2

2
 < p+c    (13) 

 

Alors, le volume non borné s’écrit grâce à l’intégrale :  

 

   p    x1 = ((c+p)/u)
1/2

   x2 = (-v.x1+(4w.(c+p)+(v2-4u.w).x1
2)1/2)/2w    

V(c) =  ∫   ∫   ∫                     dx2.dx1.dp/ln(p)  (14)  
   p = 2   x1 = 0   x2 = 0   

 

Soit encore : 

   p     

V(c) = f.  ∫  ((p+c)/ln(p)).dp  (15)  
   p = 2   

 

A ce stade, le calcul asymptotique donne, c étant négligeable devant p :  

 

V(c) = (f/2).(p
2
/ln(p))     

 

et (en dérivant d’abord p+c à l’intérieur de l’intégrale (15)) : 

 

V’(c) = f.p/ln(p)      

Nous tirons de ceci : 

lim #{u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 < p+c} = (f/2).p

2
/Ln(p)

 
 (16) 

p →∞   

et 

lim #{u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 = p+c} = f.Fan(c).p/Ln(p)

 
  (17)  

p →∞   

 

Pour p fini, nous introduisons un facteur de correction a (qui ne coïncide pas dans les deux équations suivantes).  

 

lim #{u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 < p+c} = (a.f/2).q

2
/Ln(q)

 
   (18)  

p < q   

et 

lim #{u.x1
2
+v.x1.x2+w.x2

2
 = p+c} = a.f.Fan(c).q/Ln(q)

 
 (19)  

p < q   

 

Alternativement, nous pouvons procéder comme à l’exercice 17, pour obtenir un dénombrement avec y1 et y2 variables de 

nombres premiers : 

u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 < p+c    (20) 

 

Alors, avec les mêmes conditions sur Δ, u, v et w que précédemment, le volume est donné par la double intégrale : 
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   p    y1 = ((c+p)/u)1/2   y2 = (-v.y1+(4w.(c+p)+Δ.y1
2
)1/2)/2w    

V(c) =  ∫   ∫   ∫                     (dy2/Ln(y2)).(dy1/Ln(y1)).(dp/ln(p))  (21)  
   p = 2   y1 = 2   y2 = 2   

 

Nous procédons alors comme à l’exercice 17 où nous avons montré qu’asymptotiquement les logarithmes pouvaient être 

extraits des intégrales lorsque la borne supérieure diverge.  Par u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 < p+c, y1 est limité à y1 < (p/u)

1/2
,  soit 

ln(y1) ≈< (1/2).ln(p). De même ln(y2) ≈< (1/2).ln(p).      

D’où : 

   p     

V(c) ≡ (1/ln(p)).((1/2)/ln(p)).((1/2)/ln(p)).f ∫ (p+c).dp  (22)  
  p = 2   

Il suit simplement alors : 

lim #{u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 < p+c} = 2.f.p

2
/Ln

3
(p)

 
  

p →∞   

et 

lim #{u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 = p+c} = 4.f.Fan(c).p/Ln

3
(p)

 
  

p →∞   

 

Pour p fini, nous introduisons un facteur de correction a.  

 

lim #{u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 < p+c} = 2.a

3
.f.q

2
/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

et 

lim #{u.y1
2
+v.y1.y2+w.y2

2
 = p+c} = 4.a

3
.f.Fan(c).q/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

 

Application numérique 

 

Pour u = 1, v = 1, w = 1, nous avons f = π/(3√3). D’où (les valeurs de a sont distinctes dans chaque équation, mais toutes 

tendent asymptotiquement vers 1) : 

 

lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 < p+c} = (a.π/(6√3)).q

2
/Ln(q)

 
  

p < q   

et 

lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 = p+c} = (a.π/(3√3)).Fan(c).q/Ln(q)

 
  

p < q   

et 

lim #{y1
2
+y1.y2+y2

2
 < p+c} = (2a

3
.π/(3√3)).q

2
/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

et 

lim #{y1
2
+y1.y2+y2

2
 = p+c} = (4a

3
.π/(3√3)).Fan(c).q/Ln

3
(q)

 
  

p < q   

 

Nous utilisons les facteurs d’abondance obtenus à l’exercice 10 ce qui donne par normalisation, soit par multiplication par 

p/((p-1).p
2
) dans le cas du premier tableau et multiplication par p/(p-1)

3
 dans le cas du second tableau (par rapport aux 

tableaux initiaux) : 

 

Variables (x,y) de 

nombres entiers 

c = 0 mod p c = g
0
.g

2u
 mod p c = g

1
.g

2u
 mod p 

p = 2 3/2 1/2  

p = 3 1 1/2 3/2 

p = 1 mod 6 (p-1)/p (p
2
-p+1)/((p-1).p) (p

2
-p+1)/((p-1).p) 

p = 5 mod 6 (p+1)/p (p
2
-p-1)/((p-1).p) (p

2
-p-1)/((p-1).p) 

 

Variables (x,y) de 

nombres premiers 

c = 0 mod p c = g
0
.g

2u
 mod p c = g

1
.g

2u
 mod p 

p = 2 2 0  

p = 3 3/4 3/4 3/2 

p = 1 mod 6 p.(p-3) /(p-1)
2
 p.(p

2
-3p+6)/(p-1)

3
 p.(p

2
-3p+2)/(p-1)

3
 

p = 5 mod 6 p/(p-1) p.(p
2
-3p+4)/(p-1)

3
 p

2
.(p-3)/(p-1)

3
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L’application numérique conduit pour les variables d’entiers aux deux tableaux suivants : 
 

Pour la première équation (en volume) : 

 

q   (p < q) 100 500 1000 5000 10000 50000 

Nombre de solutions 1014 16545 58039 1104784 4012270 82452486 

a 1,54471 1,36051 1,32623 1,24508 1,22244 1,18044 

 

La valeur de a converge progressivement vers 1 lorsque q augmente.  

  

Pour la seconde (en surface) : 

 

  Nombre de solutions exactes Nombre de solutions par le calcul Ecart 

c Fan(c) 
p <  

10000 

p < 

100000 

p < 

1000000 

p < 

10000000 

p < 100 

a =  1,1323 

p < 1000 

a = 1,2702 

p < 10000 

a = 1,2188 

p < 100000 

a = 1,1653 
p < 10000 

p < 

100000 

p < 

1000000 

p < 

10000000 

0 1,65095 1223 9569 78463 664389 1261,2 9632,8 78456,9 663764,3 3,12% 0,67% -0,01% -0,09% 
1 0,24178 183 1412 11511 96763 184,7 1410,7 11489,9 97206,9 0,93% -0,09% -0,18% 0,46% 

2 2,17601 1631 12638 103612 874283 1662,3 12696,3 103408,7 874862,1 1,92% 0,46% -0,20% 0,07% 

3 0,48356 354 2800 22816 194082 369,4 2821,4 22979,7 194413,8 4,35% 0,76% 0,72% 0,17% 

4 0,72534 542 4211 34744 291816 554,1 4232,1 34469,6 291620,7 2,23% 0,50% -0,79% -0,07% 

5 0,91621 709 5362 43753 368739 699,9 5345,8 43540,5 368363,0 -1,28% -0,30% -0,49% -0,10% 

6 1,45067 1074 8538 68960 584132 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 3,18% -0,86% -0,03% -0,15% 

7 0,20242 167 1203 9609 81672 154,6 1181,1 9619,4 81382,5 -7,41% -1,82% 0,11% -0,35% 

8 2,17601 1647 12718 103749 875896 1662,3 12696,3 103408,7 874862,1 0,93% -0,17% -0,33% -0,12% 

9 0,48356 393 2861 22955 195281 369,4 2821,4 22979,7 194413,8 -6,01% -1,38% 0,11% -0,44% 

10 0,91621 689 5419 43536 369315 699,9 5345,8 43540,5 368363,0 1,58% -1,35% 0,01% -0,26% 

11 0,79853 585 4722 37952 320402 610,0 4659,2 37948,1 321050,3 4,28% -1,33% -0,01% 0,20% 

12 1,45067 1108 8358 68630 582076 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 0,02% 1,27% 0,45% 0,20% 

13 0,22176 180 1292 10728 89231 169,4 1293,9 10538,5 89157,9 -5,89% 0,15% -1,77% -0,08% 

14 1,82177 1381 10614 86815 733203 1391,7 10629,5 86574,7 732442,7 0,77% 0,15% -0,28% -0,10% 

15 0,61081 458 3528 28930 245250 466,6 3563,9 29027,0 245575,3 1,88% 1,02% 0,34% 0,13% 

16 0,72534 564 4219 34477 291014 554,1 4232,1 34469,6 291620,7 -1,76% 0,31% -0,02% 0,21% 

17 0,77084 604 4574 36851 310313 588,9 4497,6 36631,8 309914,2 -2,51% -1,67% -0,59% -0,13% 

18 1,45067 1112 8370 68704 582030 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 -0,34% 1,13% 0,34% 0,21% 

19 0,22839 181 1405 10823 91740 174,5 1332,6 10853,4 91822,3 -3,61% -5,16% 0,28% 0,09% 

20 2,74864 2045 16090 130770 1105610 2099,7 16037,5 130621,5 1105088,9 2,68% -0,33% -0,11% -0,05% 

21 0,40484 330 2370 19324 162806 309,3 2362,1 19238,8 162765,0 -6,28% -0,33% -0,44% -0,03% 

22 0,79853 612 4687 37952 321522 610,0 4659,2 37948,1 321050,3 -0,33% -0,59% -0,01% -0,15% 

23 0,75837 587 4440 36133 305120 579,3 4424,9 36039,5 304902,4 -1,31% -0,34% -0,26% -0,07% 

24 1,45067 1105 8457 68929 581633 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 0,29% 0,09% 0,01% 0,28% 

25 0,30540 227 1796 14379 122844 233,3 1781,9 14513,5 122787,7 2,78% -0,78% 0,94% -0,05% 

26 1,99583 1516 11556 94684 800958 1524,6 11645,1 94846,2 802421,3 0,57% 0,77% 0,17% 0,18% 

27 0,48356 346 2766 22608 193348 369,4 2821,4 22979,7 194413,8 6,76% 2,00% 1,64% 0,55% 

28 0,60726 473 3542 28920 243823 463,9 3543,2 28858,2 244147,6 -1,93% 0,03% -0,21% 0,13% 

29 0,75127 579 4360 35757 303046 573,9 4383,4 35702,1 302048,6 -0,88% 0,54% -0,15% -0,33% 

30 1,83243 1372 10584 86608 736408 1399,8 10691,7 87081,0 736725,9 2,03% 1,02% 0,55% 0,04% 

31 0,23373 188 1411 11060 94359 178,5 1363,7 11107,3 93970,1 -5,03% -3,35% 0,43% -0,41% 

32 2,17601 1627 12684 103607 875856 1662,3 12696,3 103408,7 874862,1 2,17% 0,10% -0,19% -0,11% 

33 0,53236 422 3120 25316 214524 406,7 3106,1 25298,8 214033,5 -3,63% -0,44% -0,07% -0,23% 

34 0,77084 600 4473 36444 309716 588,9 4497,6 36631,8 309914,2 -1,86% 0,55% 0,52% 0,06% 

35 0,76706 569 4467 36301 308712 586,0 4475,6 36452,5 308396,9 2,98% 0,19% 0,42% -0,10% 

36 1,45067 1070 8464 68802 583830 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 3,57% 0,00% 0,20% -0,10% 

37 0,23507 192 1338 11276 94622 179,6 1371,5 11170,9 94508,7 -6,47% 2,51% -0,93% -0,12% 

38 2,05547 1558 11989 97510 826298 1570,2 11993,0 97680,5 826400,3 0,78% 0,03% 0,17% 0,01% 

39 0,44352 342 2528 21182 178456 338,8 2587,8 21076,9 178315,8 -0,93% 2,37% -0,50% -0,08% 

40 0,91621 667 5314 43588 368884 699,9 5345,8 43540,5 368363,0 4,93% 0,60% -0,11% -0,14% 

41 0,74348 573 4333 35485 299032 568,0 4338,0 35331,8 298915,7 -0,88% 0,11% -0,43% -0,04% 

42 1,21451 914 7158 57576 487994 927,8 7086,3 57716,5 488295,1 1,51% -1,00% 0,24% 0,06% 

43 0,23602 198 1366 11240 94707 180,3 1377,1 11216,4 94893,7 -8,94% 0,82% -0,21% 0,20% 

44 2,39560 1777 13919 113599 962940 1830,0 13977,6 113844,4 963150,9 2,98% 0,42% 0,22% 0,02% 

45 0,61081 459 3581 29181 245651 466,6 3563,9 29027,0 245575,3 1,66% -0,48% -0,53% -0,03% 

46 0,75837 566 4441 35999 304739 579,3 4424,9 36039,5 304902,4 2,35% -0,36% 0,11% 0,05% 

47 0,74111 580 4323 35052 297869 566,1 4324,2 35219,2 297963,2 -2,39% 0,03% 0,48% 0,03% 

48 1,45067 1062 8368 68720 581276 1108,2 8464,2 68939,1 583241,4 4,35% 1,15% 0,32% 0,34% 

49 0,20242 155 1151 9600 81140 154,6 1181,1 9619,4 81382,5 -0,24% 2,61% 0,20% 0,30% 

50 2,74864 2052 16068 130779 1105841 2099,7 16037,5 130621,5 1105088,9 2,33% -0,19% -0,12% -0,07% 

Sommes 

toutes 
cibles 

         0% 0% 0% 0% 

Max          6,76% 2,61% 1,64% 0,55% 

Min          -8,94% -5,16% -1,77% -0,44% 

Ecart-

type 
         3,47% 1,31% 0,51% 0,20% 
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Nous obtenons bien ce à quoi nous pouvons nous attendre : réduction des écarts-types lorsque q croit et coefficients 

d’ajustement a tendant vers 1.  

 

L’application numérique conduit pour les variables de nombres premiers à deux autres tableaux : 
 

Pour la première équation : 

 

q   (p < q) 100 500 1000 5000 10000 50000 

Nombre de solutions 247 2857 7639 90406 285645 4112900 

a 1,2589 1,3139 1,2770 1,2271 1,2267 1,1989 

 

La valeur de a s’éloigne d’abord de la valeur asymptotique 1, puis converge, lorsque q augmente (tout en oscillant 

éventuellement).  

  

Pour la seconde : 

 

  Nombre de solutions exactes Nombre de solutions par le calcul Ecart 

c Fan(c) p<1000 p<10000 p<100000 p<800000 
p<1000 

a = 1,319 

p<10000 

a = 1,292 

p<100000 

a = 1,235 

p<800000 

a = 1,202 
p<1000 p<10000 p<100000 p<800000 

              0 1,5209 49 172 755 3325 41,8 166,0 742,0 3324,7 -14,7% -3,5% -1,7% 0,0% 
2 2,4855 49 172 755 3325 41,8 166,0 742,0 3324,7 -14,7% -3,5% -1,7% 0,0% 
4 1,9373 13 77 470 2304 32,6 129,4 578,4 2591,4 150,7% 68,1% 23,1% 12,5% 
6 1,5317 44 136 462 2118 25,8 102,3 457,3 2048,9 -41,4% -24,8% -1,0% -3,3% 
8 2,4855 57 199 819 3529 41,8 166,0 742,0 3324,7 -26,6% -16,6% -9,4% -5,8% 

10 1,7709 21 103 531 2320 29,8 118,3 528,7 2368,9 41,9% 14,8% -0,4% 2,1% 
12 1,1589 30 92 384 1622 19,5 77,4 346,0 1550,2 -35,0% -15,9% -9,9% -4,4% 
14 2,5783 38 172 727 3397 43,4 172,2 769,7 3448,9 14,1% 0,1% 5,9% 1,5% 
16 1,9373 27 94 480 2390 32,6 129,4 578,4 2591,4 20,7% 37,7% 20,5% 8,4% 
18 1,2428 38 114 446 1804 20,9 83,0 371,0 1662,4 -45,0% -27,2% -16,8% -7,9% 
20 3,6404 69 267 1111 4858 61,2 243,2 1086,8 4869,6 -11,3% -8,9% -2,2% 0,2% 
22 1,4165 18 93 373 1828 23,8 94,6 422,9 1894,8 32,4% 1,7% 13,4% 3,7% 
24 1,5317 23 119 507 2123 25,8 102,3 457,3 2048,9 12,0% -14,0% -9,8% -3,5% 
26 2,9396 51 189 882 4068 49,4 196,4 877,6 3932,2 -3,0% 3,9% -0,5% -3,3% 
28 0,8721 13 47 247 1188 14,7 58,3 260,4 1166,6 12,9% 23,9% 5,4% -1,8% 
30 2,0545 32 136 570 2672 34,6 137,2 613,4 2748,2 8,0% 0,9% 7,6% 2,9% 
32 2,4855 44 187 799 3295 41,8 166,0 742,0 3324,7 -5,0% -11,2% -7,1% 0,9% 
34 1,6845 16 84 443 2197 28,3 112,5 502,9 2253,3 77,1% 33,9% 13,5% 2,6% 
36 1,9373 36 134 580 2530 32,6 129,4 578,4 2591,4 -9,5% -3,4% -0,3% 2,4% 
38 2,2214 51 171 745 3196 37,4 148,4 663,2 2971,4 -26,7% -13,2% -11,0% -7,0% 
40 1,7709 17 101 473 2250 29,8 118,3 528,7 2368,9 75,2% 17,1% 11,8% 5,3% 
42 0,9501 22 82 330 1382 16,0 63,5 283,6 1270,9 -27,4% -22,6% -14,1% -8,0% 
44 3,8955 44 216 1084 5016 65,5 260,2 1162,9 5210,8 48,9% 20,5% 7,3% 3,9% 
46 1,7831 21 89 485 2234 30,0 119,1 532,3 2385,2 42,8% 33,8% 9,8% 6,8% 
48 1,1589 30 104 436 1682 19,5 77,4 346,0 1550,2 -35,0% -25,6% -20,6% -7,8% 
50 3,9768 59 256 1206 5429 66,9 265,6 1187,2 5319,6 13,4% 3,8% -1,6% -2,0% 

Sommes 

toutes 

cibles 

891 3538 15813 70853 891 3538 15813 70853 891     

Max          150,7% 68,1% 23,1% 12,5% 

Min          -45,0% -27,2% -20,6% -8,0% 

Ecart-

type 
         44,2% 23,1% 11,1% 5,3% 

 

Nous obtenons le résultat escompté à nouveau : réduction des écarts-types lorsque q croit et coefficients d’ajustement a 

tendant vers 1 avec lenteur (à cause du logarithme en dénominateur avec un exposant 3).  

 

3. Génération de carrés 
 

Le cas général serait ici l’équation u.z1
2
+v.z1.z2+w.z2

2
 = a.z3

2
 +c, avec u, v, w, a des constantes et z1, z2 et z3 des variables 

de nombres entiers ou de nombres premiers. Une étude complète donnerait lieu à de nombreux cas, qui peuvent tous être 

traités de la même manière que le cas particulier que nous nous proposons d’étudier ici grâce aux éléments développés aux 

exercices 6 et 10.   

Soit ainsi l’équation diophantine des variables de nombres entiers : 

 

x1
2
+x1.x2+x2

2
 = x3

2
 +c   (23) 

 

Nous réécrivons cette équation x1
2
+x1.x2+x2

2
-x3

2
 = c. Pour le calcul des facteurs d’abondance, nous nous intéressons aux 

deux groupements indépendants x1
2
+x1.x2+x2

2
 et -x3

2
. Un calcul modulo p est insuffisant ici. Aussi, nous adoptons une 

approche matricielle en nous penchant sur la matrice d’environnement commune à x1
2
+x1.x2+x2

2
 et -x3

2
 (celle de x

2
) et sur 

les valeurs propres associées à ces groupements. 

 

Valeurs propres relatives à -x3
2
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Les valeurs propres relatives à -x3
2
 sont déduites de celles de x3

2
 en distinguant deux cas (voir page 116). Si p = 1+mod 2d 

(c’est-à-dire p = 1 mod 4 dans l’environnement d = 2 ici), les valeurs propres sont inchangées. Si p = 1+d mod 2d (c’est-à-

dire p = 3 mod 4 ici), les valeurs propres d’indices strictement supérieurs à zéro sont décalées de d/2 (c’est-à-dire une 

simple permutation de μ1 et μ2 ici). Le cas p = 2 est traité à part. D’où, 

 

Pour p = 2 

  x3
2
 -x3

2
 

μ0  2 2 

μ1 = 0 0 

μ2  0 0 

Pour p = 1 mod 4 : 

  x3
2
 -x3

2
 

μ0  p p 

μ1 = -√p -√p 

μ2  √p √p 

Pour p = 3 mod 4 : 

  x3
2
 -x3

2
 

μ0  p p 

μ1 = i.√p -i.√p 

μ2  -i.√p i.√p 

 

Notons cependant que le choix de g est arbitraire. Lorsque, nous passons du calcul littéral au calcul effectif des facteurs 

d’abondance, il sera nécessaire de faire les bonnes correspondances. 

 

Valeurs propres relatives à x1
2
+x1.x2+x2

2
 

 

Le discriminant de x1
2
+x1.x2+x2

2
 est Δ = 1

2
-4.1.1 = -3. D’après l’étude sur les classes réciproques quadratiques (voir page 

258), G(-3) = 1 mod 3 et H(-3) = 2 mod 3. Puis (voir page 269), pour p c G(Δ=-3) et Δ ≠ 0 mod p, nous avons dans un 

environnement d = 1, μq  0 = p
2
 et μq 1 = p. Pour p c H(Δ) et Δ ≠ 0 mod p, nous avons μq  0 = p

2
 et μq 1 = -p. Les cas p = 2 et p 

= 3 ne sont pas couverts par les conditions précédentes et traités à part. 

 

Pour p = 1 mod 3 : 

  x1
2
+x1.x2+x2

2
 

μ0  p
2
 

μ1 = p 

μ2  p 

Pour p = 2 mod 3 : 

  x1
2
+x1.x2+x2

2
 

μ0  p
2
 

μ1 = -p 

μ2  -p 

 

Valeurs propres relatives à -x3
2
+x1

2
+x1.x2+x2

2
 

 

Il s’agit du produit des valeurs propres précédentes. Nous choisissons l’environnement commun d = 2. Nous devons 

distinguer plusieurs cas selon les valeurs modulo de p. 

 

p 

μ mod p 

(-x3
2
) 

(x1
2
+x1.x2+x2

2
) 

μ mod pδ 

(-x3
2
) 

(x1
2
+x1.x2+x2

2
) 

μ produit mod pδ 

1 mod 12 
(p, -p1/2, p1/2)  

(p2, p, p) 

(pδ-1.p, -pδ-1.p1/2, pδ-1.p1/2, pδ-1.1, pδ-1.1, -pδ-2.p1/2, pδ-2.p1/2, pδ-2.1, pδ-2.1…)  

(p2δ, p2δ-1, p2δ-1, p2δ-2, p2δ-2, p2δ-3, p2δ-3, p2δ-4, p2δ-4…)  

p3δ, -p3δ-3/2, p3δ-3/2, p3δ-3, p3δ-3, -p3δ-9/2, p3δ-9/2, p3δ-

6, p3δ-6… 

5 mod 12 
(p, -p1/2, p1/2)  

(p2, -p, -p) 

(pδ, -pδ-1/2, pδ-1/2, pδ-1, pδ-1, -pδ-3/2, pδ-3/2, pδ-2, pδ-2…)  

(p2δ, -p2δ-1, -p2δ-1, p2δ-2, p2δ-2, -p2δ-3, -p2δ-3, p2δ-4, p2δ-4…) 

p3δ, p3δ-3/2, -p3δ-3/2, p3δ-3, p3δ-3, p3δ-9/2, p3δ-9/2, p3δ-6, 

-p3δ-6… 

7 mod 12 
(p, -i.p1/2, i.p1/2) 
(p2, p, p) 

(pδ, -i.pδ-1/2, i.pδ-1/2, pδ-1, pδ-1, -i.pδ-3/2, i.pδ-3/2, pδ-2, pδ-2…)  
(p2δ, p2δ-1, p2δ-1, p2δ-2, p2δ-2, p2δ-3, p2δ-3, p2δ-4, p2δ-4…) 

p3δ, -i.p3δ-3/2, i.p3δ-3/2, p3δ-3, p3δ-3, -ip3δ-9/2, ip3δ-9/2, 
p3δ-6, p3δ-6… 

11 mod 12 
(p, -i.p1/2, i.p1/2) 

(p2, -p, -p) 

(pδ, -i.pδ-1/2, i.pδ-1/2, pδ-1, pδ-1, -i.pδ-3/2, i.pδ-3/2, pδ-2, pδ-2…)  

(p2δ, -p2δ-1, -p2δ-1, p2δ-2, p2δ-2, -p2δ-3, -p2δ-3, p2δ-4, p2δ-4…) 

p3δ, i.p3δ-3/2, -i.p3δ-3/2, p3δ-3, p3δ-3, i.p3δ-9/2, -i.p3δ-

9/2, p3δ-6, p3δ-6… 

 

Matrices d’environnement 
 

Nous devons également distinguer les cas modulo 12. Les matrices d’environnement pour le cas d = 2  ont été données en 

page 130. Examinons de plus près, par exemple, le cas δ = 3 et p = 1 mod 4. Les valeurs propres sont alors p
9
, -p

15/2
, p

15/2
, 

p
6
, p

6
, -p

9/2
, p

9/2
. Nous avons : 
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 1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 

 1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p 

 1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p 

[Pδ=3] = 1 p-1 p-1 -2 0 0 0 

 1 p-1 p-1 0 -2 0 0 

 1 -1-√p -1+√p 0 0 0 0 

 1 -1+√p -1-√p 0 0 0 0 

                

 1/p
3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

3
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p

2
 (p-1)/2p (p-1)/2p 

 1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 

 1/2p
3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

3
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 

[Pδ=3
-1

] = 1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 -(p+1)/4p (p-1)/4p 0 0 

 1/2p
2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p

2
 (p-1)/4p -(p+1)/4p 0 0 

 1/2p (-1-√p)/4p (-1+√p)/4p 0 0 0 0 

 1/2p (-1+√p)/4p (-1-√p)/4p 0 0 0 0 

 

Nous pouvons écrire : 
 

#(0)  p
δ = 3

 

#(p
2
.g

2u
)  0 

#( p
2
.g.g

2u
)  0 

#(p.g
2u

) = [Pδ=3].[μδ].[Pδ=3
-1

] 0 

#(p.g.g
2u

)  0 

#(g
2u

)  0 

#(g.g
2u

)  0 

 

Soit encore : 
 

#(0)  1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p-1 p
9
 0 0 0 0 0 0 1/p

3
 

#(p
2
.g

2u
)  1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1-√p -1+√p 0 -p

15/2
 0 0 0 0 0 1/2p

3
 

#(p
2
.g.g

2u
)  1 p-1 p-1 p-1 p-1 -1+√p -1-√p 0 0 p

15/2
 0 0 0 0 1/2p

3
 

#(p.g
2u

) = 1 p-1 p-1 -2 0 0 0 0 0 0 p
6
 0 0 0 1/2p

2
 

#(p.g.g
2u

)  1 p-1 p-1 0 -2 0 0 0 0 0 0 p
6
 0 0 1/2p

2
 

#(g
2u

)  1 -1-√p -1+√p 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -p
9/2

 0 1/2p 

#(g.g
2u

)  1 -1+√p -1-√p 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 p
9/2

 1/2p 

 

Puis : 

#(0)  p
9
 -(p-1).p

15/2
  (p-1).p

15/2
 (p-1).p

6
 (p-1).p

6
 -(p-1).p

9/2
 (p-1).p

9/2
 1/p

3
 

#(p
2
.g

2u
)  p

9
 -(p-1).p

15/2
 (p-1).p

15/2
 (p-1).p

6
 (p-1).p

6
 -(-1-p

1/2
).p

9/2
 (-1+p

1/2
).p

9/2
 1/2p

3
 

#(p
2
.g.g

2u
)  p

9
 -(p-1).p

15/2
 (p-1).p

15/2
 (p-1).p

6
 (p-1).p

6
 -(-1+p

1/2
).p

9/2
 (-1-p

1/2
).p

9/2
 1/2p

3
 

#(p.g
2u

) = p
9
 -(p-1).p

15/2
 (p-1).p

15/2
 -2p

6
 0 0 0 1/2p

2
 

#(p.g.g
2u

)  p
9
 -(p-1).p

15/2
 (p-1).p

15/2
 0 -2p

6
 0 0 1/2p

2
 

#(g
2u

)  p
9
 -(-1-p

1/2
).p

15/2
 (-1+p

1/2
).p

15/2
 0 0 0 0 1/2p 

#(g.g
2u

)  p
9
 -(-1+p

1/2
).p

15/2
 (-1-p

1/2
).p

15/2
 0 0 0 0 1/2p 

 

D’où : 

#(0)  p
6
+(p-1).p

4
 

#(p
2
.g

2u
)  p

6
+(p-1).p

4
+p

4
 

#(p
2
.g.g

2u
)  p

6
+(p-1).p

4
-p

4
 

#(p.g
2u

) = p
6
-p

4
 

#(p.g.g
2u

)  p
6
-p

4
 

#(g
2u

)  p
6
+p

5
 

#(g.g
2u

)  p
6
-p

5
 

 

Si nous reprenons les calculs, nous pouvons observer l’évolution des facteurs d’abondance avec δ. 

 

 δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = 6 

#(0) p
2
 p

4
+(p-1).p

2
 p

6
+(p-1).p

4
 p

8
+(p-1).(p

6
+p

5
) p

10
+(p-1).(p

8
+p

7
) p

12
+(p-1).(p

10
+p

9
+p

8
) 

…       

#(p
5
.g

2u
)      p

12
+(p-1).(p

10
+p

9
)-p

8
 

#(p
5
.g.g

2u
)      p

12
+(p-1).(p

10
+p

9
)-p

8
 

#(p
4
.g

2u
)     p

10
+(p-1).(p

8
+p

7
)+p

7
 p

12
+(p-1).(p

10
+p

9
)+p

9
 

#(p
4
.g.g

2u
)     p

10
+(p-1).(p

8
+p

7
)-p

7
 p

12
+(p-1).(p

10
+p

9
)-p

9
 

#(p
3
.g

2u
)    p

8
+(p-1).p

6
-p

5
 p

10
+(p-1).p

8
-p

7
 p

12
+(p-1).p

10
-p

9
 

#(p
3
.g.g

2u
)    p

8
+(p-1).p

6
-p

5
 p

10
+(p-1).p

8
-p

7
 p

12
+(p-1).p

10
-p

9
 

#(p
2
.g

2u
)   p

6
+(p-1).p

4
+p

4
 p

8
+(p-1).p

6
+p

6
 p

10
+(p-1).p

8
+p

8
 p

12
+(p-1).p

10
+p

10
 

#(p
2
.g.g

2u
)   p

6
+(p-1).p

4
-p

4
 p

8
+(p-1).p

6
-p

6
 p

10
+(p-1).p

8
-p

8
 p

12
+(p-1).p

10
-p

10
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 δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = 6 

#(p.g
2u

)  p
4
-p

2
 p

6
-p

4
 p

8
-p

6
 p

10
-p

8
 p

12
-p

10
 

#(p.g.g
2u

)  p
4
-p

2
 p

6
-p

4
 p

8
-p

6
 p

10
-p

8
 p

12
-p

10
 

#(g
2u

) p
2
+p p

4
+p

3
 p

6
+p

5
 p

8
+p

7
 p

10
+p

9
 p

12
+p

11
 

#(g.g
2u

) p
2
-p p

4
-p

3
 p

6
-p

5
 p

8
-p

7
 p

10
-p

9
 p

12
-p

11
 

 

Plus généralement, nous avons à l’ordre δ (lorsque i > 1) :  

  

#(0)δ p
2δ

+(p-1).(p
2δ-2

+p
2δ-3

+…+ p
2δ-1-ent(δ/2)

) 

#(p
i
.g

2u
)δ p

2δ
+(p-1).(p

2δ-2
+p

2δ-3
+…+p

2δ-1-ent(i/2)
)+(-1)

i
.p

2δ-1-ent((i+1)/2)
 

#(p
i
.g.g

2u
) p

2δ
+(p-1).(p

2δ-2
+p

2δ-3
+…+p

2δ-1-ent(i/2)
)-p

2δ-1-ent((i+1)/2)
 

  

La normalisation de trois variables de nombres entiers nécessitent une multiplication par p
δ
/(p

δ
)

3
. 

Il vient ainsi pour les facteurs normalisés à l’ordre δ après sommations des termes facteurs de (p-1) (lorsque i > 1) : 

 

 

 

Le cas limite δ → +∞ est alors (en conduisant le même travail que celui que nous venons de réaliser pour p = 1 mod 12) : 

 

Cas p = 1 mod 12 et 11 mod 12  
 

 

 

 

 

 

 

 
 

Cas p = 5 mod 12 et 7 mod 12 
 

fan(0)  1+1/p 

fan(g
2u

)  1-1/p 

fan(g.g
2u

)  1+1/p 

fan(p.g
2u

) = 1-1/p
2
 

fan(p.g.g
2u

)  1-1/p
2
 

fan(p
i>1

.g
2u

)  1+1/p-1/p
(ent(i/2)+1)

-1/p
(1+ent((i+1)/2))

  

fan(p
i>1

.g.g
2u

)  1+1/p-1/p
(ent(i/2)+1)

+(-1)
i
/p

(1+ent((i+1)/2))
 

 

Pour le calcul de la loi volumique de l’équation diophantine x1
2
+x1.x2+x2

2
 = x3

2
 +c, nous posons ensuite l’intégrale :  

 

   x3    x1 = (c+x3
2)1/2   x2 = (-x1+(4.(c+x3

2)-3.x1
2)1/2)/2  

V(c) =  ∫   ∫   ∫                     dx2.dx1.dx3  

  x3 = 0  x1 = 0  x2 = 0  
 

Soit encore : 

   x3  

V(c) = f.  ∫  ((x3
2
+c).dx3  

  x3 = 0  

avec  

f  = arcsin((-Δ/(4u.w))
1/2

)/(-Δ)
1/2

 = = arcsin(√3/2)/√3 = π/(3√3) 

 

Il suit, c étant négligeable devant p :  

V(c) = (f/3).x3
3
     

 

et (en dérivant d’abord x3
2
+c à l’intérieur de l’intégrale par rapport à c) : 

 

V’(c) = f.x3      

Nous tirons de ceci : 

lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 < x3

2
+c} = (π/(9√3)).x3

3 
 

x3 →∞  

et 

fan(0)δ  1+p
-1

-p
-(ent(δ/2)+1)

 

fan(p
i
.g

2u
)δ = 1+p

-1
-p

-(ent(i/2)+1)
+(-1)

i
.p

-(1+ent((i+1)/2))
  

fan(p
i
.g.g

2u
)δ  1+p

-1
-p

-(ent(i/2)+1)
-p

-(1+ent((i+1)/2))
 

fan(0)  1+1/p 

fan(g
2u

)  1+1/p 

fan(g.g
2u

)  1-1/p 

fan(p.g
2u

) = 1-1/p
2
 

fan(p.g.g
2u

)  1-1/p
2
 

fan(p
i>1

.g
2u

)  1+1/p-1/p
(ent(i/2)+1)

+(-1)
i
/p

(1+ent((i+1)/2))
  

fan(p
i>1

.g.g
2u

)  1+1/p-1/p
(ent(i/2)+1)

-1/p
(1+ent((i+1)/2))
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lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 = x3

2
+c} = (π/(3√3)).Fan(c).x3

 

x3 →∞ 

 

Application numérique 

 

Facteurs d’abondance des séquences p = 2  et p = 3 

 

Nous évaluons d’abord par calcul direct (méthode des boucles imbriquées), les facteurs d’abondance pour les séquences p = 

2  et p = 3.  

 
(p = 2) Facteurs d’abondance (fae(δ)) Facteurs normalisés (fan(δ) = fae(δ)/22δ) 

c δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = 6 δ = 7 δ = 8 δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = 6 δ = 7 δ = 8 δ = ∞ 
0 4 20 80 352 1408 5888 23552 96256 1 1,25 1,25 1,375 1,375 1,4375 1,4375 1,46875 1,5 
1 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
2 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
3 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
4 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
5 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
6 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
7 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
8 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
9 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 

10 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
11 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
12 4 20 80 352 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,25 1,375 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
13 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
14 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
15 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
16 4 20 80 352 1408 5376 21504 86016 1 1,25 1,25 1,375 1,375 1,3125 1,3125 1,3125 1,3125 
17 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
18 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
19 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
20 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
21 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
22 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
23 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
24 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
25 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
26 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
27 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
28 4 20 80 352 1280 5120 20480 81920 1 1,25 1,25 1,375 1,25 1,25 1,25 1,25 1,25 
29 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
30 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
31 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
32 4 20 80 352 1408 5376 21504 86016 1 1,25 1,25 1,375 1,375 1,3125 1,3125 1,3125 1,3125 
33 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
34 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
35 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
36 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
37 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
38 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
39 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
40 4 20 80 288 1152 4608 18432 73728 1 1,25 1,25 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 1,125 
41 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
42 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
43 4 20 96 384 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
44 4 20 80 352 1536 6144 24576 98304 1 1,25 1,25 1,375 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
45 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
46 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
47 4 20 64 256 1024 4096 16384 65536 1 1,25 1 1 1 1 1 1 1 
48 4 20 80 352 1408 5888 24576 98304 1 1,25 1,25 1,375 1,375 1,4375 1,5 1,5 1,5 
49 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 
50 4 12 48 192 768 3072 12288 49152 1 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 

 

La valeur limite pour la cible 0 s’obtient en remarquant que : 

 

δ fae(δ) 

1 4 

0 mod 2 4.fae(δ-1) 

1 mod 2 4.fae(δ-1)+2
(3/2).δ-1

 

 
p = 3 Facteurs d’abondance (fae(δ)) Facteurs normalisés (fan(δ) = fae(δ)/32δ) 

c δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = 1 δ = 2 δ = 3 δ = 4 δ = 5 δ = ∞ 
0 15 135 1377 12393 115911 1,6667 1,6667 1,8889 1,8889 1,963 2 
1 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
2 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
3 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
4 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
5 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
6 15 108 972 8748 78732 1,6667 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 
7 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
8 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
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p = 3 Facteurs d’abondance (fae(δ)) Facteurs normalisés (fan(δ) = fae(δ)/32δ) 

9 15 135 1134 10206 91854 1,6667 1,6667 1,5556 1,5556 1,5556 1,5556 
10 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
11 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
12 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
13 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
14 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
15 15 108 972 8748 78732 1,6667 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 
16 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
17 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
18 15 135 1134 10206 91854 1,6667 1,6667 1,5556 1,5556 1,5556 1,5556 
19 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
20 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
21 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
22 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
23 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
24 15 108 972 8748 78732 1,6667 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 
25 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
26 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
27 15 135 1377 13122 118098 1,6667 1,6667 1,8889 2 2 2 
28 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
29 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
30 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
31 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
32 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
33 15 108 972 8748 78732 1,6667 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 
34 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
35 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
36 15 135 1134 10206 91854 1,6667 1,6667 1,5556 1,5556 1,5556 1,5556 
37 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
38 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
39 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
40 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
41 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
42 15 108 972 8748 78732 1,6667 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 1,3333 
43 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
44 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
45 15 135 1134 10206 91854 1,6667 1,6667 1,5556 1,5556 1,5556 1,5556 
46 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
47 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
48 15 162 1458 13122 118098 1,6667 2 2 2 2 2 
49 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 
50 6 54 486 4374 39366 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 0,6667 

 

Là encore nous pouvons trouver la valeur limite pour la cible 0 par une relation récursive : 

 

δ fae(δ) 

1 15 

0 mod 2 9.fae(δ-1) 

1 mod 2 9.fae(δ-1)+2.3
(3δ-1)/2

 
 

Cibles enrichies 

 

L’équation diophantine x1
2
+x1.x2+x2

2
-x3

2
 = c admet pour  

 

      c = 3r
2
 

 

(r une constante) les solutions de la forme (x1 = 2r,  x3-x2 = r) et (x2 = 2r, x3-x1 = r) qui constitue déjà une contribution de 

2x3 solutions. Ce ne sont pas les seules. L’existence de ces formes dégénérées qui s’ajoutent aux formes non dégénérées 

s’exprime asymptotiquement dans les facteurs d’abondance de ces cibles qui divergent à la manière de ∏ (1+1/p).  
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Dans une représentation du nombre de solutions sous la forme 

 

lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 = x3

2
+3r

2
} = (π/(3√3)).Fan(3r

2
).x3 

 

x3 →∞ 

 

la valeur de Fan(c) va augmenter avec x3 avec une évolution rapide près de l’origine puis un ralentissement au-delà.                
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Tableau de résultats 

  

  Nombre de solutions exactes Nombre de solutions par le calcul Ecart 

c Fan(c) x3<100 x3<300 x3<1000 x3<3000 
x3<100 

a=1,035 

x3<300 

a=1,021 

x3<1000 

a=1,000 

x3<3000 

a=1,002 
x3<100 x3<300 x3<1000 x3<3000 

0 va 285 931 3439 11225 288,0 1037,2 3989,7 13813,4 -1,0% -11,4% -16,0% -23,1% 
1 0,348 26 72 214 648 21,8 64,4 210,2 632,1 16,3% 10,5% 1,8% 2,4% 
2 0,426 26 79 272 784 26,7 78,9 257,4 774,0 -2,5% 0,2% 5,4% 1,3% 
3 4,6 306 1089 4274 14647 288,0 1148,4 3989,7 13813,4 5,9% -5,5% 6,7% 5,7% 
4 0,522 30 92 314 948 32,7 96,6 315,4 948,2 -8,9% -5,0% -0,4% 0,0% 
5 0,487 30 86 290 898 30,5 90,2 294,4 885,2 -1,6% -4,9% -1,5% 1,4% 
6 0,76 46 136 452 1398 47,6 140,8 459,7 1382,1 -3,5% -3,6% -1,7% 1,1% 
7 0,626 42 118 376 1130 39,2 116,0 378,7 1138,6 6,6% 1,7% -0,7% -0,8% 
8 0,639 39 118 375 1158 40,0 118,3 386,1 1161,0 -2,5% -0,3% -3,0% -0,3% 
9 0,812 52 148 482 1466 50,8 150,3 490,6 1475,0 2,3% -1,6% -1,8% -0,6% 

10 0,517 32 84 308 916 32,4 95,8 312,8 940,5 -1,2% -14,1% -1,6% -2,7% 
11 0,609 40 112 372 1099 38,1 112,7 367,9 1106,2 4,7% -0,6% 1,1% -0,7% 
12 va 288 1054 4177 14344 288,0 1037,2 3989,7 13813,4 0,0% 1,6% 4,5% 3,7% 
13 0,575 42 108 342 1056 36,0 106,6 347,8 1045,7 14,2% 1,3% -1,7% 1,0% 
14 0,461 30 88 280 804 28,8 85,3 278,4 837,1 3,9% 3,1% 0,6% -4,1% 
15 1,049 68 190 628 1898 65,7 194,3 634,3 1907,1 3,4% -2,3% -1,0% -0,5% 
16 0,609 40 114 376 1104 38,1 112,7 367,9 1106,2 4,7% 1,1% 2,1% -0,2% 
17 0,591 34 110 352 1072 37,0 109,5 357,3 1074,4 -8,9% 0,5% -1,5% -0,2% 
18 0,994 59 186 605 1790 62,2 184,0 600,6 1805,9 -5,4% 1,1% 0,7% -0,9% 
19 0,693 40 128 422 1266 43,4 128,3 418,7 1259,0 -8,4% -0,2% 0,8% 0,6% 
20 0,731 42 128 436 1316 45,7 135,3 441,6 1327,8 -8,9% -5,7% -1,3% -0,9% 
21 0,955 60 178 590 1744 59,8 176,8 577,2 1735,4 0,4% 0,6% 2,2% 0,5% 
22 0,547 30 96 334 1014 34,3 101,3 330,7 994,3 -14,2% -5,6% 1,0% 1,9% 
23 0,71 44 131 429 1289 44,5 131,6 429,4 1291,1 -1,1% -0,4% -0,1% -0,2% 
24 1,141 68 210 688 2058 71,4 211,3 689,5 2073,2 -5,0% -0,6% -0,2% -0,7% 
25 0,487 32 92 282 880 30,5 90,2 294,3 885,0 4,7% 2,0% -4,4% -0,6% 
26 0,482 25 87 293 879 30,2 89,3 291,4 876,1 -20,7% -2,6% 0,6% 0,3% 
27 va 293 1040 4143 14214 288,0 1037,2 3989,7 13813,4 1,7% 0,3% 3,7% 2,8% 
28 0,783 48 146 478 1408 49,0 145,0 473,4 1423,3 -2,1% 0,7% 1,0% -1,1% 
29 0,394 28 72 240 708 24,7 73,1 238,4 716,9 11,8% -1,5% 0,7% -1,3% 
30 1,053 60 188 632 1896 65,9 195,1 636,7 1914,2 -9,9% -3,8% -0,7% -1,0% 
31 0,638 40 116 384 1148 40,0 118,2 385,9 1160,3 0,1% -1,9% -0,5% -1,1% 
32 0,745 47 138 452 1359 46,7 138,0 450,5 1354,5 0,7% 0,0% 0,3% 0,3% 
33 1,098 72 204 672 2000 68,7 203,4 663,7 1995,7 4,5% 0,3% 1,2% 0,2% 
34 0,479 30 88 284 898 30,0 88,8 289,7 871,1 0,0% -0,9% -2,0% 3,0% 
35 0,785 48 144 470 1424 49,2 145,5 474,7 1427,3 -2,4% -1,0% -1,0% -0,2% 
36 1,217 80 226 738 2194 76,2 225,5 735,8 2212,5 4,7% 0,2% 0,3% -0,8% 
37 0,553 36 104 334 998 34,6 102,4 334,3 1005,1 3,8% 1,5% -0,1% -0,7% 
38 0,656 36 124 394 1188 41,1 121,6 396,7 1192,8 -14,1% 2,0% -0,7% -0,4% 
39 1,211 79 227 739 2200 75,8 224,4 732,3 2201,6 4,0% 1,2% 0,9% -0,1% 
40 0,776 52 162 472 1416 48,6 143,8 469,2 1410,8 6,5% 11,3% 0,6% 0,4% 
41 0,452 30 90 270 818 28,3 83,7 273,3 821,8 5,6% 6,9% -1,2% -0,5% 
42 1,107 68 206 674 2012 69,3 205,0 669,0 2011,4 -1,9% 0,5% 0,7% 0,0% 
43 0,838 52 158 514 1530 52,5 155,3 506,8 1523,7 -0,9% 1,7% 1,4% 0,4% 
44 0,609 41 113 373 1102 38,1 112,7 367,9 1106,2 7,1% 0,2% 1,4% -0,4% 
45 1,136 76 218 680 2078 71,1 210,5 687,0 2065,5 6,4% 3,4% -1,0% 0,6% 
46 0,355 22 66 210 650 22,2 65,7 214,4 644,6 -0,9% 0,5% -2,1% 0,8% 
47 0,809 51 151 487 1469 50,6 149,8 489,1 1470,4 0,7% 0,8% -0,4% -0,1% 
48 va 293 1042 4121 14172 288,0 1037,2 3989,7 13813,4 1,7% 0,5% 3,2% 2,5% 
49 0,447 28 82 272 800 28,0 82,8 270,3 812,7 0,0% -1,0% 0,6% -1,6% 
50 0,397 27 77 254 769 24,9 73,6 240,3 722,4 7,8% 4,4% 5,4% 6,1% 

              

Max          16,3% 11,3% 6,7% 6,1% 
Min          -20,7% -14,1% -16,0% -23,1% 

Ecart-
type 

         7,0% 4,2% 3,1% 3,7% 

 

Nous pouvons remarquer dans ce tableau que le coefficient d’ajustement a est très proche de 1 même près de l’origine. 

Pour les cibles c = 3r
2
, nous avons donné artificiellement une valeur va au facteur d’abondance : 

 

 x3 < 100 x3 < 300 x3 < 1000 x3 < 3000 

va 4,6 5,6 6,6 7,6 

 

Bien sûr, il n’y a aucune bonne raison pour que la valeur de va soit uniforme entre les différentes cibles de type c = 3r
2
. En 

particulier, pour c = 0 décidément particulier, nous observons des écarts avec l’hypothèse prise.   
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 EXERCICE 22 : PRODUITS D’EULER  

 

Au cours des exercices précédents, nous avons pu vérifier que les facteurs d’abondance sont des produits d’Euler avec des 

contraintes liées aux suites arithmétiques des nombres premiers. Typiquement, nous sommes intéressés par la détermination 

d’une expression : 

П F(p)       (1) 
p = a mod d  

Nous allons donner quelques pistes succinctes. 

 

1. Outils mathématiques utiles  
 

Nous ne donnons ici que le strict minimum qui sert à notre propos. 

 

Fonction zêta de Riemann 
 

Le travail d’Euler nous suffit ici. La fonction ζ, définie pour les seuls nombres réels supérieurs à 1, s’écrit : 

 

ζ(s) = ∑ 1/n
s
 = П (1-1/p

s
)

-1
        (2) 

 n p  

 

D’après [5] p 33, Euler a donné plusieurs démonstrations de : 

 

∑ 1 
=  

(2π)
2k

 
. Bk     (3) 

        

 n
2k

 2(2k)!  

 

où Bk sont les coefficients de Bernoulli définis par : 

 

x 
 = 1+x/2+   

∑ Bn.x
2n

 
.     (4) 

        

(1-e-x) n (2n)!  

 

Ceci permet de calculer de façon exacte l’ensemble des valeurs ζ(2s) qui sont des fractions de π
2s

. Cependant, nous ne 

disposons d’aucune valeur exacte de ζ(2s+1) ce qui est cependant l’objet de recherches intensives [15]. 

Exemples : 

ζ(2) ζ(4) ζ(6) ζ(8) 

π
2
/6 π

4
/90 π

6
/945 π

8
/9450 

 

Second théorème de Mertens 
 

C’est le second point d’entrée de nos évaluations des produits d’Euler. Nous avons : 

 

П (1-1/p) ≡ e
-γ

/ln(x)        (5) 
p ≤ x, x → +∞  

Comme ζ(2) = π
2
/6, il vient : 

П (1+1/p) ≡ (6/π
2
).e

γ
.ln(x)        (6) 

p ≤ x, x → +∞  
 

Corollaire 
 

Nous avons : 

 П 1-a/p ≡ r/ln
a
(x)        (7) 

p ≤ x, x → +∞  

 

Ici a et r sont des constantes. Nous ne nous intéressons qu’à la valeur limite du produit et donc en aucune manière à 

l’évolution de r lorsque x augmente. Le point à observer est que la constante a, figurant dans le membre gauche, se retrouve 

effectivement dans le membre droit en puissance du logarithme.  

En effet, partant du théorème de Mertens, écrivons pour un entier positif  : 

  

П (1-1/p)
a
 =  П (1-a/p+c2/p

2
+…+ca/p

a
) ≡ e

-aγ
/ln

a
(x) 

p ≤ x, x → +∞ p ≤ x, x → +∞ 
Puis  

П (1-a/p)) П(1+(c2/p
2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p)) ≡ e

-aγ
/ln

a
(x) 

p ≤ x, x → +∞ p ≤ x, x → +∞ 
 

Nous savons que ∑n 1/n
s
 diverge lorsque s ≤ 1 et converge lorsque s > 1. Il en est de même de Пp (1-1/p

s
). Ainsi,  

П(1+(c2/p
2
+…+ca/p

a
)/(1-a/p)) est une constante. D’où : 
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П (1-a/p) ≡ c.e
-aγ

/ln
a
(x) 

p ≤ x, x → +∞  

 

Nous pouvons procéder de même que a soit positif ou négatif (en utilisant П (1+1/p) ≡ (6/π
2
).e

γ
.ln(x)). 

Par interpolation, la relation s’étend à tout a réel. En effet, pour 0 < a < 1, nous pouvons encore écrire, bp > 0 étant fonction 

de p et d’autant plus petit que p est grand : 

П (1+1/p)
a
 ≡  П (1+a/p-bp/p

2
) 

p ≤ x, x → +∞ p ≤ x, x → +∞ 
 

Représentation de 1/r = ΓP(a) 

 

Une évaluation grossière de l’évolution de 1/r en fonction de l’exposant a fait apparaître un graphique à l’allure de fonction 

Gamma. Cependant, les divergences de la fonction ne sont pas sur les entiers négatifs (et sur zéro), mais sur les nombres 

premiers négatifs. Par analogie, nous notons donc cette fonction ΓP. 

Fonction 1/r = ΓP(a) 
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Rappel : Allure de la fonction Gamma 

 
 

La connaissance précise de la fonction ΓP permettrait le calcul de tous les facteurs d’abondance littéraux ne présentant pas 

de conditions sur les suites arithmétiques de p (ce qui est plutôt l’exception) et à décomposition en facteurs de degré 1 dans 

l’ensemble des nombres réels (ce qui n’est pas la généralité). Des exemples de prise en compte des suites arithmétiques des 

séquences p sont donnés dans la suite de l’article.  

 
L’équation caractéristique de la fonction Gamma est Γ(a)/Γ(a-1) = a-1. Nous traçons ci-dessous les allures de Γ(a)/Γ(a-1) et 

de ΓP(a)/ΓP(a-1) pour comparer les deux comportements.  
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Fonctions ΓP(a)/ΓP(a-1) = f(a)

et Γ(a)/Γ(a-1) = a-1 
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f(a) a-1

 
Malgré la ressemblance initiale, les comportements des deux fonctions restent bien distincts. Nous noterons par ailleurs 

qu’il n’y a pas divergence de f(a) en a = -2, bien que ce point soit initialement une singularité. Encore un particularisme de 

2 ! 

 

2. Cas modulo 4 
 

Nous exploitons les résultats du crible asymptotique de Bombieri et du dénombrement de Friedlander et Iwaniec. 

Pour l’équation x1
2
+x2

4
 = p+0, nous avons après normalisation suivant l’exercice 9 page 202 : 

 

Fan(0) = П 1-1/p П 1+1/p       (8) 

 p = 1 mod 4 p = 3 mod 4  

 

D’après [10], la méthode du crible asymptotique de Bombieri permet d’écrire : 

 

lim #{x1
2
+x2

4
 = p} = 2

1/2
.(Γ(1/4))

2
/(3.π

3/2
).p

3/4
/Ln(p)

 
       

p → +∞  

 

En recoupant avec notre propre résultat (relation (27) de l’exercice 20,  

 

 lim #{x1
2
+x2

4
 = p+0} = (1/2).(Γ(1/2).Γ(5/4)/Γ(7/4)).(Fan(0).p

3/4
/Ln(p)

 

 p → +∞ 

nous obtenons : 

 

Fan(0) = 2
3/2

.Γ(7/4).(Γ(1/4))
2
/(3.π

2
.Γ(5/4)) = 8.2

1/2
.Γ(7/4).Γ(1/4)/(3.π

2
) = 2

3/2
.Γ(3/4).Γ(1/4)/π

2
 = 2

2
.Γ(1/2)/π

3/2
 = 4/π 

 

Ainsi :  

П 1-1/p . П 1+1/p = 4/π            (9) 
p = 1 mod 4   p = 3 mod 4   

Comme :  

П (1-1/p
2
) = 6/π

2
            

p   

Soit : 

П (1+1/p).(1-1/p) = 8/π
2
            

p>2   

Il vient également :  

П 1+1/p . П 1-1/p = 2/π            (10) 
p = 1 mod 4   p = 3 mod 4   

 

Les résultats (9) et (10) sont en accord avec la théorie des nombres de classes des formes quadratiques qui dit (voir par 

exemple [2]) : 

П 1-(-1)
(p-1)/2

/p = 2. П 1+(-1)
(p-1)/2

/p = 4/π     
p p  

Posons :   
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П 1-1/p              
p = 1 mod 4 

= 3/2/u          
 

П 1-1/p  
p = 3 mod 4   

soit 

П 1+1/p              
p = 1 mod 4 

= 4u/3  
 

П 1+1/p  
p = 3 mod 4   

 

Alors en s’appuyant sur le second théorème de Mertens : 

 

П 1-1/p ≡ 3
1/2

.u
1/2

.e
-γ/2

/ln
1/2

(x)        (11) 
p ≤ x, p = 1 mod 4  

et 

П 1-1/p ≡ (2/3
1/2

).u
1/2

.e
-γ/2

/ln
1/2

(x)        (12) 
p ≤ x, p = 3 mod 4  

Par ailleurs, comme   

П 1-1/p ≡ 2.e
-γ

/ln(x)   
p > 2, p  ≤ x  

et que 

П (1+1/p).(1-1/p) = 8/π
2
     

p>2  

il vient   

П 1+1/p ≡ (4/π
2
).e

γ
.ln(x) 

p > 2, p ≤ x 
alors 

П 1+1/p ≡ (4/3
1/2

/π).u
1/2

.e
γ/2

.ln
1/2

(x)        (13) 
p ≤ x, p = 1 mod 4  

et 

П 1+1/p ≡ (3
1/2

/π).u
1/2

.e
γ/2

.ln
1/2

(x)        (14) 
p ≤ x, p = 3 mod 4  

 

La constante de Landau-Ramanujan apparaît dans un résultat de théorie des nombres qui énonce que la proportion des 

entiers positifs inférieurs à x qui sont la somme de deux carrés est, pour un grand x, grossièrement proportionnelle à 

x/ln
1/2

(x). D’après [2], la constante de Landau-Ramanujan s’exprime sous la forme : 

 

L = (1/2
1/2

)  П (1-1/p
2
)

-1/2
  

 p ≤ x, p = 3 mod 4  

Soit alors 

L =  
(3π)

1/2
.u 

≈ 0,767495030959866 u 
 

4  

 

La constante L est donnée (d’après Wikipédia) pour 0.76422365358922… Le nombre u est proche de l’unité (écart de 

l’ordre de +0.43 %). 

 

3. Cas modulo 6 
 

Nous nous intéressons ici aux facteurs d’abondance quadratiques. 

Précédemment, nous avons observé le rapport fractionnaire (= 2/1) entre Пp = 1 mod 4 (1-1/p).Пp = 3 mod 4 (1+1/p) et Пp = 1 mod 4 

(1+1/p).Пp = 3 mod 4 (1-1/p). Sur le même modèle, nous pouvons « deviner » Пp = 1 mod 6 (1-1/p).Пp = 5 mod 6 (1+1/p) et Пp = 1 mod 6 

(1+1/p).Пp = 5 mod 6 (1-1/p) dans un rapport 4/3.  

D’où, il suivrait immédiatement en utilisant la relation Пp>3 (1+1/p).(1-1/p) = 9/π
2
 : 

 

П 1-1/p П 1+1/p = 3
1/2

.2/π            (15) 
p = 1 mod 6 p = 5 mod 6   

et 

П 1+1/p П 1-1/p = 3
3/2

/2/π            (16) 
p = 1 mod 6 p = 5 mod 6   

Comme 

lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 = p+0} = (π/(3√3)).Fan(0).p/Ln(p)

 
  

p → +∞    

où 

Fan(0) = 3/2. П 1-1/p П 1+1/p      
 p = 1 mod 6 p = 5 mod 6  

il vient  
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lim #{x1
2
+x1.x2+x2

2
 = p} = p/Ln(p)         (17)

 

p → +∞  

 

Le coefficient multiplicatif devant q/Ln(q) se réduit à 1, ce qui donnerait bien l’envie de valider (15). Or cette dernière 

relation se vérifie aisément en s’appuyant sur la conjecture donnée en page 84. En effet, nous avons alors que x1
2
+x1.x2+x2

2
 

= p a deux solutions symétriques pour p = 1 mod 6, une solution pour p = 3 (vérification directe) et aucune solution pour p 

= 5 mod 6. Le dernier point est facile à démontrer par un tableau de congruences  

 

x1
2
+x1.x2+x2

2
 mod 6 0 1 2 3 4 5 

0 0 1 4 3 4 1 

1 1 3 1 1 3 1 

2 4 1 0 1 4 3 

3 3 1 1 3 1 1 

4 4 3 4 1 0 1 

5 1 1 3 1 1 3 

 

qui montre que x1
2
+x1.x2+x2

2
 est toujours égal à 0, 1, 3 ou 4 mod 6 et donc 5 modulo 6 est interdit (comme 2 mod 6). 

Comme les densités des nombres premiers 1 mod 6 et 5 mod 6 sont identiques (depuis Dirichlet), la densité des solutions de 

x1
2
+x1.x2+x2

2
 = p est donc celle des nombres premiers.  

 

Par ailleurs, nous pouvons observer que :  

П 1-1/p              
p = 1 mod 6 

= (7/6).u         
 

П 1-1/p  
p = 5 mod 6   

et 

П 1+1/p              
p = 1 mod 6 

= (7/8).u          
 

П 1+1/p  
p = 5 mod 6   

 

où u est à nouveau un facteur proche de 1 (écart positif de quelques pour mille). 

Ceci donne alors en utilisant les relations (5) et (6) : 

 

П 1-1/p ≡ (7/3)
1/2

.(u
-1/2

).e
-γ/2

/ln
1/2

(x)        (18) 
p ≤ x, p = 1 mod 6  

 

П 1-1/p ≡ 2.(3/7)
1/2

.(u
-1/2

).e
-γ/2

/ln
1/2

(x)        (19) 
p ≤ x, p = 5 mod 6  

 

П 1+1/p ≡ ((21)
1/2

/2π).(u
1/2

).e
γ/2

.ln
1/2

(x)        (20) 
p ≤ x, p = 1 mod 6  

 

П 1+1/p ≡ (4.(3/7)
1/2

/π).(u
1/2

).e
γ/2

.ln
1/2

(x)        (21) 
p ≤ x, p = 5 mod 6  

 

Ces quelques exemples entrouvrent une fenêtre sur le calcul effectif de coefficients d’abondance plus complexes (produits 

d’Euler pour des suites arithmétiques de p quelconques). Bien du travail reste à faire, à commencer par les déterminations 

explicites de u des deux cas précédents (modulo 4 et modulo 6). 
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 CONCLUSIONS ET AXES PRINCIPAUX DE RECHERCHE  

 

Ecologie et espèces asymptotiques 

 

Le pilier principal de l’évaluation diophantine asymptotique repose sur les produits d’Euler. A chaque séquence, brique 

élémentaire, la méthode des tableaux à multiples entrées se traduit par une matrice caractéristique, appelée matrice 

cardinale, de chacune des espèces diophantines indépendantes. La réunion de ces espèces (par addition) s’exprime dans une 

convolution (multiplication) de ces matrices dans un environnement qui peut être rendu commun (c’est-à-dire par 

l’élaboration de matrices de même dimension). La matrice (appelée) d’environnement des vecteurs propres est le liant des 

valeurs propres des matrices cardinales. 

 

Développements durables 

 

Nous ne présentons pas de chapitre en continuité avec l’exercice 11 pour des exemples d’équations diophantines à structure 

de variables imbriquées et complexes. Le lecteur l’aura compris, la problématique n’est pas le calcul approché de la loi de 

surface mais bien la détermination du volume (non borné) imposé par l’équation choisie. Ainsi, pour une équation comme 

(z1
n+1

-z2
n+1

)/(z1-z2) < p+c (où z1≠z2), le lecteur pourra se poser la question de la constante de correction de volume par 

rapport à z1
n
+z2

n
 < p+c (ce dernier volume étant lui facile à évaluer en se référant à nos exercices) au-delà du cas 

quadratique n = 2. Bien sûr, l’évaluation des facteurs d’abondance de (z1
n+1

-z2
n+1

)/(z1-z2) = p+c de façon littérale se sera pas 

triviale non plus. 

 

L’évaluation numérique des valeurs propres des matrices cardinales n’est pas en général une difficulté. Elle se négocie avec 

la taille de l’ordinateur et le choix d’un bon algorithme de calcul. L’évaluation littérale de ces valeurs propres est une toute 

autre affaire. L’étude menée ici montre qu’a priori chaque environnement est un cas particulier mettant en jeu des 

primitives g des séquences p, primitives dont le comportement est réputé difficile à cerner. Un rapprochement paysager 

permet de dire que les environnements 1 et 2 sont désormais largement maitrisés et que l’environnement 3, 4, 6 et 12 

comprend ici ou là des pousses sauvages. Mais l’infinité des autres cas ne présentent que des herbes folles. Ainsi, un travail 

considérable reste devant nous.  

   

Les géomètres trouveront un problème passionnant de recherche de lieux pour les environnements à facteurs multiples : 

lieu des foyers des valeurs propres, lieu de la rotation d'angle.  

 

L’exercice sur les matrices cardinales de Fermat-Catalan a mis en lumière l’intérêt fondamental des matrices constructives 

de séquence. Le cadre est conjectural et l’agencement proposé reste donc à démontrer. Qui maîtrisera leur évaluation risque 

de maîtriser le domaine des évaluations asymptotiques. 

 

D’autres points restent à éclaircir et le lecteur n’aura que l’embarras du choix ici : point de détail du cas de l’environnement 

3, conjectures concernant l’environnement 6 et les environnements 2d, cas des environnements fondamentaux 2
r
 et p

r
 dans 

leur généralité, étude des fréquences inclusives et exclusives dans les suites polynômiales, démonstration de la réciprocité 

dans le cas général, produits d’Euler avec conditions de congruence portant sur des polynômes de nombres premiers, 

résolution fine de problèmes polynômiaux non symétriques (par opposition aux monômes), etc. 

 

Ouverture sur un autre espace 

 

Nous nous sommes appuyés sur la notion d’équiprobabilité pour construire les représentants asymptotiques des variables. 

Ainsi, en principe, la méthode exposée ici ne s’applique qu’à des équations avec une infinité de solutions. Cependant, il est  

naturel de vouloir vérifier son champ d’application éventuellement à des équations avec un nombre fini de solutions. Le 

lecteur trouvera un article dans ce sens sur nos sites en ligne [18] [19]. Contre toute attente, il y a une continuité applicative 

via un traitement adapté : le nombre de solutions est linéairement dépendante de la série singulière affectée de la puissance 

inverse du degré des polynômes de l’équation diophantine choisie. 

 

 





 

P 393/394                                                   Références   

 

 

 

 

 

 Références 
 

 

 

 

 

 

 Auteurs, éditions Pages 

[1] Harvey Cohn. Advance Number Theory. Dover Publications Inc. 31, 139 

[2] Crandall-Pomerance. Prime Numbers. A Computational Perspective. Springer. 50, 336, 344, 387, 388 

[3] Jean-Paul Delahaye. Merveilleux nombres premiers. Belin. 3, 17, 50, 326 

[4] F. Dress et M. Olivier. Polynômes prenant des valeurs premières. A K Peters, Ltd. 

Experimental Mathematics. Vol 8 n°4, page 319-338. 

317, 318 

[5] Jean Dieudonné. Abrégé d’histoire des mathématiques. 1986 Hermann. 5, 17, 385 

[6] Bernard Diu. Claudine Guthmann. Danielle Lederer. Bernard Roulet. Physique statistique. 

1989. Hermann. 

325 

[7] K.B. Ford. News estimates for mean values of Weyl sums. Int. Math. Res. Nov 155-171,1995. 6 

[8] Gilles Godefroy. L’aventure des nombres. Leçon de Mathématiques d’aujourd’hui (mai 99-

Bordeaux). Du paradis que Cantor a créé pour nous. 

22 

[9] Jean-Marie De Koninck. Armel Mercier. Introduction à la théorie des nombres. Collection 

universitaire de mathématiques. 

22, 186 

[10] John Friedlander, Henryk Iwaniec. Using a parity-sensitive sieve to count prime values of 

a polynomial. PNAS Vol 94, p1054-1058, feb 1997. 

387 

[11] Melvyn B. Nathanson. Additive Number Theory. Springer. 4, 6, 6, 17, 50, 119, 332, 

333, 345 

[12] Peter V. O’Neil. Advanced Engineering Mathematics. Third Edition. Wadsworth Publishing 

Company. 

373 

[13] Nikolaï S. Piskounov. Calcul différentiel et intégral. Editions Mir. Moscou. 7, 331, 334, 336 

[14] Gérard Tenenbaum et Michel Mendès France. Que sais-je ? n° 571  

Les nombres premiers. Presses Universitaires de France 1997. 

328 

[15] Michel Waldschmidt. Valeurs zêta multiples. Journal de Théorie des Nombres de Bordeaux.  

Tome 12 n°2 p581-595 (2000). 

385 

[16] Encyclopaedia Britannica. Copyright 1945. Volume 8. P 669. Theory of equations. 92, 98 

[17] Précis de Mathématiques. Bréal. Algèbre 1. D. Guinin. F. Aubonnet. B. Joppin. 45 

[18] http://sites.google.com/site/schaetzelhubertdiophantien/ 

Dixième problème de Hilbert.   

Dénombrement du nombre de solutions sur une courbe elliptique par crible local / global. 

391 

[19] https://hubertschaetzel.wixsite.com/website. 

Eureka 

391 

 

 



 

P 394/394                                                   Références   

 

 

 

 

 

Ils sont cités 

 
 Pages 

Bachet 29, 34, 217 

Bernoulli 385 

Bézout 29, 34, 217 

Boltzmann 325 

Bombieri 17, 387 

Cantor 22 

Catalan 1, 190, 209, 311, 363 

De la Vallée Poussin 326, 342 

De Polignac 1, 50, 167 

Dirichlet 22, 389 

Elkies 340 

Eratosthène 325 

Euler 3, 30, 31, 100, 119, 186, 205, 210, 317, 340, 362, 385, 391 

Fermat 1, 190, 209, 311, 363 

Ferrari 98 

Fibonacci 260 

Fourier 45 

Friedlander 200, 365, 387 

Frye 340 

Fung 317 

Goldbach 1, 50, 166, 345 

Green 1, 10, 357, 385 

Hadamard 326, 342 

Hardy 1, 6, 6, 10, 186, 332, 359 

Heath-Brown 14 

Horner 92, 98 

Hua 6, 199 

Iwaniec 200, 365, 387 

Kummer 340 

Landau 388 

Legendre 30, 41, 43, 186, 254, 255 

Littlewood 1, 6, 6, 10, 186, 332, 359 

Maier 329 

Mascheroni 362 

Mertens 385, 388 

Minkowski 5, 17 

Moebius 50 

Pillai 1, 10, 364 

Ramanujan 50, 388 

Riemann 326, 329, 385 

Ruby 317 

Sato 87 

Shopenhauer 22  

Stirling 336 

Sylvester 314 

Tao 1, 10, 357 

Tate 87 

Taylor 8, 326 

Vandermonde 45 

Vinogradov 1, 50, 119, 166,345 

Von Neumann 22  

Waring 5, 10, 26, 119,158, 180, 187, 365 

Weierstrass 362 

Weyl 6 

 


