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Théorie des nombres / Number Theory 

 

Lieu des zéros des fonctions Zêta de Riemann   
 

Hubert Schaetzel 
 

 

Résumé  Par une étude des fonctions Zêta tronquées et de fonctions analogues, nous apportons des arguments à 

l’hypothèse de Riemann. Ainsi, les valeurs réelles de s dans ζ(s) et des fonctions analogues sont corrélées 

à une notion de densité. 
 

  Locus of the Riemann Zeta functions zeros 
 

Abstract  Using a study of truncated Zêta and likewise functions, we add arguments towards Riemann hypothesis. 

Thus, the real values of s in ζ(s) and likewise functions are correlated to a concept of density. 
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Contexte 

 

Soit s = a+i.b un nombre complexe. 

La fonction Zêta est définie pour Re(s) > 0 par le prolongement analytique de la série entière Dirichlet 

 

  ∞   

ζ(s) = 
1 

∑ 
(-1)m-1 

         (1) 
1-21-s ms 

  m = 1   
 

Posons  

  n   

ζn(s) = 
1 

∑ 
(-1)m-1 

         (2) 
1-21-s ms 

  m = 1   

 

La fonction ζ(s) est obtenue en faisant tendre n vers +∞ dans ζn(s).  

Nous nous intéressons aux zéros de ζn(s). Le rapport 1/(1-21-s) ne s’annule que lorsque a → ±∞ (suivant certaines 

conditions sur b). Ce cas limite n’a pas d’intérêt particulier. Nous considérons donc dans la suite non plus ζn(s), mais 

ζ*n(s) = ζn(s).(1-21-s) pour la recherche des zéros de ζn(s). 

Nous avons alors : 

 n n  

ζ*n(s) = ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.ln(m))+i. ∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.ln(m))          (3) 

 m = 1 m = 1  

 

La recherche des zéros de ζn(s) revient à résoudre les deux équations : 

 

 n 

1+ ∑ m-a.(-1)m-1.cos(b.ln(m)) = 0        (4) 

 m = 2 

 

n 

∑ m-a.(-1)m-1.sin(b.ln(m)) = 0        (5) 

m = 2 

 

Nous utiliserons une analogie physique en parlant, pour un n donné, de problème à n corps lorsque nous essayerons de 

résoudre simultanément (4) et (5). Nous appellerons m la masse des corps, a le niveau d’énergie, b la phase, (a²+b²)1/2 le 

module de l’onde associée, f et g les champs de forces, ici indépendant de a, avec f(b,m) = (-1)m-1.cos(b.ln(m)) et g(b,m) 

= (-1)m-1.sin(b.ln(m)). Les corps sont plongés dans le vide (d’où les égalités à 0) et nous observons le comportement des 

niveaux d’énergie et des phases. Les niveaux d’énergie (ou le système) sont dits dégénérés lorsque a n’est pas constant. 

Sinon, le niveau d’énergie (ou le système) est dit non-dégénéré. 

 



P 2/13 

Nota : Par la suite, nous parlerons de problèmes à n au lieu de n+1 corps, le corps de masse m = 1, sous-entendu dans la 

constante 1 de l’équation (4), n’étant pas inclus dans ce nombre n. En effet, comme le corps m = 1 n’introduit pas 

d’indéterminées, il est préférable de ne pas le compter dans le cadre des analogies physiques que nous faisons ici.      

 

Problème à un corps 

 

Les zéros de la fonction Zêta tronquée répondent aux égalités : 

 

1+(-1)m-1.m-a.cos(b.ln(m)) = 0         
(6) 

m-a.sin(b.ln(m)) = 0         

D’où il vient immédiatement (m > 1) : 
 

a = 0  

      (7) 
b = i.π 

ou(m = 0 mod 2,0,1)+2k 

ln(m) 

 

L’ensemble des zéros forme un ensemble infini dénombrable déterminé de façon explicite. La partie réelle des zéros de 

la fonction est un point fixe égal à 0. Les parties imaginaires des zéros sont réparties uniformément à distance 2π/ln(m) 

sur la droite de l’axe imaginaire. Ce système est du type non-dégénéré. 

 

Problème à deux corps 

 

Soit deux corps distincts de masses r et s (r ≠ s). Les zéros de la fonction répondent aux égalités : 

 

1+(-1)r-1.r-a.cos(b.ln(r))+(-1)s-1.s-a.cos(b.ln(s)) = 0         (8) 
      

(-1)r-1.r-a.sin(b.ln(r))+(-1)s-1.s-a.sin(b.ln(s)) = 0         (9) 
 

Partie réelle 

 

En utilisant (9), nous obtenons s-a = (-1)r-s+1.r-a.sin(b.ln(r))/sin(b.ln(s)). En remplaçant ceci dans (8), il vient 1+(-1)r-1.r-a. 

cos(b.ln(r))+(-1)r.r-a.sin(b.ln(r))/sin(b.ln(s)).cos(b.ln(s)) = 1+(-1)r.r-a.(-sin(b.ln(s)).cos(b.ln(r))+sin(b.ln(r)).cos(b.ln(s)))/ 

sin(b.ln(s)) = 1+(-1)r.r-a.sin(b.ln(r)-b.ln(s))/sin(b.ln(s)) = 0, puis  r-a = -(-1)r.sin(b.ln(s))/sin(b.ln(r/s)). Cette expression n’a 

de sens que si :  

(-1)r-1.sin(b.ln(s))/sin(b.ln(r/s)) > 0       (10) 

 

Les masses r et s sont permutables dans les équations initiales. Nous devons donc vérifier également : 

 

(-1)s-1.sin(b.ln(r))/sin(b.ln(s/r)) > 0       (11) 

 

Nous obtenons alors des solutions (a,b) satisfaisant : 

 

a =   
ln((-1)r.sin(b.ln(s/r))/sin(b.ln(s))) 

= 
ln((-1)s.sin(b.ln(r/s))/sin(b.ln(r))) 

     (12)  
ln(r) ln(s) 

 

Alternativement, nous avons aussi directement de la relation (9) : 

 

a =   
ln((-1)s-r+1.sin(b.ln(r))/sin(b.ln(s))) 

= 
ln((-1)r-s+1.sin(b.ln(s))/sin(b.ln(r))) 

     (13)     
ln(r/s) ln(s/r) 

 

Nous obtenons les troisièmes termes des relations (12) et (13) directement à partir des seconds membres de ces relations 

avec les arguments de permutabilité des masses r et s. Cependant les deux derniers membres de la relation (13) sont 

identiques Nous tirons donc b uniquement des relations (12) par tâtonnements : 

 

ln(s).ln((-1)r.sin(b.ln(s/r))/sin(b.ln(s))) = ln(r).ln((-1)s.sin(b.ln(r/s))/sin(b.ln(r)))     (14) 

 

Ayant trouvé une solution b, il lui correspond ensuite un couple (a,b) donné par la première égalité. 

Inversement, nous pouvons écrire b en fonction de a en utilisant cos²(x)+sin²(x) = 1 dans les équations (8) et (9). 

Ainsi, avec k un entier relatif  : 

 

(-1)s-1.cos(b.ln(s)) =   
r-2a-s-2a-1 

    soit b =   
±arcos((-1)s-1.(r-2a-s-2a-1)/(2s-a))+2k.π 

      (15) 
2s-a ln(s) 

 

Puisqu’à nouveau r et s sont permutables dans les équations initiales, nous avons aussi avec k’ un entier relatif : 
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(-1)r-1.cos(b.ln(r)) =   
s-2a-r-2a-1 

    soit b =  
±arcos((-1)r-1.(s-2a-r-2a-1)/(2r-a))+2k’.π 

     (16) 
2r-a ln(r) 

 

Trouver les k et k’ pour en déduire b n’a rien de trivial ici et ne nous intéresse pas puisque le problème est déjà 

« résolu » plus haut. Cependant, les encadrements qui suivent et qui sont reliés aux fonctions trigonométriques sont 

capitaux : 

-1 ≤  
r-2a-s-2a-1 

  ≤ 1       (17) 
2s-a 

 

-1 ≤  
s-2a-r-2a-1 

  ≤ 1       (18) 
2r-a 

 

Ces encadrements signifient que a est compris dans une plage finie de valeurs. 

Par exemple : 

r s min(a) max(a) 
2 3 -1 ≈ 0,788 
2 4 ≈ -0,694 ≈ 0,694 
2 5 ≈ -0,564 ≈ 0,639 
2 10 ≈ -0,358 ≈ 0,519 
2 100 ≈ -0,163 ≈ 0,339 
2 1000 ≈ -0,106 ≈ 0,261 
2 10000 ≈ -0,078 ≈ 0,215 
2 100000 ≈ -0,062 ≈ 0,184 

100000 10000000000 ≈ -0,042 ≈ 0,042 
  

Lorsque s >> r (ou r >> s), la plage admissible pour a tend vers un point d’accumulation égal à 0.  
 

En effet, si a > 0 et s >> r > 1 alors (r-2a-s-2a-1)/(2s-a) = ((s/r²)a-1/sa-sa)/2 = (-sa.(1-1/r²a)-1/sa)/2  → -∞-0 → -∞, ce qui 

contredit l’encadrement à gauche de [-1,1] auquel est soumis l’expression (r-2a-s-2a-1)/(2s-a) d’après la relation 17. Si a < 

0 et s >> r > 1 alors (r-2a-s-2a-1)/(2s-a) = ((1/s-a).(r-2a-1)-s-a)/2  → +0-∞ → -∞. Ceci est à nouveau contradictoire avec 

l’encadrement [-1,1]. Enfin, si a = 0 alors (r-2a-s-2a-1)/(2s-a) = -1/2, ce qui est bien dans l’intervalle admissible. Donc, a = 

0 est bien la seule solution au problème asymptotique posé.   
 

Lorsque s et r sont du même ordre de grandeur et tendent vers l’infini, la plage admissible de a défini par les 

encadrements (17) et (18) ne tend plus vers un point fixe, mais vers l’intervalle [-1,0[.   

 

r s min(a) max(a) 
2 3 -1 ≈ 0,788 

10 11 -1 ≈ 0,295 
100 101 -1 ≈ 0,150 
1000 1001 -1 ≈ 0,100 

10000 10001 -1 ≈ 0,075 
100000 100001 -1 ≈ 0,060 
1000000 1000001 -1 ≈ 0,050 

+∞ +∞+1 -1 0+ 
+∞ +∞+k -1 0+ 

 

Les valeurs des deux limites -1 et 0 sont déterminées sans difficulté à partir la relation 17 (et correspondent à la même 

borne dans l’équation 17). Cependant, si nous revenons aux équations initiales 1+r-a.(-1)r-1.cos(b.ln(r))+s-a.(-1)s-

1.cos(b.ln(s)) = 0 et r-a.(-1)r-1.sin(b.ln(r))+s-a.(-1)s-1.sin(b.ln(s)) = 0 et faisons tendre uniquement s vers l’infini (s variant et 

non r), ces équations ne peuvent se vérifier qu’en imposant a = 0. Ce phénomène découle de la présence de la masse m = 

1 qui implique un encadrement implicite du type des relations (17) et (18) avec les trois paramètres 1, r et s (au lieu des 

deux paramètres r et s des relations explicites).  

 

Ainsi, la plage admissible de a tend vers un point d’accumulation lorsque les masses relatives des corps divergent. 

En présence du corps de masse 1 qui est toujours présent ici (par construction), la divergence de l’une ou de l’autre ou 

des deux masses r et s entraîne la convergence de a vers une valeur unique. La contrainte qui agit sur l’intervalle de 

définition du système formé par les équations 8 et 9 est simplement le fait de l’intervalle réduit à [-1,1] des fonctions sin 

et cos, contrainte qui s’accroit avec les valeurs relatives des masses. 

 

Partie imaginaire 

 

Au-delà de la problématique de la plage admissible, intéressons nous à la structure des solutions, c’est-à-dire aux valeurs 

de b. Supposons d’abord :  

r ≈ s 

r → ∞ 

 

Alors r/s → 1 et ln(r/s) → 0, soit aussi sin(b.ln(r/s)) → b.ln(r/s).  
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Alors : 

a ≈   
ln((-1)r.b.ln(s/r)/sin(b.ln(s))) 

≈ 
ln((-1)s.b.ln(r/s)/sin(b.ln(r))) 

      
ln(r) ln(s) 

Soit encore 

a ≈   
ln(b.ln(s/r)/sin((-1)r.b.ln(s))) 

≈ 
ln(-b.ln(s/r)/sin((-1)s.b.ln(r))) 

ln(r) ln(s) 

 

Puis avec ln(r) ≈ ln(s) et ln(s/r) = -ln(r/s) : 

sin((-1)r.b.ln(s)) ≈ -sin((-1)s.b.ln(r)) 

 

Ce qui permet d’écrire, k et k’ étant des entiers relatifs : 

 

(-1)r.b.ln(s) ≈ -(-1)s.b.ln(r)+2k.π 

ou 

(-1)r.b.ln(s) ≈ (-1)s.b.ln(r)+(2k’+1).π 

D’où : 

b ≈ (-1)s.2k.π/(ln(r)+(-1)r-s.ln(s)) 

ou 

b ≈ (-1)s.(2k’+1).π/(-ln(r)+(-1)r-s.ln(s)) 

 

Il en résulte deux cas typiques, suivant la parité de r-s, lorsque nous représentons a en fonction de b à l’aide des relations 

issues de (12) nous menant au tableau 1 ci-dessous : 

 

r-s b Comportement à l’origine Comportement à mi-période 

0 mod 2 (-1)s.(2k’+1).π/ln(s/r) (-1)s.2k.π/ln(r.s) Décalage (déphasé) Superposition (en phase) 

1 mod 2 (-1)s.2k.π/ln(r/s) (-1)s-1.(2k’+1).π/ln(r.s) Superposition (en phase) Décalage (déphasé) 

  

Pour r = 999, s = 1001 par exemple, nous représentons les courbes a = ln((-1)r.sin(b.ln(s/r))/sin(b.ln(s)))/ln(r) en rouge et 

a = ln((-1)s.sin(b.ln(r/s))/sin(b.ln(r)))/ln(s) en bleu à des échelles en abscisses très différentes pour rendre compte du 

comportement à chacune de ces échelles. 
 

-1

-0,5

0

0,5

1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

 
 

-1

-0,5

0

0,5

1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

 
 

Graphique 1 

Graphique 2 
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Le graphique 1 représente le lieu des solutions à grande échelle mais ne permet pas de les distinguer. Nous remarquons 

cependant un schéma répétitif (qui n’est pas nécessairement à l’identique) dont la période est imposée 

(approximativement) par la première expression de b dans le tableau 1. Dans le cas présenté ici, nous avons 2π/ln(s/r) = 

2π/ln(1001/999) ≈ 3142 (demi-période 1571) qui est bien la valeur approximative relevée sur le graphique 1. 

Lorsque nous changeons cette échelle au graphique 2, nous faisons apparaître une enveloppe inférieure et des figures en 

frises au-dessus. Ces figures n’ont aucune signification car les points en question ne sont pas reliés entre eux (par les 

équations qui les définissent). Ces dessins sont fortuits.  

Les intersections des courbes en bleu et des courbes en rouge deviennent lisible à partir du graphique 3. Le lecteur 

comprend que l’enveloppe inférieure (dans les graphiques 1 et 2) donne les solutions cherchées. Nous observons 

notamment que Δb ≈ 2π/ln(r.s) (≈ 0,45 ici) est bien un intervalle représentatif. Nous avons un bon accord avec le 

comportement escompté lorsque r et s sont de masses importantes sauf en 0 où la plage Δb est  localement doublée.  

Dans le cas d’un écart des masses pair, nous notons un déphasage des deux courbes analysées près de l’origine qui est 

grignoté petit à petit pour arriver à un phasage à mi-période sur le graphique 4.    

.Inversement si l’écart de masse est impair, nous aurons un phasage à l’origine et un déphasage à mi-période (et des 

situations intermédiaires entre les deux).  
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r = 1000, s = 1001,  

b ≈ 0 

r = 1000, s = 1001,  

b ≈ (π/2)/ln(1001/1000) ≈ 1571 

r = 1000, s = 1001,  

b ≈ π/ln(1001/1000) ≈ 3143 

 

Nous montrons ci-dessous les deux phasages d’un seul tenant ci-dessous pour r et s petits et proches : r = 10, s = 11, 

π/ln(11/10) ≈ 33, 2π/ln(11.10) ≈ 1.34. 

 

Graphique 3 

Graphique 4 
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Lorsque les masses des corps sont relativement distantes, les interférences se décalent assez rapidement ce qui n’est pas 

le cas pour des masses proches. La plage des valeurs a varie en conséquence : du fait de la quasi-coïncidence des deux 

courbes observée dans le graphique ci-dessus, la valeur de a descend à -1 régulièrement (dans les cas s = r±1).  

 

Le cas limite r = 2, s = 3 est finalement le plus anachronique (2π/ln(3/2) ≈ 15,49, 2π/ln(3.2) ≈ 3,07). 

 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30 35

 
 

Ici (entre les abscisses 14 et 16 par exemple), nous constatons ce qui semble être deux intersections sur les mêmes 

branches de courbes. Cependant, les courbes ne se rejoignent pas et la valeur minimum de a est bien -1 comme indiqué 

plus haut. 

 

Nous donnons encore un échantillon des deux situations précédentes où le lecteur verra l’alternance des coïncidences et 

décalages près de l’origine.  

 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

 
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

 
r = 2, s = 4                                                           r = 2, s = 5 
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r = 2, s = 6                                                           r = 2, s = 7 
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r = 2, s = 8                                                           r = 3, s = 9 

 

Pour finir, le lecteur peut constater que 2π/ln(r.s) n’est pas la période des solutions. En effet, nous avons constitué des 

équations approximatives pour arriver à nos fins. Les lieux de a = ln((-1)r.sin(b.ln(s/r))/sin(b.ln(s)))/ln(r) et de a = ln((-

1)s.sin(b.ln(r/s))/sin(b.ln(r)))/ln(s) se rapprochent à la période indiquée mais ceci n’impose pas une intersection. De fait, 

la période approximative (pour r grand) est de 4π/ln(r.s). En revenant sur l’exemple r = 999, s = 1001 à une échelle plus 

précise nous observons alternativement un chevauchement et un petit écart des courbes. 

 

-0,5

0

0,5

1

1,355 1,36 1,365 1,37 1,375

 
-0,5

0

0,5

1

1,81 1,815 1,82 1,825 1,83

 
 

Dans certains cas particuliers, il peut arriver qu’il n’y ait aucune solution (a,b) aux équations proposées par (r,s). En 

effet, revenons sur la condition définie par la relation 10 : 

 

sin((-1)r-1.b.ln(s))/sin(b.ln(r/s)) > 0 

 

Si (-1)r-1.b.ln(s) = -b.ln(r/s), cette condition n’est évidemment plus rempli. Dans ce cas (-1)r.ln(s)+ln(s) = ln(r), soit 

encore : 

 r = s1+si(r = 0 mod 2,1,-1) 

Cette équation se réalise uniquement si : 

r = s2 et r = 0 mod 2            (19) 

  

En partant de la relation 11 (ou par permutation des rôles de r et s), il vient alternativement : 

 

s = r2 et r = 0 mod 2            (20) 

 

Nous visualisons l’absence de solution dans l’exemple (r,s) = (2,4) donné plus haut avec l’absence de la courbe rouge. 

 

Ces remarques faites, le point important reste le maintien, par rapport au cas à un corps, d’un nombre infini et 

dénombrable des couples (a,b) qui résulte de la répétition des schémas d’interférence présentés ci-dessus (la répétition 

n’est pas à l’identique) lorsque des solutions existent. 

 

Problème à trois corps 

 

Les zéros de la fonction répondent aux égalités (r ≠ s, r ≠ u, s ≠ u) : 

 

1+(-1)r.r-a.cos(b.ln(r))+(-1)s.s-a.cos(b.ln(s))+(-1)u.u-a.cos(b.ln(u)) = 0         
    (21) 

(-1)r.r-a.sin(b.ln(r))+(-1)s.s-a.sin(b.ln(s))+(-1)u.u-a.sin(b.ln(u)) = 0         

 

Comme dans le cas physique habituel (malgré les apports de Karl Sundman), le problème n’a pas (a priori) de 

formulations explicites plus simples que celles données par les relations (21). Ainsi, nous ne pouvons produire 

explicitement une expression pour la plage admissible pour les valeurs de a telles les relations (17) et (18) du paragraphe 

précédent, mais cette plage existe bien pour tout triplet (r, s, u) donné. Numériquement, nous pouvons constater que cette 

plage admissible obéit aux mêmes critères que dans le cas à deux corps, c'est-à-dire qu’elle tend vers un point 

accumulation lorsque les masses respectives (r, s, u) des différents corps divergent. La quantité dénombrable peut être 

présumée à partir des cas à un et deux corps.  

 

Le manque d’expressions explicites n’empêche cependant pas d’aboutir aux conclusions utiles. Plus précisément, 

plaçons-nous dans le cas de corps finis excepté le corps u : 
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Nous réécrivons la relation (21) sous la forme. 

 

(1/u-a)+(-1)r.(r/u)-a.cos(b.ln(r))+(-1)s.(s/u)-a.cos(b.ln(s)) = -(-1)u.cos(b.ln(u))              (22) 
 

(-1)r.(r/u)-a.sin(b.ln(r))+(-1)s.(s/u)-a.sin(b.ln(s)) = -(-1)u.sin(b.ln(u))             (23) 

 

Les membres à droite de ces relations ne sont pas nuls simultanément puisque cos²(x)+sin²(x) =1 et ne divergent pas, 

toujours pour la même raison, tandis que ceux de gauche tendent soit vers 0 si a < 0, soit vers ±∞ si a > 0. Si a = 0, alors 

nous avons   

1+(-1)r.cos(b.ln(r))+(-1)s.cos(b.ln(s)) = -(-1)u.cos(b.ln(u))              (24) 
 

(-1)r.sin(b.ln(r))+(-1)s.sin(b.ln(s)) = -(-1)u.sin(b.ln(u))             (25) 

 

Ce système d’équations peut éventuellement avoir des solutions, les seules qui répondent au problème asymptotique. 

 

Ainsi, a tend vers le point d’accumulation 0 lorsque les masses relatives des corps divergent.. 

 

Problème de l’univers fini 

 

Dans cet univers, où les corps ont tous des masses entières distinctes, nous avons donc : 

 

1+ ∑ (-1)m.m-a.cos(b.ln(m)) = 0        (26) 

 m 

et 

∑ (-1)m.m-a.sin(b.ln(m)) = 0        (27) 

m  

 

Nous procédons comme au paragraphe précédent en réarrangeant ces équations, laissant les corps de masses finies dans 

le premier membre de l’équation et en plaçant les corps dont les masses tendent vers l’infini dans le second membre puis 

en faisant la division adéquate. Le problème asymptotique n’a alors de solutions que si a tend vers 0.  
 

Nota : 

Les couples solutions (a,b) sont dénombrables (mais ce point reste à démontrer).   

 

Lemme (de l’univers fini) 

 

La partie réelle des zéros d’une fonction Zêta tronquée tend vers le point d’accumulation 0 si une au moins des 

masses de l’univers fini ainsi considéré tend vers l’infini (en présence d’une masse finie). 
 

Posons s = a+i.b, D(a) le domaine de définition de a et u >> n > 1, alors 

 

n     

∑ 
(-1)m-1 

+ 
(-1)u-1 

= 0    =>   D(a) → point unique          . (28) 
ms us 

m = 1     

 

Exemple numérique avec 24 (+1) corps. 

 

Dans l’exemple qui suit, nous avons cherché aléatoirement des valeurs de b telles que (abs est la valeur absolue de 

l’expression entre parenthèses)  

 

abs(1+∑ m-a.(-1)m.cos(b.ln(m)))+abs(∑ m-a.(-1)m.sin(b.ln(m))) < 0.01 
 

pour les corps suivants : 
 

Ens 1 : {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25} 

Ens 2 : {2, 1002, 2002, 3002, 4002, 5002, 6002, 7002, 8002, 9002, 10002, 11002, 12002,13002, 14002, 15002, 16002, 

17002, 18002, 19002, 20002, 21002, 22002, 23002} 

Ens 3 : {2, 1000002, 2000002, 3000002, 4000002, 5000002, 6000002, 7000002, 8000002, 9000002, 100000002, 

11000002, 12000002, 13000002, 14000002, 15000002, 16000002, 17000002, 18000002, 19000002, 200000002, 

21000002, 22000002, 23000002} 

Ens 4 : {2, 1000000002, 2000000002, 3000000002, 4000000002, 5000000002, 6000000002, 7000000002, 8000000002, 

9000000002, 100000000002, 11000000002, 12000000002, 13000000002, 14000000002, 15000000002, 16000000002, 

17000000002, 18000000002, 19000000002, 200000000002, 21000000002, 22000000002, 23000000002} 

 

Les plages admissibles du paramètre a, pour 400 essais réussis, sont données par les graphiques : 
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Plages admissibles de a
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La plage admissible du paramètre a se réduit, à allure logarithmique donc très lente, au fur et à mesure de 

l’accroissement des intervalles entre les masses des corps : 

 

Ens Ecarts masses Plage a 

(approximative) 

Taille plage 

(approximative) 

 

0,000

0,500

1,000

1,500

2,000

1,E+00 1,E+02 1,E+04 1,E+06 1,E+08 1,E+10

 

1 1 -0,381 à 1,201 1,582 

2 103 -0,124 à 0,396 0,520 

3 106 -0,124 à 0,234 0,358 

4 109 -0,029 à 0,178 0,207 

 

La tendance montre une convergence de la plage admissible du paramètre a vers un point d’accumulation (égal à 0) en 

accord avec le lemme précédent. 

 

Interprétation du niveau d’énergie a = 0 : Densité de l’univers 

 

Lorsque l’univers est fini, la densité, c’est-à-dire la quantité des positions m (2, 3, 4…) effectivement occupées par 

rapport à toutes les positions envisageables (2, 3, 4, …, ∞) est nulle et le paramètre a est soit égal à 0 (système non-

dégénéré comprenant au moins une masse infinie), soit « en moyenne » égal à 0 (système dégénéré ne comprenant pas 

de masse infinie). Inversement, pour une densité de corps non nulle (quantité de corps dénombrable par exemple), la 

valeur du paramètre n’est plus égale à 0. 

 

Nota : 

La notion de moyenne est mise entre parenthèses ci-dessus. En effet, lorsque nous recherchons la « densité » de l’univers 

en l’absence de masses infinies par essais aléatoires, la répartition du paramètre a autour de 0 ne donne pas une moyenne 

nulle. Cependant, nous pouvons retrouver la valeur 0 par comparaison (superposition) des courbes de répartition. Par 

exemple, considérons les ensembles : Ens 1 : {102/100, 106/100}, ens 2 : {12/10, 16/10}, ens 3 : {3, 7}. En complétant 

avec la masse 1, qui est toujours sous-entendue, nous avons construit dans les faits les ensembles :  

 

Ens Eléments Intervalles entre masses 

1 {1, 102/100, 106/100} I = 0,02 et 2I 

2 {1, 12/10, 16/10} I = 0,2 et 2I 

3 {1, 3, 7} I = 2 et 2I 

 

Le rapport des masses (ici le facteur 2) est conservé d’un ensemble à l’autre. Les courbes se croisent alors autour d’un 

même point à une ordonnée proche de 0, la précision dépendant du nombre d’essais effectués dans ces expériences 

aléatoires.  
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Observons, pour finir, que nous avons utilisé des masses non entières afin d’obtenir des courbes bien tranchées l’une de 

l’autre. Par ailleurs, en revenant en arrière sur le problème à 24 corps, nous observons bien l’intersection à l’ordonnée 0 

car les ensembles sont, dans le cas présenté, dans des rapports de masses constants (facteurs égaux à 1).  

 

Nota : Dans ce dernier cas, comme nous manipulons des nombres non entiers, nous n’avons pas pris en compte le signe 

(-1)m-1 devant les expressions. Cependant, l’esprit de l’exercice reste le même puisque, pour des valeurs b aléatoires, le 

signe des cosinus et sinus sont aléatoires et (-1)m-1  intervient de façon marginale sur les valeurs numériques mais pas sur 

les principes, ni sur les conclusions.  

 

Dénombrement des solutions : déformation partielle ou totale du lieu des solutions 

 

Avant de passer à l’univers infini, nous nous posons la question du dénombrement des couples (a,b).  

Pour un seul corps, le dénombrement des solutions est relativement trivial. Nous nous posons encore la question du 

dénombrement des solutions au-delà d’un corps en essayant de déduire les nouvelles solutions par « continuité ». 

 

Soit, par exemple, pour le couple initial (a,b), les équations : 

 

1-2-a.cos(b.ln(2)) = 0 et 2-a.sin(b.ln(2)) = 0 

 

Nous souhaitons aboutir « continument » au couple (a’,b’) tel que : 

 

1-2-a’.cos(b’.ln(2))+3-a’.cos(b’.ln(3))  = 0 et 2-a’.sin(b’.ln(2))-3-a’.sin(b’.ln(3))  = 0 

 

Si un mécanisme continu permet de passer de l’un à l’autre et de l’autre à l’un, nous pouvons en déduire une bijection 

entre ces couples et affirmer ces ensembles dénombrables. 

 

Ecrivons ainsi pour (ε1,ε2) deux infiniment petits : 

 

1-2-a’.cos(b’.ln(2))+ε1 = 0 et 2-a’.sin(b’.ln(2))+ε2 = 0 

 

Par incrémentations infinitésimales, ε1 doit passer de 0 à 3-a’.cos(b’.ln(3)) et ε2 de 0 à 3-a’.sin(b’.ln(3)) lorsque (a,b) passe 

continument à (a’,b’). Ce procédé va échouer de nombreuses fois y compris lorsque l’équation inclut plus de corps qu’il 

n’est présenté ici. En effet, les fonctions trigonométriques cosinus et sinus sont bornées par [-1,1]. Lorsque ces bornes 

sont atteintes avant que les εi n’arrivent aux valeurs entières souhaitées, la solution en cours de traitement disparait. 

Inversement des solutions vont apparaître surgissant de nulle part pour les conditions aux limites. Ceci montre la 

spécificité de chacun de ces types de problème même si un certain cadre commun existe. 

 

 Notons encore une seconde spécificité du problème à un corps par rapport à tous les autres cas finis en revenant sur la 

procédure précédente là où nous l’avons laissée. Nous écrivions alors ε1 = ε3
-a’’.cos(b’’.ln(3)) et ε2 = ε4

-a’’.sin(b’’.ln(3)). 

Or a’’ est proche de 0 (puisque a = 0 dans le problème à un corps), ce qui revient à écrire pour ε1 : ε1 ≈ ε3
≈0.cos(b’.ln(3)) 

≈ 1.cos(b’.ln(3)) ce qui est en contradiction avec ε1 un infinitésimal. Cette difficulté ne peut apparemment être 

contournée de façon rigoureuse pour passer du problème à un corps au problème à deux corps. Nous observons ainsi des 

ratés dans l’obtention de solutions par « continuité », non pas de façon partielle, mais de façon systématique lorsque 

nous effectuons le passage de un à deux corps. 
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Problème de l’univers infini 

 

Dans cet univers (improbable) que nous décidons de construire (pour correspondre à la série de Riemann et à la série Eta 

de Dirichlet), les corps jumeaux n’existent pas. Les corps se disputent une succession de masses entières de 2 à l’infini 

sans exception. Leur population varie des petits astéroïdes aux planètes, des étoiles naines aux étoiles géantes, enfin aux 

trous noirs aux masses gigantesques (d’ailleurs totalement majoritaires). 

 

Concernant la plage admissible de a, notre conclusion s’échafaude sur les problèmes à 1 (point fixe), 2 ou n (points 

d’accumulation lorsqu’un ou plusieurs corps deviennent immensément lourds) corps. Comme l’univers infini comporte 

au moins un corps de masse infinie, la valeur du paramètre a doit converger et se réduire à une valeur unique. Or, cette 

valeur est connue par ailleurs par les milliards de solutions identifiées (A. Odlyzko) : 

  

a = 1/2 

 

D’où l’affirmation : Les zéros de la fonction Zêta de Riemann ont valeur réelle 1/2.  

 

Densité 

 

Le passage de la valeur 0 du paramètre a, pour tous les ensembles finis, à la valeur 1/2, pour le problème qui nous 

intéresse plus particulièrement ici (ensemble infini dénombrable), peut s’interpréter par la notion de densité du nombre 

de corps dans l’univers que nous avons introduite en page 9. Pour une densité de corps non nulle (quantité de corps 

dénombrable ou compact), la valeur du paramètre a n’est plus égale à 0. 

 

On peut imaginer un exercice où nous ferions varier la densité entre une valeur proche de 0 (occupation d’une faible 

fraction des positions entières des masses m) et une valeur très importante (occupation de nombreuses nouvelles 

positions entre les valeurs entières de m) faisant passer progressivement la valeur du paramètre a de 0+ à 1/2, puis au-

delà. Il est nécessaire alors de prendre en compte les paradoxes des ensembles infinis et de se méfier de conclusions 

rapides. En effet, le lecteur sait que nous pouvons expliciter une bijection entre les ensembles dénombrables, par 

exemple entre N et 2N ou entre N et αN, où α est une constante (réelle). Ces ensembles comptent donc le « même 

nombre » d’éléments. Leur densité est identique. Il en résulte que le paramètre a, et donc la partie réelle des zéros 

des « L-fonctions » correspondantes, reste égale à 1/2 pour des masses décrivant αN* (L comme linéaire). 

 

Prolongement à d’autres univers infinis 

 

Passons des univers dénombrables aux univers non dénombrables (univers compact où m sont des nombres réels). Nous 

ne considérons alors plus des sommes entières mais des intégrales. Comme dans (-1)m-1, les masses m ne sont plus des 

entiers, nous écrirons (-1) sous la forme ei.π. Nous examinons donc le problème suivant : 

 

 

∫  
ei.π.(m-1) 

 .dm = 0       (29) 
I = ms 

 m   
 

où nous avons toujours s = a+i.b. Alors, avec e-i.π.= -1 : 

 
 

I = ∫  
ei.(π.(m-1)-b.ln(m)) 

 .dm = - ∫  
ei.(π.m-b.ln(m)) 

 .dm = 0       (30) 
ma ma 

 m   m   

Puis : 

 

∫  
 

I = -  ei.2.π.frac(m/2).ef(m).dm = 0     (31) 

  

 

où f(m) = -(a+ib)ln(m) et frac(m/2) est la partie fractionnaire de m/2. 

Ici ei.2.π.frac(m/2) est une fonction périodique (de période Δm = 2).  

Ecrivons alors : 

 

∫  
 

J = -  ef(m).dm = 0     (32) 

  

 

Si ef(m) était positive croissante monotone, cette fonction périodique aurait l’effet de coefficients ct (t = 1, 2, 3, …) 

multiplicateurs monotones (croissants ou décroissants) pour I par rapport à J sur chacune des périodes Δm. Ainsi : 

 

I = J.(∑ ct / ∑ t) 
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Pour une somme limite (∑ ct) différente de 0, nous avons alors équivalence entre I = 0 et J = 0. 

 

I = 0  J = 0 

 

Si ef(m) était négative décroissante monotone, le raisonnement et la conclusion seraient analogues. 

Dans notre cas, ef(m) n’a pas les propriétés de monotonie. Nous avons ef(m) = e-(a+ib).ln(m) = e-a.(cos(b).ln(m)+isin(b.ln(m))). 

Pour a et b donnés, il s’agit d’une fonction oscillante. Cette fonction finie ne converge donc pas vers une limite. Ainsi la 

somme (∑ ct) correspondante n’a pas de limite fixe. La condition (∑ ct) ≠ 0 disparait dans ce cas et nous avons donc de 

façon inconditionnelle : 

I = 0  J = 0 

Ainsi, pour I = 0, il faut et il suffit de résoudre : 
 

 

∫  
 

J =  e-(a+i.b).ln(m).dm = 0 

  

 m  

 

Effectuons le changement de variable u = Ln(m). Alors, du = dm/m = e-u.dm, puis : 

 

 

∫  
  

J = e-(a-1+i.b).u.du = -1/(a-1+i.b).[e-(a-1+i.b).u]           (33) 

   

 u   

 

Revenons aux bornes d’intégration. La borne supérieure m → +∞ implique u → +∞. Pour que J ne diverge pas, ceci 

impose a-1+i.b → 0, soit a → 1 et b → 0. Utilisant ex ≈ 1+x pour x → 0, nous avons alors en choisissant pour la borne 

inférieure u → 0 (et la borne supérieure u → +∞) : 

J ≈ -[u] → -∞ 

 

Ainsi, il n’y a pas de solution en (a,b) à J = 0 et donc à I = 0. 

Notons que le choix d’une autre borne inférieure ne change pas grand chose à l’affaire. 

 

Pour reprendre les considérations relatives aux L-fonctions mentionnées plus haut, reposons le problème en faisant 

maintenant un changement de variable linéaire m → α.m, où α est une constante réelle positive. Nous avons alors : 

 

 

∫  
1 

 .dm = 0       (34) 
J’ = (α.m)s 

 m   

Soit  

 

∫  
1 

 .dm = 0       
J’ = α-s  ms 

 m   

 

Les conclusions concernant les convergences a → 1 et b → 0 et l’absence de zéros sont donc ici les mêmes qu’après 

avoir posé l’équation (29).  

 

Résumé des arguments 

 

Le paramètre a de l’hypothèse de Riemann est constant car il existe une masse infinie dans l’ « univers de Riemann » ce 

qui suffit pour conclure (a = 1/2).  

 

Le paramètre a est une mesure de la densité de l’univers considéré. Nous pouvons dresser le tableau de différentes 

situations liées à cette densité : 

  

Univers Fini Dénombrable Compact 

<<a>> moyen ou exact 0 1/2 → 1 

b Dénombrable 

(bijection avec N) 

Dénombrable 

 

Unique (→ 0) 

Couples (a,b) des zéros Dégénérés Non-dégénérés Inexistants 
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Prolongement supplémentaire 

 

Nous pouvons éventuellement nous étonner ici de ne pas atteindre de valeurs intermédiaires pour le paramètre a. Ceci 

s’accomplit en considérant l’exercice sous un angle légèrement différent. 

Ecrivons d’abord : 

t = ∞ t = ∞ 

∑ (-1)m-1.m-a.cos(b.ln(m)) = 0      ∑ (-1)m-1.m-a.sin(b.ln(m)) = 0    

m = f(t) 

t = 1 

m = f(t) 

t = 1 

 

Ici le signe ∑ sera remplacé par ∫ ei.π.(m-1) pour passer d’un univers dénombrable à un univers non dénombrable.  

Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés aux cas linéaires : 

 

f(t) = α.t                (35) 

Il suffit ensuite de considérer   

f(t) = α.tω              (36) 

 

pour obtenir toutes les parties réelles <<a>> souhaitées (de 0+ à l’infini) en faisant varier ω. Ainsi le paramètre a est, 

dans cette nouvelle perspective, une fonction de la densité d (d = 0, d = 1/2 ou d = 1) de l’univers considéré et de 

l’accélération ω de l’augmentation des masses dans celui-ci. 

 

<<a>> = d/ω                (37) 

 

Notons que la fonction f(t) peut être sous une forme plus générale comprenant sommes, soustractions, produits et/ou 

divisions de plusieurs termes. Il suffit alors de ne retenir que sa partie prépondérante à l’infini f(t) ≡ α.tω. 


