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Dénombrements asymptotiques d’équations diophantines.
Méthode des hypervolumes. Version courte.

Hubert Schaetzel

Résumé Nous développons une méthode de dénombrement des solutions d’équations diophantines a branches
asymptotiques dite des hypervolumes par analogie a la célébre méthode du cercle de Hardy-Littlewood. Elle
repose sur le calcul de volumes par intégrations multiples associé a des corrections en surface des volumes
par un « crible asymptotique ». Les matrices mises en ceuvre pour le calcul de ces corrections ont des
propriétés remarquables et sont une contribution essentielle de notre étude. Leur utilité est manifeste en
abordant aussi bien des équations a termes récurrents, telles les sommes de Waring, que d’autres a termes
non récurrents.

Asymptotic diophantian counting.
Hypervolumes method. Summarized version.

Abstract We develop a method to get enumeration of diophantine equations asymptotic solutions that we call hyper-
volumes method by analogy to the famous Hardy-Littlewood circle method. The estimates are based on
integral calculus of volumes associated with a corrective evaluation on the surface of the volumes with an
“asymptotic sieve”. Matrices with remarkable properties are produced, which are an essential contribution of
our study. Their usefulness is obvious with recurring terms like Waring sums without limitation to these
cases.
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1. Préambule
Soit une équation diophantine dont le nombre de solutions diverge :
R(Xi, Yis Zk...)=¢C (1)

Le nombre c est ici une constante paramétrable que nous appellerons la cible et Xi, yj, z«... sont des variables, décrivant soit
I’ensemble des nombres entiers naturels (ou accessoirement des entiers relatifs), soit ’ensemble des nombres premiers
(accessoirement des deux signes). Nous cherchons les quantités de n-uplets (Xi, Vj, Z...) répondant a 1’égalité sous la forme
d’une formule mathématique. Traditionnellement (formules de De Polignac, de Vinogradov, de Hardy-Littlewood...), ce
type de formules ressemble & un produit faisant intervenir les variables précédentes affectées d’exposants fractionnaires ou
entiers, les logarithmes de ces mémes variables (avec les exposants adéquats) et une constante sous forme de produit infini
d’Euler [2]. Précisément, résoudre (et donc dénombrer) R(X;, ¥j, z«...) = ¢ est équivalent a résoudre (et donc dénombrer) :

R(Xi, Vi Zk...) = ¢ mod 2k2.3k3...piki... (2)

Ici, pi décrit ’ensemble des nombres premiers et nous faisons tendre ki vers 1’ infini.
Nous noterons dans la suite le nombre de solutions par le signe du cardinal, soit :

#(Xi, Yis Zk...) (3)
Du théoréme chinois, il résulte immédiatement :

#{(x,¥,z...)/R(X, ¥, z...) =cmodulo 22.3% ... p*} = []#{(X,y,z...)/R(X, ¥, z...) =c modulo pn™}  (4)
m=2ak

Cette relation est la base de tout ce qui suit. Pour I’exploiter, nous allons préciser comment passer de #{(x, y, z...) / R(x, v,
z...)=cmodulo p} A #{(x, y, z...) / R(X, ¥, z...) = ¢ modulo p®}. Nous faisons tendre ensuite § vers I’infini s’il y a lieu. Au
passage, nous devrons veiller a normaliser (la signification du mot étant donné plus bas) les expressions.

De maniére pratique, il suffit de former des tableaux multidimensionnel dont les axes portent les valeurs de x, v, z...
respectivement et de recueillir le nombre d’occurrences des valeurs de ¢ donné suivant la formule R(x, y, z...) = ¢ mod p®.
Pour une cible ¢ donnée, le nombre recueilli est appelé le facteur d’abondance (non normalisé) a 1’étape p. En c, le
dénombrement de m = 2 a k est proportionnel au produit de ces facteurs et les proportions cherchées sont obtenues en
faisant tendre k vers I’infini.

Dans la suite, nous appellerons p la séquence et g désignera une (parmi les autres) racine primitive du nombre premier p.

2. Repreésentants asymptotiques

Les représentants asymptotiques sont les valeurs des axes du tableau multidimensionnel évoqué ci-dessus. Le représentant
asymptotique de la variable z s’écrit simplement {{z}}. C’est un équivalent de z au sens du dénombrement asymptotique
obtenu en énumérant toutes les classes modulo de x, y... pertinentes. Si la variable est du type variable de nombre entiers, le
représentant mod p® est tout a fait trivialement la suite de nombres entiers 0, 1, 2...., p>-1 (avec une pondération de 1).
Lorsque la variable représente les nombres premiers, 1’équivalent est plus difficile a appréhender. Soit ainsi le tableau :

o\y; | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 [..] =
2 £0 1-e1 € 1 g2 1 € 1 g3 1 € 1
3 £0 1-e1 1 € 1 1 € 1 1 g2 1 1
5 €0 l-g1 1 1 1 € 1 1 1 1 € 1
7 €0 1-g1 1 1 1 1 1 € 1 1 1 1
11 €0 l-g1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 €
p €0 1-g1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 go! (1-g1)t € € g2 € g2 g g3 g2 €2 €
/e | e/e | (1-e1)Ye 1 1 g 1 1 g2 g g 1

Nous pouvons choisir o, €1, € des infiniment petits tels que €, go/e,(1-e1)Ye tendent simultanément vers 0. Nous retrouvons alors
effectivement 1’ensemble des nombres premiers cherchés (pondération 1 face aux nombres premiers et pondération 0 face
aux autres nombres). D’ou le tableau des représentants asymptotiques, ¢ étant 1’indicatrice d’Euler :

Variable d’entiers {{x}} s =[0,1,2,....p5-1]
Variable de nombres premiers Ly s = [9°.040%...,g°0 9

L’emploi d’une racine primitive permet, de facon trés simple, d’écarter les multiples de p ce qui est nécessaire pour obtenir
le représentant d’une variable de nombres premiers a la séquence p.
Alors, plus simplement modulo p, les représentants asymptotiques s’écrivent :
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Variable d’entiers {{x}}»=10,1,2,....p-1]
Variable de nombres premiers vy} =11.2,....p-1]

Une écriture alternative consiste a représenter également les pondérations :

e S B
L S S O

Cette pondération va croitre a I’introduction d’une nouvelle variable par croisement avec les anciennes. Le moyen d’éviter
cette augmentation de la pondération est de donner un poids unité aux représentants additionnels (deux ou plus de
variables). Soit :

P 0 1 2 p-1

{xi'}h= 1/p 1/p 1/p 1/p 1/p (soity =1)
— 1 2 3 p-1

With= U(p-1) | 1/(p-1) | U(p-1) i U(p-1) | 1(p-1) | (soity =1)

Cette opération, appelée normalisation, se prolonge sans difficulté modulo pd.

- pour une variable de nombres entiers, le cardinal obtenu doit étre divisé par p® a la séquence p
- pour une variable de nombres premiers, le cardinal obtenu doit étre divisé par p>*(p-1) a la séquence p

Ces rapports s appliquent pour chaque entrée de variable : k variables d’entiers — rapport 1/(p®)%, m variables de nombres
premiers — rapport 1/(p%.(p-1))™.

Pour ramener la somme a p?, il faut et il suffit alors d’effectuer une multiplication des coefficients par p®.

Soit les régles :

k variables de nombres entiers — rapportr = 1/(p°)&Y
m variables de nombres premiers — rapport r = p%((p®*(p-1))™)
k variables de nombres entiers et m variables de nombres premiers — rapport r = 1/(p®)*D/((p>(p-1))™)

Dans ces circonstances, la pondération moyenne de toutes les cibles ¢ dans I’intervalle ]-oo,+oo[ est égale a 1. Ceci reste vrai
si on choisi un intervalle ]-o0,a] ou [a,+oo[. Nous obtenons ensuite le facteur d’abondance normalisé de la cible ¢ en utilisant
Ces rapports :

fan(c,p) = #(c).r 5)
et
fan(c) =[] fan(c,p) (6)
p=2a+w

L’établissement de ces facteurs reposent ainsi sur des considérations arithmétiques avec un passage a la limite (indis-
pensable avec le recensement asymptotique et compatible dans le méme temps). L’emploi de cette méthode permet de
retrouver immédiatement les proportions asymptotiques entre différentes cibles.

3. Etude des mondmes

Les mondmes x" sont les briques élémentaires d’une équation diophantine. Leur comportement asymptotique soutient tout
le reste. L’équation x" = ¢, pour ¢ donné fini, n’est pas une équation a caractére asymptotique, mais les résultats que nous
pouvons en tirer servent pleinement lorsque de nouvelles variables et opérations sont rajoutées a cette structure élémentaire.
3.1. Solutions de I’équation modulo p?®

Cas p impair

Soit X" = ¢ mod p%, p nombre premier impair. Soit d; = (n,®(3-i)) ot ®(5-i) = p>*L.(p-1) et n = ent((5-1)/n) la partie entiére
de (3-1)/n. Nous pouvons dresser le tableau suivant :

P 3/30



Ligne X X" = ¢ mod p® #{c}
Sn+1 0 0 pooL
pﬁ-l.{go, gl’ e gCD(l)-l}
p2{e% gt ... g"}

ontl £0 1 O(5-(dn+1))-1
p'{g% g ..., ¢ 1

Sn pén_{gol gl, o gCD(S-Bn)-l} pﬁn.n.{go.d[ﬁn.n]l gl.d[Bnn]’ o g(<1)(8-5n4n)/d[8n4n]-1).d[6n.n]} dsn_n_pSn.(n-l)
| pi_{gol gl, , gfb(B-i)-l} pi.n.{go.d[i.n]’ gl.d[i.n]’ e g(tl>(5-i.n)/d[i.n]-l).d[i.n]} di.n.pi.(n-l)
1 pl-{g(). gl, o gfb(S-l)-l} pn_{go.d[n]’ gl.d[n]’ o g(tl)(B—n)/d[n]-l).d[n]} dn.p(n-l)
0 pO_{gO, gl’ L gtb(é)-l} pO_{go.d[O]’ gl.d[O]’ e g(tl>(5)/d[0]-1).d[0]} dO

Le bilan de ces résidus se vérifie par simple substitution dans 1’équation modulo. Nous avons adopté ci-dessus la
convention d’écriture v; ou V[i] qui signifie que les entiers v; varient entre 0 et ®(8-1)/di-1 ou di = (n, ®(3-i)). L’équation
modulaire x" = ¢ mod p® admet donc din.p™Y solutions pour ¢ de la forme p'".gi9tl et i < &n, admet p®*™ solutions pour ¢ =
0, sinon elle n’a pas de solution.

Ce cas général se simplifie si n n’a aucun facteur égal a p :

pin (7
Alors : N
di = (n,@(3-1)) = (n,p**.(p-1)) = (np-1) =do =d  (8)
Puis:
{go.n, gl.n' 92.n’ s g(®(6—j)—l).n} = 9
Ud.(p"j.(n-l)) fois {go.d, gl.d' gZ.d’ e g(CD(éS—j.n)/d—l).d} mOd pS—j.n ( )
Soit :
#{p%} = #{0} prort
#{pt‘)n.n.QO} d. p8n4(n-l)
#{pt‘)n.n.gl} 0
#{pjﬂgO} dpj(rll)
#Hp".g'} = 0 (10)
#{pj..r{lgd»l} 0
#{p° %) d=#{1)
#H{p°g'} 0
W G

Pour chacune des lignes, il est sous-entendu que le cardinal de p'".g' est également celui de pi".g'g"?. o
Notons que si d = 1, alors I’exposant d-1 vaut 0 et les lignes correspondant aux cardinaux #{p'".g".g"i"47} & #{pin.geli-
1 gviinkdinly n’existent pas. Nous avons alors #{p/".g%} = #{pi".g"} = ... = #{p/".gui"1} = pi(-D)

Cas p pair (p=2

Il n’y a pas de racine primitive mais nous pouvons prendre le couple générateur (5,-5).

Soit di = (n,®(5-i)/2) ou ®(5-i) = 2% et dn = ent((5-1)/n). Nous pouvons dresser a nouveau le tableau des cardinaux des
résidus comme dans le cas des séquences impaires. Ce détail n’apportant cependant rien de substantiel pour la suite. Nous
nous limiterons donc & ce qui suit :

L’équation modulaire x" = ¢ mod 2% admet d;,.2"®D solutions pour ¢ de la forme 21751401 et i < §n, admet 259 solutions
pour ¢ = 0, admet 2% solutions pour ¢ = 25", sinon elle n’a pas de solution.
Sidjn = 1, nous avons :

24n (11)

Notons alors #{1} le cardinal des solutions de x" =1 mod 2% :
#H{1}=#{x/x"=1mod 2%, x=0,1, ...,2%-1}  (12)

Soit ¢ un résidu mod 2° et soit m la multiplicité du facteur 2 dans n. Nous avons alors le tableau récapitulatif suivant (les
valeurs de la colonne x se vérifient par substitution dans x” = ¢ mod 2%) :
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X conditions sur ki et n c #{c} #{variantes de c}

250, (2k) k=0,1,..., 25L] 0 201 1
250, (1+2Kk) k=0,1, ..., 251 2%nn 25-0n-1 1
21 (1+2.(#{13) k)1 k=0, 1, ..., 2511/(#{1})-1 210 (1+2.#{1}.k) 280D (#{1}) 2T (#{1))

+2FD 0] 1) i=0adn-1
k> =0a 2D #{1})-1

Faisant alors la somme Y #{c}.#{variantes de c}, nous la trouvons égale a 2%, ce qui démontre que toutes les solutions sont
décrites. La particularité du cas p = 2 se résume a la deuxiéme ligne de données du tableau précédent (#{2%"} = 253-1) qui
n’existe pas dans le cas p impair.

En résumé, dit de facon légérement différente que plus haut, I’équation modulaire x" = ¢ mod 2% admet 2'0D (#{1})
solutions pour c différent de 0 et 25", admet 259 solutions pour ¢ = 0 et ¢ = 25", sinon elle n’a pas de solution.

3.2. Mise en forme matricielle
3.2.1. Cas des variables d’entiers modulo p

Soit a résoudre :
X1"+x2"+. L +x "= cmod p (13)

Chacune des variables de nombres entiers x;" est remplacée par son représentant [0", 1", 2", ..., (p-1)"]. Nous sommes ainsi
amenés a un tableau a k dimensions et de taille p suivant chaque axe. Les éléments de ce tableau sont obtenus par somme
modulo p conformément aux opérateurs +. Il convient de compter alors dans le tableau le nombre d’occurrences de chaque
nombre compris entre 0 et p-1.

Nous traitons d’abord le cas particulier p = 2. Ceci revient a former des tableaux multidimensionnels avec un vecteur
génerateur {0,1} pour chaque axe. Le lecteur vérifiera facilement que nous obtenons :

#{0}=2¢1 et #{1}=2 sip=2 (14)

Pour p # 2, en formant encore un tableau & k dimensions, nous observons le nombre restreint des cardinaux distincts. Les
valeurs atteintes sont au plus au nombre de d+1 ou d = (n, p-1). Pour arriver a ce résultat, nous commencons par relever le
nombre des résidus de x" mod p qui nous permet d’établir immédiatement le tableau suivant donnant le nombre de
cardinaux distincts pour k = 1, cardinaux distincts au nombre de trois :

Cible c Cardinal (pour k =1)
{0} 1
{gd7 92d7 gBd’ teey g(p—l)} mod p d= (nv p'l)
Autres parmi {0, 1,2, ..., (p-1)} |0

L’itération au cas k > 1 se fait alors a partir du tableau suivant (tableaul) :

cardp card; card; ... cardg.1
0 go_gd go_gzd golg(p—l) gl_gd gl.gzd gl_g(p-l) gd'l.gd gd-l_gzd gd-l_g(p-l)
card 0
= y
card | g™
g(P'l)

L’intérieur du tableau est complété par les valeurs ¢ obtenues a chaque intersection d’une abscisse et d’une ordonnée.

Notre hypothése de récurrence, implicite dans le tableau ci-dessus, est qu'un ensemble de type g".{g% g%, g%, ..., g®V} =
{0".9%, g".9%, g".0%, ..., g".g®Y} a pour chacun de ses cardinaux la méme valeur card..1. 1l est nécessaire alors de vérifier la
propriété en passant de k a k+1 en notant qu’elle est effectivement vraie pour k = 1 (cas trivial).

Le tableau est formé des parties suivantes : la premiére ligne, la premiére colonne hormis 1’élément de la premiére ligne, le
premier carré (sous cardi) et les autres carrés (sous card; a cardg.1). Nous sommes amené ainsi a considérer les cas,
correspondant a chacune des parties du tableau, afin d’obtenir les contributions correspondantes par cible ¢ donnée,
contributions que nous devons additionner ensuite.

Nous prenons, par ailleurs, comme convention d’appeler vecteur générateur du tableau 1 suivant x, respectivement y, les
éléments 0 et g“¢ situés a gauche de la premiére colonne de ce tableau et les éléments 0 et g¥.g¥ situés au-dessus de la
premiére ligne de ce tableau :
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Cas 1 : Premiére ligne du tableau 1.
Cette ligne par addition avec 0 reproduit simplement avec un cardinal 1 chacun des éléments du vecteur générateur suivant
y. La contribution aux cardinaux est I’identité :

card’; = card; (15)

Cas 2 : Premiére colonne du tableau 1 hors ligne 1 comptabilisée ci-dessus.
La contribution est d.cardo pour chaque cible de la forme g et est 0 pour chaque cible de la forme g*.g"% avec x # 0. De
part la convention des indices adoptées pour les cardinaux, nous agissons sur card’s, chaque cible g“¢ étant concernée de
fagon identique, soit :
card’; = d.cardg
card’i=0,1#1 (16)
Cas 3 : Premier carré du tableau 1 a droite de la premiére colonne et carrés suivants.
Ici une cible s’écrit ¢ = g + g¥.g"Y mod p et nous cherchons, pour y donné, les couples (u,v) répondant a I’équation. Soit
s(c) = #{(u,v)}. Alors pour la cible c.g% nous avons c.g® = g*9d + g¥.g™*1-4 mod p et le nombre de couples (u,v) solutions
est identique au nombre de couples précédents et ceci avec les mémes contributions de chacun des carrés du tableau. Ainsi,
il suffit de résoudre respectivement chaque cas éventuellement distinct du type ¢ = g", r = 0 a d-1, pour obtenir les cas
respectivement identiques ¢ = g'.g%, ¢ = g".g%, ..., g".gVDd mod p, au nombre de (p-1)/d (le cas ¢ = ¢" inclus). D’ou la
contribution :
d-1
card’i= Y d.(#{(u,v)/g =g+ g .g" mod p }.cardy.1) 17
y=0

L’argumentaire est identique pour ¢ = 0 avec une multiplicité égale a (p-1)/d & multiplier par d, soit p-1 ce qui impose
I’existence d’une seule composante non nulle sur la premiére ligne de la matrice. Nous vérifions ce point sur I’exemple.
L’équation du probléme est g"¢ + g¥.g*% = 0, u et v variant indépendamment de 1 & (p-1)/d, soit encore g¥.g"¢ = -g*¢, puis
g¥*Wd = -1 mod p. Or comme g est une racine primitive de p, nous avons nécessairement g®92 = -1mod p. Il suit alors
y+(v-u).d = (p-1)/2 mod p-1, puis y = (p-1)/2 + (v-u).d mod p-1. Or d divise p-1. Nous en déduisons immediatement y = (p-
1)/2 mod d. Ceci signifie que la colonne y+2 de la matrice porte en premiére ligne 1’ensemble des solutions : le cardinal
vaut p-1 a la position y+2 indiquée. D’ou la contribution :

card’o = (p-1).cardp+yy2 (18)

L’addition des contributions 1, 2 et 3 permet de reconstituer la matrice. Celle-ci, notée [A], s’écrit de fagon abrégée par des
conditions imbriquées suivant les numéros de lignes et de colonnes (x,y) de la matrice (relation 19) :

[AY]=[si((xy) = (2,1), d, si((x,y) = (1,(p+1)/2 mod d), p-1, si((x,y)>(1,1), #(u,v).d / g*2 = g““ + ¢*%.g"“ mod p, 0)))]+[1]

ou

x est indice de ligne 1 a d+1, y est indice de colonne 1 a d+1,

{u, v} entiers décrivant [0,(p-1)/d-1]?, d = (n, p-1),

[1] est la matrice carrée identité de dimension d+1.

Par convention, ’axe x est orienté vers le bas, ’axe y vers la droite. De méme (x,y) > (1,1) signifiex > lety > 1.

Si A désigne la matrice ainsi obtenue, nous avons pour les cardinaux correspondant a X" + X"+ ... +x"=cmod p :

k
#(0) 1
#(9".9“) 0
#(gllgu.d) - A 0 (20)
#(gL guo) 0

Le fait que les nouveaux cardinaux s’expriment en fonction des anciens par le truchement d’une matrice de dimension d+1
signifie que d+1 est le nombre maximum de cardinaux distincts. La premiere colonne de A est le vecteur colonne
générateur de A. Ceci est conforme au résultat cherché par la premiére étape k = 1 de ’hypothése de récurrence.

Revenant en arriére, nous portons 1’attention, en raison de son importance théorique, sur 1’équation qui suit et qui recevra le
nom d’équation aux racines primitives (ou en raccourci équation aux primitives) :

g'=g"+g’.g"‘modp (21)
3.2.2. Cas des variables de nombres premiers modulo p

yi"+y2"+ ... +ym"=cmodp (22)
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Ici les yi sont des nombres premiers positifs. Le cas est trés similaire au précédent. Le représentant n’est plus [0", 1", 2", ...,
(p-1)"] mais [1", 2", ..., (p-1)"]. L’absence de {0} fait que la premiére colonne du tableau donné en exemple précédemment
disparait (colonne correspondant a cardo).

Ainsi :

{B] = [A]-[1] (23)

ou [A] est la matrice obtenue précédemment, [B] la matrice qui nous intéresse ici et [I] la matrice identité de dimension
d+1.

Les cardinaux a I’ordre m s’obtiennent comme précédemment :

m
#(0) 1
#(9°.9") 0
#(gllgu.d) = B 0 (24)
#(gdli:gu.d) 0

3.2.3. Cas des variables des deux types

Il est possible de composer un « mélange » des deux types de variables, & exposants n identiques, dans la logique
précédente entrainant alors de simples multiplications de matrices.

3.2.4. Valeurs propres et vecteurs propres des matrices cardinales
Dans la suite, le conjugué d’une ou d’un ensemble de valeurs imaginaires est noté *. La transposée d’une matrice A est 'A.
Pour la séquence p égale a 2, le calcul est mené directement. Lorsque la séquence est impaire, en toute généralité, la

matrice cardinale [C] associée a I’opérateur x" a la séquence p se construit en partant d’une matrice circulaire [CI] :

card’(i) = Y #(i-j mod p).card(j) (25)
j=0ap-1

Ici #(i-j) sont les composantes en (i,j) de la matrice [CI] qui est une matrice circulaire droite puisque #(i-j) = #(i+t-(j+t)).
Les valeurs propres d’une telle matrice [Clg(Co,Cy, ..., cp-1)] SOnt

Oy = th.e-Zm.t.V/p

t=0ap-1

Le lecteur pourra reconnaitre ici une transformée de Fourier discréte (TFD).
Pour la clarté de I’écriture, posons ensuite ¢; = c(t). Nous avons c(t) = #(t), soit :

¢(0) =#(0) = si(variable d’entiers = ve, 1, 0)
c(gh.g") = #(g*.g*¢) =si(k=0,d, 0)
D’ou
oy = Si(ve,1,0)+d.y e 2mH (& T d)vip (26)
r=0a (p-1)/d-1

Nous observons la répétition des valeurs propres du fait de la périodicité des coefficients c. Lorsque v’ = v.g"“9, u entier,
nous avons effectivement 6,» = oy.
Par ailleurs, pour [P] une matrice de passage [CI] = [P].[c].[P™*], nous retenons la matrice unitaire

[P(r,s)] = [P*(r.9)] = (L/p¥2).[e@m/P)T5)

Nous procédons ensuite a un réarrangement des éléments générateurs différent de 0 modulo p (premiére ligne et premiére
colonne hors tableau) en commengant par g“¢, u = 0 a (p-1)/d-1, puis g“**, puis g**?, etc.
Ceci donne une nouvelle matrice avec le méme réarrangement fait sur [P] (et [P]). D’ou il résulte :

[CI'] = [P°].[c"].[P*"]
avec :

[P’(r,8)] = (1 /p1/2)_[e(Zni/p).si(r:0,0,(g"ent((r—l)/((p—l)/d))).(g’\d.((r—l) mod (p-1)/d))).si(s=0,0,(g"ent((s-1)/((p-1)/d))).(g"d.((s-1) mod (p—l)/d)))]
[P"l(r,s)] — (1 /pl/z)_[(e(-Zni/p).si(r=0,0,(g"ent((r-l)/((p-l)/d))).(g"d.((r-1) mod (p-1)/d))).si(s=0,0,(g”ent((s-1)/((p-1)/d))).(gd.*((s-1) mod (p-l)/d)))]

[0°(1,8)] = [si(r#s,0,05i(r=0,0,(g ent((r-1)/((p-1)/d))).(g"d.((r-1) mod (p-1)/d)))]

La progression des indices est ici de la forme :
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Nous procédons ensuite a la « contraction » par blocs de I’ensemble des matrices.
La somme par ligne de la matrice cardinale doit rester inchangée égale a p. La premiére ligne, hors premiére colonne, est
contractée par sommation de (p-1)/d composants (sans division du résultat). La premiére colonne, hors premiére ligne, est
contractée par sommation de (p-1)/d composantes et division par (p-1)/d. Les blocs carrés ((p-1)/d, (p-1)/d) des matrices
sont contractés par sommation et division par (p-1)/d (pas de division suivant les lignes mais suivant les colonnes).
Des indices u et v sont choisis pour le repérage des blocs ((p-1)/d, (p-1)/d). Ces indices varient de 0 a d.
Soit :

[CT"]=[P”].[c”].[P"""]
A I’intérieur d’un bloc (d,d), nous avons :

[P’(r+1 mod d, st+1 mod d)] = [P’(r mod d, s mod d)]
[P’"Y(r+1 mod d, s+1 mod d)] = [P>"*(r mod d, s mod d)]

La somme d’un bloc ((p-1)/d, (p-1)/d) divisée par (p-1)/d est donc la somme d’une ligne (1, (p-1)/d).
Ainsi, la somme portant surr =0 a (p-1)/d-1 :

[P (u.v)]

[si(v=0, 1,
si(u = 0, (p-1)/d,
(1/p??) 3 e@r) @ (D) @)

[P”'l_(u,v)]

[si(v=0, 1,
si(u =0, (p-1)/d,
(1/p??). 36270 @ -0 (D)

[6”’(u,v)] = [si(u#v,0, si(ve,l,O)+d.Ze(_Zni/p)'(g/\(u'l))'(g/\(r'd))]
Nous avons pour u >0 et v >0 (dans le bloc ((p-1)/d, (p-1)/d) :

P’ (u,v) = P’ (u-1,v+1)
P’ Y(u,v) = P Y(u-1,v+1)

La partie intérieure de ces matrices (a savoir hors premiere ligne et premiere colonne) est circulaire gauche.
Ceci se traduit alors sous la forme suivante (les 6’’i sont remplacés par i pour une meilleure lisibilité) :

Théoréme : Décomposition des matrices cardinales

La matrice cardinale [C], relative a I’opération X" (avec ve = 1), respectivement y" (avec ve = 0), a la séquence p, de taille
d+1 ou d = (n, p-1), est diagonalisable suivant :

1 ho*/d X*/d ... Ao*/d oo O O 01 2o/d Ao/d ... Xo/d
1 M*d X*/d ... Ag*/d |0 o1 O 01 M/d Afd ... X/d
[C] =@p)| 1 X*/d As*/d ... M*/d |0 0 o2 0|1 X/d As/d ... 2a/d 27)

1 )\,d*/d )\,]_*/d )\d-l*/d 0 0 0 .. ogqf 1 M/d 7\.1/d n 7\'d-1/d
avec
A =d. Ze(-2ni/p)AgA(u-1+r.d) (28)
=02 (p-1)/d-1
et
ou = si(ve,1,0)+d. Y 2m/p)-g"(u-141.d) 29)
r=0a(p-1)/d-1

Toute une gamme de permutations d’indices est admissible, en particulier nous pouvons écrire :
Ao*/d Ao*d ... M*Md |co O O 1 Ao/d Ao/d ... Ao/d

1 .. 0

1 M*d X*d ... Ag*/[d |0 o1 O ... O 1 AJ/d Ag/d ... A/d
[C] =@p)| 1 Ag*/d M*d ... Aga*/d| O O oo ... O 1 2d Ad ... As/d (30)
1 2% AMd . aMd |0 0 0 . o] 1 Add Aed ... A
Notons encore que les valeurs propres sont imaginaires ou réelles selon les cas suivant :
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d = (n, p-1) impair p=1mod2d valeurs propres réelles
d = (n, p-1) pair p=1mod2d valeurs propres réelles
d = (n, p-1) pair p = 1+d mod 2d valeurs propres imaginaires

3.2.5. Cas modulo p?

Le principe des tableaux multidimensionnels est identique. La formulation est plus fastidieuse du fait des combinaisons de
termes du type p*.g'.g"¢ (au lieu de g'.g"9) et de 0. Du fait des équations aux racines primitives, les blocs a I’intérieur de la
matrice, hors premiéres ligne et colonne concernant la cible O, se répétent suivant la direction de la diagonale principale
avec un facteur multiplicatif p (la valeur de la séquence) a I’instar des cibles concernées. La matrice de passage (et son

inverse) dérivant d’une matrice circulaire gauche observe(nt) cet agencement suivant la diagonale opposée. Les valeurs
propres suivent le méme schéma multiplicatif :

plool, p[o], p*Ho2], ..., p**[odl, p**[oa], p*?[cz], ..., p*?[od]. .
ou oy, 61, G2, ..., 64 Sont les valeurs propres de la matrice cardinale modulo p.
4. Agrégation modulo p
4.1. Notion d’environnement

Toutes les équations diophantines ne sont pas de degrés homogénes. Nous pouvons nous interroger sur le comportement de
X" en présence d’autres variables R(X1, X»...). Ceci revient a nouveau a composer un tableau a double entrées.

cardo R(X1, X2...) _ _ cardi R(x1, X2...) _
0 g.g* | gig¥ | | g'.g®P
cardo (xX") =1 0
gd
2d
cardgs (x)=d —2 ¢
g(P'l)

Or, pour procéder comme précédemment, il faut et il suffit que d = d’. Ici d = (n, p-1) et d” est nécessairement un diviseur
de p-1 (éventuellement 1). 11 est donc nécessaire d’éclater en nouvelles classes g' de telle maniére & avoir un « facteur
commun » a d et d’. Le plus petit qui convient est le plus petit commun multiple a d et d’ en tenant compte de p-1. Le
nombre qui convient est ainsi cm = (ppem(d,d’), p-1).

Ainsi, si nous considérons les équations diophantines du type :
X1 @ + X2 4+ + x, @0 + ;6D 4y, 02) 4 4oy om) = ¢ (31)

ou (ai1), (a2), ..., (ax) respectivement (bs), (b2), ..., (bm) sont des entiers positifs quelconques et x; et respectivement y; des
variables de nombres d’entiers et de nombres premiers, a la séquence p, nous avons d; = (p-1,(ai)) et d; = (p-1,(b;)), puis :

cm = (p-1, ppem((as), (a2), ..., (ax), (by), (b2), ..., (bm)) (32)

Nous appellerons cm I’environnement de X" en présence des autres variables.

4.2. Equations aux racines primitives

Nous cherchons I’apport du mondme xi@ avec d =(p-1, a;) dans I’environnement cm. Par un tableau a double entrées, nous
obtenons de suite les équations faisant intervenir les racines primitives de p, puis les matrices dont la premiere ligne et la
premiére colonne se distinguent des autres composantes. La différence entre le présent cas et celui a exposants homogeénes
réside tout simplement sur I’exponentiation de 1’un des termes (g au lieu de g-°™).

Les composantes c(x,y) de la matrice sont repérées en lignes et colonnes respectivement. Pour la matrice réduite
(correspondant au retrait de la premiere ligne et de la premiére colonne), les coordonnées x et y commencent a 2.

c(y) =#{(uv)\0=g"?+ g"2.g"“"mod p}  (33)

Premiére colonne de la matrice

c(x,1) =#H{uwv)\g?=g"Ymod p} (34)

c(xy) =d. #{(uv)\g?=g"’+g2g"""mod p} (35)
Le domaine de définition de (u,v) estu =0 a (p-1)/d-1, v=0a (p-1)/cm-1.
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4.3. Allure générale des matrices cardinales

Nous nous plagons dans le cas des matrices du mondme x¢ (matrice [A]) ou y¢ (matrice [B])dans I’environnement cm. Les
matrices sont carrées de dimension cm+1. Ces matrices, a I’instar des matrices cardinales standards s’illustrent par une
premiére ligne et une premiére colonne particulieres. Le reste de la matrice est composé par la répétition (cm/d fois)
parallelement a la diagonale principale de cm/d blocs de taille d.

L’allure générale des matrices [A] est :

1 [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1] [L1]

[c1  [AQ)] [AQ)] [AQ)] .. [A(cm/d-3)] [Alcm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)]
[C1] [ACm/d)]  [AQ)] [AQ)] [A@3)] .. [Alcm/d-3)] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)]
[C1] [A(cm/d-1)] [ACm/d)]  [A(L)] [AQ)] [AG)] . [A(cm/d-3)] [Alcm/d-2)]

[Aloem =|[C1] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)]  [A(1)] [A(2)] [A(3)] [A(cm/d-3)] (36)
[C1] ... [ACm/d-2)] [ACm/d-1)] [Am/d)]  [AQ)] [AQ)] [AG)]
[C1] [A@®)] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)]  [A(1)] [A(2)] [A(3)]
[C1] [AQB)] [A@4)] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)]  [A(1)] [A(2)]
[C1] [A2)] [A(3)] [AH] [A(cm/d-2)] [A(cm/d-1)] [A(cm/d)]  [A(D)]

et nous avons :
[Bla.cm = [Ala.em- [1] (37)

[C1] est une matrice colonne de taille (1,d) dont la premiere composante est d et les autres composantes sont 0.

[L1] est une matrice ligne de taille (d,1) dont la premiére composante (si p = 1 mod 2d) ou la composante d/2+1 (si p = 1+d
mod 2d) est (p-1)/(cm/d) et les autres composantes sont 0.

[A(i)] et [B(i)] sont des matrices carrées de dimension d.

Démonstration

Par division, nous obtenons pour 1’équation caractéristique de la premiére ligne :
C(l,y) — #{(UN) \-1= g(p-l)lz - gy-zlg(v.cm/d-u).d mod p}

Il suit y-2+(v.cm/d-u).d = (p-1)/2 mod p-1, puis y = 2+(p-1)/2 + (v.cm/d-u).d mod p-1. Or d divise p-1. Nous en déduisons
immédiatement y = 2+(p-1)/2 mod d et (v.cm/d-u) = 0 mod (p-1)/d. Cette derniére équation a méme nombre de solutions
quel que soit y (car indépendant de y) et donc (p-1)/d solutions (u,v), d’ou :

¢(1,2+(p-1)/2 mod d) = (p-1)/d
c(1,y£2+(p-1)/2 mod d) =0
Premiére colonne de la matrice

De c(x,1) = #{(u,v) / g* = g“4 mod p}, il vient x = 2+u.d mod p-1. L’équation a une seule solution en x = 2 +k.d avec d
choix pour k (k = 0 mod (p-1)/d). Soit :

c(x,1) =si(x=2 mod d, d, 0)
Blocs de matrice

L’équation caractéristique de la matrice réduite est c(x,y) = d.#{(u,v) \ g2 = g*9 + g*2.g"°" mod p} = d.#{(u,v) \ g®.g**%2 =
g%(g"? + g*2.g*“™ mod p} = d.#{(u,v) \ g¥*92 = gud*d + gv-2+d gvm mod p} ce qui est la propriété mod d selon la diagonale
principale recherchée.

L’ajout de {0} dans le tableau a double entrées entraine, comme dans le cas de la matrice cardinale standard, les relations :

[AG)] = [BO)] sii# 1
[AD)] = [B)] +[1]

Propriété de la moyenne des composantes

Soit [Alscm la matrice cardinale du mondme x¢ dans ’environnement cm et soit [Alcmem la matrice cardinale du mondéme
XM dans I’environnement cm (pour une variable de nombres entiers). Les composantes des premiéres matrices se déduisent
des secondes par une opération de moyenne :

Craigemy(ij) = (d/em).Y crajememy(i+n.d,j+n.d)

n=0acm/d-1 (38)
i>1, j>1
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Cradem)(L,j) = (d/em).Y crajem,em)(1,j+n.d)

n=0acm/d-1 (39)
>l

Ciaidem(i,1) = (d/em).¥ cpaemem(i+n.d,1)
n=0acm/d-1 (40)
i>1

Ceci est une conséquence immédiate des équations aux primitives et permet d’obtenir sans difficulté la matrice cardinale du
mondme X" dans I’environnement cm a partir de la matrice cardinale du monéme x°™ (dans 1’environnement cm).

4.4. Diagonalisation des matrices cardinales

Nous utilisons le théoréme de décomposition des matrices cardinales pour obtenir I’expression de la matrice de passage et
des valeurs propres pour :

[Cla.d = [Pela.a-[0]a.[Peaa

[C]d,cm = [PB]d,cm-[G]d,cm-[PB-l]d,cm
[C]cm,cm = [PB]cm,cm-[G]cm,cm-[PBhl]cm,cm

- X"dans I’environnement n (d = (n,pl)) :
- X"dans I’environnement cm :
- X dans I’environnement cm :

[C] représente alternativement [A] ou [B] suivant le type de variables. Le premier indice fait référence a I’exposant du
mondme (qui se traduit par d pour n) et le second indice fait référence a I’environnement. La dimension des matrices carrés
est égale au second indice plus un.
Le calcul des matrices [Pg]acm €t [Ps]emcem par le théoréme de décomposition des matrices cardinales est le méme. Nous
avons donc

[PB]d,cm = [PB]cm,cm (41)

La propriété de la moyenne des composantes entraine immédiatement :

- lesvaleurs propres de [c]d.cm Sont celles de [6]gq
- larépétition, au pas d, hors ligne de #(0), des valeurs propres dans [c]d,cm
- les valeurs propres de [c]a.cm SONt les moyennes prises aux indices modulo cm/d des valeurs propres de [c]cm,cm

Nous appellerons la matrice de passage commune [Pg]cm,cm la matrice d’environnement.

4.5. L’exemple de I’environnement 4. Matrices de d’Iwaniec et Friedlander

Friedlander et Iwaniec ont démontré en 1996 I’infinité des nombres premiers de type x1>+X2*. Nous donnons ici 1’évaluation
a notre facon de ce résultat. Soit donc a étudier de fagon plus générale (c est une constante entier relatif non réduit a 0
uniguement, x; et X sont des variables d’entiers et y une variable de nombres premiers) :

Xi#+x2" = y+C

Nous avons trois cas principaux dont nous déduisons I’environnement et deux sous cas :

-1d -1,d -1d
P va(r?able)x2 va(r?able)x4 va(r?able)-y cm SOus cas
2 1 1 1 1 /
1 mod 4 2 4 1 4 p =ou(1,5) mod 8
3mod4 2 2 1 2 /

Pour effectuer la multiplication des matrices, nous avons rangé la variable y dans le membre gauche de 1’équation
proposée. Cherchons la matrice cardinale de -y respectivement dans les environnements 1, 2 et 4. Pour cela, nous
considérons d’abord les variables de nombres entiers x et -x dont les représentants modulo p sont [0, 1, 2,..., p-1] et [-0, -1,
-2, ..., -p+1] et sont donc identiques. Passant a y et -y, il suffit de retirer O et les représentants de y et -y sont également
identiques. Les cardinaux des matrices cardinales de x et -x dans les environnements 1, 2 et 4 sont répartis équitablement.
Nous avons ainsi :

Varxou-x  [A] Vary ou -y [B] = [Al-[1]
’ #{0} ‘ :’1 p-l‘ ’ #{0} ‘ : [MO]=‘O p-1
#{9"} 1 pl #{g"} 1 p2
#{0} ‘ 1 (p-1)/2 (p-1)/2 #{0} ‘ 0 (p-1)/2 (p-1)/2
#{g>} 1 (p-1)/2 (p-1)/2 #{g?} : [MO]=(1 (p-3)/2 (p-1)/2
#{g.9°} 1 (p-1)2 (p-1)12 #{g.9°} 1 (p-1)/2 (p-3)/2

P 11/30



#{0} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{0} 0 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
#{g"} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4| | #Hg"} 1 (p-5)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
#g.0%Y | 1|1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 #{g.0%} | : [MO]=|1 (p-1)/4 (p-5)/4 (p-1)/4 (p-1)/4
#g%.g"} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4| | #{g*.9"} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-5)/4 (p-1)/4
#{g%.g"} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4| | #{g>.9"} 1 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-1)/4 (p-5)/4

Les matrices cardinales dans les environnements supérieurs sont obtenus par subdivisions égales des composantes dans le
cas des variables x et -x (la somme de chaque ligne étant toujours p). Pour les variables y et -y, il suffit de soustraire 1 sur
la diagonale de la matrice comme nous 1’avons indiqué précédemment.

Nous avons alors :

Le cas p = 2 se résout facilement montrant immédiatement 1’égalité des facteurs d’abondance :

2
#{oy|_lo 11 1] |1]_]|2
|1 0|1 1] |0]|7]|2

#{g"}

Il s’agit de trouver la matrice cardinale de x2 dans I’environnement 2. Grace aux équations aux racines primitives, puis au
fait que la somme de chaque ligne de la matrice vaut p, nous pouvons écrire (Le lecteur sera attentif a la distinction a faire
entre les variables (ici X1 et x2) et les composants des matrices (X1, X2, X3, €tc.) :

1 0 p-1 1 0 p-1
[M1] = 2 Xo+1 X2 |= 2 (P12 (p-3)/2
0 X1 Xo+1 0 (p+1)/2  (p-1)/2

il vient I’expression de [M1], puis les facteurs d’abondance :

#{0} 1 1 p%-1
#{g*} |=[MO].[M1]%|0|=[MO] | p+1|=|p*p-1
#{0.0%} 0 p+1| [p?p-1

Nous devons considérer deux matrices. La premiére est celle correspondant au mondéme x* :

1 p-1 0 0 0
4 X1-3 X2 X3 X4
[M1] = 0 X2 Xatl Xs Xs
0 X3 X5 X3+1 X5
0 Xa X5 Xs Xo+1

ou
xi| | (p+5)/4+(-1)P D2, (3/2).8
X2 (p-3)/4-+20.5i(Xa>X2,-1,1)-(-1)B*D72 (1/2).B
X | = | (p-3)/4-(-1)®D2(1/2).8
Xa| | (p-3)/4-20.5i(Xe>X2,-1,1)-(-1) B2, (1/2).
Xs| | (p+L)/A+(-1)BD2 (1/2).8

avec la décomposition en entiers de p
p=(Qay*+f

La forme générale de la matrice [M1] s’obtient encore facilement & partir des équations aux primitives. Les valeurs de xi,
X2, X3, Xa €t Xs sont cependant conjecturelles (mais peuvent s’obtenir en principe par les équations aux primitives). La
condition entre X, et Xa (Xa>X2 0U X2>X4) dépend simplement du choix de g. La seconde matrice correspondant au monéme
x2 lorsque cm = 4. Tous calculs faits, grace a la méthode des moyennes des composantes, nous avons :

1 (p-1)/2 0 (p-1)/2 0
2 yitl y2 ys Ya
[M2] = 0 y2 yst+l Ya y1+2
2 Y3 Ya yi+l Y2
0 Ya y1+2 y2 ystl

ou
Y1 (X1+x3)/2-2 (p-7)/4+(-1)B*D2 (1/2).
Vo | _ | (Xetxs)/2 | _| (p-1)/4+a.Si(Xa>X2,-1,1)
ya| X3 | (p-3)/4-(-1)®*D2 (1/2).8
Va (Xat+Xs)/2 (p-1)/4-0.5i(X4>X2,-1,1)
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Pour le calcul des coefficients d’abondance, nous avons ensuite (en pratique, I’ordre de multiplication des matrices n’a pas
d’importance car elles commutent) :

#{0} 1
#g"} 0
#{9.9"} | = [MO].[M1].[M2]. | 0
#{g>.9"} 0
#g>.g"} 0
Soit encore :
#{0} 2p-1 2p-1 (p-1)?
#{g"} 2(x1+x3-1) p-1+2.(-1)¢02 B pP-p+1-2.(-1)F 2
#{9.9%} [ =[MO] | 2(X2tXs) |=[MO] | p-1+4a.si(Xs>X2,-1,1) | = | p?-p+1-4a.Si(Xs>X2,-1,1)
#{g>.9"} 2(2x3+1) p-1-2.(-1)F*H2 B p2-p+1+2.(-1)FD2g
#{g3.g4“} 2(X4+Xs) p-1-4a.5i(X4>X2,-1,1) pz-p+1+4(l.8i(X4>X2,-1,l)

Nous devons considérer deux matrices. La premiére est celle correspondant au monéme x* qui s’ obtient dans les conditions
employées pour p =1 mod 8 :

1 0 0 p-1 0
4 X3+l X5 X3 X5

[M 1] = 0 X4 Xs+1 X5 X2
0 X1 X2 X3+1 X4
0 X2 X4 Xs Xs+1

ou
xi| | (pr1)/4+(-1)®12,(3/2).8
2| | (pH1)4+20.si(x4>%2,-1,1)-(-1)BD2,(1/2).B
x| = | (p-7)/4-(-1)*V2,(1/2).8
Xa| | (p+1)/A-20.5i(x4>%2,-1,1)-(-1)FD2,(1/2).B
xs| | (p-3)/4+(-1)®V2(1/2).8

avec toujours la décomposition en entiers de p :
P = (20)*+p?

La seconde matrice correspondant au monéme x2 lorsque cm = 4. Tous calculs faits, avec a nouveau application de la
méthode de la moyenne, nous avons :

1 (p-1)/2 0 (p-1)/2 0
2 ya+l Y4 Y1 Y2

[MZ] = 0 Ya y1+1 Y2 y3+2
2 y1 y2 ystl Ya
0 Y2 y3+2 Ya yi+l

ou
Vi (X1+X3)/2 (p-3)/4+(-1)B*D72 (1/2).B
Vo | _ | (Xa+xs)/2 | _ | (p-1)/4+0a.Si(Xs>X2,-1,1)
Vs Xl |7 | (p-7)A-(-1)BD2(1/2).8
Y4 (Xa+Xs)/2 (p-1)/4-a.5i(Xa>X2,-1,1)

Pour le calcul des coefficients d’abondance, nous avons ensuite

#{0} 1 2p-1 2p-1 (p-1)?

#{g"} 0 2(2x3+3) p-1-2.(-1)®*H2 g p2-p+1+2.(-1)#*D2 g
#{g.g"} | = [M0].[M1].[M2]. | O | = [MO] | [2(Xa*Xs) |=[MO]| p-1-4a.Si(Xs>X2,-1,1) | = | p?-p+1+4a.Si(Xs>X2,-1,1)
#{g%.g"} 0 2(X1+X3+1) p-1+2.(-1)*H2 8 p2-p+1-2.(-1)BH2 8
#{g%.g"} 0 2(X2+Xs) p-1+40.5i(Xs>X2,-1,1) p?-p+1-40.5i(X4>X2,-1,1)

Nous observons que le passage de I’expression x2*+X:? = ¢ & x*x:2 = y+c, par la multiplication par [MO0], revient a
soustraire a p? les cardinaux précédemment obtenus.
La normalisation revient a diviser les cardinaux par p>*(p-1)* = p(p-1).

Pourp =2
| Fan{c,2} | = | 1 |
Pour p =3 mod 4
Fan{0, p} ’ _ ’ (p+1)/p
Fan{g", p} (p?*-p-1)/(p.(p-1))
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Fan{0, p} (p-D)/p
Fan{g", p} (p?-p+1-2.(-1)®*D2B) /(p.(p-1))
Fan{g.g*, p} = | (p?-p+1-40.si(Xs>X2,-1,1)) /(p.(p-1))
Fan{g.g", p} (p?-p+1+2.(-1)*D2.B) /(p.(p-1))
Fan{g*.g", p} (p*-pt1+4a.si(xs>x2,-1,1)) /(p.(p-1))
Pour p =5 mod 8
Fan{0,p} (p-1)/p
Fan{g", p} (p?-p+1+2.(-1)*D2.B) /(p.(p-1))
Fan{g.g*, p} | = | (P?-p+1+da.si(xs>X2,-1,1)) /(p.(p-1))
Fan{g?.9*, p} (p?-p+1-2.(-1)®*D2B) /(p.(p-1))
Fan{g%.g*, p} (p?>-p+1-40.5i(Xs>X2,-1,1)) /(p.(p-1))

Le passage des cardinaux pour p = 1 mod 8 a ceux pour p =5 mod 8 reléve de quelques changements de signes qui ont une
subtile origine dans i2 = -1.

Ainsi :
Fan(0) = TII(1-1/p) I (1+1/p)
p=1mod4 p=3mod4
et
Fan(c #0)= T 1-(-®Yp. .1y g4 1722
p\c p-(p-1) p.(p-1)
pte pte
p=3mod4 p=1mod4
c = gi.g4u

ou a = (-1)E*yaentid) sj(imod 2=0, (-1)F*Y2B, 20..5i(Xs>X2,-1,1)) €t p = (2a)>+p? a >0, >0.
Nous pouvons expliciter a partir des relations obtenues ci-dessus le calcul des facteurs d’abondance d’une équation
diophantine a I’allure plus générale :

XXt L Xit X2 Xl Xin? HYHYRE LYY Y el L Yiem? = YHC

Nous avons immédiatement :

M = g |

#{0} p™.(p-1)km 1
#{g"} p™l.(p-1)km o 0
#{g.g"} | = | p™.(p-1)*™ | - [M1].[M2].([M1]-[ID*.([M2]-[I)™. | O
#g%.g"}| | p™l(p-D)lm 0
#{g2.g"}| [p™M.(p-1)km 0
Pour p = 3 mod 4

#{0} p™.(p-1)kHm 1
#{g?} |=|p™M.(p-1)<™ | - [M1].[M2].([M1]-[I)<.(IM2]-[I])™. | O
#{9.g%}| | p™.(p-1)<m 0

Ici [M1] et [M2] sont respectivement les matrices s’appliquant aux mondmes x* et x? lorsque cm = 4 trouvées plus haut en
tenant compte des congruences p modulo 8. [I] est la matrice identité de taille cm+1. Il est possible de démontrer en toute
généralité que 1’ajout de la variable y a une équation diophantine revient a soustraire a p'.(p-1)™ les cardinaux
initialement trouvés avec i, j, k et m le nombre de variables (imbriquées ou non) de 1’équation d’origine. Nous avons utilisé
ce résultat ci-dessus. L’utilisation des valeurs propres et des vecteurs propres des matrices [M1], [M2], [M1]-[1] et [M2]-[I]
simplifie bien sir le calcul littéral de ce cas qui est laissé a ’initiative du lecteur.

Il'y a lieu de plus de normaliser les cardinaux par une division par p™i-.(p-1)<*m

4.6. L’exemple des nombres premiers jumeaux et cousins

Ceci correspond simplement a 1’équation
Yi-y2=¢C

Nous pouvons récupérer la matrice [MO] précédente qui est la méme pour les variables y et -y. Ainsi :

ke b
#{g"} of [p-2

= [MO]? i

1| _]o p1
0|71 p-2

1Hp-1 (p-1).(p-2)
10 p-2  p?-3p+3

Puis (avec & = 1) aprés normalisation par p/(p-1)?, il vient
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Fan{c = 0 mod p, p} ’ _ ‘ p/(p-1)
Fan{c#0modp,p} | ~ p.(p-2)/(p-1)?

Soit encore sous la forme habituelle des produits d’Euler :

(p%l)z ) M1+ L)

(p-1)
ptc p\c

Fan(c) = TI(1-

La formule habituelle tient au fait que le degré de stabilité, notion que nous développons ci-aprés, de 1’équation diophantine
considérée ici est egale & 1 (ce qui est également le cas de I’équation de Friedlander et lwaniec).

5. Agrégation modulo p?

5.1. Degré de stabilité

Soit R(x, y, ...) = ¢ une équation diophantine donnée. Calculons les facteurs d’abondance (normalisés) des cibles ¢ modulo
p® et modulo p®**! en formant des tableaux multidimensionnels dont les axes sont {{x}}, {{y}}... et en recueillant les
cardinaux pour chaque ¢ compris dans ’ensemble [0, 1, ..., p®-1] d’une part et ’ensemble [0, 1, ..., p®**-1] d’autre part.
Si, pour toute cible c,

fang+1) (c mod p?, p) = fang) (¢, p)  (42)

c’est-a-dire, si les facteurs d’abondance normalisés de ¢ n’évoluent plus a partir du rang 8, alors le rang & est appelé le
degré de stabilité de R(x, y, ...). Nous le noterons
ds = 8s(p) (43)

Les degrés de stabilité dépendent des séquences. S’ils sont finis pour toutes les séquences p, le calcul des facteurs
d’abondance (normalisés) en est évidemment facilité. Si certains d’entre eux, ou tous, sont infinis, alors souvent (s’il n’est
pas possible de déceler de comportements récurrents), le calcul des facteurs d’abondance peuvent se révéler impossible
(cela peut d’ailleurs signifier qu’il y a oscillations asymptotiques).

La notion peut étre utilisée pour un groupement indépendant de variables a I’intérieur d’une équation diophantine. A
chaque groupement indépendant va correspondre sa famille de degré de stabilité. Mis ensemble (sommes ou différences,
mais pas produits), nous cherchons a séquence donnée le plus grand commun diviseur des degrés de stabilités des
groupements indépendants en présence. La nouvelle famille des degrés de stabilité est ainsi composée en examinant un a un
toutes les séquences (ou plutdt familles modulo de séquences).

Une application des plus intéressantes est le dénombrement d’équations du type :
R(...)=p+c 44)

Ici R(...) est une expression diophantine quelconque ne contenant pas la variable p, p est une variable de nombre premier et
c est une constante donnée (la cible). Le degré de stabilité de p est 1 et par suite, le degré de stabilité de 1’équation globale ¢
= R(...)-p est 1. Il est dans ce cas aisé de faire des calculs approchés des proportions entre le nombre de solutions et le
facteur d’abondance correspondant pour différentes cibles ¢ en se basant sur les premiéeres séquences.

Exemple

Nous choisissons ici un exemple a variables imbriquées d’une part suffisamment compliqué pour que le comportement
asymptotique ne puisse se « deviner » de fagon heuristique et d’autre part des résultats d’une cible a I’autre relativement
contrastés (rapport de 1 a 2.35 ici) de fagon a ne pas observer systématiquement seulement un comportement moyen.

Soit ainsi I’expression diophantine X2+xy+y>+us+2u2v+uv2+3v3 = p+c.

Les facteurs d’abondance sont obtenus par la composition d’un tableau multidimensionnel dont les axes sont x
[0,1,...,pi], y = [0,1,...,pil, u=[0,1,...,pil, v=[0,1,...,pi], -p = -[1,...,pi] = [1,...,pi]. Nous recueillons les occurrences de c
X2+Xy+y?+ u+2u2v+uv?+3v3-p modulo p;.

séq\c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10 6 10
3 54 45 63 54 45 63 54 45 63 54 45 63 54 45 63 54
5 480 505 505 505 505 480 505 505 505 505 480 505 505 505 505 480
7 2016 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2016 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2065 | 2016 | 2065

Dans le cas présent, la séquence pi = 2 est celle dont I’action est la plus déterminante sur le comportement asymptotique
avec un déficit de solutions pour les cibles paires et un exces pour les cibles impaires. La normalisation a une séquence
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donnée pi est obtenue par division par pi*L.(pi-1)*. Les facteurs d’abondance normalisés (modulo pi) convergent assez
rapidement comme nous pouvons le constater sur les calculs numériques menés jusqu’a la séquence 31 :

séq\c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
<2 075 | 125 | 075 | 125 | 075 | 125 | 0,75 | 125 | 0,75 | 125 | 0,75 | 125 | 0,75 | 125 | 0,75 | 1,25
<3 0,75 |1,0417| 0,875 | 1,25 | 0,625 |1,4583| 0,75 |1,0417| 0,875 | 125 | 0,625 |1,4583| 0,75 [1,0417| 0,875 | 1,25
<5 0,72 ]1,0521]0,8838 | 1,2625|0,6313| 14 |0,7575]|1,0521/0,8838|1,2625| 0,6 |1,4729|0,7575|1,0521|0,8838| 1,2
<7 0,7053 | 1,0557 | 0,8868 | 1,2668 | 0,6334 | 1,4048 | 0,7601 | 1,0306 | 0,8868 | 1,2668 | 0,602 | 1,4779 | 0,7601 | 1,0557 | 0,8657 | 1,2041

<11 |0,7111]1,0548| 0,886 |1,2657 | 0,6329 | 1,4036 | 0,7594 | 1,0298 | 0,886 | 1,2657 | 0,6015 | 1,4901 | 0,7594 | 1,0548 | 0,865 | 1,2031
<13 |0,7153|1,0506 | 0,8878 | 1,2682 | 0,6332 | 1,3981 | 0,7598 | 1,0303 | 0,8825 | 1,2664 | 0,6027 | 1,4931 | 0,7565 | 1,061 | 0,8616 | 1,2055
<17 |0,7153]1,0506 | 0,8878 | 1,2682 | 0,6332 | 1,3981 | 0,7598 | 1,0303 | 0,8825 | 1,2664 | 0,6027 | 1,4931 | 0,7565 | 1,061 | 0,8616 | 1,2055
<19 |0,7173]1,0503 | 0,8867 | 1,2667 | 0,6339 | 1,3963 | 0,7606 | 1,03 |0,8823 | 1,2677 | 0,6034 | 1,4926 | 0,7562 | 1,0622 | 0,8605 | 1,2068
<23 |0,7173|1,05030,8867 | 1,2667 | 0,6339 | 1,3963 | 0,7606 | 1,03 |0,8823 |1,2677 | 0,6034 | 1,4926 | 0,7562 | 1,0622 | 0,8605 | 1,2068
<29 |0,7165]1,05030,8867 | 1,2667 | 0,6339 | 1,3964 | 0,7607 | 1,03 |0,8823 |1,2678 | 0,6034 | 1,4927 | 0,7563 | 1,0622 | 0,8606 | 1,2068
<31 |0,7165]1,0499 | 0,8864 | 1,2669 | 0,6337 | 1,3967 | 0,7608 | 1,0301 | 0,882 | 1,2681 | 0,6036 | 1,493 | 0,7564 | 1,0625 | 0,8607 | 1,2063

Ces facteurs évolueront peu lorsque le calcul sera prolongé a I’infini.
Cherchons ensuite le nombre de solutions (dans le premier quadrant) a I’équation proposée
valeurs prises par p.

en faisant varier la plage des

[ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
p <100 125 135 172 196 127 211 151 131 178 207 131 239 153 148 194 209
p <300 550 620 696 819 518 884 569 622 696 855 505 961 574 642 714 826
p<1000 | 2730 | 3412 | 3447 | 4365 | 2364 | 4758 | 2861 | 3342 | 3475 | 4468 | 2386 | 5019 | 2898 | 3510 | 3490 | 4339
p <3000 | 13120 | 17222 | 16597 | 21742 | 11390 | 23658 | 13715 | 16923 | 16329 | 21707 | 11475 | 25131 | 13813 | 17639 | 16179 | 20871
p <10000 | 78995 | 105677 | 96758 |132925| 68311 |142761| 82684 [103290| 96177 | 133207 | 66608 |151487| 82192 [105836| 94639 | 127254
p < 30000 [410448)|569761 507787701271 |359916 | 763551431915 | 556091 | 504246 | 703569 | 346990 | 812793 | 429549 | 571233494318 671832
Enfin tragons le rapport entre le nombre de solutions et le facteur d’abondance pour chaque cible :
ratio #(sol)/fan(c)
1000000
p < 30000
100000 p < 10000
10000 p <3000
p <1000
1000 - = —— —— —— _— — ) < 300
100 | T — T — —p < 100
10
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ¢

Nous observons lorsque p augmente gue nous nous orientons vers une ligne droite horizontale ce qui est le résultat attendu.
Bien siir, le calcul exact nécessite le calcul complet des produits d’Euler ce qui est notre objet par ailleurs dans cet article.

5.2. Matrice cardinale

En toute généralité, la matrice cardinale [C] d’un groupe indépendant, (& k variables de nombres entiers et m variables de
nombres premiers), trouve son origine dans 1’équation :

card’(i) = ¥, #(i-j).card(j)
j=0an-1=p’(p-1)-1

Ici #(i-j) sont les composantes en (i,j) d’une matrice qui conduit & la matrice cardinale.
Sous cette forme « non contractée », la matrice est circulaire droite :

[Q=W@mwﬂ%m:?

Co

Cn
Co

Cn

C3

C1
C2

Co

(46)

(45)

Le regroupement des cibles a cardinaux identiques, le tri des #(p".g".g"“™) suivant v croissant et w décroissant fourni
ensuite la matrice cardinale cherchée.

5.3. Matrice d’environnement

Le déterminant de la matrice [C] est donnée par :
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n-1 n-1 _
Dé(C) = [1 ¥ coemtvn (47)
v=0 t=0

de valeurs propres, en posant [Cl] = [C(co =0, ..., cta =0, ¢t =1, Ce1 =0, ..., cna = 0)], les composantes de la matrice
trace (v=0an-1): .
th. [e-2T[1.t.V/l’l] (48)

et de matrice des vecteurs propres de [C], la matrice du groupe spécial unitaire complexe de dimension n (SU(0)) :

1 1 1 1
1 (EZni/n).l (e27ri/n).l.2 (eZTri/n).l.(n-l)

[p] = (1/n1/2)_ 1 (e27ti/n).2 (62ni/n).2.2 (62ni/n).2.(n-l) (49)
1 (e27ti/n).(n-l) (e2ni/n).(n-l).2 (62ni/n).(n-1).(n-1)

Cette matrice ou une matrice équivalente peut étre utilisée comme matrice de passage commune. Le regroupement des
cibles & cardinaux identiques, le tri des #(p".g".g"°™) suivant v croissant, w décroissant (ou un autre ordre) entraine le
réarrangement de cette matrice et de son inverse exactement de la méme fagon (pour un ordre donné) pour un
environnement cm donné. D’ou ’existence d’une matrice commune d’environnement.

5.4. Valeurs propres

Les valeurs propres obéissent a un schéma ne nécessitant que la recherche de cm valeurs qui dépendent du cas par cas :

P, poa], p[o2], ..., p>Hoem], P [o1], P o], ..., p>A[Oem]. ..

ou o1, G2, ..., ocm SONt les valeurs propres de la matrice cardinale modulo p obtenues par produits des valeurs propres des
groupements indépendants, puisque en formant des opérations [] [P].[c].[P*] les produits [P*].[P] s’ annihilent entre eux.

6. Multiplication par une constante entiére

L’introduction de constantes négatives permet effectivement de former des équations diophantines a caractére
asymptotique pour une cible ¢ finie. Nous nous intéressons par exemple a I’évaluation des dénombrements dans le cas des
équations aix1" + axXz" + ... + ax" = ¢ mod p ou arya" + azy2" + ... + amym" = ¢ mod p.

Soit d = (n, p-1). Nous commencons par les remarques suivantes. Si a divise p, alors a = 0 mod p et a.x" = 0 mod p. Les
facteurs d’abondance sont alors tous nuls sauf pour ¢ = 0 avec #{0} = p (ou p-1 dans le cas a.y" = 0 mod p). Si a ne divise
pas p, alors il existe i (i < d) et j tel que a = g'.gi9, soit donc a.x" = g'.g+%.x" mod p. Ceci nous permet alors de procéder par la
méthode habituelle par tableaux a double entrées. Pour la premiére ligne d’un tel tableau, ’incidence de a = g'.g"d est nulle
(a.0 = 0). Pour les autres, si ¢ = g*4 + gl.g*9, alors g'.c = g'.g"¢ + g'.gl.g"9, ce qui signifie bien le résultat obtenu sur
I’exemple précédent. Soit donc pour une variable de nombres entiers (respectivement une variable de nombres premiers), U
variant dans le domaine de définition habituel 0 a (p-1)/d-1 :

card’o cardo

card’ {g'.g"%} card {g'.g"%}
card’{g".g"%} | = | [A](ou[B]) |card {g"**.g"%}
;:'a'rd’ {gi+d-1_gu.d} card {gi+d-1.gu.d}

Par ailleurs, par un décalage du vecteur trace de 1’unité de i colonnes, excepté pour la premicére composante, nous avons

cardo 1:0 0 | cardo

card {g'.g"} 00 1 card {g°%g"}
card {g"**.g"%} 0 1 card {g*.g"}
card {g"™*2.g"%} |=|... 0 card {g%.g"}
card {g"*%.g"%} 0 1 | card {g.g"%}
card {g"%t.g"%} 0 1 0 | card {g**.g"}

De méme, par un décalage du vecteur trace de ’unité de -i colonnes, nous avons
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card'y 10 0 | card’o
card’ {g°.g"9} 0:0 1 card’ {g'.g"}
card’ {gl'gu.d} l 0 card’ {gi+l'gu.d}
card’ {g2.g"} |=|...i1 0 card’” {g"2.g"}
card’ {g%.g"%} 1 0 card’ {g"3.g"%}
card’ {g%1.g"9} 0 1 0 | card’ {g'*%1.g"9}
D’ou:
card'o 110 0 110 0 | cardo
card’ {g%.g"%} 0i0 1 0i0 1 card {g°.g"“}
card’ {g'.g"9} 0 0 1 card {g*.g"}
card’ {g2.g"%} |= 1 0 [A] (ou [B]) 0 card {g2g"%} | (50)
card’ {g°.g"9} 1 0 0 1 | card {g°.g"9}
card’ {g1gu}| | 0 10 0o 1 0| card {g*.g"}
Le produit des trois matrices donne la transformation recherchée.
110 0 110 0
00 1 0i0 1
0 0 1
[A’] (ou [B’]) | = 1 0 [A] (ou [B]) 0
1 0 0 1
0 1 0 0 1 0

Pour aixi" + axx2" + ... + axk” = ¢ mod p, respectivement ayy:" + axy." + ...

facteurs d’abondance par les produits de matrices :

[A’]=[Ar][A2].. [AK]

et

[B’]=[B1’].[B2’]...[Bm’]

Notons que ces matrices commutent.

Par ailleurs, des combinaisons de variables d’entiers et de variables de

commutent).

+ amym" = ¢ mod p, nous déterminons les

nombres premiers sont envisageables (et

Les matrices de permutation commutent par ailleurs avec les matrices de passage des matrices cardinales. Ceci signifie que
la multiplication par une constante revient a une permutation des valeurs propres (dans la matrice des valeurs propres).
Pour finir, le passage de a.z" a -az" équivaut a une permutation des valeurs propres (hors celle correspondant a 0 qui reste a
sa place) par translation d’indices modulo (p-1)/2 (puisque -1 mod cm = gP-92),

7. Equations a variables imbriquées

Pour résoudre une équation diophantienne ol se trouvent des groupements plus complexes (par exemple u.X?+Vv.X.y+w.y?),
il est nécessaire de déterminer I’allure des matrices spécifiques correspondantes et de rechercher I’environnement commun
a toutes les matrices impliquées dans 1’équation proposée. Les regles précises, bien que déja ébauchées (cf. degrés de
stabilité), régissant ces agrégats restent a élaborer. Lorsque les sommes des degrés pour chaque groupement sont
homogenes (comme ici le degré 2 pour respectivement x?, xy et y?), la situation se gére en général modulo p® avec & fini ol

d sera le ppcm des degrés en présence.

A titre d’exemple, nous avons ainsi pour les matrices cardinales et les valeurs propres de u.Xi>+V.X1.X2+W.X2? (la
démonstration étant laissé de coté ici) dans le cas de A = v2-4u.w non carré modulo p (A # 0 mod p) :

0=1
’ 1 (p-1)(p+1) ‘ ‘ U o
p+l pp-1 n 1
60=2
p 0 (p-1).p.p.(p+1)
0 p.(p) (p-1).p.p.(p+1)
p.(p+1)  (p-1)p.(p-1)  pA(p%p-1)
6=3
p’ (p-1).p%.(p+1) 0 (p-1).p%.p%.(p+1)
pPP.(p+)  pA(p*p-1) 0 (p-1).p°.p%.(p+1)
0 0 P3.(p) (p-1).p°.p%.(p+1)
P2(p+1)  (p-1).p%(p+1)  (p-1).p.p%(p+1) p*.(p?-p-1)
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p 0 (p-1).p.p%(p+1) 0 (p-1).p>p>(p+1) o p

0 p%.(p) (p-1).p.p%(p+1) 0 (p-1).p>p>.(p+1) 1 -’

pe.(p+1)  (p-1).p%.(p+1) p*.(p%p-1) 0 (p-1).p%.p>(p+1) pae | = | p°

0 0 0 p°.(p) (p-1).p%.p>.(p+1) g s -p°

p.(p+1)  (p-1).p%(p+1)  (p-1).p.pi(p+1)  (p-1).p2pP%.(p+1) p°.(p*-p-1) 4 p

60=5

p (p-1).p%(p+1) 0 (p-1). p2.p*.(p+1) 0 (p-1).p*p*.(p+1) 1 o pt
p’.(p+1)  p(p*-p-1) 0 (p-1). pP2p.(p+1) 0 (p-1).p*p.(p+1) 1 1 -’
0 0 *.(p) (p-1). p*p".(p+1) 0 (p-1)-p*p".(p+1) paz | _ | P°
p.(p+1)  (p-1).p%.(p+1)  (p-1).p.p%.(p+1) pe.(p%-p-1) 0 (p-1).p*.p.(p+1) 1 3 -p°
0 0 0 0 p’.(p) (p-1).p%p%(p+1) 1q 4 p’
pe.(p+1)  (p-1).ph(p+1)  (p-1).p.ph(p+1)  (p-1).p2p%(p+1)  (p-1).p%p".(p+1) pe.(p*-p-1) Hgs -p°

Il est aisé d’anticiper (en sautant un rang 8 — &+2) la forme générale des matrices et surtout celle des valeurs propres
lorsque & augmente a partir de ces exemples. Dans le cas oU A est un carré modulo p, mais A # 0 mod p, les valeurs propres
restent identiques aux signes prés qui sont toujours positifs. Le cas A =0 mod p est plus touffu.

Suivant cm, il faudra choisir I’un ou I’autre de ces matrices et ensembles de valeurs propres.

8. Intégration et dérivation
8.1. Dénombrement dans un volume

A ce stade, nous nous sommes uniquement intéressés a ce que nous avons appelé dans le préambule la constante en forme
de produit infini d’Euler. Grace a cela, nous pouvons comparer les effectifs de R(x, y,...) = c et ceux de R(x, y, ...) =c-1 et
de proche en proche ceux dans tout le volume R(x, y,...) < ¢. Surfaces (pour les égalités) et volume (pour I’inégalité) sont
toujours infinis dans les cas (asymptotiques) qui nous intéressent ici, notant au passage que ¢ peut prendre n’importe quelle
valeur entiere positive, nulle ou négative. La pondération de proche en proche n’a pas d’entrave. En particulier, le cas de la
cible ¢ = 0 n’est pas un cas limite mais un cas parmi tous les autres.

Il nous faut maintenant considérer le reste de la formule cherchée que nous proposons d’obtenir par des intégrations
multiples [4]. La possibilité de mener effectivement de telles intégrations limite sérieusement le champ des formules
littérales qu’il est possible d’obtenir. Généralement, la condition premiére sera d’avoir une équation a variables séparées ou
séparables (pour une équation quadratique, les variables ne sont pas séparées mais sont séparables). Par ailleurs, nous
exploiterons le fait qu’asymptotiquement un polynéme est équivalent a son terme de plus haut degré.

Notons qu’a défaut de trouver des formules littérales, nous pourrions nous contenter de nous pencher sur la divergence ou
non des solutions. Ce point n’est pas étudié ici.

Soit un ensemble de polynémes tous croissants, tels que :
i j k m
n=1 n=1 n=1 n=1

Le nombre de mailles (solutions) dans le volume non borné s’écrit alors, xn et z, étant des variables de nombres entiers et yn
et t, des variables de nombres premiers :

k m k m i j-1
z1 ozt tm X1 =P1rl(c+Z Ra(zn)*+X Sa(tn)) Yj = Qi(c-2+X Rn(Zn)+Z Sn(th))-Z Pa(Xn)-Z Qn(Yn)))
j I I I I dy1 ...dyj.dtl...dtm . dXq...dx.dz;y...dzx (52)
Ln(y1)...Ln(y;).Ln(t)...Ln(tm)
o 0 2 2 O

Nous obtenons ainsi un volume sous la forme V(c, zi, ..., z, t1, ..., tm), au lieu de V(c), comprenant uniquement les
variables a droite de I’inégalité. Nous faisons tendre les variables zi, ..., z, ti, ..., tm vers Uinfini lors des dénombrements
asymptotiques. Bien sir, comme nous I’avons indiqué, il convient de remplacer les expressions des polyndmes dans
I’intégrale par les termes dominants (c’est-a-dire lorsque P(x) = a.x" par P}(x) = (x/a)¥").

8.2. Dénombrement moyen a la surface d’un volume

Réécrivons I’inégalité sous la forme R(xa, ..., Xk, Y1, ..., ¥i, Z1, ..., Zk, t1, ..., tm) < ¢ avec le volume correspondant V(c, z1,
.y Zky 11, ..., tm). AU sens du dénombrement volumique, I’expression R(...) et les variables X, Vi, zi, ti étant données
initialement, le seul parametre du probléme est c.

Posons alors :
R(X1, ..oy Xky Y1y ooy Viy 20, ooy Zky t1, .o tm) = C

Le nombre de solutions potentielles de cette égalité est :
V(c, z1, ..., z t1, ..., tm) - V(C-1, 71, ..., Zk, 1, ..., tm)
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Cette opération doit étre effectuée a variables zi, ..., z, ti, ..., tn constants et conduit en premiere approximation a la
dérivée partielle par rapportac :
V(c, z1, ..., Zk, t1, ..., tm)

Le dénombrement moyen asymptotique est obtenue ensuite en faisant tendre les variables zy, ..., z, ti, ..., tm vers I’infini
(ce qui rend souvent ¢ négligeable dans la formule littérale obtenue).

8.3. Dénombrement pondéré
Le dénombrement précédent doit finalement étre corrigé par une pondération adaptée de telle maniére que la somme de
tous les dénombrements pour les cibles successives de I’intervalle ]-oo, ¢] redonne le volume V(c). La pondération moyenne
doit donc étre égale a 1 sur I’intervalle ]-o0, c]. Nous avons construit une telle pondération au paragraphe 2 et nomme le
facteur discriminant résultant le facteur d’abondance normalisé Fan(c). Ainsi :

#{R(...) =c} =Fan(c).(V’(c)+0O(c)) = Fan(c).V’(c)

8.4. Le passe-muraille logarithmique

Nous procédons au développement par parties entiéres d’intégrales indéfinies (U = F(t) ou F est la primitive de la fonction f,
une fonction intégrable (en général un polynéme), v = Ln"(t), u’ = f(t), v’ = n.Ln"(t)/t ) :

j f(t).Ln"(t)dt = [F(t).Ln"(1)] - n.j f(H)Ln™D(t)dt

Cette expression permet d’écrire la suite d’égalités :
Jf(t).Ln”‘l(t)dt = [F(t).Ln™1(1)] - (n-l).,[ f(t)Ln™D(t)dt

I f(t).Ln™2(t)dt = [F(t).Ln"™2(1)] - (n-2).J. f(Y)Ln-2(t)dt etc.

Par éliminations successives entre le dernier terme des expressions et le premier terme des expressions suivantes multiplié
par le facteur adéquat, il vient :

n n(n-1) n(n-1)(n-2)

[ 0Lyt = [F.Lo (o] @- ot e g )

Si n est nul, I’expression ne comprend pas de logarithmes et ne nous intéresse pas ici. Si n est un entier positif, le
développement admet un nombre fini ou infini de termes suivant I’expression f(t). Dans ces deux cas cependant :

I f(t).Ln"(H)dt = [F(t).Ln"(t)] (1+0(1))
Soit ;
C

| f(t).Ln"(H)dt = [F(t).Ln"()]=C.(1+0(1)) (53)

Passant a la limite, nous obtenons en faisant tendre ¢ vers ’infini :
b

C
im [ folmoa= "M L. ™ Fe (54)
Alinsi :
- C - - C
im [ o imoat= "™ L) ™ [ foat (55)

Cette expression montre que le logarithme, élevé a la puissance, peut étre extrait de I’intégrale en prenant valeur de la borne
supérieure divergente de cette intégrale. Dans 1’utilisation concréte du résultat précédemment, il ne doit pas y avoir de
points singuliers ni pour f(t), ni pour In(t) dans I’intervalle d’intégration. En particulier, le remplacement de la borne
indéfinie par une borne définie co ne doit pas entrainer une divergence (d’ou le choix de co = 2 en général).

P 20/30



9. Applications aux dénombrements
9.1. Mondmes a coefficients unité, volume borné

Nous abordons d’abord le probléme du dénombrement des solutions de 1’équation diophantine dans le cas de variables
d’entiers positifs pour une cible ¢ donnée :
X1+ %@+ +x®=¢ (56)

Ici ’exposant de x; n’est pas égal & i mais une valeur entiére positive notée (i). L’équation posée n’a de caractére
asymptotique que lorsque c tend vers I’infini. Nous écrivons d’abord

X1+, +. +x @ <c (57)
dont le dénombrement est donné par :

x1=cW@®)  x, = (C_Xl(l))(l/(z)) X3 = (C_Xl(l)_XZ(Z))(lf(3)) Xk = (C-Xl(l)-Xz(z)-. . _-xk_l(k‘l))(ll(k))

V(C):J. J J _______ J. 1.dxkdXk-1...dx1
0 0 0 0

Cette intégrale est a variables séparables et se résout en un produit d’intégrales simples.
Pour obtenir I’expression de cette intégrale, nous étudions dans un premier temps la suivante :

Xi = (C+Hr(X)-Xi(-D) VM)

I= ] (ctr()-xia®D-xi0)m dx;  (58)
0

La variable de cette expression est x; et r(x) ne dépend pas de cette variable (tous les x; sont des variables indépendantes) et
peut étre considéré momentanément comme une constante. Adoptant le changement de variable z = xi/(c+r(x)-x;.1(-D)V/),
nous tirons dz = dxi/(c+r(x)-xi1-D)XM), soit encore dxi = (xi/z)dz. De plus (c+r(x)-xi10D-x)™ = ((xi/z)D-x; )™ = ((xi/z) DM (1-
z)m, Alors :

z=1 z=1 z=1
1= J (Xilz) ((xilz)DM(1-z0)™ dz = (xi/z) @M+ I (1-z0)m dz = (CHr(X)-Xi-1(-D)(M)+1/(0) J (1-z®)m dz
z=0 z=0 z=0

Il est clair que I'utilisation successive de cette relation dans 1’intégrale multiple conduit de proche en proche & un produit
d’intégrales simples comme suit :

Etape 1 2 3 k
(i) (k) (k-1) (k-2) 1)
(m) 0 1/(Kk) (k) + 1/(k-1) UK) + (k-1 +...+1/(2)
Ainsi :
1 1 1 1
V(C) = CWR*+L(k-y+.. +1/Q2)1A1)) J.(l_t(l))(ll(k)ﬂ/(k-l)+,..+1/(2)) dt .. I(l_t(k-z))(1/(k)+1/(k-1)) dt I(l_t(k-l))(ll(k)) dt j(l_t(k))(ol(k)) dt (59)
0 0 0 0

La dérivée se déduit facilement :

1 1 1
V() = (/(K)+. .. +1/(2)+1/(1))Cl0 1/ 1(1)-L I(l_t(l))(1/(k)+.__+l/(2))dt J(l_t(k-Z))(l/(k)+l/(k-1))dt I (1-tk- D)Wt (60)
0 0 0
La condition de divergence de V’(c) est :
UV(K)+U(k-1)+...+1/(2)+1/(1) >1 (61)

Les expressions précédentes peuvent également s’écrire suivant des fonctions I'. Pour cela, nous procédons d’abord au
changement de variables z = t®, soit dz = (i).t-dt, puis :

1 1
j (L-tO)WR+UkD* + 1D = 1/(f) I ZWOD (1-7) WM+ 1/G1) 7
0 0

Nous rappelons les identités pour les fonctions béta et gamma :
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1
[ (@12 dz=B(ab) = I(a).[(b)(a+b)  (62)
0

Par identification des couples (a,b), nous obtenons :

(a,b) = (L/(K)+1/(k-1)+.. +1/(i+1)+1,1/(1))

Alors
k k
I I(n,i) =11 (LU(i).B/(K)+1/(k-1)+...+1/(+1)+1,1/(1)) (63)
i=1 i=1

Apreés élimination deux a deux des expressions en I' en numérateur et dénominateur de ’expression produit, il en résulte :

k k k
1) = (I (UG).(0 D)) I TK)+L(k-1)+.. +1/(1)+1)  (64)
i=1 i=1 i=1

Ainsi utilisant la propriété de factorisation de la fonction gamma I'(x+1) = x.I'(x), nous obtenons (ici (i) décrit toutes les
valeurs (1) a (k)) :

vo- gr(H—U ) 3 @)

T+ i 1,

@

(65)

et:

. F(1+—) 1+%( (I)) )

)

Vi =3 (,))
AVN0)

Dans un souci de simplification des écritures, nous posons :

I+ —=)

ci = MllL (67)
ra+y —
%W
et
sti=Y(—=)  (68)
(1) (I)
9.2. Monomes a coefficients unité, volume non borné
Nous abordons ici le probléme du dénombrement des solutions de 1’équation diophantine (Xi nombres entiers positifs):
X1 + %@ +.. 4+ x® = ¢ + Xy &V (69)

et de

1@ + x2@ +. .+ x® < ¢ + xpar D (70)

Le dénombrement de ’inégalité répond a I’intégrale :

Xk+1
V(c) = I Vi(C).dXk+1 (71)
0
ou suivant 1’étude précédente
1 1 1 1
Vk(C) = (C+Xk+1(k+1))(l/(k)+l/(k-1)+._.+1/(2)+1/(1)) j(l_t(l))(ll(k)ﬂ/(k-l)+.,.+|/(2)) dt ... j(l-t(k'z))(1/(k)+1/(k'1)) dt I (1_t(k-1))(1/(k)) dt JA (1_t(k))(0/(k)) dt
0 0 0 0

Soit simplement :
Vi(c) = cti.(c+ Xk+1(k+l))Sti
Alors :
Xk+1

V(c) = cti. j (G ORI L O
0
et en dérivant sous I’intégrale par rapportac:
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Xk+1
V’(c) = cti.sti. I (C+ Xie1 CHIYL dxXyerq

0
Asymptotiquement, ¢ est négligeable, donc :
Xk+1
V(c) = cti. J Xie1 &I dXeiq
0
et:
Xk+1
V’(c) = cti.sti. I Xierr $FD-CD) dlxye g
0
Puis : _
V() = (cti/((K+1).5ti+1)). Xy (FDsti+1
et
(k+1).(sti-1) #-1 V’(c) = (cti.sti/((k+1).(sti-1)+1)) Xsp D -1+
(k+1).(sti-1) =-1 V’(c) = cti.sti.In(Xk+1)

9.3. Monbdmes affines

Nous nous intéressons au probléme du dénombrement des solutions d’une 1’équation diophantine relativement générale, a
savoir :
A X1%D + 30X 4. 4 ane Xk + ay1.y1OY + ay0.y20? +..+ aym Ym™ = € + a2, (72)

Nous proceédons simplement avec les techniques suivantes :

- Nous divisons par a, les deux membres de I’équation.

- Nous faisons les changements de variables du type Xk = (axudazr).Xk®, soit Xk = (ax/az)Y®¥. Xy pour chacune variable
sauf z,.

- Nous posons :

Azr dzr

qktm = ( )1/(x|) H( )1/(VJ)
i i
et
I I'(1+ l)
Ctxy = ddecrita)et(y) | (74)
ra+y l)
i décrit (xi) et (yj) !
et
1
stxy =Y (75)

i décrit (xi) et (yj) i
Par ailleurs, pour les variables de nombres premiers, nous devons traiter des intégrales du type :

Yi = (Clagt+z{®-r(x,y)) @)

I = I ((clag+Z/@-r(x,y)-yiM)M)/Ln((c/az+z@-r(x,y))o0).dy;  (76)
2

L’extraction du logarithme, lorsque Yi tend vers I’infini, donne en se servant du « passe-muraille » :

Yi = (C+azr.zi-r(x,y))Wo

1= (1/LN(e.(c/ag+z, @) Wo) I (Claz+zi@)-r(xy)-yio)m dy;  (77)
2
avec
(1/Ln(e.(c/ay+z#N) W) = <a>/Ln((clag+z,ZN)WoN) = <a>/Ln((z,2N)WoN) = <a>/(((zr)/(yi)).Ln(z/))

ou e est compris dans ’intervalle ]0,1[, <a> tend vers 1 lorsque z, tend vers I’infini (c fini et (zr) et (yi) sont les exposants
des variables z; et y;).
Nous posons donc de plus :
@
clny =TI zr)™.I1
=Ty = @) <(y,))

(78)

et il suit deux cas.
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Zr

V(c) = (@*™.ctxy/(cIny.In™(z,))). I (a2, @)™ dz,
0
Soit encore (en négligeant ¢ devant z; qui tend vers o) :
_ ak“”.ctxy. Zr((zr).st><y+1)
VO = @)soy+D)cny Iz (79)
Par ailleurs, par dérivation sous ’intégrale :
Zr
V’(c) = (@“™.ctxy/(ciny.In™(z,)). I ((clag+z, @Y™y’ dz,
0
Soit :
Z;
V’(c) = (@ ™/az). (stxy.ctxy/In™(z,)). I (clag+z @y dz,
0
Puis en négligeant asymptotiquement ¢ :
Z;
V’(c) = (@ ™/az).(stxy.ctxy/(cny.In™(z,))). ,[ z @61 dz,
0
Soit :
i , _ ak+m . stxy. Ctxy Zr(zr).(stxy—l)+1
si (zn).(stxy-1)# -1| V’(c)= 2 (2D (sxy-D+ D) ey () (80)
. _ oo L _ACTMStXy.Cixy 1
si (zr).(stxy-1)= -1| V’(¢) aarclny Tz (81)
La condition de divergence est ici :
sim>1 (zr).(stxy-1) > -1 (82)
sim=0 (zn.(stxy-1)> -1
Cas z; une variable de nombres premiers
Zr
V(c) = (@*™.ctxy/(clny.In™(z,))). ,[ (c/az+z@y™/In(z).dz,
2
Soit par extraction du logarithme et en négligeant c :
_ ak"m.ctxy. Zr((zr).st><y+1)
VO = @n.siy+))ciny * Iz (3)
Par ailleurs, par dérivation sous I’intégrale :
Zr
V’(c) = (a“™.ctxy/(ciny.In™(z)). I (((clag+z,2M®)/In(z))’ .dzr
2
Soit apres extraction asymptotique du logarithme et d’autres opérations ¢lémentaires :
Zr
V’(c) = (@ M/az).(stxy.ctxy/(ciny.In™1(z,))). I (Clag+z@y™-1 dz,
2
Puis en négligeant asymptotiquement c :
Zy
V’(c) = (@ Maz).(stxy.ctxy/(ciny.In™1(z))). I 2,61 dz,
2
Soit :
i , _ ak+m . stxy. Ctxy Z I_(z r).(stxy-1)+1
si (zn).(stxy-1) # -1| V’(c)= 2 (@) oy )y Iz (84)

ak*m.stxy.ctxy 1
az.clny " In""(z)

Si (zr).(stxy-1) = -1| V’(c)= (85)
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La condition de divergence est ici
(zr).(stxy-1) > -1 (86)

Application : Equation d’Iwaniec et Friedlander

Nousavonsk=2,m=0,aa =1, (X1) =2, ae =1, (Xo) =4, a"™=1,a, =1, clny = 1, stxy = 1/2+1/4 = 3/4, (zr).(stxy-1)+1 =
stxy = 3/4 # 0. Nous utilisons ['(1+x) = x.I'(x), I'(1/2) = n*? et la formule de duplication I'(s).['(s+1/2) = 2+% 12 T'(2s) donnant
T(3/4) = 2Y2/T(1/4), puis ctxy = [(1+1/2).T(1+1/4)/T(1+1/2+1/4) = (1/6).0(1/2).T(1/4)/T(3/4) = (1/(6.2Y2nY2)).(T(1/4))2.
Alors :

lim #{ x1>+x2* = p+c} = (1/(6.2Y272)) (T'(1/4))2.Fan(c).p%* /In(p)

p —®©
La théorie des nombres de classes des formes quadratiques implique :

Mmi-1/p . II1+llp =4/
p=1mod4 p=3mod4
qui n’est autre ici que Fan(0).
Donc :
lim #{x:24+x2* = p} = 2Y2(0(1/4))%/(3.7%%).p¥*/Ln(p) = 0,874.p¥*/Ln(p)

p—>©

La méthode du crible asymptotique de Bombieri [1] utilisé par lwaniec et Friedlander donne le méme résultat. Nous avons
ici, en prime, les autres limites pour ¢ un entier relatif quelconque & condition de revenir plus haut au paragraphe ou nous
avons donné #(c) et fan(c). Les produits d’Euler pour ¢ # 0 sont relativement plus complexes que dans le cas ¢ = 0 et
certainement difficiles a obtenir par une autre méthode.

9.4. Génération de nombres premiers par un polynéme.
Soit k et a respectivement le degré et le coefficient dominant de P. Alors 4 la limite P(x) — axk et P(x) — (x/a)w,
Al lim  #{(n,p)/P(n)-p=c}=Ilim Fan(c). (p/a)*™™/Ln(p) (87)

p— o p—®
9.5. Formes quadratiques
9.5.1. Discriminant et équations de volume
Nous nous intéressons ici a 1’équation diophantine

UX12HV.X1X2HW. X2 = ¢ (88)

dont le discriminant est

A=v>-4uw (89)
Posons

_[X1
X1=[
Ecrivons sous forme matricielle I’expression quadratique :

u v/i2
vi2 w

X1
X2

U.X12H+V. X1.X2HW.X22 = [X1 X2] [U]‘il‘ = [x1 %]
2

Lorsque [U] est symétrique, le théoréme des axes principaux [3] s’applique dans les termes qui suivent. Soit A1 et A2 les
valeurs propres de [U]. La matrice orthogonale [Q] qui diagonalise [U] permet le changement de coordonnées :

X
| = QI
Nous avons donc :
M0
m=;hkmmmm(w
et
U X124V X1 X2HW. X2 = Mg Y1240y 22
Posons
_|cos(8) -sin(B)
[QT=|in0) cos(0)
Il vient :
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M = cos?(0).u-sin(0).cos(0).v+sin?(0).w
X2 = sin?(0).u+sin(0).cos(0).v+cos?(0).w
0 = sin(0).cos(0).(u-w)+(cos?(0)-sin?(0)).v/2

Il vient de la derniére équation :
tan(20) = -v/(u-w)
Soit
0 = -(1/2).arctan(v/(u-w))+k.t/2  (91)

Utilisant quelques identités trigonométriques simples et en choisissant k= 0, il vient :

cos(0) = ((1+1/(1+(v/(u-w))?)¥2)/2) /2
sin(0) = ((1-1/(1+(v/(u-w))?)Y2)[2) Y2
Puis :
M = (1/2).((A+1/(QA+(v/(u-wW))?)Y2).u-1/(1+(v/ (u-w)) ) Y2 v+(1-1/(1+(v/(u-w))?) ). w) 92
X2 = (1/2).((1-1/(1+(v/(u-w))AY2).u+1/(1+(v/ (u-w)) D) Y2.v+(1+1/(1+(v/(u-w))?) ¥2).w) (92)
et
y1 = ((1+1/(1+(v/(u-w))A)Y2)/2)2 xq+((1-1/(1+(v/ (u-w))2)V2)/2) 12 x, 93
Y2 = -((1-1/(1+(v/(u-w))2)Y2)/12)Y2 x1+((1+1/(1+(v/(u-w))2)Y2)/2) Y2 x, (93)
Ces derniéres équations donnent les axes principaux des coniques étudiées.
Comme [A] = ['Q].[U].[Q] et dét(['Q]) = dét([Q]) = 1, nous avons dét([A]) = dét([U]), puis :

M2 =-Ad (94)

L’équation A1.y1%+A2.y2? = ¢, C une constante, est de type elliptique lorsque A1 et A2 sont de méme signe (A < 0) et de type
hyperbolique lorsque A1 et A, sont de signes opposés (A > 0). Ainsi, A = 0 est la frontiére entre ces deux types de courbes.
Les conditions v = 0 et u.w = 0 forment d’autres fronti¢res jouant sur I’orientation des axes principaux.

Pour limiter la complexité sur les bornes d’intégration des intégrales a calculer, nous ne nous intéressons par la suite qu’aux
cas A#0,u>0,v>0etw>0. Nous commengons par 1’évaluation du « volume » V/(c) délimité par la cible c lorsque :

UX12HV. XL X2HW. X2 < ¢ (95)

Ici X1 et X2 sont des variables, u, v et w des parameétres.
Le domaine de définition des variables est le premier quadrant x; > 0 et x2 > 0.

X1 = (CIU)¥2 Xp = (-v.xeH(dw.c+A xi2)Y2)2w

Vo= | o, (96)
X1=0 X2=0
D’ou:
X1 = (c/u)t?
VO = | (vxit@dw.ctAxid)Y2)2w.dxg
X1=0

L’intégration de cette expression nécessite de distinguer les cas A positif et A négatif.

Cas A<0

Le changement de variable x; = (4w.c/(4u.w-v?))2 sin(8) donne aprés quelques manipulations élémentaires :

arcsin((-A/(4u.w))'?) c

V(C) = (_A)llz (97)
CasA>0
De méme, le changement de variable x; = (4w.c/(4u.w-v?))2.sh(0) conduit a :
arcsh((A/(4u.w))*?
vie =) e op)

Posons (avec A #0) :

arcsin((-A/(4u.w))?)  arcsh((A/(4u.w))
' (A)uz

1/2)
f =si(A<0, (-A)2 ) (99)

Danslecasu=1,v=0,w=1 (v?-4u.w < 0), nous avons V(c) = (Arcsin(1)/2).c = (n/4).c.
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9.5.2. Génération de nombres premiers

Une équation quadratique du type précédent (u, v et w positifs) n’a qu’un nombre fini de solutions. Ce type de probléme ne
nous intéresse pas ici (sauf éventuellement si ¢ — o). Cependant, fort de ’expression de V(¢), nous pouvons poser une

équation du type suivant ou x et y sont des variables d’entiers et p une variable de nombre premiers :

UX12+V. X Xo+HW. X% < p+¢  (100)
Alors, le volume non borné s’écrit grace a I’intégrale :

p X1 = ((c+p)u) 2 X2 = (-V.x1+H(EW.(C+p)+(vZ-4u.w) . x12) ) 2w

V(c) = f I f dx,.dx:.dp/In(p) (101)
p=2 X1=0 X2=0

Soit encore :

p
VO =F.] (pro)in(p)).dp (102)
p=2

A ce stade, le calcul asymptotique donne, ¢ étant négligeable devant p :
V() = (/2).(p?/In(p))
et (en dérivant d’abord p+c a I’intérieur de I’intégrale)
V’(c) = f.p/In(p)

lim #{u.X2+V. X0 X2+ W. X2 < p+c} = (f/2).p%Ln(p)  (103)

p—)OO

Nous tirons de ceci :

et
lim #{u.X1>+V.X1. X2+ W. X2 = p+c} = f.Fan(c).p/Ln(p)  (104)
p —©
Alternativement, nous pouvons obtenir un dénombrement avec y; et y, variables de nombres premiers :
WY1 HV.yLYy2tw.y,? <p+c  (105)

Alors, avec les mémes conditions sur A, u, v et w que précédemment, le volume est donné par la triple intégrale :

p y1 = ((CHp)u)?2  y2 = (v.yr+(dw.(ctp)t+A.y1H)¥2) 2w

vo=| ] J (dy/Ln(y2).(dys/Ln(ys).(dp/n(p))  (106)
p=2 y1=2 Y2 =2

Asymptotiqguement les logarithmes peuvent étre extraits des intégrales lorsque la borne supérieure diverge.

U.Y12+V.Y1.Y2+W.Y22 < p+c, Y1 est limité a y; < (p/u)Y?, soit In(y1) =< (1/2).In(p). De méme In(y2) =< (1/2).In(p).
D’ou:

p
V(e) = (1/In(p)).((1/2)/In(p)).((1/2)/In(p)).f j (p+c).dp  (107)
p=2
Il suit simplement alors :
lim #{u.y1 2+v.y1.y2+w.y,? < p+c} = 2.f.p%/Ln%(p)
p —00
et
lim #{u.y1>+V.y1.y2+W.y»? = p+c} = 4.f. Fan(c).p/Ln(p)

p —©

Application numérigue

Par

Pour u=1,v =1, w =1, nous avons f = /(3V3). D’ou (les valeurs de a sont distinctes dans chaque équation, mais toutes

tendent asymptotiquement vers 1) :

lim #{X:2+x1.X2+X22 < p+c} = (an/(673)).q%/Ln(q)
p=q
et
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p=q
et
lim #{y12+y1.yo+y,? < p+c} = (2a3.1/(3V3)).q/Ln(q)
p=q
et

lim #{x:2+x1.X2+X22 = p+c} = (an/(3V3)).Fan(c).a/Ln(q)

lim #{y:12+y1.y2+y,? = p+c} = (4ad1/(3V3)).Fan(c).q/Ln¥(q)

p=q

Le discriminant des groupements quadratiques est ici -3 qui est un carré pour les séquences 1 mod 6 et un non-carré pour
les séquences 5 mod 6 (la distinction modulo 6 résulte d’une étude plus poussée que le lecteur trouvera sur notre site
internet). .
Le degré de stabilité des équations proposées est ds = 1 ou 2 suivant le cas. Il suffit ensuite de récupérer les matrices
cardinales pertinentes a ces degrés de stabilité. Nous avons donné la matrice cardinale pour le groupement Xi+x;.X2+x,?
pour un discriminant non-carré précédemment (page 18) et nous avons également vu la matrice correspondant a la variable
—p (page 11), d’ou pour X1?+X1.X2+X2% = p+c et les séquences 1 mod 6 :

’ #O) | _
#(g)

‘ 1 (p-1).(p+1)
(p+1)

(p%-p-1)

La normalisation est obtenue par division par pZ*.(p-1).
Les autres facteurs d’abondance s’obtiennent de la méme fagon, d’ou les tableaux :

0
1

p-1
p-2

“ (1) ‘: ‘ (p-1).(p+1)

(p*p-1)

Variables (x,y) de c=0mod p c¢=g%g®* mod p c=g~g® mod p
nombres entiers
p=2 312 12
p=3 1 12 312
p=1mod6 (p-D/p (P*-p+1)/((p-1).p) (p*-p+1)/((p-1).p)
p=5mod6 (p+1)/p (P*-p-1)/((p-1).p) (p*-p-1)/((p-1).p)
Variables (x,y) de c=0mod p ¢=g%g®* mod p c=g~g® mod p
nombres premiers
p=2 2 0
p=3 3/4 3/4 312
p=1mod6 p.(p-3) /(p-1)* p.(p*-3p+6)/(p-1)° p.(p*-3p+2)/(p-1)°
p=5mod6 p/(p-1) p.(p*-3p+4)/(p-1)° p°.(p-3)/(p-1)°

L’application numérique conduit pour les variables d’entiers :

Nombre de solutions exactes Nombre de solutions par le calcul Ecart
p< | p< | p< | p< p< p<

o< | p< | p< | p<| p< | p< | 100 | 1000 | 10000 | 100000 | 1000000 [10000000| < | p< | p< | p< | p< | p<

¢ |Fan@ 109 | 1000 | 10000 [100000[1000000/10000000 az | a= | ac | a- Az Az 100 | 1000 | 10000 |100000 1000000[10000000)
1,39556(1,19388|1,16128| 1,11339| 1,08694 | 1,07236

0 [65328] 23 | 161 | 1223 | 9569 | 78463 | 664389 | 30,29 | 172,76 [1260,30| 9666,66 | 78641,81 [665027,66] 31,70% | 7,30% | 3,05% | 1,02% | 0,23% | 0,10%
1 lo2a178] 7 | 28 | 183 | 1412 | 11511 | 96763 | 4,43 | 25,26 | 184,31 |1413,68 |11500,78 | 97255,39 |-36,72%| -0,77% | 0,72% | 0,12% | -0,09% | 0,51%
2 |aveoa| 37 | 239 | 1631 | 12638 |103612| 874283 | 39,87 | 227,38 |1658,7812723,04103506,59(875294,47| 7,75% | -4,86% | 1,70% | 0,67% |-0,10% | 0,12%
3 |o4s3se| 8 | 34 | 354 | 2800 | 22816 | 194082 | 8,86 | 50,53 | 368,62 |2827,35 | 23001,57 [194510,78] 10,75% | 48,62% | 4,13% | 0,98% | 0,81% | 0,22%
4 Jo72534] 14 | 76 | 542 | 4211 | 34744 | 291816 | 13,29 | 75,79 | 552,93 |4241,03 | 34502,35 [291766,16] -5,07% | -0,27% | 2,02% | 0,71% |-0,70% | -0,02%
5 |oo1621] 18 | 104 | 709 | 5362 | 43753 | 368739 | 16,79 | 95,74 | 698,43 |5357,04 |43581,50 [368543,13] -6,74% | -7,94% | -1,49% | -0,09% | -0,39% | -0,05%
6 [1,45067] 22 | 150 | 1074 | 8538 | 68960 | 584132 | 26,58 | 151,59 |1105,858482,00 | 69004,23 [583528,31] 20,81% | 1,06% | 2,97% |-0,66% | 0,06% | -0,10%
7 Jo20242] 6 | 20 | 167 | 1203 | 9609 | 81672 | 3,71 | 21,15 | 154,31 |1183,54 | 9628,54 |81422,93 |-38,19%|-27,06%] -7.60% | -1,62% | 0,20% | -0,30%
8 [p17601| 34 | 225 | 1647 | 12718 |103749 | 875896 | 39,87 | 227,38 |1658,78/12723,04[103506,59|875294,47] 17,26% | 1,06% | 0,72% | 0,04% |-0,23% | -0,07%
9 |oa4ssse| o | 55 | 393 | 2861 | 22955 | 195281 | 8,86 | 50,53 | 368,62 |2827,35 |23001,57 [194510,78] -1,56% | -8,13% | -6,20% | -1,18% | 0,20% | -0,39%
10 o621 16 | 102 | 689 | 5419 | 43536 | 369315 | 16,79 | 95,74 | 698,43 |5357,04 | 43581,50 [368543,13| 4,92% | -6,14% | 1,37% | -1,14% | 0,10% | -0,21%

M?;e”' 0% | 0% | 0% | 0% | 0% | o%
Et;f’r‘)’; 21,94%|18,53% | 3,79% | 0,93% | 0,39% | 0,25%

Nous avons ajusté ici arbitrairement le parameétre « a » de telle maniere que la moyenne des écarts pour les cibles choisies
soit égale a 0. Ce paramétre se rapproche progressivement de 1. Dans le méme temps, I’écart-type de ces écarts va
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progressivement vers 0 également.

L’application numérique conduit pour les variables de nombres premiers :

Nombre de solutions exactes Nombre de solutions par le calcul Ecart
p< p<
p< p< p< p<1
p< p< p< p< 10 000 | 100 000 p< p< p<
¢ |Fan() 1po;o 1<§)o<oo 100 | 1000 10 000100 000 1 @00 | 10000 |100000]000 000} 40, 000 1"030 1(;)0(00 108 ;00 1000 | 10 000 {100 000
000 | 000 | 000 | 000 a= a= a= a= a= a= 000 000 000

1,21519(1,23971{1,21153(1,18934/1,16599 | 1,1456
0 [1,51898] 28 | 104 | 468 | 2454 |14262| 89072 | 20,00 | 89,58 | 428,09 (2343,68|13906,53|88361,03 |-28,58%]|-13,87%| -8,53% | -4,50% | -2,49% | -0,80%

2 |2,4854] 35 | 146 | 701 | 3835 |22378|142833| 32,72 | 146,57 | 700,45 [3834,81|22754,27|144578,93] -6,51% | 0,39% | -0,08% |-0,01% | 1,68% | 1,22%

4 |1,93725 11 75 | 468 | 2790 |17302(110952| 25,51 | 114,25 | 545,96 |2989,05(17735,86[112692,34]131,87%]| 52,33% | 16,66% | 7,13% | 2,51% | 1,57%

6 [1,53172) 32 | 112 | 424 | 2398 |14188| 89748 | 20,17 | 90,33 | 431,68 (2363,34|14023,16|89102,13 |-36,98%]|-19,35%| 1,81% |-1,45% | -1,16% |-0,72%

8 2,4855] 43 | 179 | 773 | 4042 |23161|146147| 32,72 | 146,58 | 700,47 [3834,96|22755,19(144584,75]-23,90%|-18,11%| -9,38% | -5,12% | -1,75% | -1,07%

10 [1,77095) 21 | 103 | 531 | 2708 |16132|102567] 23,32 | 104,44 | 499,10 |2732,46(16213,36/103018,45] 11,03% | 1,40% |-6,01% | 0,90% | 0,50% | 0,44%

12 |1,1589| 16 | 66 | 322 | 1760 |10212| 66858 | 15,26 | 68,34 | 326,61 |1788,11(10609,93|67414,71] -4,64% | 3,55% | 1,43% | 1,60% | 3,90% | 0,83%

14 [2,57835] 30 | 156 | 695 | 3930 |23470(149722] 33,95 | 152,06 | 726,64 |3978,22(23605,24(149985,95} 13,15% | -2,53% | 4,55% | 1,23% | 0,58% | 0,18%

16 [1,93725] 27 | 94 | 480 | 2850 |17533|112448] 25,51 | 114,25 | 545,96 |2989,05(17735,86(112692,34] -5,53% |21,54% |13,74% | 4,88% | 1,16% | 0,22%

18 [1,24275| 26 | 88 | 398 | 2040 |11726| 73122 | 16,36 | 73,29 | 350,24 |1917,48(11377,59|72292,37 |-37,07%]-16,72%|-12,00%)| -6,01% | -2,97% | -1,13%

20 [3,64042] 55 | 235 | 1049 | 5543 |33990(213338| 47,93 | 214,69 |1025,96|5616,92(33328,68[211767,94]-12,86%| -8,64% | -2,20% | 1,33% |-1,95% |-0,74%

M?ée”' 0,00% | 0,00% | 0,00% | 0,00% | 0,00% | 0,00%
i;?)':‘ 44,80%|21,15% | 9,16% | 4,07% | 2,22% | 0,95%

Le méme principe que précédemment a été retenu ici pour valoriser le parametre « a ».

Nous observons dans ce tableau que le nombre de solutions prés de 1’origine peut étre trés €loigné de la tendance
asymptotique. Pour autant, le nombre de solutions attendu s’affiche progressivement sans écart notable par rapport aux
autres cibles (remarquable pour ¢ = 4 notamment).

Nous obtenons bien ce a quoi nous pouvons nous attendre : réduction des écarts-types (de moitié environ) lorsque q croit
par décade et coefficients d’ajustement a tendant progressivement vers 1.

10. Singularités

L’étude de I’équation quadratique u.x?+Vv.X.y+w.y? montre I’existence de conditions relatives aux coefficients des variables
et au discriminant de ’expression donnant des domaines ou les facteurs d’abondance ont mémes formules littérales (mémes
fonctions littérales du parametre séquence). Les limites entre ces domaines sont appelées les frontiéres.

Ces frontiéres, ou les équations posées ne sont plus irréductibles (modulo p), sont potentiellement sources d’ennuis et
peuvent faire chuter une belle construction avec des résultats non conformes aux attentes. La cible 0 se trouve souvent liée
a une frontiére.

11. Fugue et prélude

L’expression des valeurs propres des matrices cardinales est donnée dans ce texte sous une forme littérale. Ainsi, en
principe, nous pouvons calculer les produits d’Euler (et les facteurs d’abondance) avec n’importe quelle précision..Dans les
faits, le calcul devra étre mené pour chaque séquence et ce jusqu’a un rang suffisamment élevé ce qui n’est pas toujours
pratique. Cependant, les propriétés découlant des équations aux racines primitives permettent de trouver un cadre plus
simple notamment pour les environnements 1, 2, 3, et 4. L’étude approfondie des valeurs propres d’environnements non
premiers donne lieu a des constructions intéressantes par rapport aux environnements premiers et met ainsi en évidence des
décompositions matricielles des dits nombres premiers. Ceci est ’objet d’un article & venir.

SIGNES ET ABREVIATIONS

#{(X1, ..., xn)}: Cardinal (nombre, multiplicité...) des n-uplets (X1, ..., Xn), Noté également #(xu, ..., Xn).

(,): Plus grand commun diviseur de ( , )

ppcm : Plus petit commun multiple

Fan(c, p) : Facteur d’abondance normalisé de la cible ¢ & la séquence p

Fan(c) : Facteur d’abondance normalisé de la cible ¢ (produit d’Euler)

Si(x,y,2): Si x vrai alors y sinon z. La condition peut étre imbriquée : si(x,si(y, z, t)... )
A-

Signe d’exponentiation (x"n = x")
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PROGRAMMATION PARI/GP

Recherche du nombre exact de solutions de X;2+x1.X2+X2? = p+c et paramétre g = 100 (a faire varier).
{q = 100; limit = floor(q™(1/2));

for(c=0, 10,

s=0;

for(x =0, limit,

for(y = 0, limit, t = x"2+x*y+y"2-c;

if(isprime(t),

if(t<q,

st+))));

print(s))}

Recherche du nombre exact de solutions de y12+y1.y2+Y2? = p+c et paramétre g = 1000 (a faire varier).
{qg = 1000; limit = floor(g"(1/2));

for(i = 1,10"1000,

if(primes(i)[i] >= limit, ii = i;break));

for(c =0, 10, cc = 2*c;

s=0;

for(x =1, ii,

for(y = 1, ii, t = (primes(ii)[x])"2+(primes(ii)[x])* (primes(ii)[y])+ (primes(ii)[y])"2-cc;
if(isprime(t),

if(t<q,

st);

print(s))}

Recherche des facteurs d’abondance pour ’équation a variables de nombres enntiers X;2+X1.Xp+X,? = p+C.
{limit = 500;

for(c = 0,10,

if(Mod(c,2) == 0, x = 1.5, x = 0.5);

if(Mod(c,3) == 1, x = 1/2*x);

if(Mod(c,3) == 2, x = 3/2*x);

for(i = 3, limit-1, g = primes(limit)[i]; g = znprimroot(q); gg = g*g;
if(Mod(c,q) == 0,

if(Mod(q,6)== 1, x = x*(g-1)/q, x = x*(g+1)/q),

if(Mod(q,6)== 1, x = x*(q*0-a+1)/((a-1)*a), x = x*(q*q-q-1)/((q-1)*))));
print(x))}

Recherche des facteurs d’abondance pour 1’équation a variables de nombres premiers yi2+y1.y,+y,? = p+c.

{limit = 500;

for(cc = 0,10,c =2*cc;

x =2.0;

if(Mod(c,3) == 2, x = 3/2*X, x = 3/4*X);

for(i = 3, limit-1, g = primes(limit)[i]; g = znprimroot(q); gg = g*g;

if(Mod(c,q) == 0,

if(Mod(q,6)== 1, x = x*q*(q-3)/((0-1)"2), x = x*q/(q-1)),

for(j = 1, (9-1)/2, if(Mod(c,q) == gg"j, if(Mod(q,6)== 1, x = x*q*(q*q-3*q+6)/((q-1)"3), X = x*g*(q*q-3*q+4)/((9-1)"3));
break, if(Mod(c,q) == g*gg"j, if(Mod(q,6)== 1, x = x*q*(q*q-3*q+2)/((q-1)"3), x = x*q"2*(q-3)/((q-1)"3)); break)))));
print(x))}
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